ĂćâěŸďŻĺęň Č. ĂĺŹŸďăńáąđ

ŠŐ ŔŘŐĄŁĘŃĂ ŠĘŚ ĹŚŐŃĎŠŘĹĂŚ ŚĎ ŔŐŁŮŇĹĽŐŞŚ ŢŮŘŐŞŚ

ČăğćàčŸńăąã ĲĺŽŸľåŸ

¯Q_{˘8}

ĂĞĘŇĂ 2001

Śńđ ŃŸĺåŸ ąŸă ńę Čăęďçľđ

ĎåxŸ ńđď ńçőđ ďŸ čĲ ĲăľáŽĲă ľńđď ŔĲĺăŽĺŸŋăąã ĞĲàĺåŸ Śňďæćàď, âďŸł Ÿğæ ńęňł ğĺàńęğæĺęňł ľńęď ąćáŻę, ę ąŸ§đŽđńãł Ĺ. ŃęľőęŹáąđł, ę ęğęåęł ĲåďŸă ąŸă ę ĲğăŹćâğęďńŸł ąŸ§đŽđńãł Ÿňńãł ńđł ŻăğćàčŸńăąãł.

Šęď ĲňőŸĺăľńé ćęăğæď §Ĳĺčá, ńæľę ŽăŸ ńę ąęňĺáŽăę ąŸă ńăł ŋăćăąâł ľňčŹęňćâł ğęň čęň âőĲă ŻéľĲă, æľę ąŸă ŽăŸ ńęď ąæğę ąŸă ńđď ňğęčęďã ğęň âŻĲăěĲ ğĺęąĲăčâďęň ďŸ čĲ ąŸ§ęŻđŽãľĲă ľ’ Ÿňńæď ńęď ğŸďâčęĺŋę ąćáŻę ńàď ŃŸ§đčŸńăąéď.

ŢŸåĺęčŸă ğęň ľńđď ńĺăčĲćã Ĳğăńĺęğã ľňččĲńâőĲă ę ŻáľąŸćæł čęň, ąŸ§đŽđńãł Ś. ĂĺŽňĺæł. Ńęň ŻåďĲńŸă âńľă đ ĲňąŸăĺåŸ ďŸ ńęď ĲňőŸĺăľńãľà ŽăŸ áććđ čăŸ ŋęĺá ŽăŸ ńđď ąŸ§ęŻãŽđľã ńęň ľńę Żçľąęćę, Ÿććá æčęĺŋę őéĺę ńđł âĺĲňďŸł. Ďćğåİà æńă ľńę čâććęď §Ÿ ğĲĺáľęňčĲ čŸİå ŸąæčŸ ğĲĺăľľæńĲĺĲł ąŸă àĺŸăæńĲĺĲł ľńăŽčâł ľ’ Ÿňńæ ńę őéĺę.

ŐŋĲåćà Ĳğåľđł ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà §Ĳĺčá ńęď ąŸ§đŽđńã Ś. ŃĲĺąęňĺáąđ ğęň čęň ąáďĲă ŽăŸ ğęććęľńã ŋęĺá ńđď ńăčã ďŸ ľňččĲńâőĲă ľĲ Ĳğăńĺęğã ąĺåľđł ŻęňćĲăáł čęň.

ĞŸ ğĺâğĲă ŸąæčŸ ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà æćęňł ńęňł ľňčŋęăńđńâł ąŸă ŋåćęňł Ÿğæ ńę Ń.Ŕ.Ł.Ă., ňğęŕãŋăęňł ŻăŻáąńęĺĲł ąŸă ŻăŻáąńęĺĲł Ÿğæ ńęď ńęčâŸ ńđł Ăďáćňľđł ąŸă ğŸćăæńĲĺŸ Ÿğæ ńę čĲńŸğńňőăŸąæ ńàď ĞĲàĺđńăąéď ŃŸ§đčŸńăąéď, ŽăŸ ńđ ľňďŸŻĲćŋăąæńđńŸ ąŸă ŋăćăąæńđńá ńęňł.

Šâćęł, ęŋĲåćà âďŸ čĲŽáćę ĲňőŸĺăľńé, ľńđď ąŸ§đŽãńĺăŸ ńęň Ă.Ŕ.Ğ., ĽęĺďđćåŸ ĽáćŋŸ ğęň čęň ĲďâğďĲňľĲ ńđď ŸŽáğđ ğęň âőà ŽăŸ ńđ ĞĲàĺåŸ Śňďæćàď ąŸă ľńęď ąŸ§đŽđńã Ă. ĽĲőĺã, ŽăŸ ńđď ğęćçńăčđ Źęã§Ĳăá ńęň ąŸńŸ ńđ ŻăáĺąĲăŸ ńđł ğĺęĲńęăčŸľåŸł ńđł ŻęňćĲăáł Ÿňńãł.

2

ŔĲĺăĲőæčĲďŸ

ĽĲŋáćŸăę 1. ĎăľŸŽàŽã 5

ĽĲŋáćŸăę 2. ŃĲĺăąá ğĺęąŸńŸĺąńăąá 11 1. ĎğĲąńáľĲăł ľňďĲőéď ľňďŸĺńãľĲàď ąŸă Ŕęćàďăąęå ňğæőàĺęă Ŕęćàďăąéď őéĺàď. 11 2. Ő őéĺęł ńàď ľňčğŸŽéď ňğęľňďæćàď. 15 3. Ę Żęčã ńęň őéĺęň E¸ros{Borel. 18 4. Ŕęćàďăąâł ęčáŻĲł. 20

ĽĲŋáćŸăę 3. Ő őéĺęł ńoň Urysohn. 27 1. ĹŻăæńđńĲł ńęň őéĺęň ńęň Urysohn 27 2. ïğŸĺěđ ńęň őéĺęň ńęň Urysohn 33

ĽĲŋáćŸăę 4. Tę ğĺæŹćđčŸ ńđł ăľęčĲńĺåŸł ľĲ Ŕęćàďăąęçł őéĺęňł. 37

ĄăŹćăęŽĺŸŋåŸ 55

ČĲåąńđł 57

4 ŔĎŘĹĎŢŐŃĎŇĂ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1

ĎăľŸŽàŽã

Ő ľąęğæł ńęň ľňŽŽĺáččŸńęł Ÿňńęç, ĲåďŸă ďŸ ğŸĺęňľăŸľńĲå č’ âďŸď ğćãĺđ ąŸă ąŸńŸďęđńæ ńĺæğę, âďŸ ğĺæľŋŸńę ŸğęńâćĲľčŸ ńàď Su Gao ąŸă ĽĲőĺã, [2] ńę ęğęåę ąŸńŸńáľľĲă ńę ğĺæŹćđčŸ ńđł ńŸěăďæčđľđł Ŕęćàďăąéď őéĺàď čâőĺăł ăľęčĲńĺåŸł, àł ğĺęł ńđ ŻňľąęćåŸ ńęň.

ŞğĲď§ňčåİęňčĲ ĲŻé, æńă âďŸł Ŕęćàďăąæł őéĺęł ĲåďŸă âďŸł ŻăŸőàĺåľăčęł čĲńĺăąæł őéĺęł, ę ęğęåęł ĲğăŻâőĲńŸă čăŸ ăľęŻçďŸčđ ğćãĺđ čĲńĺăąã.

Ő ńĺæğęł ğęň ĲğăńňŽőáďĲńŸă Ÿňńã đ ąŸńáńŸěđ, ğĲĺďáĲă čâľŸ Ÿğæ čăŸ ŽĲďăąæńĲĺđ §ĲàĺåŸ ąŸńáńŸěđł ğĺęŹćđčáńàď ńŸěăďæčđľđł, àł ğĺęł ąáğęăŸ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł.

ŚńŸ ŃŸ§đčŸńăąá, ĲåďŸă ğęćç ľňďđ§ăľčâďŸ ńŸ ğĺęŹćãčŸńŸ ńâńęăęň Ĳå- Żęňł: ŔĺęŹćãčŸńŸ ńŸěăďæčđľđł ęčáŻàď, őéĺàď Banach, ńęğęćęŽăąéď őéĺàď ą.ć.ğ. àł ğĺęł čăŸ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł æğàł ăľęčĲńĺåŸ, ăľęčęĺŋăľčæł, ęčęăęčęĺŋăľčæł ą.ć.ğ. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ĲåďŸă ľĲ æćęňł Žďàľńæ æńă ńę ğĺæŹćđčŸ ńđł ńŸěăďæčđľđł ŽĺŸččăąéď őéĺàď ğĲğĲĺŸľčâďđł ŻăáľńŸľđł ğáďà Ÿğæ âďŸ ľéčŸ K; ĲåďŸă Ĳğăćçľăčę čĲ ńđď Ĳěãł Ÿğćã čęĺŋã:

Ăď V ĲåďŸă âďŸł ŽĺŸččăąæł őéĺęł ğĲğĲĺŸľčâďđł ŻăáľńŸľđł ğáďà Ÿğæ

ńę K; ńæńĲ čğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ ńđď ŸğĲăąæďăľđ:

dim : V → dim(V ) ∈ N: (1) îğàł ĲåďŸă Žďàľńæ ńæńĲ, Żňę ŽĺŸččăąęå őéĺęă V; W ĲåďŸă ăľæčęĺŋęă, Ÿď ąŸă čæďę Ÿď dim(V ) = dim(W ):

Śńđ ŽĲďăąã ğĲĺåğńàľđ ŹâŹŸăŸ, ńâńęăęň ĲåŻęňł ğĺęŹćãčŸńŸ ŻĲď ĲåďŸă ńæľę Ÿğćá, ąŸă ŸąĺăŹéł Žă’ Ÿňńæ âőĲă âďďęăŸ čăŸ §ĲàĺåŸ ğęň ľňŽąĺåďĲă ńâńęăęň ĲåŻęňł ğĺęŹćãčŸńŸ čĲńŸěç ńęňł. ĞŸ čğęĺęçľŸčĲ ďŸ ğęçčĲ æńă ľńę ğŸĺŸğáďà ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ńę ğĺæŹćđčŸ ńŸěăďæčđľđł čâőĺăł ăľęčęĺŋăľčęç ŽĺŸččăąéď őéĺàď, ŸďáŽĲńŸă ľńę ğĺæŹćđčŸ ńđł ăľæńđńŸł ŋňľăąéď Ÿĺă§čéď. Ăňńã đ ńĲćĲňńŸåŸ ŻăŸğåľńàľđ ĲåďŸă ŹâŹŸăŸ ćåŽę őęďŻĺęĲăŻãł, Ÿğæ ńđď áğęŕđ æńă ŻĲď âőęňčĲ ŸďŸĺàńđ§Ĳå ŸĺąĲńá ğæľę đ ŸğĲăąæďăľđ dim ĲåďŸă Ĳçąęćđ àł ğĺęł ńęď ňğęćęŽăľčæ ńđł. ĞŸ čğęĺęçľŸčĲ ğ.ő. ľĲ ąá§Ĳ ńâńęăę ğĺæŹćđčŸ ďŸ ęĺåľęňčĲ ńđď ŸğĲăąæďăľđ

V → [V ] (2) ğęň ŸğĲăąęďåİĲă ąá§Ĳ ňğæ ĲěâńŸľđ ŸďńăąĲåčĲďę V ľńđď ąćáľđ ăľęŻňďŸčåŸł ńęň [V ]; àł ğĺęł ńđď ňğæ čĲćâńđ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł. ĞŸ čğęĺęçľĲ ğŸĺŸŻĲåŽčŸńęł őáĺăď, ľńđ ľňŽąĲąĺăččâďđ ğĲĺåğńàľđ, ńę ğćã§ęł ńàď ąćáľĲàď ăľęŻňďŸčåŸł ďŸ ĲåďŸă Ÿĺă§čãľăčę, ęğæńĲ §Ÿ ćâŽŸčĲ æńă đ (2) ŸğćęğęăĲå ńŸ ğĺáŽčŸńŸ ŸąĺăŹéł æğàł ąŸă đ (1). ĎåďŸă ŋŸďĲĺæ æńă đ (1) ŸğćęğęăĲå ńĲćĲåàł ńŸ ğĺáŽčŸńŸ ľńđď ğĲĺåğńàľđ ńàď ŽĺŸččăąéď őéĺàď, Ĳďé đ (2) ĲåďŸă Ÿğćéł čăŸ âďŻĲăěđ æńă ńę Żę§âď ğĺæŹćđčŸ ğă§Ÿďæď ŻĲď ĲåďŸă ńæľę Żçľąęćę, Ÿğæ ńđď áććđ æčàł, ąŸďâďŸł ŻĲď §Ÿ âćĲŽĲ æńă đ (2) ŸğćęğęăĲå ńŸ ğĺáŽčŸńŸ æľę ąŸă (1). Ę ŻăŸŋęĺá ĲåďŸă ğĺęŋŸďãł ŻăŸăľ§đńăąá: Čę§âďńęł Ĳďæł ŻăŸďňľčŸńăąęç őéĺęň V ĲåčŸľńĲ ğęćç ľňőďá ľĲ §âľđ ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńęď Ÿĺă§čæ dim(V ): Ďğęčâďàł ńę æćę ğĺæŹćđčŸ âőĲă ďŸ ąáďĲă ąŸă čĲ ńđď ĲňąęćåŸ ğęň ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńę ďŸ ňğęćęŽăľńĲå đ ľňďáĺńđľđ dim : ŔĺęľğŸ§éďńŸł ąŸďĲåł ďŸ ŽĲďăąĲçľĲă Ÿňńâł ńăł ăŻâĲł ľňďĲğéł, §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ §ĲàĺãľĲă ŸďŸŽàŽâł æğàł đ (1) ľńăł ęğęåĲł đ ľňďáĺńđľđ ŸďŸŽàŽãł (dim ľńđď ľňŽąĲąĺăččâďđ ğĲĺåğńàľđ) ďŸ ĲåďŸă ąŸńá čăŸ âďďęăŸ čăŸ Ĳçąęćđ ľńęď ňğęćęŽăľčæ ńđł ľňďáĺńđľđ.

ĆăŸ ńęňł ľąęğęçł ğĺęŹćđčáńàď čŸ§đčŸńăąãł ŋçľđł, âďŸ čâńĺę ĲňąęćåŸł ľńęď ňğęćęŽăľčæ ĲåďŸă Ÿď čăŸ ľňďáĺńđľđ ĲåďŸă Borel ã æőă.

ŞğĲď§ňčåİęňčĲ ĲŻé, æńă ŽăŸ âďŸď Ŕęćàďăąæ őéĺę Ţ; đ ff{áćŽĲŹĺŸ ğęň ğŸĺáŽĲńŸă Ÿğæ ńŸ Ÿďęăőńá ňğęľçďęćŸ ńęň Ţ; ćâŽĲńŸă ff{áćŽĲŹĺŸ ńàď Borel ňğęľňďæćàď ńęň Ţ: Ăď ńæńĲ ę Y ĲåďŸă Ŕęćàďăąæł őéĺęł, čăŸ ľňďáĺńđľđ

f : X → Y

ĲåďŸă Borel, Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ B; Borel ňğęľçďęćę ńęň Y; ńę f^{−1}(B) ĲåďŸă âďŸ Borel ňğęľçďęćę ńęň Ţ:

Ăňńâł ęă ăŻâĲł ŹâŹŸăŸ ĲăľáŽęňď ľńŸ ğĺęŹćãčŸńŸ ąŸńáńŸěđł ğĺęŹćđčáńàď ăľęŻňďŸčåŸł ńđď Ĳěãł ŸďŸŽąŸăæńđńŸ:

ĞŸ ğĺâğĲă ďŸ čğęĺĲå ąáğęăęł ďŸ ŻĲå ńŸ ňğæ čĲćâńđ ŸďńăąĲåčĲďŸ (æğàł ęă ŽĺŸččăąęå őéĺęă ńęň ğŸĺŸŻĲåŽčŸńęł ) ďŸ ľőđčŸńåİęňď âďŸ ęĺåľăčę (ğ.ő. Borel ã ŸďŸćňńăąæ) ňğęľçďęćę Ĳďæł Borel őéĺęň X:

ëďŸł őéĺęł Borel X ĲåďŸă âďŸł őéĺęł ĲŋęŻăŸľčâďęł čĲ čăŸ ff{ áćŽĲŹĺŸ đ ęğęåŸ čğęĺĲå ďŸ ğĺęąçŕĲă Ÿğæ čăŸ Ŕęćàďăąã Żęčã ńęň Ţ: Ń’ Ÿňńæď ńęď ńĺæğę, §Ÿ čğęĺęçľŸčĲ ďŸ ğęçčĲ æńă čăŸ ŸğĲăąæďăľđ (ľŸď ńđď dim ńęň (1)) ĲåďŸă ŸďŸŽàŽã Ÿď ĲåďŸă Borel.

Ę ŸğŸåńđľđ Ÿňńã, ŻđćŸŻã ńŸ ňğæ čĲćâńđ ŸďńăąĲåčĲďŸ ďŸ čğęĺęçď ďŸ ĲăŻà§ęçď ľŸď âďŸ ęĺåľăčę ňğęľçďęćę Ĳďæł Ŕęćàďăąęç őéĺęň, æğàł §Ÿ ŻęçčĲ, ŻĲď ĲåďŸă ąŸă ğęćç ğĲĺăęĺăľńăąã.

Ăł ŻęçčĲ ğŸĺŸŻĲåŽčŸńęł őáĺăď, ğéł Ÿňńæ čğęĺĲå ďŸ ĲğăńĲňő§Ĳå ľńđď ğĲĺåğńàľđ ńàď Ŕęćàďăąéď őéĺàď.

ŠŸ Żňę ľđčŸďńăąá ĲĺŽŸćĲåŸ ľ’ Ÿňńãď ńđď ąŸńĲç§ňďľđ ĲåďŸă ę őéĺęł ńęň Urysohn U ąŸă đ E¸ros{Borel Żęčã. (ĄćâğĲ ąĲŋáćŸăŸ 3 ąŸă 2

ŸďńåľńęăőŸ.) Ő őéĺęł ńęň Urysohn Ĳăľãő§đ ľńŸ 1927 ľńę [7] Ÿğæ ńęď Urysohn ąŸă ĲåďŸă âďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ąŸ§ęćăąęç Ŕęćàďăąęç őéĺęň čĲ ńđď Ĳěãł âďďęăŸ: ĎåďŸă Ŕęćàďăąæł őéĺęł ąŸă ąá§Ĳ áććęł Ŕęćàďăąæł őéĺęł ĲåďŸă ăľęčĲńĺăąá ĲčŋňńĲçľăčęł ľ’ âďŸ ąćĲăľńæ ňğęľçďęćæ ńęň.

Ďğęčâďàł, ąá§Ĳ Ŕęćàďăąæł őéĺęł čğęĺĲå ďŸ §Ĳàĺđ§Ĳå čĲ ğĺęľâŽ- Žăľđ ăľęčĲńĺåŸł ľŸď âďŸł ąćĲăľńæł ňğæőàĺęł ńęň őéĺęň ńęň Urysohn. Ăňńæ ćçďĲă ńę čăľæ ğĺæŹćđčŸ, Ÿŋęç §Ÿ âğĺĲğĲ ďŸ čğęĺęçčĲ ďŸ ŻęçčĲ ńęď ńňőæďńŸ Ŕęćàďăąæ őéĺę ľŸď âďŸ ľđčĲåę Ŕęćàďăąęç őéĺęň.

Šę áććę čăľæ ğĺæŹćđčŸ, ćçďĲńŸă Ÿğæ ńđď E¸ros{Borel Żęčã ńàď ąćĲăľńéď ňğęľňďæćàď Ĳďæł Ŕęćàďăąęç őéĺęň. (ĄćâğĲ ąĲŋáćŸăę 2). ŚňŽąĲąĺăččâďŸ, ăľőçĲă ńę Ĳěãł:

Šę ľçďęćę ńàď ąćĲăľńéď ňğęľňďæćàď Ĳďæł Ŕęćàďăąęç őéĺęň ĲåďŸă âďŸł őéĺęł Borel, ŻđćŸŻã ňğáĺőĲă čăŸ Żęčã Ŕęćàďăąęç őéĺęň ľ’ Ÿňńæ ńę ľçďęćę.

ŢĺđľăčęğęăéďńŸł ńŸ Żňę Ÿňńá ŸğęńĲćâľčŸńŸ čğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ ąá§Ĳ Ŕęćàďăąæ őéĺę ľŸď âďŸ ľđčĲåę Ĳďæł ľňŽąĲąĺăččâďęň ąŸ- §ęćăąęç č’ Ÿňńãď ńđď âďďęăŸ Ŕęćàďăąęç őéĺęň. Ďğęčâďàł ńę ľçďęćę ńàď ąćĲăľńéď ňğęľňďæćàď ńęň U; F (U); čğęĺĲå ďŸ §Ĳàĺđ§Ĳå ľŸď ę őéĺęł æćàď ńàď Ŕęćàďăąéď őéĺàď.

ŃăŸ ŻăŸŋęĺĲńăąã ğĺęľâŽŽăľđ őĺđľăčęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńęď J. Clemens ľńđď ŻăŻŸąńęĺăąã ńęň ŻăŸńĺăŹã [3].

ëőęňčĲ Ĳğęčâďàł ľńđ ŽĲďăąã ğĲĺåğńàľđ ďŸ ąáďęňčĲ čĲ čăŸ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł E ğęň ŸďŸğŸĺăľńá ńę ğĺęł ąŸńáńŸěđ ğĺæŹćđčŸ, ęĺăľčâďđ ľ’ âďŸ ęĺåľăčę ňğęľçďęćę Ţ Ĳďæł Ŕęćàďăąęç őéĺęň, ńęň ęğęåęň ńŸ ľńęăőĲåŸ čğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ ľŸď ńŸ ŸďńăąĲåčĲďŸ ńęň ğĺęł ąŸńáńŸěđ ğĺęŹćãčŸńęł (őéĺęă Banach, ęčáŻĲł, ńęğęćęŽăąęå őéĺęă ą.ć.ğ.) Ăğ’ Ÿňńãď ńđď áğęŕđ, đ ŸğćęçľńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ ĲåďŸă ďŸ čğęĺęçčĲ ďŸ ŻęçčĲ ńđď Ď ľŸď ľőâľđ ăľæńđńŸł, æğàł ľńđď ğĲĺåğńàľđ ńàď ŽĺŸččăąéď őéĺàď (1). Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, đ Ď (ąŸă ńę ğĺæŹćđčŸ ğęň ŸďŸğŸĺăľńá ) ćâŽĲńŸă ğćãĺàł ńŸěăďęčãľăčđ, Ÿď ňğáĺőĲă âďŸł őéĺęł Borel Y ąŸă čăŸ Borel ŸğĲăąæďăľđ

c : X → Y

ńâńęăŸ éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ x ąŸă y ľńęď X;

xEy ⇐⇒ c(x) = c(y):

Ő Gromov, ľńę [5] âőĲă ŻĲåěĲă æńă ńę ğĺæŹćđčŸ ńđł ăľęčĲńĺåŸł ľňčğŸŽéď őéĺàď ĲåďŸă ğćãĺàł ńŸěăďęčãľăčę.

ŔŸĺŸąáńà, őĺĲăŸİæčŸľńĲ ńđď âďďęăŸ ńđł ŸďŸŽàŽãł čăŸł ľőâľđł ăľę- ŻňďŸčåŸł ľĲ čăŸ áććđ:

Ăď Ď ąŸă F ĲåďŸă ľőâľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł ľĲ ňğęľçďęćŸ X; Y ŸďńåľńęăőŸ, őéĺàď Borel, ńæńĲ ćâčĲ æńă đ Ď ĲåďŸă Borel ŸďŸŽéŽăčđ ľńđď F;

ã ľňčŹęćăąá

E ≤_B F

Ÿď ňğáĺőĲă čăŸ Borel ŸğĲăąæďăľđ f : X → Y ńâńęăŸ éľńĲ

xEy ⇐⇒ f(x)F f(y):

ČăŸăľ§đńăąá, Ÿňńæ ĲďďęĲå æă âďŸł ńĺæğęł ğęň §Ÿ ŻęçćĲňĲ ŽăŸ ďŸ ćçľĲă ńę ğĺæŹćđčŸ ğęň ŸďŸğŸĺăľńá đ F; §Ÿ ŻęçćĲňĲ Ĳğåľđł ŽăŸ ďŸ ćçľĲă ńę Ÿďńåľńęăőę ğĺæŹćđčŸ ğęň ŸďŸğŸĺăľńá đ E:

ŁâčĲ Ĳğåľđł æńă ęă E ąŸă F ĲåďŸă Borel ăľęŻçďŸčĲł ľňčŹęćăąá

E ∼_B F

Ÿď đ ąá§Ĳ čăŸ ĲåďŸă Borel ŸďŸŽéŽăčđ ľńđď áććđ, ŻđćŸŻã

E ≤_B F ⇐⇒ E ≤_B F & F ≰_B E;

ľđčŸåďĲă æńă ńę ğĺæŹćđčŸ ńŸěăďæčđľđł ğęň ŸďŸğŸĺăľńáńŸă Ÿğæ ńđď E ĲåďŸă ąŸ§Ÿĺá ŸğćęçľńĲĺę Ÿğæ ńę Ÿďńåľńęăőę ğęň ŸďŸğŸĺăľńáńŸă Ÿğæ ńđď F: Ę čĲĺăąã ğĺęŻăáńŸěđ ≤_B ĲăľáŽĲă čăŸ ăĲĺŸĺőåŸ ŻňľąęćåŸł ľńŸ ğĺęŹćãčŸńŸ ńŸěăďæčđľđł. Ę čĲćâńđ Ÿňńãł ńđł ăĲĺŸĺőåŸł âőĲă ŸďŸŻĲåěĲă ąáğęăĲł ŹŸľăąâł ľőâľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł ęă ęğęåĲł čğęĺęçď ďŸ őĺđľăčęğęăđ§ęçď ŽăŸ ľçŽąĺăľđ čĲ ğĺęŹćãčŸńŸ ńŸěăďæčđľđł ğęň ğĺęąçğńęňď ľĲ Żăáŋęĺęňł ąćáŻęňł ńàď ŃŸ§đčŸńăąéď. ŚńŸ ĲğæčĲďŸ §Ÿ ŻęçčĲ čĲĺăąâł Ÿğ’ Ÿňńâł:

ŃăŸ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ < G; · > ĲåďŸă âďŸł Ŕęćàďăąæł őéĺęł G Ĳŋę- ŻăŸľčâďęł čĲ čăŸ ğĺáěđ · àł ğĺęł ńđď ęğęåŸ ŽåďĲńŸă ęčáŻŸ. Ę ľçďŻĲľđ čĲńŸěç ńàď Żňę Żęčéď ĲåďŸă æńă đ ŸğĲăąæďăľđ

G × G ∋< g; h >→ g · h^{−1} ∈ G

ĲåďŸă ľňďĲőãł.

Ăď X ĲåďŸă âďŸł Ŕęćàďăąæł őéĺęł, ńæńĲ ćâčĲ æńă đ G Żĺá ľńęď X Ÿď ňğáĺőĲă čăŸ ğĺáěđ · : G × X → X ńâńęăŸ éľńĲ ŽăŸ g; h ∈ G ąŸă x ∈ X; g · (h · x) = (gh) · x 1 · x = x

æğęň 1 ĲåďŸă ńę čęďŸŻăŸåę ľńęăőĲåę ńđł G:

ŁâčĲ æńă đ Żĺáľđ ĲåďŸă Borel Ÿď đ ŸğĲăąæďăľđ · ĲåďŸă Borel. ĆăŸ ľňďńęčåŸ ľ’ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ ŸďŸŋĲĺæčŸľńĲ ľńęď X čĲ ńđď âąŋĺŸľđ Borel G{őéĺęł Ăď ę Ţ ĲåďŸă âďŸł Borel G{őéĺęł, ńæńĲ ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ E^X_G ńãď Ÿďńåľńęăőđ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ńàď ńĺęőăéď ńđł G :

xE^X_G y ⇐⇒ ∃g(g · x = y):

Ę ńĲćĲňńŸåŸ ľőâľđ ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł ŸďŸćňńăąã. ŔĺęąçğńĲă æńă ŸďáčĲľŸ ľńăł E^X_G ŽăŸ ľńŸ§Ĳĺã G; ňğáĺőĲă čăŸ ąŸ§ęćăąã ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł čĲ ńđď Ĳěãł âďďęăŸ:

ŞğáĺőĲă âďŸł Borel G{őéĺęł Ţ; ńâńęăęł éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Borel G{ őéĺę Y; E^Y_G ≤_B E^X_G : ŔĺęŋŸďéł, Ÿňńæł ĲåďŸă čęďŸŻăąæł čĲ ğĺęľâŽŽăľđ ∼_B ąŸă ľňčŹęćåİĲńŸă E^∞_G :

Ďğăğćâęď, ŸŋãďęďńŸł ńđď G ńéĺŸ ďŸ ńĺâőĲă ľĲ æćĲł ńăł Ŕęćàďăąâł ęčáŻĲł, ňğáĺőĲă čăŸ ąŸ§ęćăąã ľőâľđ ńđł čęĺŋãł E^∞_G : ĎåďŸă ěŸďá čęďŸ- Żăąã čĲ ğĺęľâŽŽăľđ ∼_B ąŸă ńđď ąŸćęçčĲ đ ąŸ§ęćăąã ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ğęň ĲăľáŽĲńŸă Ÿğæ čăŸ Borel Żĺáľđ Ŕęćàďăąãł ęčáŻŸł.

êććę âďŸ ľđčŸďńăąæ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ľőâľđł ăľęŻňďŸčåŸł ĲåďŸă đ E^∞_{S∞} ; ŻđćŸŻã đ ąŸ§ęćăąã ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ğęň ĲăľáŽĲńŸă Ÿğæ ńđď ęčáŻŸ čĲńŸ§âľĲàď ńęň N; S_∞: Ăňńã ĲåďŸă ğęćç čăąĺæńĲĺđ ľĲ æĺęňł ńđł ŻăáńŸěđł <_Ą Ÿğæ ńđď ąŸ§ęćăąã ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ğęň ĲăľáŽĲńŸă Ÿğæ čăŸ Borel Żĺáľđ čăŸł Ŕęćàďăąãł ęčáŻŸł. ŃăŸ ľňŽąĲąĺăččâďđ čęĺŋã ńđł E^∞_{S∞} ĲåďŸă ę ăľęčęĺŋăľčæł ŽĺŸŋđčáńàď.

Šâćęł, âďŸ ńĺåńę ğŸĺáŻĲăŽčŸ ńâńęăŸł ľőâľđł ăľęŻňďŸčåŸł ĲåďŸă đ E_∞; ŻđćŸŻã đ ąŸ§ęćăąã ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ğęň ĲăľáŽĲńŸă Ÿğæ ńđ Borel Żĺáľđ čăŸł Ÿĺă§čãľăčđł ęčáŻŸł. Ŕáćă, đ E_∞ ĲåďŸă đ čăąĺæńĲĺđ ľĲ æĺęňł ńđł ŻăáńŸěđł <_Ą Ÿğæ ńęď ăľęčęĺŋăľčæ ŽĺŸŋđčáńàď.

Šę ĞĲéĺđčŸ ğęň čĲćĲńáńŸă ĲŻé ĲåďŸă ńę Ĳěãł:

ĞĲéĺđčŸ. Ę ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ńđł ăľęčĲńĺåŸł Ŕęćàďăąéď őéĺàď

ĲåďŸă Borel ăľęŻçďŸčđ čĲ ńđď ąŸ§ęćăąã ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ğęň ĲăľáŽĲńŸă Ÿğæ čăŸ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ.

10 1. ĎĹŚĂĆŮĆĘ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2

ŃĲĺăąá ğĺęąŸńŸĺąńăąá

ëďŸł Ŕęćàďăąæł čĲńĺăąæł őéĺęł, (X; d) ĲåďŸă âďŸł ğćãĺđł ŻăŸőàĺåľăčęł čĲńĺăąæł őéĺęł.

ŃĲ ńęď æĺę Ŕęćàďăąæł őéĺęł, ĲďďęęçčĲ âďŸď ńęğęćęŽăąæ őéĺę, ę ęğęåęł ĲåďŸă ęčęăęčęĺŋăąæł č’ âďŸď Ŕęćàďăąæ čĲńĺăąæ őéĺę.

ëďŸł őéĺęł Borel ĲăďŸă âďŸ ŻăŸńĲńŸŽčâďę İĲçŽęł (X; Σ) æğęň X ĲåďŸă âďŸł Ŕęćàďăąæł őéĺęł ąŸă Σ ĲåďŸă đ ff- áćŽĲŹĺŸ ńàď Borel ňğęľňďæćàď ńęň, ŻđćŸŻã đ čăąĺæńĲĺđ ęăąęŽâďĲăŸ ňğęľňďæćàď ńęň Ţ; ńâńęăŸ éľńĲ

1. Ăď U ⊂ X Ÿďęăőńæ, ńæńĲ U ∈ Σ 2. Ăď A ∈ Σ ńæńĲ ąŸă X \ A ∈ Σ 3. Ăď {A_n}_{n∈}N Ÿąęćęň§åŸ ľňďæćàď ľńę Σ; ńæńĲ ∪_{n∈}NA_n ∈ Σ: ŠŸ čâćđ ńđł Σ ąŸćęçďńŸă Borel ňğęľçďęćŸ ńęň X ąŸă čăŸ ľňďáĺńđľđ f : X → Y;

æğęň X; Y ĲåďŸă őéĺęă Borel ćâŽĲńŸă Borel ã Borel čĲńĺãľăčđ Ÿď đ Ÿďńåľńĺęŋđ ĲăąæďŸ čâľà ńđł f Ĳďæł Borel ňğęľňďæćęň ńęň Y; ĲåďŸă Borel ňğęľçďęćę ńęň X: îčęăŸ, Ÿď X_0 ⊂ X; Y_0 ⊂ Y; čăŸ ŸğĲăąæďăľđ g : X_0 → Y_0 ćâŽĲńŸă Borel Ÿď đ Ÿďńåľńĺęŋđ ĲăąæďŸ Ĳďæł ľőĲńăąá Borel ňğęľňďæćęň ńęň Y_0 ĲåďŸă ľőĲńăąá Borel ľńęď X_0:

ĎŻé, čĲ ńęď æĺę ľőĲńăąá Borel ĲďďęęçčĲ ńđď ńęčã Ĳďæł Borel ňğęľňďæćęň ńęň Y čĲ ńę Y_0:

ëďŸ ľçďęćę A ⊂ X ćâŽĲńŸă ŸďŸćňńăąæ, Ÿď ňğáĺőĲă âďŸł őéĺęł Borel Y ąŸă čăŸ Borel ŸğĲăąæďăľđ f : Y → X; ńâńęăŸ éľńĲ f(Y ) = A:

1. ĎğĲąńáľĲăł ľňďĲőéď ľňďŸĺńãľĲàď ąŸă Ŕęćàďăąęå ňğæőàĺęă Ŕęćàďăąéď őéĺàď.

Ăł ĲåďŸă X âďŸł ńęğęćęŽăąæł őéĺęł, ąŸă (Y; d) âďŸł čĲńĺăąæł őéĺęł. Ăł ĲåďŸă ŸąæčŸ A ⊂ X ąŸă f : A → Y ĆăŸ ąá§Ĳ B ⊂ Y; §âńęňčĲ diam(B) = sup{d(x; y) : x; y ∈ B} ąŸă diam(∅) = 0:

ąŸă ęĺåİęňčĲ ńđď ąçčŸďľđ ńđł f ľńę x ∈ X čĲ ńęď ńçğę:

oscf (x) = inf{diam(f(U)) : U Ÿďęăőńã ğĲĺăęőã ńęň x} 11

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă Ÿď x ∈ A; ńæńĲ ńę x ĲåďŸă âďŸ ľđčĲåę ľňďâőĲăŸł ńđł f Ÿď ąŸă čæďę Ÿď osc_f (x) = 0: ŔĺŸŽčŸńăąá,

• Ăď đ f ĲåďŸă ľňďĲőãł ľńę x ąŸă › > 0; §Ÿ ňğáĺőĲă U ğĲĺăęőã ńęň

x éľńĲ f(U) ⊂ B_d(f(x); ›=2):

ŚňďĲğéł diam f(U) ≤ › ąŸă áĺŸ osc_f (x) = 0:

• Ăď ŸďńåľńĺęŋŸ osc_f (x) = 0 ąŸă › > 0; §Ÿ ňğáĺőĲă ğĲĺăęőã U ńęň

x éľńĲ diam f(U) < › ąŸă ľňďĲğéł f(U) ⊂ B_d(f(x); ›):

êĺŸ đ f §Ÿ ĲåďŸă ľňďĲőãł ľńę x: ĆăŸ › > 0 §âńęňčĲ A_› = {x ∈ X : osc_f (x) < ›}:

Ăď x ∈ A_› ńæńĲ ňğáĺőĲă U ∋ x Ÿďęăőńã ğĲĺăęőã ńęň x éľńĲ diam f(U) < ›: Ďğęčâďàł ŽăŸ ąá§Ĳ y ∈ U; osc_f (y) < ›: êĺŸ ńę A_› ĲåďŸă Ÿďęăőńæ ľńę A: ŔŸĺŸńđĺęçčĲ ńéĺŸ æńă {x : osc_f (x) = 0} = ∪_{n∈}NA 1_{n+1} ĲåďŸă âďŸ G_‹ ľçďęćę ľńę A: ëőęňčĲ ŻĲåěĲă ľňďĲğéł ńđď ğŸĺŸąáńà ğĺæńŸľđ:

ŔĺæńŸľđ 2.1. Ăł ĲåďŸă X âďŸł ńęğęćęŽăąæł őéĺęł, Y âďŸł čĲńĺă-

ąæł őéĺęł ąŸă

f : X → Y:

ŠæńĲ ńŸ ľđčĲåŸ ľňďâőĲăŸł ńđł f ĲåďŸă âďŸ G_‹ ňğęľçďęćę ńęň X:

ĂąæčŸ:

ŔĺæńŸľđ 2.2. Ăł ĲåďŸă X âďŸł čĲńĺăąęğęăãľăčęł őéĺęł. ŠæńĲ

ąá§Ĳ ąćĲăľńæ ňğęľçďęćę ńęň X ĲåďŸă âďŸ G_‹ ľçďęćę.

ĂğæŻĲăěđ. Ăł ĲåďŸă d čăŸ čĲńĺăąã ľňčŹăŹŸľńã čĲ ńđď ńęğęćęŽåŸ

ńęň X: ĆăŸ x ∈ Ţ; ąŸă ∅ ≠ A ⊂ X ęĺåİęňčĲ d(x; A) = inf{d(x; y) : y ∈ A} Ăď ńéĺŸ, x_0 ∈ B(A; ›) = {x : d(x; A) < ›} ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ y ∈ B(x_0; ‹) æğęň ‹ = ›−d(x; A) > 0 ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ z ∈ A;

d(y; z) ≤ d(y; x_0) + d(x_0; z) < › − d(x; A) > 0 êĺŸ d(y; A) < › ŻđćŸŻã y ∈ B(A; ›): êĺŸ B(A; ›) ĲåďŸă Ÿďęăőńæ ľçďęćę.

1. ŔŐŁŮŇĹĽŐĹ ŞŔŐŢŮŘŐĹ ŔŐŁŮŇĹĽŮŇ ŢŮŘŮŇ 13

Śńđď ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ ğęň ńę F ĲåďŸă ąćĲăľńæ, ąá§Ĳ ľđčĲåę Ĳąńæł ńęň F §Ÿ ŸğâőĲă §Ĳńăąã ŸğæľńŸľđ Ÿğæ ńę F: êĺŸ

F = ∩_{n∈}NB ( F; 1n + 1 ) ąŸă ľňďĲğéł ńę F §Ÿ ĲåďŸă G_‹:

ĞŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńŸ ğŸĺŸğáďà, ŽăŸ ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńę ĲğæčĲďę ŸğęńâćĲľčŸ ğęň ęŋĲåćĲńŸă ľńęď Kuratowski:

ĞĲéĺđčŸ 2.3. Ăł ĲåďŸă Ţ čĲńĺăąęğęăãľăčęł, Y ğćãĺàł čĲńĺăąę-

ğęăãľăčęł, A ⊂ XąŸă f : A → Y ľňďĲőãł. ŠæńĲ ňğáĺőĲă âďŸ G_‹ ľçďęćę

G čĲ A ⊂ G ⊂ A ľńę ęğęåę đ f ĲğĲąńĲåďĲńŸă ľňďĲőéł.

AğæŻĲăěđ. ĞâńęňčĲ G = A ∩ {x : oscf (x) = 0}: Ăňńæ ĲåďŸă G‹

Ÿŋęç A ąŸă {x : osc_f (x) = 0} ĲåďŸă G_‹: ĎğĲăŻã đ f ĲåďŸă ľňďĲőãł ľńę Ă; âğĲńŸă A ⊂ G ⊂ A:

ĞĲàĺęçčĲ ńđ ľňďáĺńđľđ g : G → Y đ ęğęåŸ ęĺåİĲńŸă àł Ĳěãł:

Ăď x ∈ G ⊂ A; §Ÿ ňğáĺőĲă Ÿąęćęň§åŸ {x_n}_{n∈}N ľńę Ă ğęň ľňŽąćåďĲă ľńę x: ĎğĲăŻã osc_f (x) = 0; đ {f(x_n)}_{n∈}N §Ÿ ĲåďŸă Cauchy ľńęď Y: êĺŸ §Ÿ ňğáĺőĲă ńę æĺăæ ńđł. ĞâńęňčĲ g(x) = lim_n f(x_n):

ĎåďŸă Ĳçąęćę ďŸ ŻĲăőńĲå æńă đ G ĲåďŸă ąŸćá ęĺăľčâďđ. Ăď {x_n}_n; {y_n}_n ĲåďŸă Żňę Ÿąęćęň§åĲł ğęň ľňŽąćåďęňď ľńę x; ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ › > 0; §Ÿ ňğáĺőĲă ğĲĺăęőã U ńęň x; éľńĲ diam(f(U)) < ›: êĺŸ ńĲćăąá ęă ŸğęľńáľĲăł ńàď æĺàď ńđł {f(x_n)}_n ąŸă {f(y_n)} ŽåďęďńŸă čăąĺæńĲĺĲł ńęň › ąŸă ľňďĲğéł ęă Żňæ Ÿąęćęň§åĲł âőęňď ńę åŻăę æĺăę.

ĆăŸ x ∈ A ąŸă x_n = x; n ∈ N ŹĺåľąęňčĲ æńă đ g ĲğĲąńĲåďĲă ńđď f: ŔĺęąĲăčâďęň ďŸ ŻęçčĲ æńă đ g ĲåďŸă Ĳğăğćâęď ľňďĲőãł, ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ŽăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ ğĲĺăęőã U ńęň X;

g(U) ⊂ f(U):

Ăď ńéĺŸ x_0 ∈ G ąŸă › > 0; ĲğĲăŻã osc_f (x_0) = 0; §Ÿ ňğáĺőĲă ğĲĺăęőã U ńęň x_0 ńâńęăŸ éľńĲ f(U) ⊂ B(x_0; ›=2): êĺŸ g(U) ⊂ B(x_0; ›) ąŸă ľňďĲğéł đ g ĲåďŸă ľňďĲőãł ľńę x_0:

Šę ĲğæčĲďę ĞĲéĺđčŸ őŸĺŸąńđĺåİĲă ńęňł ňğæőàĺęňł ńàď Ŕęćàďăąéď őéĺàď ğęň ĲåďŸă Ŕęćàďăąęå.

14 2. ŃĎŘĹĽĂ ŔŘŐĽĂŠĂŘĽŠĹĽĂ

ĞĲéĺđčŸ 2.4. Ăď ę X ĲåďŸă čĲńĺăąęğęăãľăčęł ąŸă ę Y ⊂ X ĲåďŸă

ğćãĺàł čĲńĺăąęğęăãľăčęł, ńæńĲ ńę Y ĲåďŸă âďŸ G_‹ ňğęľçďęćę ńęň X: ĂďńåľńĺęŋŸ, Ÿď ę X ĲåďŸă ğćãĺàł čĲńĺăąęğęăãľăčĲł ąŸă ńę Y ⊂ X ĲåďŸă G_‹; ńæńĲ ąŸă ę Y ĲåďŸă ğćãĺàł čĲńĺăąęğęăãľăčęł.

ĎăŻăąæńĲĺŸ, âďŸł ňğæőàĺęł Ŕęćàďăąęç őéĺęň ĲåďŸă Ŕęćàďăąæł Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ĲåďŸă G_‹:

ĂğæŻĲăěđ. ĆăŸ ńę ğĺéńę čâĺęł, §ĲàĺęçčĲ ńđď ńŸňńęńăąã ŸğĲăąæ-

ďăľđ id_Y : Y → Y: Ăňńã ĲåďŸă ľňďĲőãł ąŸă ĲğĲăŻã ę Y ĲåďŸă ğćãĺàł čĲńĺăąęğęăãľăčęł, Ÿğæ ńę ğăę ğáďà §ĲéĺđčŸ ńęň Kuratowski, §Ÿ ňğáĺőĲă âďŸ G_‹ ľçďęćę G čĲ Y ⊂ G ⊂ Y ąŸă čăŸ ľňďĲőãł ĲğâąńŸľđ g : G → Y ńđł id_Y : ĎğĲăŻã ńę Y ĲåďŸă ğňąďæ ľńę G; g = id_G ąŸă ľňďĲğéł Y = G:

ĆăŸ ńę ŻĲçńĲĺę, Ÿł ĲåďŸă Y = ∩_{n∈}NU_n čĲ U_n Ÿďęăőńá ľńę X: ĞâńęňčĲ F_n = X \ U_n:

ëľńà ŸąæčŸ d čăŸ ğćãĺđł čĲńĺăąã ŽăŸ ńęď X: ŐĺåİęňčĲ čăŸ ąŸăďęçĺăŸ čĲńĺăąã ŽăŸ ńęď Y; §âńęďńŸł

d^′(x; y) = d(x; y) + ∞∑ m=0 { 2^−n^{−1} ; | | 1 d(x; F_n) − 1 d(y; F_n) | | } : ĎçąęćŸ ğĺęąçğńĲă æńă đ d^′ ĲåďŸă čăŸ čĲńĺăąã.

Ăď d^′(x_n; x)^n→ 0; ńæńĲ ąŸă d(x_n; x)^n→ 0; ľňďĲğéł x_n^n→ x: Ăď ŸďńåľńĺęŋŸ x_n^n→ x ľńęď Y; ńæńĲ ŽăŸ Żę§âď › > 0; ŹĺåľąęňčĲ n ∈ N éľńĲ_∞ ∑ n=k 2^−n^{−1} < › 4 ąŸă n_2 ≥ n_1 éľńĲ | | 1 d(x_n; F_m) − 1 d(x; F_m) | | < ›4k

æńŸď n ≥ n_2 ąŸă m ≤ k: ŠæńĲ ĲåďŸă Ĳçąęćę ďŸ ĲćâŽěĲă ąŸďĲåł æńă d^′(x_n; x) < › æńŸď n ≥ n_2: êĺŸ đ d^′ ĲåďŸă čăŸ čĲńĺăąã ľňčŹăŹŸľńã čĲ ńđď ńęğęćęŽåŸ ńęň Y: ĂĺąĲå ďŸ ŻĲăőńĲå ŸąæčŸ æńă ĲåďŸă ğćãĺđł. Ăď {y_n}_{n∈}N ĲåďŸă Cauchy Ÿąęćęň§åŸ àł ğĺęł ńđď d^′; ńæńĲ ğĺęŋŸďéł ĲåďŸă Cauchy ąŸă àł ğĺęł ńđď d ąŸă ľňďĲğéł đ y_n ľňŽąćåďĲă ľĲ ąáğęăę y ∈ X: Ďğăğćâęď, ľńŸ§ĲĺęğęăéďńŸł k ∈ N; lim m;n→∞ | | | 1 d(y_n; F_k) − 1 d(y_m; F_k) | | | = 0:

ąŸă ľňďĲğéł đ Ÿąęćęň§åŸ {^1_{d(yn;Fk)} }_{n∈}N §Ÿ ľňŽąćåďĲă ľńę R: êĺŸ đ {d(y_n; F_k)}_n §Ÿ ĲåďŸă ŋĺŸŽčâďđ čŸąĺăá Ÿğæ ńę 0 ąŸă ľňďĲğéł d(y; F_k) = lim_n d(y_n; F_k) ≠ 0:

êĺŸ ŽăŸ ąá§Ĳ k ∈ N; y ∉ F_k ąŸă âğĲńŸă æńă y ∈ Y:

2. Ő őéĺęł ńàď ľňčğŸŽéď ňğęľňďæćàď.

Ăł ĲåďŸă X âďŸł ńęğęćęŽăąæł őéĺęł. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ Ľ(Ţ) őéĺę æćàď ńàď ľňčğŸŽéď ňğęľňďæćàď ńęň Ţ ĲŋęŻăŸľčâďę čĲ ńđď ńęğęćęŽåŸ Vietoris, ŻđćŸŻã ńđď ńęğęćęŽåŸ ğęň ğŸĺáŽĲńŸă Ÿğæ ľçďęćŸ ńđł čęĺŋãł {K ∈ K(X) : K ⊂ U} {K ∈ K(X) : K ∩ U ≠ ∅}:

æğęň ńę U ńĺâőĲă ľńŸ Ÿďęăőńá ňğęľçďęćŸ ńęň Ţ: ĎåďŸă ŋŸďĲĺæ æńă ğĲğĲĺŸľčâďĲł ńęčâł ńâńęăàď ľňďæćàď ĲåďŸă ńđł čęĺŋãł

{K ∈ K(X) : K ⊂ U_0 & K ∩ U_1 ≠ ∅ & : : : K ∩ U_n ≠ ∅} æğęň U_0; U_1; : : : ; U_n Ÿďęăőńá ľńęď Ţ; ąŸă ľňďĲğéł ľçďęćŸ ńâńęăŸł čęĺŋãł ŸğęńĲćęçď čăŸ Źáľđ ŽăŸ ńđď ńęğęćęŽåŸ Vietoris.

Şğę§âńęňčĲ ńéĺŸ æńă ę Ţ ĲåďŸă ĲŋęŻăŸľčâďęł Ĳğăğćâęď čĲ čăŸ čĲńĺăąã d ≤ 1: ŐĺåİęňčĲ ńđ čĲńĺăąã Hausdor¸ d_Ę ľńęď Ľ(Ţ); àł Ĳěãł:

d_H (K; L) =

0; Ÿď K = L = ∅ 1; Ÿď ŸąĺăŹéł âďŸ Ÿğæ ńŸ Ľ; L ĲåďŸă ąĲďæ

max{‹(K; L); ‹(L; K)}; Ÿď K; L ≠ ∅ æğęň ‹(K; L) = max{d(x; L) : x ∈ K}:

êĺŸ ŽăŸ čđ ąĲďá Ľ ąŸă L ľńęď K(X); §Ÿ âőęňčĲ æńă

d_H (K; L) < › ⇐⇒ K ⊂ B(L; ›) & L ⊂ B(K; ›): ĹľőçĲă đ ĲğæčĲďđ:

ŔĺæńŸľđ 2.5. Ę čĲńĺăąã Hausdor¸ ĲåďŸă ľňčŹăŹŸľńã čĲ ńđď ńę-

ğęćęŽåŸ Vietoris.

ĂğæŻĲăěđ. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ğĺéńŸ æńă ąá§Ĳ ğĲĺăęőã ńđł čęĺŋãł {L ∈ K(X) : L ⊂ U} ąŸă {L ∈ K(X) : L ∩ U ≠ ∅}

U ⊂ X Ÿďęăőńæ, ĲåďŸă d_H -Ÿďęăőńã. ĆăŸ ńđď ğĺéńđ ğĲĺåğńàľđ Ÿď K ⊂ U; ńæńĲ d(K; X \ U) > 0: ŔĺŸŽčŸńăąá, Ÿď æőă, ńæńĲ ŹĺåľąęňčĲ x_n ∈ K; y_n ∈ X \ U éľńĲ d(x_n; y_n) < 1n:

EğĲăŻã ńę Ľ ĲåďŸă ľňčğŸŽâł, §Ÿ ňğáĺőĲă {x_{nk} }_{k∈}N ňğŸąęćęň§åŸ ńđł {x_n} ąŸă x ∈ K éľńĲ x_{nk} → x: Ăććá ńæńĲ d(x_{nk} ; x) → 0 ąŸă ĲğĲăŻã d(x; y_{nk} ) ≤ d(x; x_{nk} ) + d(x_{nk} ; y_{nk} ) ŹĺåľąęňčĲ æńă d(x; X \ U) = 0 ğęň ĲåďŸă áńęğę Ÿŋęç U Ÿďęăőńæ ąŸă x ∈ U: ĞâńęňčĲ ľňďĲğéł › = d(K; X \ U) > 0:

Ăď L ∈ B_H (K; ›); ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ y ∈ L; d(y; K) < › ąŸă ľňďĲğéł y ∈ U: êĺŸ B_H(K; › ⊂ {L ∈ K(X) : L ⊂ U}:

ĆăŸ ńđ ŻĲçńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ, Ÿď K ∩ U ≠ ∅ ŻăŸćâŽęňčĲ x ∈ K ∩ U ąŸă Ÿł ĲåďŸă › = d(x; X \ U) > 0:

Ăď L ∈ B_H (K; ›); ńæńĲ d(x; L) < › ąŸă ľňďĲğéł §Ÿ ňğáĺőĲă y ∈ L éľńĲ d(x; y) < ›: Ăććá ľ’ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ ŸďŸŽąŸľńăąá §Ÿ ăľőçĲă y ∈ U ąŸă ľňďĲğéł B_H (K; ›) ⊂ {L ∈ K(X) : L ∩ U ≠ ∅}:

ëľńà ŸďńåľńĺęŋŸ B_H (K; ›) čăŸ d_H ŹŸľăąã ğĲĺăęőã ńęň K ∈ K(X): ĎğĲăŻã Ľ ⊂ ∩{B(x; ›=2) : x ∈ K};

ąŸă ę Ľ ĲåďŸă ľňčğŸŽãł, âğĲńŸă æńă §Ÿ ňğáĺőęňď x_1; : : : ; x_n ∈ K éľńĲ K ⊂ ∪^n_{k=1}B(x_i; ›=2):

ĞâńęňčĲ U_i = B(x_i; ›=2); 1 ≤ i ≤ n ąŸă U_0 = ∪^n_{i=1}B(x_i; ›=2): ŠæńĲ ńę ľçďęćę

V = {L ∈ K(X) : L ⊂ U_0 & L ∩ U_1 ≠ ∅ & : : : & L ∩ U_n ≠ ∅} ĲåďŸă čăŸ Ÿďęăőńã ğĲĺăęőã ńęň Ľ ľńđď ńęğęćęŽåŸ Vietoris. Ďğăğćâęď, Ÿď L ∈ V ąŸă y ∈ L; ńæńĲ §Ÿ ňğáĺőĲă 1 ≤ i ≤ n éľńĲ y ∈ B(x_i; ›=2) ąŸă ľňďĲğéł d(y; K) < ›=2 êĺŸ ąŸă ‹(L; K) = max{d(y; K) : y ∈ L} < ›:

Ăď x ∈ K; ńæńĲ §Ÿ ňğáĺőĲă 1 ≤ i ≤ n éľńĲ x ∈ B(x_i; ›=2): Ś’ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ Ÿď y ∈ L ∩ U_i; ńæńĲ d(x; y) ≤ d(x; x_i) + d(x_i; y) < ›:

êĺŸ ąŸă ‹(K; L) = max{d(x; L) : x ∈ K} < ›:

ąŸă ľňďĲğéł d_H (L; K) < ›:

ĞĲéĺđčŸ 2.6. Ăď ę Ţ ĲåďŸă čĲńĺăąęğęăãľăčęł őéĺęł, ńæńĲ čĲńĺă-

ąęğęăãľăčoł ĲåďŸă ąŸă ę Ľ(Ţ): Ăď Ţ ĲåďŸă Ĳğăğćâęď ąŸă ŻăŸőàĺåľăčęł, ńæńĲ ŻăŸőàĺåľăčoł §Ÿ ĲåďŸă ąŸă ę Ľ(Ţ):

ĂğæŻĲăěđ. ĆăŸ ńę ŻĲçńĲĺę čâĺęł, Ÿď {Gn : n ∈ N} ĲåďŸă čăŸ Źáľđ

ğĲĺăęőéď ŽăŸ ńęď Ţ; ńæńĲ ĲåďŸă Ĳçąęćę ďŸ ĲćâŽěĲă ąŸďĲåł æńă ńŸ ľçďęćŸ ńđł čęĺŋãł

L ∈ K(X) : L ⊂ ∪^r_{i=1}G_{ni} & L ∩ G_{m1} ≠ ∅ & : : : & L ∩ G_{ml} ≠ ∅} §Ÿ ĲåďŸă čăŸ Ÿĺă§čãľăčđ Źáľđ ğĲĺăęőéď ŽăŸ ńęď Ľ(Ţ):

Čę§âďńęł Ĳďæł ńęğęćęŽăąęç őéĺęň Ţ ąŸă čăŸł Ÿąęćęň§åŸł (K_n) ľńęď Ľ(Ţ) ęĺåİęňčĲ ńę ńęğęćęŽăąæ áďà æĺăę, T lim_nK_n :

T lim_n K_n ={x ∈ X : Ká§Ĳ ğĲĺăęőã ńęň x ńâčďĲńŸă čĲ ńę K_n ŽăŸ áğĲăĺŸ n}

ĞĲéĺđčŸ 2.7. Ăď ę Ţ ĲåďŸă ğćãĺàł čĲńĺăąęğęăãľăčęł, ńæńĲ ńę åŻăę

ăľőçĲă ąŸă ŽăŸ ńęď Ľ(Ţ): Ďğęčâďàł Ÿď ę Ţ ĲåďŸă Ŕęćàďăąæł őéĺęł, ńæńĲ ę Ľ(Ţ) §Ÿ ĲåďŸă Ĳğåľđł Ŕęćàďăąæł.

ĂğæŻĲăěđ. ëľńà d ≤ 1 čăŸ ğćãĺđł ăľęŻçďŸčđ čĲńĺăąã ŽăŸ ńęď Ţ.

ĞŸ ŻĲåěęňčĲ æńă đ d_H ĲåďŸă ľ’ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ ğćãĺđł. ëľńà ćęăğæď (K_n) čăŸ Ÿąęćęň§åŸ Cauchy ľńęď (K(X); d_H ): ĞâńęňčĲ Ľ = T lim_nK_n: ĂĺąĲå ďŸ ŻĲăőńĲå æńă K ∈ K(X) ąŸă d_H (K_n; K) → 0: ŔŸĺŸńđĺęçčĲ ğĺéńŸ æńă K = ∩_n(∪^∞_{i=n}K_i) (3) ąŸă ľňďĲğéł ńę Ľ ĲåďŸă ąćĲăľńæ.

Ĺľőňĺăľčæł (1). Šę Ľ ĲåďŸă ľňčğŸŽâł.

ĎåďŸă ŸĺąĲńæ ďŸ ŻĲăőńĲå æńă ĲåďŸă ęćăąá ŋĺŸŽčâďę. ĆăŸ ńę ľąęğæ Ÿňńæ, §Ÿ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ n; ňğáĺőĲă âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ľçďęćę F_n ⊂ X čĲ K ⊂ ∪_{x∈Fn} B(x; 2^{−n}): Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă F^i_n ĲåďŸă âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ľçďęćę čĲ K_i ⊂ ∪_{x∈F} i_n B(x; 2^{−n−1}): Ăł ĲåďŸă p > n; ńâńęăęł éľńĲ d_H (K_i; K_j ) < 2^{−n−1} ŽăŸ i; j ≥ p: ĞâńęňčĲ F_n = ∪_{n≤i≤p}F^i_n: EğĲăŻã K ⊂ ∪^∞_{i=n}K_n; ŸĺąĲå ďŸ ŻĲăőńĲå æńă

∪^∞_{i=n}K_i ⊂ ∪_{x∈Fn} B(x; 2^{−n})

Aď n ≤ i ≤ p ńæńĲ ğĺęŋŸďéł K_i ⊂ ∪_{x∈Fn} B(x; 2^{−n}): Ăď i > p; ąŸă x_0 ∈ K_i; ńæńĲ ňğáĺőĲă y ∈ K_p; éľńĲ d(x; y) < 2^{−n−1} ąŸă ňğáĺőĲă x ∈ F_n éľńĲ d(y; x) < 2^{−n−1}: êĺŸ x_0 ∈ ∪_{x∈Fn} B(x; 2^{−n}) ąŸă ľňďĲğéł Ľ_i ⊂ ∪_{x∈Fn} B(x; 2^{−n}) ąŸă ľ’ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ.

Ĺľőňĺăľčæł (2). dH (Kn; K) → 0:

ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ › < 0 ąŸă ŹĺåľąęňčĲ N ∈ N éľńĲ i; j ≥ N ⇒ d_H(K_i; K_j ) < ›=2:

ĞŸ ŻĲåěęňčĲ æńă Ÿď n ≥ N; d_H (K_n; K) < ›:

1. Ăď x ∈ K; ńæńĲ Ÿğæ ńđď (3), §Ÿ ňğáĺőęňď x_{ni} ∈ K_{ni} éľńĲ x_{ni} → x:

ĆăŸ ŸĺąĲńá čĲŽáćę i; n_i > N ąŸă ńŸňńæőĺęďŸ d(x_{ni} ; x) < ›=2: ĆăŸ ąá§Ĳ ńâńęăę i; Ÿď y_n ∈ K_n ńâńęăę éľńĲ d(x_{ni} ; y_n) < ›=2; ńæńĲ d(x; y_n) < › ąŸă ľňďĲğéł ‹(K; K_n) < ›:

2. ëľńà ńéĺŸ y ∈ K_n: ĄĺåľąęňčĲ n = k_1 < k_2 < k_3 < : : : ńâńęăŸ éľńĲ d_H (K_{kj} ; K_m) < 2^{−j−1}› ŽăŸ ąá§Ĳ m ≥ k_j : ŐĺåİęňčĲ ńæńĲ x_{kj} ∈ K_{kj} àł Ĳěãł: ĞâńęňčĲ x_{k1} = y ąŸă x_{kj+1} ďŸ ĲåďŸă ńâńęăę éľńĲ d(x_{kj+1} ; x_{kj} ) < 2^{−j−1}›: ŠæńĲ đ {x_{kj} } ĲåďŸă Cauchy ąŸă ľňďĲğéł §Ÿ ľňŽąćåďĲă ľĲ ąáğęăę ľńęăőĲåę x ńęň Ľ: ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă d(y; x) < › ąŸă ľňďĲğéł ‹(K_n; K) < ›:

3. Ę Żęčã ńęň őéĺęň E¸ros{Borel.

Ś’ Ÿňńãď ńđď ğŸĺáŽĺŸŋę, ľňİđńáčĲ ńęď ńĺæğę čĲ ńęď ęğęåę čğęĺęçčĲ ďŸ ŻęçčĲ ńę ľçďęćę ńàď ąćĲăľńéď ňğęľňďæćàď Ĳďæł Ŕęćàďăąęç őéĺęň čĲ čăŸ Żęčã ğęň ďŸ ńę ąŸ§ăľńá őéĺę Borel. Čę§âďńęł Ĳďæł ńęğęćęŽăąęç őéĺęň Ţ; ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ F (X) ńę ľçďęćę ńàď ąćĲăľńéď ňğęľňďæćàď ńęň Ţ: ĎŋęŻăáİęňčĲ ńęď F (X) čĲ ńđ ľ-áćŽĲŹĺŸ ğęň âőĲă ľŸď ŽĲďďãńęĺĲł ńŸ ľçďęćŸ ńđł čęĺŋãł {F ∈ F (X) : F ∩ U ≠ ∅} æğęň ńę U ńĺâőĲă ľńŸ Ÿďęăőńá ňğęľçďęćŸ ńęň Ţ: ĎğĲăŻã Ÿď U = ∪_{i∈I} U_i ńæńĲ ąŸă

{F ∈ F (X) : F ∩ U ≠ ∅} = ∪_{i∈I}{F ∈ F (X) : F ∩ U_i ≠ ∅}; âğĲńŸă æńă Ÿď ę Ţ âőĲă čăŸ Ÿĺă§čãľăčđ Źáľđ {U_n}; ńæńĲ ĲåďŸă ŸĺąĲńæ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ ńę U ďŸ ńĺâőĲă ľ’ Ÿňńãď ńđď Źáľđ.

3. Ę ČŐŃĘ ŠŐŞ ŢŮŘŐŞ EFFROS{BOREL. 19 Ő őéĺęł F (X) č’ Ÿňńãď ńđ ľ-áćŽĲŹĺŸ ćâŽĲńŸă őéĺęł E¸ros{Borel ńęň Ţ:

ĞŸ őĺĲăŸľńęçčĲ ńę ğŸĺŸąáńà ŁãččŸ:

ŁãččŸ 2.8. Ăď ę Ţ ĲåďŸă Ŕęćàďăąæł őéĺęł, ńæńĲ đ ęăąęŽâďĲăŸ ńàď

Borel ňğęľňďæćàď ńęň Ľ(Ţ) ğŸĺáŽĲńŸă Ÿğæ ńŸ ľçďęćŸ ńđł čęĺŋãł:

{K ∈ K(X) : K ∩ U ≠ ∅} (4) æğęň U ĲåďŸă Ÿďęăőńæ ňğęľçďęćę ńęň Ţ:

ĂğæŻĲăěđ. ĂĺąĲå ďŸ ŻĲăőńĲå æńă âďŸ ľçďęćę ńđł čęĺŋãł: {Ľ ∈ K(X) : K ⊂ U} æğęň U ĲåďŸă Ÿďęăőńæ ňğęľçďęćę ńęň Ţ; ŸďãąĲă ľńđ ľ-áćŽĲŹĺŸ ğęň ğŸĺáŽĲńŸă Ÿğæ ńŸ ľçďęćŸ ńđł čęĺŋãł (4).

ĎğĲăŻã ńę U §Ÿ ĲåďŸă F_ff ľçďęćę, čğęĺęçčĲ ďŸ ŽĺáŕęňčĲ U = ∩_{n∈}NF_n æğęň F_n ĲåďŸă ąćĲăľńá ňğęľçďęćŸ ńęň Ţ: êĺŸ K ⊂ U ⇐⇒ ∀n(K ∩ (X \ F_n) = ∅) ąŸă ľňďĲğéł {Ľ ∈ K(X) : K ⊂ U} =

= ∩n_∈N(K(X) \ {K ∈ K(X) : K ∩ (X \ Fn) ≠ ∅}) ąŸă ńę ľçďęćę ľńŸ ŻĲěăá ŸďãąĲă ğĺęŋŸďéł ľńđ ľ-áćŽĲŹĺŸ ğęň ğŸĺáŽĲńŸă Ÿğæ ľçďęćŸ ńđł čęĺŋãł (4).

ŃğęĺęçčĲ ńéĺŸ ď’ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńę ğŸĺŸąáńà §ĲéĺđčŸ:

ĞĲéĺđčŸ 2.9. Ăď ę Ţ ĲåďŸă Ŕęćàďăąæł őéĺęł, ńæńĲ ę őéĺęł E¸ros

Borel ńęň Ţ ĲåďŸă őéĺęł Borel.

ĂğæŻĲăěđ. Ăł ĲåďŸă X čăŸ čĲńĺăąã ľňčğŸŽęğęåđľđ ńęň Ţ: (ŔŸ-

ĺŸŻĲåŽčŸńęł őáĺăď đ ąćĲăľńæńđńŸ ńęň Ţ ľŸď ňğæőàĺęň ńęň ąçŹęň ńęň Hilbert [0; 1]N). ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ A ńđď ąćĲăľńæńđńŸ ńęň A ⊂ X ľńęď X: Ę ŸğĲăąæďăľđ Φ : F (X) ∋ F → F ∈ K(X):

ĲåďŸă âďŸ ğĺęł âďŸ Ÿŋęç Ÿď Φ(F_1) = Φ(F_2) ńæńĲ F_1 = F_1 ∩X = F_2∩X = F_2: ĞâńęňčĲ G = {Φ(F ) = F : F ∈ F (X)} ąŸă ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ğŸĺŸąáńà æńă ńę G ĲåďŸă G_‹ ľçďęćę ľńęď K(X): Ăğæ ńę ĞĲéĺđčŸ 2.4, ę Ţ ĲåďŸă G_‹ ňğęľçďęćę ńęň X; Ÿł ĲåďŸă ľňďĲğéł

X = ∩_{n∈}NU_n; æğęň U_n ĲåďŸă Ÿďęăőńá ľńęď X: ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ŽăŸ Ľ ∈ K(X);

K ∈ G Ÿď ąŸă čæďę Ÿď K ∩ X ĲåďŸă ğňąďæ ľńęď Ľ Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ∀n(K ∩ U_n ĲåďŸă ğňąďæ ľńę K) æğęň đ ńĲćĲňńŸåŸ ăľęŻňďŸčåŸ ğĺęąçğńĲă Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ ńęň Baire. êĺŸ Ÿď V_m ĲåďŸă čăŸ Źáľđ ŽăŸ ńęď X; ńæńĲ

K ∈ G ⇐⇒ ∀n(K ∩ U_n ĲåďŸă ğňąďæ ľńę K)

⇐⇒ ∀n∀m(K ∩ V_m ≠ ∅ ⇒ K ∩ (V_m ∩ U_m) ≠ ∅) ąŸă ľňďĲğéł

G = ∩_{n∈}N ∩_{m∈}N ({K ∈ K(X) : K ∩ V_m = ∅} ∪ {K ∈ K(X) : K ∩ V_m ∩ U_n ≠ ∅}) ľňďĲğéł ńę G ĲåďŸă G_‹ ľŸď Ÿĺă§čãľăčđ ńęčã G_‹ ľňďæćàď. êĺŸ ńę G ĲåďŸă Ŕęćàďăąæł ňğæőàĺęł ńęň K(X): Šę F (X) ŽåďĲńŸă ľňďĲğéł Ŕęćàďăąæł őéĺęł Ÿď ĲŋęŻăŸľńĲå čĲ ńđď ńęğęćęŽåŸ ğęň ĲğáŽĲă đ Φ:

ĂğęčâďĲă ďŸ ĲćâŽěęňčĲ æńă ńŸ Borel ľçďęćŸ àł ğĺęł Ÿňńãď ńđď ńęğęćęŽåŸ ŸğęńĲćęçď ńđď E¸ros{Borel Żęčã ńęň X: Ăğæ ńę ğĺęđŽęçčĲďę ćãččŸ ńŸ Borel ňğęľçďęćŸ ńęň G ğŸĺáŽęďńŸă Ÿğæ ńŸ ľçďęćŸ ńđł čęĺŋãł {F ∈ F (X) : F ∩ U ≠ ∅} æğęň ńę U ńĺâőĲă ľńŸ Ÿďęăőńá ňğęľçďęćŸ ńęň X: Aććá

{F ∈ F (X) : F ∩ U ≠ ∅} = {F ∈ F (X) : F ∩ (U ∩ X) ≠ ∅} ąŸă ńŸ ľçďęćŸ ńđł ńĲćĲňńŸåŸł čęĺŋãł ĲåďŸă ŸąĺăŹéł ęă ŽĲďďãńęĺĲł ńđł E¸ros{Borel Żęčãł ľńęď Ţ:

4. Ŕęćàďăąâł ęčáŻĲł.

ŃăŸ ńęğęćęŽăąã ęčáŻŸ ĲåďŸă čăŸ ęčáŻŸ (G; ·) ĲŋęŻăŸľčâďđ čĲ čăŸ ńęğęćęŽåŸ ńâńęăŸ éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ G^2 ∋ (x; y) → x · y^{−1} ∈ G ďŸ ĲåďŸă ľňďĲőãł.

ČăŸńňğéďęňčĲ ńę ğŸĺŸąáńà §ĲéĺđčŸ,ńę ęğęåę ęŋĲåćĲńŸă ľńęňł Birkho¸ ąŸă Kakutani, őàĺåł ŸğæŻĲăěđ:

ĞĲéĺđčŸ 2.10. Ăł ĲåďŸă G čăŸ ńęğęćęŽăąã ęčáŻŸ. ŠæńĲ đ G ĲåďŸă

čĲńĺăąęğęăãľăčđ Ÿď ąŸă čæďę Ÿď đ G ĲåďŸă Hausdor¸ ąŸă ńę čęďŸŻăŸåę ľńęăőĲåę ńđł âőĲă čăŸ Ÿĺă§čãľăčđ Źáľđ ğĲĺăęőéď. Ďğăğćâęď, Ÿď đ G ĲåďŸă čĲńĺăąęğęăãľăčđ, ńæńĲ ŻâőĲńŸă čăŸ ăľęŻçďŸčđ čĲńĺăąã d đ ęğęåŸ ĲåďŸă ŸĺăľńĲĺá ŸďŸććęåàńđ, ŻđćŸŻã

d(x · y; x · z) = d(y; z):

ŔĺęŋŸďéł æčęăŸ đ G ŻâőĲńŸă čăŸ ŻĲěăá ŸďŸććęåàńđ ăľęŻçďŸčđ čĲńĺăąã. ŔŸĺ’ æć’ Ÿňńá, ľńđ ŽĲďăąã ğĲĺåğńàľđ ğă§Ÿďæď ďŸ čđ ŻâőĲńŸă čăŸ (ąŸă Ÿğæ ńăł Żňæ ğćĲňĺâł) ŸďŸććęåàńđ čĲńĺăąã.

Ăď d ĲåďŸă čăŸ ŸĺăľńĲĺá ŸďŸććęåàńđ ăľęŻçďŸčđ čĲńĺăąã ŽăŸ ńđď G; čğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ čăŸ ąŸăďęçĺăŸ čĲńĺăąã

ȷ(x; y) = d(x; y) + d(x^{−1}; y^{−1}):

ĎğĲăŻã đ ŸğĲăąæďăľđ x → x^{−1} ĲåďŸă ľňďĲőãł, âğĲńŸă æńă đ ȷ ĲåďŸă Ÿľ§ĲďâľńĲĺđ ńđł d; ąŸă ĲğĲăŻã ȷ ≤ d; âğĲńŸă æńă đ d ĲåďŸă Ÿľ§ĲďâľńĲĺđ ńđł ȷ; áĺŸ đ ȷ ĲåďŸă Ĳğåľđł ăľęŻçďŸčđ čĲńĺăąã ŽăŸ ńđď G:

Ăď (ĝ; ĵ) ĲåďŸă đ ğćãĺàľđ ńđł (G; ȷ); ńæńĲ đ ğĺáěđ ńđł ęčáŻŸł ĲğĲąńĲåďĲńŸă čĲ čęďŸŻăąæ ńĺæğę ľńđ Ĝ; âńľă éľńĲ đ Ĝ ďŸ ŽåďĲńŸă čăŸ ńęğęćę- Žăąã ęčáŻŸ. Ďğęčâďàł ąá§Ĳ čĲńĺăąęğęăãľăčđ ńęğęćęŽăąã ęčáŻŸ čğęĺĲå ďŸ ĲčŋňńĲňńĲå ľĲ čăŸ ğćãĺàł čĲńĺăąęğęăãľăčđ ęčáŻŸ. ĆăŸ ğĲĺăľľæńĲĺĲł ćĲğńęčâĺĲăĲł ğŸĺŸğâčğęňčĲ ľńę [4, pp. 352{353].

ŃăŸ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ ĲåďŸă čăŸ ńęğęćęŽăąã ęčáŻŸ ńđł ęğęåŸł đ ńęğęćęŽåŸ ĲåďŸă Ŕęćàďăąã. Ăğæ ńŸ ğĺęđŽęçčĲďŸ âğĲńŸă æńă ąá§Ĳ ŻăŸőàĺåľăčđ čĲńĺăąęğęăãľăčđ ęčáŻŸ ĲčŋňńĲçĲńŸă ğňąďá ľĲ čăŸ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ.

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ čĲĺăąá ŁãččŸńŸ ŽăŸ ńęğęćęŽăąâł ęčáŻĲł, ńŸ ęğęåŸ §Ÿ őĺđľăčęğęăđ§ęçď ğŸĺŸąáńà:

ŁãččŸ 2.11. Ăł ĲåďŸă (X; d) âďŸł ğćãĺđł ŻăŸőàĺåľăčęł čĲńĺăąæł

őéĺęł. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ Iso(X; d) ńđď ęčáŻŸ ńàď ăľęčĲńĺăéď ńęň. ĎŋęŻăáİęňčĲ ńđď Iso(X; d) čĲ ńđď ńęğęćęŽåŸ ğęň ğŸĺáŽĲńŸă Ÿğæ ńăł ŸğĲăąęďåľĲăł f → f(x); ŽăŸ x ∈ X: ŠæńĲ đ Iso(X; d) ĲåďŸă čăŸ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ.

ĂğæŻĲăěđ. ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ čăŸ Ÿąęćęň§åŸ {xn}n ğňąďã ľńę Ţ:

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ąŸń’ Ÿĺőáł æńă Ÿď {f_i}_{i∈I} ĲåďŸă âďŸ Żåąńňę ľńoď Iso(x; d); f ∈ Iso(X; d) ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ n ∈ N; f_i(x_n)^{i∈I}→ f(x_n);ńæńĲ ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ X; f_i(x)^{i∈I}→ f(x): ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă:

d(f_i(x); f(x)) ≤ d(f_i(x); f_i(x_m)) + d(f_i(x_m); f(x_m)) + d(f(x_m); f(x))

= 2 · d(x; xm) + d(fi(xm); f(xm));

ęğæńĲ Żę§âďńęł › > 0; ŹĺåľąęňčĲ m ∈ N éľńĲ d(x; x_m) < ›=3 ąŸă i_0 ∈ I éľńĲ

∀i ≥ i_0; d(f_i(x_m); f(x_m)) < ›3:

ŠæńĲ §Ÿ ĲåďŸă ąŸă d(f_i(x); f(x)) < › ŽăŸ ąá§Ĳ i ≥ i_0:

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă đ Iso(X; d) čĲ ńđď ńęğęćęŽåŸ Ÿńã ŽåďĲńŸă ńęğęćęŽăąã ęčáŻŸ:

Ăď {g_i}_{i∈I} ĲåďŸă Żåąńňę ğęň ľňŽąćåďĲă ľńđ g ľńęď Iso(X; d); ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ X;

d(g^{−1}_i (x); g^{−1}(x)) = d(x; g_i(g^{−1}(x))) = d(g(g^{−1}(x)); g_i(g^{−1}(x))) = d(g(y); g_i(y))

æğęň §âľŸčĲ y = g^{−1}(x): Ę ńĲćĲňńŸåŸ ľőâľđ ŻĲåőďĲă æńă ńę {g^{−1}_i }_{i∈I} §Ÿ ľňŽąćåďĲă ľńđ g^{−1}: ąŸă ľňďĲğéł đ ŸğĲăąæďăľđ g → g^{−1} ĲåďŸă ľňďĲőãł. Ăď ńéĺŸ (f_i; g_i)_{i∈I} ĲåďŸă âďŸ Żåąńňę ľńęď (Iso(X; d))^2 ğęň ľňŽąćåďĲă ľńę (f; g); ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ X;

d(f_ig_i(x); fg(x)) ≤ d(f_i(g_i(x)); f_i(g(x))) + d(f_i(g(x)); f(g(x))) = d(g_i(x); g(x)) + d(f_i(g(x)); f(g(x))) → 0:

ąŸă ľňďĲğéł đ ğĺáěđ ńđł ľçď§Ĳľđł ĲåďŸă ľňďĲőãł.

ĎåďŸă Ĳçąęćę ďŸ ŻĲå ąŸďĲåł æńă ńŸ ľçďęćŸ ńđł čęĺŋãł B(n; m_1; : : : ; m_n) = {f ∈ Iso(X; d) : ∀1 ≤ i ≤ n; d(f(x_i); x_{mi} ) < 1=n} ĲåďŸă čăŸ Źáľđ ŽăŸ ńđď ńęğęćęŽåŸ ńęň Iso(X; d) ąŸă ľňďĲğéł ę őéĺęł ĲåďŸă ŻăŸőàĺåľăčęł.

ĞĲàĺęçčĲ ńđď Ĳěãł čĲńĺăąã ľńęď Iso(X; d) :

‹(f; g) = ∞∑ n=0 2^−n^{−1}

( d(f(x_n); g(x_n)) 1 + d(f(x_n); g(x_n)) + d(f^{−1}(x_n); g^{−1}(x_n)) 1 + d(f^{−1}(x_n); g^{−1}(x_n)) )

ąŸă ŸĺąĲå ŽăŸ ďŸ âőęňčĲ ńĲćĲăéľĲă ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă đ ‹ ĲåďŸă ăľęŻçďŸčđ ğćãĺđł čĲńĺăąã.

Ę ăľęŻňďŸčåŸ ĲåďŸă ğĺęŋŸďãł. ĆăŸ ńđď ğćđĺæńđńŸ, âľńà {f_m} Ÿąęćęň§åŸ ‹-Cauchy. ŠæńĲ ğĺęŋŸďéł ŽăŸ ąá§Ĳ n ∈ N; đ {f_m(x_n)}_m §Ÿ ĲåďŸă Cauchy ľńęď Ţ: ĞâńęňčĲ ľňďĲğéł G(x_n) = lim_m f_m(x_n) (5) ąŸă ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă d(g(x_n); g(x_k)) = lim_m d(f_m(x_n); f_m(x_k)) = lim_m d(x_n; x_k) = d(x_n; x_k):

êĺŸ đ g ŸğĲăąęďåİĲă ăľęčĲńĺăąá ńę ľçďęćę {x_n : n ∈ N} ľńęď Ţ ąŸă ľňďĲğéł ĲğĲąńĲåďĲńŸă ąŸńá čęďŸŻăąæ ńĺæğę ľĲ čăŸ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ ńęň Ţ ľńęď Ţ:

ĂĺąĲå ďŸ ŻĲăőńĲå ŸąæčŸ æńă đ ĲğĲąńĲńŸčâďđ ľňďáĺńđľđ ľńęď Ţ; ńđď ęğęåŸ ľňčŹęćåİęňčĲ Ĳğåľđł čĲ g; §Ÿ ĲåďŸă Ĳğå, ŽăŸńå ńæńĲ đ ľőâľđ (5) §Ÿ ĲěŸľŋŸćåľĲă æńă ğĺáŽčŸńă đ {f_m} §Ÿ ľňŽąćåďĲă ľńđď g: ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ y ∈ X \ ran(g): ĎğĲăŻã ńę ran(g) §Ÿ ĲåďŸă ąćĲăľńæ ňğęľçďęćę ńęň Ţ; §Ÿ ňğáĺőĲă âďŸ › > 0 éľńĲ B(y; ›) ⊂ X \ ran(g):ČăŸćâŽęňčĲ x_n ∈ B(y; ›=4): ĎğĲăŻã đ Ÿąęćęň§åŸ f_m ĲåďŸă ‹-Cauchy, âğĲńŸă æńă Cauchy §Ÿ

ĲåďŸă ąŸă đ Ÿąęćęň§åŸ f^{−1}_m (x_n): Ăł ĲåďŸă ćęăğæď x ∈ X éľńĲ f^{−1}_m (x_n) → x: ČăŸćâŽęňčĲ x_k ∈ B(x; ›=4) ąŸă ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă

d(f_m(x_k); y) ≤ d(f_m(x_k); f_m(x)) + d(f_m(x); x_n) + d(x_n; y) = d(x_k; x) + d(x; f^{−1}_m (x_n)) + d(x_n; y) < › 2 + d(x; f^{−1}_m (x_n)):

ĎğĲăŻã ľňďĲğéł f^{−1}_m (x_n) → x; §Ÿ ňğáĺőĲă m_0 ŸĺąĲńá čĲŽáćę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ m ≥ m_0; d(f_m(x_k); y) <^{3›}_4 : Ăććá ńæńĲ Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł g; d(g(x_k); y) < › ğęň ĲåďŸă áńęğę.

ŁãččŸ 2.12. Ał ĲåďŸă H čăŸ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ ąŸă G ⊂ H čăŸ

ňğęęčáŻŸ ńđł H: Ăď đ G ĲåďŸă Ŕęćàďăąã, ńæńĲ đ G ĲåďŸă ąćĲăľńã ľńđď H: ĂğæŻĲăěđ. ĎğĲăŻã đ ąćĲăľńæńđńŸ ńđł G ľńãď H; G §Ÿ ĲåďŸă Ĳğåľđł

ňğęęčáŻŸ ńđł H; čğęĺęçčĲ ďŸ ňğę§âľęňčĲ æńă đ G §Ÿ ĲåďŸă ğňąďã ľńđď H: Ăğæ ńę ĞĲéĺđčŸ 2.4, đ G §Ÿ ĲåďŸă G_‹ ňğęľçďęćę ńęň H ąŸă âľńà G = ∩_{n∈}NU_n æğęň U_n Ÿďęăőńá ľńđď H: Ľá§Ĳ U_n §Ÿ ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł ğňąďæ ľńđď H: Ăď ńę G ĲåďŸă Žďãľăę ňğęľçďęćę ńęň H; ńæńĲ §Ÿ ňğáĺőĲă h ∈ H \ G ąŸă ľ’ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ hG ∩ G = ∅: êĺŸ

∩_{n∈}NU_n ∩ ∩_{n∈}NhU_n = ∅:

ğęň ĲåďŸă áńęğę Ÿğæ ńę ĞĲéĺđčŸ ąŸńđŽęĺåŸł ńęň Baire.

Ăď đ G ĲåďŸă Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ ńæńĲ čăŸ ŸğĲăąæďăľđ G × X ∋ (g; x) → g · x ∈ X (6) æğęň X ĲåďŸă âďŸł őéĺęł Borel, ćâŽĲńŸă Żĺáľđ Ÿď

1. 1 · x = x; ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ X 2. (g_1; g_2) · x = g_1(g_2 · x); ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ X; g_1; g_2 ∈ G:

Ę Żĺáľđ ćâŽĲńŸă Borel Ÿď đ ŸğĲăąæďăľđ (6) ĲåďŸă Borel.

ŁâčĲ Ĳğåľđł æńă ę Ţ ĲåďŸă âďŸł Borel G-őéĺęł. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ E^X_G ńãď ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ńàď ńĺęőăéď ľńęď Ţ, ŻđćŸŻã ńđ ľőâľđ ăľę- ŻňďŸčåŸł ğęň âőĲă ľŸď ąćáľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł ńĺęőăâł ľńęăőĲåàď ńęň Ţ: xE^X_G y ⇐⇒ ∃g(g · x = y):

ŚŸď ňğęľçďęćę ńęň X × X; đ E^X_G ĲåďŸă ŸďŸćňńăąã.

Čę§âďńàď ľőâľĲàď ăľęŻňďŸčåŸł Ď ąŸă F ľĲ ňğęľçďęćŸ Ţ ąŸă Y ŸďńåľńęăőŸ őéĺàď Borel, ćâčĲ æńă đ Ď ĲåďŸă Borel ŸďŸŽéŽăčđ ľńđď F ąŸă ľňčŹęćåİęňčĲ E ≤_B F;

Ÿď ňğáĺőĲă čăŸ Borel ŸğĲăąæďăľđ f : X → Y ńâńęăŸ éľńĲ xEy ⇐⇒ f(x)F f(y):

ŁâčĲ æńă ęă Ď ąŸă F ĲåďŸă Borel ăľęŻçďŸčĲł, ąŸă ľňčŹęćåİęňčĲ E ∼_B F;

Ÿď E ≤_B F ąŸă F ≤_B E: Šâćęł, §âńęňčĲ E <_B F ⇐⇒ E ≤_B F & F ≰_B E:

ŃăŸ Borel ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł Ď ľ’ âďŸ ňğęľçďęćę Ţ Ĳďæł őéĺęň Borel ćâŽĲńŸă ğćãĺàł ńŸěăďęčãľăčđ Ÿď ĲåďŸă Borel ŸďŸŽéŽăčđ ľńđď ăľæńđńŸ ľĲ ąáğęăę őéĺę Borel. ČđćŸŻã §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ňğáĺőĲă ąáğęăęł őéĺęł Borel Y ąŸă čăŸ Borel ŸğĲăąæďăľđ f : X → Y éľńĲ xEy ⇐⇒ f(x) = f(y):

ĆĲďăąá, Żę§Ĳåľđł čăŸł ąćáľđł E ľőâľĲàď ăľęŻňďŸčåŸł, ćâčĲ æńă đ E ∈ E ĲåďŸă ąŸ§ęćăąã Žă’ Ÿňńãď ńđď ąćáľđ, Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ F ∈ E; F ≤_B E:

ĆăŸ ąá§Ĳ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ G; ňğáĺőĲă čăŸ ąŸ§ęćăąã ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł Ÿňńãł ńđł čęĺŋãł. Ŕăę ľňŽąĲąĺăččâďŸ, Żę§Ĳåľđł ńđł G; čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ âďŸď Borel G-őéĺę Ţ; éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Borel G-őéĺę Y; E^Y_G ≤_B E^X_G :

ŚňčŹęćåİęňčĲ Ÿňńæď ńęď őéĺę E^∞_G :

Śńđď ğĲĺåğńàľđ ńđł áğĲăĺđł ľňččĲńĺăąãł ęčáŻŸł S_∞ æćàď ńàď čĲńŸ§âľĲàď ńęň N; čĲ ńđď ąŸńá ľđčĲåę ľçŽąćăľđ, ňğáĺőĲă âďŸł ńĺæğęł ďŸ ŻęçčĲ ńđď E^∞_{S∞} ğęň ńđ ľňďŻâĲă čĲ ŸďńăąĲåčĲďŸ ńđł §ĲàĺåŸł čęďńâćàď. (ŹćâğĲ ŸąæčŸ [1]). ĆăŸ ąá§Ĳ čđ ąĲďã ŽćéľľŸ L = {R_i}_{i∈I}; æğęň I ĲåďŸă âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ľçďęćę ąŸă R_i ĲåďŸă âďŸ n_i-§âľăę ľçčŹęćę ľőâľđł, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ X_L ńę őéĺę

X_L = ∏ i 2^(N^{ni)};

ğęň ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł ęčęăęčęĺŋăąæł čĲ ńę őéĺę Cantor 2N: ŃğęĺęçčĲ ďŸ ŻęçčĲ ńęď X_L ľŸď ńęď őéĺę ńàď Ÿĺă§čãľăčàď L Żęčéď (§ĲàĺéďńŸł ńăł ďŸ âőęňď ľçčğŸď ńę N), ńŸňńåİęďńŸł ńę x = (x_i)_{i∈I} ∈ X_L čĲ ńđ Żęčã

< N; Ri >i∈I

æğęň R_i(s) ⇐⇒ x_i(s) = 1:

Ę ęčáŻŸ S_∞ Żĺá ľńę X_L čĲ ńęď ğĺęŋŸďã ńĺæğę : g · x = y ľđčŸåďĲă æńă đ g ĲåďŸă âďŸł ăľęčęĺŋăľčæł ńđł Żęčãł ğęň ľňďŻâĲńŸă čĲ ńę x; čĲ ńđ Żęčã ğęň ľňďŻâĲńŸă čĲ ńę y: Ăňńã ćâŽĲńŸă ąŸă ćęŽăąã Żĺáľđ ńđł S_∞ ľńęď X_L: Ă đ ff ĲåďŸă čăŸ ŔĺæńŸľđ, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ mod(ff) ńę ľçďęćę æćàď ńàď x ∈ X_l ğęň ĲåďŸă čęďńâćŸ ńđł ff: Ďğåľđł čĲ ∼=_ff ľňčŹęćåİĲńŸă ę ğĲĺăęĺăľčæł ńđł ľőâľđł ńęň ăľęčęĺŋăľčęç ľńę mod(ff):

ŔĺęąçğńĲă ńéĺŸ, æńă đ E^∞_{S∞} ĲåďŸă Borel ăľęŻçďŸčđ čĲ čăŸ ľőâľđ ńđł čęĺŋãł ∼=_ff ŽăŸ ąŸńáććđćđ ff: ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, Ÿď ‚ = đ §ĲàĺåŸ ńàď ŽĺŸŋđčáńàď ľńđ ŽćéľľŸ L = {R}; ńæńĲ (∼=‚) ∼B E^∞S_∞ :

ŚňďĲğéł, đ ľőâľđ ńęň ăľęčęĺŋăľčęç ŽĺŸŋđčáńàď, ∼=_‚; ĲåďŸă ąŸ§ęćăąã ŸďáčĲľŸ ľńăł ľőâľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł ğęň ĲăľáŽęďńŸă Ÿğæ Borel ŻĺáľĲăł ńđł S_∞:

26 2. ŃĎŘĹĽĂ ŔŘŐĽĂŠĂŘĽŠĹĽĂ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3

Ő őéĺęł ńoň Urysohn.

1. ĹŻăæńđńĲł ńęň őéĺęň ńęň Urysohn

O őéĺęł ńoň Urysohn, ĲåďŸă âďŸł Ŕęćàďăąæł őéĺęł ğęň ąŸńŸľąĲňáľńđąĲ Ÿğæ ńęď Urysohn ľńę [7]. ĎåďŸă ąŸ§ęćăąæł, čĲ ńđď âďďęăŸ æńă ąá§Ĳ áććęł Ŕęćàďăąæł őéĺęł ğĲĺăâőĲńŸă ăľęčĲńĺăąá ľ’ Ÿňńæď. ĆăŸ ğŸĺŸğâĺŸ čĲćâńđ ľńę őéĺę ğŸĺŸğâčğęňčĲ ľńŸ [5], [6], [8] ąŸă [9].

ëďŸł ŻăŸőàĺåľăčęł čĲńĺăąæł őéĺęł M; ćâčĲ æńă âőĲă ńđď ăŻăæńđńŸ Urysohn Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ğĲğĲĺŸľčâďę čĲńĺăąæ őéĺę Ţ ąŸă ąá§Ĳ ňğæőàĺę

Y ⊂ X; ąá§Ĳ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ f : Y → M; čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ľĲ čăŸ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ g : X → M:

ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ńę ğŸĺŸąáńà ĞĲéĺđčŸ ńę ęğęåę ęŋĲåćĲńŸă ľńęď Urysohn:

ĞĲéĺđčŸ 3.1. Ăď U1 ąŸă U2 ĲåďŸă Żňę Ŕęćàďăąęå őéĺęă čĲ ńđď

ăŻăæńđńŸ Urysohn, ńæńĲ ĲåďŸă ăľęčĲńĺăąęå.

ĂğæŻĲăěđ. ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ Ÿąęćęň§åĲł {xn} ąŸă {yn} ğňąďâł ľńęňł U_1 ąŸă U_2 ŸďńåľńęăőŸ. ĞŸ ęĺåľęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá, {y^′_n} ąŸă {x^′_n} Ÿąęćęň- §åĲł ľńęňł U_1 ąŸă U_2 ŸďńåľńęăőŸ, éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ f : {x_n} ∪ {y^′_n} → {x^′_n} ∪ {y_n} čĲ f(x_n) = x^′_n ąŸă f(y^′_n) = y_n ďŸ ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ. Ăď ńę ąŸńŸŋâĺęňčĲ Ÿňńæ, ńæńĲ ĲğĲăŻã đ {x_n} ĲåďŸă ğňąďã ľńęď U_1; đ f §Ÿ ĲğĲąńĲåďĲńŸă ľĲ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ f : U_1 → U_2:

ĎğĲăŻã Ĳğăğćâęď {y_n} ⊂ ran(f) ąŸă đ {y_n} ĲåďŸă ğňąďã ľńęď U_2; âğĲńŸă æńă đ f §Ÿ ĲåďŸă ąŸă Ĳğå ąŸă ľňďĲğéł ăľęčĲńĺåŸ čĲńŸěç ńàď U_1 ąŸă U_2: ĆăŸ ńęď ęĺăľčæ ńàď {y^′_n} ąŸă {x^′_n}; Ÿď âőęňčĲ ęĺåľĲă ńŸ y^′_1; : : : ; y^′_n ľńęď U_1 ąŸă x^′_1; : : : ; x^′_n ľńęď U_2 éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ x_i → x^′_i ąŸă y^′_i → y_i; 1 ≤ i ≤ n (7) ďŸ ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ, ńæńĲ ćæŽà ńđł ăŻăæńđńŸł Urysohn ńęň U_2; čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ x^′_{n+1} ∈ U_2 éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ ğęň ĲğĲąńĲåďĲă ńđď (7) čĲ x_{n+1} → x^′_{n+1} ďŸ ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ. ŠæńĲ ąŸă đ Ÿďńåľńĺęŋã ńđł, x^′_i → x_i; 1 ≤ i ≤ n + 1 ąŸă y_i → y^′_i; 1 ≤ i ≤ n (8)

ĲåďŸă Ĳğåľđł ăľęčĲńĺåŸ ąŸă ńéĺŸ ćæŽà ńđł ăŻăæńđńŸł Urysohn ńęň U_1; §Ÿ ňğáĺőĲă y^′_{n+1} ∈ U_1 éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ ğęň ĲğĲąńĲåďĲă ńđď (8) čĲ y_{n+1} → y^′_{n+1} ďŸ ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ.

ŃĲ ńęď ńĺæğę Ÿňńæ ğĺŸŽčŸńęğęăĲåńŸă ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ.

ŔŸĺ’ æćę ğęň ğĺęł ńę ğŸĺæď ŻĲď âőęňčĲ ŸğęŻĲåěĲă ńđď çğŸĺěã ńęň, §Ÿ ąŸćęçčĲ âďŸď Ŕęćàďăąæ őéĺę ğęň âőĲă ńđď ăŻăæńđńŸ Urysohn, Urysohn őéĺę. Ăğæ ńę ğĺęđŽęçčĲďę ĞĲéĺđčŸ ĲåďŸă čęďŸŻăąæł čĲ ğĺęľâŽŽăľđ ăľęčĲńĺåŸł ąŸă ńęď ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ U.

Ŕĺåď ŸąæčŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńđď çğŸĺěã ńęň, §Ÿ ŸğęŻĲåěęňčĲ ąáğęăĲł ăŻăæńđńâł ńęň ğęň §Ÿ čŸł ĲåďŸă őĺãľăčĲł ľńŸ ĲğæčĲďŸ.

ĞĲéĺđčŸ 3.2. Ő őéĺęł ńęň Urysohn, U; ĲåďŸă ąŸ§ęćăąæł, ŻđćŸŻã

ąá§Ĳ áććęł Ŕęćàďăąæł őéĺęł ĲčŋňńĲçĲńŸă ăľęčĲńĺăąá ľńęď U:

ĂğæŻĲăěđ. Ăł ĲåďŸă Ş âďŸł Ŕęćàďăąæł őéĺęł. ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ {x_n} ąŸă {y_n} ğňąďâł Ÿąęćęň§åĲł ľńęňł UąŸă Ş ŸďńåľńęăőŸ. Ę ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă čăŸ ğăę Ĳçąęćđ ĲąŻęőã Ÿňńãł ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 3.1. ĞŸ ęĺåľęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá čăŸ Ÿąęćęň§åŸ {y^′_n} ľńęď U; éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ f : {y_n} ∋ y_n → y^′_n ∈ U ďŸ ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ. ŠæńĲ đ f §Ÿ ĲğĲąńĲåďĲńŸă ľĲ čăŸ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ f : Y → U ąŸă đ ŸğæŻĲăěđ §Ÿ âőĲă ńĲćĲăéľĲă.

ČăŸćâŽęňčĲ ńňőŸåę y^′_1 ∈ U; ąŸă ŽăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ, Ÿď âőęňčĲ ŻăŸćâěĲă ńŸ y^′_1; : : : ; y^′_n éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ y_i → y^′_i; a ≤ i ≤ n (9) ďŸ ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ, Ÿğæ ńđď Urysohn ăŻăæńđńŸ ńęň U; čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ y^′_{n+1} ∈ U; éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ ğęň ĲğĲąńĲåďĲă ńđď (9) čĲ y_{n+1} → y^′_{n+1} ďŸ ĲåďŸă Ĳğåľđł ăľęčĲńĺåŸ.

ĞĲéĺđčŸ 3.3. Ő őéĺęł ńęň Urysohn ĲåďŸă ňğĲĺęčęŽĲďãł, ŻđćŸŻã

ąá§Ĳ ăľęčĲńĺåŸ čĲńŸěç ğĲğĲĺŸľčâďàď ňğęľňďæćàď ńęň U; ĲğĲąńĲåďĲńŸă ľĲ ăľęčĲńĺåŸ ńęň őéĺęň.

Šę ğĺęđŽęçčĲďę §ĲéĺđčŸ ľňďĲğáŽĲńŸă čĲńŸěç áććàď ąŸă ńę Ĳěãł: Ăď x; y ∈ U; ńæńĲ ňğáĺőĲă ăľęčĲńĺåŸ f : U → U éľńĲ f(x) = y: Ę ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă ğáćă čăŸ ńĺęğęğęåđľđ Ÿňńãł ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 3.1:

ĂğæŻĲăěđ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 3.3. Ăł ĲåďŸă X = {x1; : : : ; xm} ąŸă Y = {y_1; : : : ; y_m} Żňæ ğĲğĲĺŸľčâďęă ňğæőàĺęă ńęň U; ąŸă f : X ∋ x_i → y_i ∈ Y; 1 ≤ i ≤ m

(10) čăŸ ăľęčĲńĺåŸ čĲńŸěç ńęňł. ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ ŸąæčŸ čăŸ Ÿąęćęň§åŸ {u_n}; ğňąďã ľńęď U: ĞŸ ęĺåľęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá Żňę Ÿąęćęň§åĲł {u^′_n}; {u^{′′}_n} ľńęď

U âńľă éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ ğęň ĲğĲąńĲåďĲă ńđď (10) čĲ

u_n → u^′_n ąŸă u^{′′}_n → u_n ďŸ ĲåďŸă Ĳğåľđł ăľęčĲńĺåŸ. ĎğĲăŻã đ {u_n} ĲåďŸă ğňąďã ľńęď U; đ ăľęčĲńĺåŸ Ÿňńã §Ÿ ĲğĲąńĲåďĲńŸă ľĲ čăŸ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ f : U → U: ĎğĲăŻã ńéĺŸ Ĳğåľđł {u_n} ⊂ ran(f); đ f §Ÿ ĲåďŸă čăŸ ăľęčĲńĺåŸ ğęň ĲğĲąńĲåďĲă ńđď f:

ĆăŸ ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ, âľńà æńă âőęňčĲ ęĺåľĲă ńŸ u^′_1; : : : ; u^′_k ąŸă u^{′′}_1; : : : ; u^{′′}_k éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ ğęň ĲğĲąńĲåďĲă ńđď (10) čĲ u_i → u^′_i ąŸă u^{′′}_i → u_i 1 ≤ i ≤ k

(11) ďŸ ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ. Ăğæ ńđď ăŻăæńđńŸ Urysohn ńęň U; §Ÿ ňğáĺőĲă u^′_{k+1} ∈

U âńľă éľńĲ Ÿď ĲğĲąńĲåďęňčĲ čĲ

u_{k+1} → u^′_{k+1} ďŸ âőęňčĲ čăŸ ăľęčĲńĺåŸ . ŠæńĲ đ Ÿďńåľńĺęŋđ, y_i → x_i; 1 ≤ i ≤ n u^′_i → u_i; 1 ≤ i ≤ k + 1 u_i → u^{′′}_i ; 1 ≤ i ≤ k

(12)

§Ÿ ĲåďŸă Ĳğåľđł ăľęčĲńĺåŸ ąŸă ğáćă Ÿğæ ńđď ăŻăæńđńŸ Urysohn, §Ÿ ňğáĺőĲă u^{′′}_{k+1} ∈ U éľńĲ Ÿď ńđď ĲğĲąńĲåďęňčĲ čĲ u_{k+1} → u^{′′}_{k+1} ďŸ ľňďĲőåľęňčĲ ďŸ âőęňčĲ čăŸ ăľęčĲńĺåŸ. Ś’ Ÿňńæ ńę ľđčĲåę ęćęąćđĺéďĲńŸă ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ ąŸă đ ŸğæŻĲăěđ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł.

ĆăŸ ńę ĲğæčĲďę §ĲéĺđčŸ, §Ÿ čŸł őĺĲăŸľńęçď ńŸ Ĳěãł:

ŁãččŸ 3.4. Şğę§âńęňčĲ æńă X = {x1; : : : ; xn} ĲåďŸă âďŸ ğĲğĲĺŸ-

ľčâďę ľçďęćę ąŸă y; z ∉ X Śńęňł őéĺęňł X ∪{y} ąŸă X ∪{z} §ĲàĺęçčĲ Żňę čĲńĺăąâł d_1 ąŸă d_2 âńľă éľńĲ

d_1|X × X = d_2|X × X

ŠæńĲ čğęĺęçčĲ ďŸ ĲğĲąńĲåďęňčĲ ńăł d_1; d_2 ľńęď X ∩ {y} ∩ {z} §âńęďńŸł

d(y; z) = max{|d_1(y; x_i) − d_2(z; x_i)| : 1 ≤ i ≤ n}:

ĂğæŻĲăěđ. ĂĺąĲå ď’ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă đ d ăąŸďęğęăĲå ńđď ńĺăŽàďăąã

ŸďăľæńđńŸ, ŻđćŸŻã ŽăŸ !_1; !_2; !_3 ∈ X ∪ {y} ∪ {z} d(!_1; !_2) ≤ d(!_1; !_3) + d(!_2; !_3)

(13)

Ťňľăąá, ę âćĲŽőęł ńđł (13) âőĲă ďæđčŸ čæďę ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň Żňæ ńęňćáőăľńęď Ÿğæ ńŸ !_1; !_2; !_3 ĲåďŸă ńŸ y ąŸă z: ĂĺąĲå ľňďĲğéł ďŸ ĲćâŽěęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ x_i;

d(y; z) ≤ d(y; x_i) + d(x_i; z) d(y; x_i) ≤ d(y; z) + d(z; x_i) d(z; x_i) ≤ d(z; y) + d(y; x_i)

(14)

ĆăŸ ńđď ğĺéńđ Ÿğæ ńăł (14) ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă Ÿď ľńŸ§ĲĺęğęăãľęňčĲ x_j éľńĲ d(y; z) = d_1(y; x_j) − d_2(z; x_j);

ńæńĲ d(y; z) = d_1(y; x_j) − d_2(z; x_j) ≤ d_1(y; x_j) + d_2(z; x_i) − d_2(x_i; x_j) = d_1(y; x_j) + d_2(z; x_i) − d_1(x_i; x_j) ≤ d_1(y; x_i) + d_2(z; x_i) = d(y; x_i) + d_2(z; x_i):

Ę ŻĲçńĲĺđ ąŸă đ ńĺåńđ ńàď (14) ĲåďŸă ğĺęŋŸďĲåł, Ÿŋęç Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ §Ÿ âőęňčĲ æńă d(y; z) ≥ |d(y; x_i) − d(z; x_i)|:

ŁãččŸ 3.5. Şğę§âńęňčĲ æńă (X; d) ĲåďŸă âďŸł čĲńĺăąæł őéĺęł, x_1; : : : ; x_n ∈ X ąŸă y âďŸ ľđčĲåę Ĳąńæł ńęň Ţ: ĞâńęďńŸł Y = {x_1; : : : ; x_n; y}

ňğę§âńęňčĲ ŸąæčŸ æńă âőĲă ęĺăľńĲå čăŸ čĲńĺăąã d_2 ľńęď Y ğęň ľňčŋàďĲå čĲ ńđď d_1 ľńŸ ľđčĲåŸ {x_1; : : : ; x_n}: ŐĺåİęňčĲ ńæńĲ ńđď ŸğæľńŸľđ ńęň y Ÿğæ âďŸ ńňőæď ľđčĲåę x ∈ X čĲ

d(y; x) = min{d_2(y; x_i) + d_1(x_i; x) : a ≤ i ≤ n}:

(15) ŠæńĲ čĲ őĺãľđ ńđł (15), ę őéĺęł X ∪ {y} ŻęčĲåńŸă ľĲ čĲńĺăąæ őéĺę.

ĂğæŻĲăěđ. ĂĺąĲå ğáćă ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă ăľőçĲă đ ńĺăŽàďăąã ŸďăľæńđńŸ

(13). ĎŻé âőęňčĲ ďŸ ĲćâŽěęňčĲ Żňę ğĲĺăğńéľĲăł, ŽăŸ x; x^′ ∈ X : d(y; x) ≤ d(y; x^′) + d(x^′; x) d(x; x^′) ≤ d(x; y) + d(y; x^′)

(16)

ĆăŸ ńđď ğĺéńđ ńàď (16), Ÿď x_i ĲåďŸă ńę ľňŽąĲąĺăččâďę ľńęăőĲåę ńęň {x_1; : : : ; x_n} ŽăŸ ńę ęğęåę d(y; x^′) = d_2(y; x_i) + d_1(x_i; x^′);

ńæńĲ

d(y; x^′) + d(x[; x) = d_2(y; x_i) + d_1(x_i; x^′) + d_1(x^′; x) ≥ d_2(y; x_i) + d_1(x_i; x) ≥ d(y; x) æğęň đ ńĲćĲňńŸåŸ ŸďăľæńđńŸ ğĺęąçğńĲă Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ (15). ĆăŸ ńđ ŻĲçńĲĺđ ŸďăľæńđńŸ ńàď (16), ľńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ x_i; x_j éľńĲ d(y; x) = d_2(y; x_i) + d_1(x_i; x)

(17) ąŸă d(y; x^′) = d_2(y; x_j) + d_1(x_j; x^′)

(18) ŠæńĲ d(y; x^′) = d_2(y; x_j) + d_1(x_j; x^′) ≥ d_2(x_i; x_j) − d_2(y; x_i) + d_1(x_j; x^′) = d_1(x_i; x_j) + d_1(x_j; x^′) − d_2(y; x_i) ≥ d_1(x_i; x^′) − d_2(y; x_i)

(19)

ęğæńĲ ğĺęľ§âńęďńŸł ąŸńá čâćđ ńăł (17) ąŸă (19) ğŸåĺďęňčĲ d(y; x) + d(y; x^′) ≥ d_1(x_i; x) + d_1(x_i; x) + d_1(x_i; x^′) ≥ d(x; x^′) ąŸă ńę ńĲćĲňńŸåę ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ.

ĎåčŸľńĲ ľĲ §âľđ ńéĺŸ ď’ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńę ğŸĺŸąáńà ąĺåľăčę §ĲéĺđčŸ:

ĞĲéĺđčŸ 3.6. Ăď ę őéĺęł Ţ ĲåďŸă ŻăŸőàĺåľăčęł čĲńĺăąæł ąŸă âőĲă

ńđď ăŻăæńđńŸ Uryxohn, ńæńĲ đ ğćãĺàľđ ńęň X ĲåďŸă ăľęčĲńĺăąã čĲ ńęď U: ĂğæŻĲăěđ. ĎğĲăŻã đ ğćãĺàľã ńęň ĲåďŸă Ŕęćàďăąæł őéĺęł, ŸĺąĲå ď’

ŸğęŻĲåěęňčĲ ľçčŋàďŸ čĲ ńę ĞĲéĺđčŸ 3.1, æńă ę X §Ÿ âőĲă ńđď ăŻăæńđńŸ Urysohn. ĂĺąĲå ğĺęŋŸďéł ď’ ŸğęŻĲăőńĲå æńă Ÿď x_1; : : : ; x_n ĲåďŸă ľđčĲåŸ ńęň X ąŸă y âďŸ ľđčĲåę Ĳąńæł ńęň Ţ; éľńĲ ńę ľçďęćę Y = {x_1; : : : ; x_n; y} ďŸ ŻęčĲåńŸă ľĲ čĲńĺăąæ őéĺę čĲ čăŸ čĲńĺăąã d_1 ğęň ľňčŋàďĲå čĲ ńđ čĲńĺăąã d ńęň X ľńŸ ľđčĲåŸ ńęň X; ńæńĲ ňğáĺőĲă y^′ ∈ X éľńĲ d(y^′; x_k) = d_1(y; x_k); 1 ≤ k ≤ n:

ŔĺęŋŸďéł §Ÿ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ęňľăŸľńăąá ńę ŽĲŽęďæł æńă ę Ţ âőĲă ńđď ăŻăæńđńŸ Urysohn. ëńľă §Ÿ ğĺęľĲŽŽåľęňčĲ ńę y^′ čĲ čăŸ Ÿąęćęň§åŸ

{y^i} ľđčĲåàď ńęň Ţ ğęň §Ÿ âőęňď ğĲĺåğęň ńăł ľàľńâł ŸğęľńáľĲăł Ÿğæ ńŸ x_k 1 ≤ k ≤ n:

ĆăŸ ąá§Ĳ 1 ≤ k ≤ n ąŸă i ∈ N; ľńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ âďŸ ľđčĲåę x^i_k ľńęď Ţ éľńĲ d(x^i_k; x_k) < 12_i :

(20)

ĞŸ ąŸńŸľąĲňáľęňčĲ ńéĺŸ ľđčĲåŸ y^i; i ∈ N ńęň Ţ éľńĲ ďŸ ăľőçęňď ęă Ĳěãł Żňę ľőâľĲăł: (ĞâńęňčĲ d_k = d_1(x_k; y) ) d_k ≤ d(y^i; x^i_k) < d_k + 12_i

(21)

d(y^i; y^{i+1}) < 1

2i^{−2}

(22)

Ę ľőâľđ (22) ĲěŸľŋŸćåİĲă æńă đ Ÿąęćęň§åŸ {y^i} ĲåďŸă Cauchy ąŸă ľňďĲğéł §Ÿ ľňŽąćåďĲă ľĲ ąáğęăę ľđčĲåę y^′ ńęň X: Ăğæ ńđď (21) §Ÿ âğĲńŸă æńă d(y^′; x_k) = lim_i d(y^i; x^i_k) = d_k ąŸă č’ Ÿňńæď ńęď ńĺæğę §Ÿ âőęňčĲ ńĲćĲăéľĲă.

Ăł ŻęçčĲ čĲ ğęăæ ńĺæğę ŽåďĲńŸă ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ ľńęď ęĺăľčæ ńàď y^i: ëőęďńŸł ęĺåľĲă ńŸ y^1; : : : ; y^i ľńęď Ţ; éľńĲ ďŸ ăąŸďęğęăęçďńŸă ęă (21) ąŸă (22), ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ľçčŋàďŸ čĲ ńę ŁãččŸ 3.5, đ čĲńĺăąã d_1; čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ľńŸ ľđčĲåŸ ńęň X čĲ

d_1(y; x) = min{d_1(y; x_k) + d(x_k; x) : 1 ≤ k ≤ n} ĞĲàĺęçčĲ ńęď ňğæőàĺę ńęň X ∪ {y}; {x^{i+1}_1 ; : : : ; x^{i+1}_n ; y}: ĆăŸ ŸĺąĲńá čĲŽáćŸ i;

d(y; x^{i+1}_k ) = d(y; x_k) + d(x_k; x^{i+1}_k ) ąŸă ľňďĲğéł d_k ≤ d(y; x^{i+1}_k ) ≤ d_k + 12_i

(23) ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńę ŁãččŸ 3.4 ŽăŸ ďŸ ęĺåľęňčĲ čăŸ čĲńĺăąã ľńę őéĺę {x^{i+1}_1 ; : : : ; x^{i+1}_n ; y; y^i} ğęň ĲğĲąńĲåďĲă ńăł d ąŸă d_1 :

d(y; y^i) = max{|d_1(y; x^{i+1}_k ) − d(y^i; x^{i+1}_k )| : 1 ≤ k ≤ n} ŁæŽà ńđł ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł (21) §Ÿ âőęňčĲ æńă

d_k ≤ d(y^i; x^{i+1}_k ) ≤ d(y^i; x^i_k) + d(x^i_k; x_k) + d(x_k; x^{i+1}_k ) < d_k + 12_i + 12_i + 12_{i+1} < d_k + 12_{i−2} :

ąŸă ćæŽà ńęň ęĺăľčęç ńđł d_1; d_k ≤ d_1(y; x^{i+1}_k ) < d_k +^1_{2i+1} . êĺŸ ľĲ ąá§Ĳ ğĲĺåğńàľđ,

|d_1(y; s^{i+1}_k ) − d(y^i; s^{i+1}_k )| < 12_{i2}

(24)

Ăğæ ńđď ăŻăæńđńŸ Urysohn ńęň Ţ, §Ÿ ňğáĺőĲă y^{i+1} ∈ X éľńĲ d(y^{i+1}; y^i) = d_1(y; y^i) ąŸă d(y^{i+1}; x^{i+1}_k ) = d_1(y; x^{i+1}_k ) ęğæńĲ ńę y^{i+1} §Ÿ ăąŸďęğęăĲå ńăł (21) ąŸă (22), ćæŽà ńàď (23) ąŸă (24).

2. ïğŸĺěđ ńęň őéĺęň ńęň Urysohn

ŚńŸ ĲğæčĲďŸ §Ÿ ąŸńŸľąĲňáľęňčĲ ńę őéĺę ńęň Urysohn ěĲąăďéďńŸł Ÿğæ âďŸď ńňőŸåę Ŕęćàďăąæ őéĺę (X; d): Ę ąŸńŸľąĲňã ĲåďŸă čăŸ čăąĺã ğŸĺŸććŸŽã Ÿňńãł ğęň ŹĺåľąĲńŸă ľńę [6] ąŸă ęŋĲåćĲńŸă ľńęď Ă. ĽĲőĺã ľńę [2]. ëőĲă ńę ğĺęľæď æńă §Ÿ čŸł ĲğăńĺâŕĲă ďŸ ĲčŋňńĲçľęňčĲ ăľęčĲńĺăąá ńęď ńňőæďńŸ Ŕęćàďăąæ őéĺę (X; d) čĲ âďŸď ęĺåľăčę ńĺæğę ľńęď U; âńľă éľńĲ ďŸ čğęĺęçčĲ ďŸ ŻęçčĲ ńđď E¸ros{Borel Żęčã ńęň U; F (U) ľŸď ńęď Ŕęćàďăąæ őéĺę æćàď ńàď Ŕęćàďăąéď őéĺàď. Ń’ Ÿňńæď ńęď ńĺæğę, đ ľőâľđ ńđł ăľęčĲńĺåŸł Ŕęćàďăąéď őéĺàď čğęĺĲå ďŸ ăŻà§Ĳå ľŸď ŸďŸćňńăąã ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł Ĳďæł Ŕęćàďăąęç őéĺęň.

ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ âďŸď Ŕęćàďăąæ čĲńĺăąæ őéĺę (X; d) čĲ X ≠ ∅ ąŸă ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ E(X; !) ńę ľçďęćę æćàď ńàď f : X → R ğęň ĲåďŸă ńâńęăĲł éľńĲ

1. |f(x) − f(y)| ≤ d(x; y) ≤ f(x) + f(y):

2. ĆăŸ ąáğęăę ğĲğĲĺŸľčâďę Y ⊂ X ğęň §Ÿ ńę ąŸćęçčĲ ľńãĺăŽčŸ ńđł f; ăľőçĲă

f(x) = inf{d(x; y) + f(y) : y ∈ Y }:

ČăŸăľ§đńăąá, ńę ľçďęćę E(X; !) ĲåďŸă æćŸ ńŸ ňğęŕãŋăŸ ľđčĲåŸ ğęň ğĺâğĲă ďŸ ğĺęľńĲ§ęçď ľńęď Ţ; éľńĲ ďŸ čğęĺęçčĲ ďŸ ĲğĲąńĲåďęňčĲ ąŸńá âďŸ ľđčĲåę ăľęčĲńĺăąâł ĲčŋňńĲçľĲăł ğĲğĲĺŸľčâďàď ľňďæćàď ľńę Ţ:

Ő E(X; !) čğęĺĲå ďŸ Żęčđ§Ĳå ľĲ čĲńĺăąæ őéĺę Ÿď §âľęňčĲ d_E(f; g) = sup{|f(x) − g(x)| : x ∈ X}:

ĞŸ ğĺâğĲă ďŸ ĲćâŽěęňčĲ ĲŻé ńđď ńĺăŽàďăąã ŸďăľæńđńŸ: Čę§âďńàď f; g ąŸă h ∈ E(X; !)

d_E(f; g) + d_E(g; h) = sup{|f(x) − g(x)| : x ∈ X} +

sup{|g(x) − h(x)| : x ∈ X} ≥ sup{|f(x) − g(x)| + |g(x) − h(x)| : x ∈ X} ≥ sup{|f(x) − h(x)| : x ∈ X}

= d_E (f; h)

ŃğęĺęçčĲ ďŸ ńŸňńåľęňčĲ ńę ńňőæď ľđčĲåę x ∈ X čĲ ńđď f_x ∈ E(x; !) æğęň f_x(y) = d(x; y):

Ę ŸğĲăąæďăľđ x → f_x ĲåďŸă ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ. ĂĺąĲå Žă’ Ÿňńæ ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă d(x; y) = sup{|f_x(z) − f_y(z)| : z ∈ X}:

(25) ĆăŸ ąá§Ĳ z ∈ X;

|f_x(z) − f_y(z)| = |d(x; z) − d(y; z)| ≤ d(x; y) ąŸă Ÿğæ ńđď áććđ čĲĺăá |f_x(x) − f_y(x)| = d(x; y);

ęğæńĲ đ (25) ăľőçĲă. ŃĲ ńđď ńŸçńăľđ Ÿňńã đ ńăčã f(x) čăŸł f ľńę E(X; !) ĲåďŸă ŸąĺăŹéł æğàł ŸďŸčĲďæńŸď đ ŸğæľńŸľđ ńđł f Ÿğæ ńę x : f(x) = d_E(f; f_x) = d_E(f; x) ąŸ§’ æľęď d_E(f; x) = sup{|f(z) − f_x(z)| : z ∈ X}

= sup{|f(z) − d(x; z)| : z ∈ X}

≤ f(x) æğęň đ ńĲćĲňńŸåŸ ŸďăľæńđńŸ ğĺęąçğńĲă Ÿğæ ńę 1 ńęň ęĺăľčęç, ąŸă Ÿğæ ńđď áććđ |f(x) − f_x(x)| = f(x) ĞâńęňčĲ Ĳğåľđł

(E(X; !); d_E) = đ ğćãĺàľđ ńęň (E(X; !); d_E) ąŸă ęĺåİęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá X_0 = X X_{n+1} = E(X_n; !):

âńľă éľńĲ X_0 ⊂ X_1 ⊂ X_2 ⊂ : : : : ĞâńęňčĲ ńâćęł X_∞ = ∪_nX_n:

ąŸă ğŸåĺďęňčĲ ńę ĲğæčĲďę ćãččŸ:

ŁãččŸ 3.7. Ő X∞ ĲåďŸă ŻăŸőàĺåľăčęł ąŸă âőĲă ńđď ăŻăæńđńŸ Urysohn.

ĂğæŻĲăěđ. ĆăŸ ď’ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ę X∞ âőĲă ńđď ăŻăæńđńŸ Urysohn,

ŸĺąĲå ŽăŸ âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ňğęľçďęćæ ńęň {x_1; : : : ; x_n} ąŸă y ∈ X_∞; Ÿď ľńę ľçďęćę Y = {x_1; : : : ; x_n; y} âőĲă ęĺăľńĲå čăŸ čĲńĺăąã d ğęň ľňčŋàďĲå čĲ ńđ čĲńĺăąã d ńęň X_∞ ľńę {x_1; : : : ; x_n}; ďŸ ŹĺęçčĲ y^′ ∈ X_∞ éľńĲ d(y^′; x_k) = d^′(y; x_k) 1 ≤ k ≤ n:

ŔĺęŋŸďéł čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ m ∈ N; éľńĲ x_1; : : : ; x_n ∈ X_m: Őĺå- İęňčĲ ńæńĲ čăŸ čĲńĺăąã ľńę X_m ∪ {y}; Ÿğæ ńę ŁãččŸ 3.5 čĲ d_1(y; x) = min{d^′(y; x_k) + d(x_k; x) : 1 ≤ k ≤ n} ąŸă §ĲàĺęçčĲ ńđď ŸğĲăąæďăľđ f_y : X_m → R čĲ f_y(x) = d_1(y; x):

ŁæŽà ńđł ńĺăŽàďăąãł ŸďăľæńđńŸł ńđł d_1 ąŸă ńęň ńĺæğęň ęĺăľčęç ńđł §Ÿ âőęňčĲ æńă f_y ∈ E(X_m; !) ąŸă ľňďĲğéł f_y ĲåďŸă ńę İđńęçčĲďę ľđčĲåę Ÿŋęç d(f_y; x_k) = f_y(x_k) = d_1(y; x_k):

Śńđ ľňďâőĲăŸ ŻăŸğăľńéďęňčĲ æńă ę X_∞ ĲåďŸă ŻăŸőàĺåľăčęł: ĂĺąĲå ď’ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ŽăŸ Ţ ŻăŸőàĺåľăčę, ę E(X; !) ĲåďŸă ŻăŸőàĺåľăčęł. Ś’ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ, ĲğŸŽàŽăąá ąá§Ĳ X_n §Ÿ ĲåďŸă ŻăŸőàĺåľăčęł ąŸă đ âďàľđ àł ğĺęł n ∈ N ğňąďéď Ÿĺă§čãľăčàď ňğęľňďæćàď ńęň x_n §Ÿ ŻéľĲă âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ğňąďæ ňğęľçďęćę ńęň X_∞:

Ăł ĲåďŸă ľňďĲğéł Δ âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ğňąďæ ňğęľçďęćę ńęň Ţ: Őĺå- İęňčĲ D = {f ∈ E(X; !) : supp(f) ⊂ Δ & ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ supp(f); f(x) ∈ Q}: Šę D ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł Ÿĺă§čãľăčę ňğęľçďęćę ńęň Ď(X; !): ĞŸ ŻĲåěęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă ĲåďŸă ğňąďæ ľńęď E(X; !): Ăł ĲåďŸă ľňďĲğéł › > 0 ąŸă g ∈ E(X; !): ëľńà Y = {y_1; : : : ; y_n} = supp(g): ŃğęĺęçčĲ ďŸ ňğę§âľęňčĲ æńă ŽăŸ y_i ≠ y_j ľńę supp(g) g(y_i) < g(y_j) + d(y_i; y_j) ŻăŸŋęĺĲńăąá čğęĺęçčĲ ďŸ ŸŋŸăĺâľęňčĲ ńę y_j Ÿğæ ńę supp(g): ĞâńęňčĲ ›_0 = min{d(y_i; y_j) − |g(y_i) − g(y_j)| : 1 ≤ i ≠ j ≤ n} > 0:

ąŸă ‹ < min{›_0=4; ›=4}: ĄĺåľąęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ x_i ∈ Δ; 1 ≤ i ≤ n čĲ d(x_i; y_i) < ‹ ąŸă §âńęňčĲ f(x_i) ďŸ ĲåďŸă âďŸł ĺđńæł Ÿĺă§čæł ľńę ŻăáľńđčŸ [g(y_i) + ‹; g(y_i) + min{›_0=4; ›=4}]:

ĞŸ ŻĲåěęňčĲ æńă f ∈ D ąŸă d_E(g; f) < ›:

ğŸĺŸńđĺęçčĲ ąŸń’ Ÿĺőáł æńă Ÿğæ ńđď ĲğăćęŽã ńàď y_i; d(x_i; x_j) < d(y_i; y_j) − 2‹

< |g(y_i) − g(y_j)| + ›^02 < |f(x_i) − f(x_j)|

Ďğăğćâęď f(x_i) + f(x_j ) ≥ g(y_i) + g(y_j) + 2‹ ≥ d(y_i; y_j) + 2‹ ≥ d(x_i; x_j) : ŚňďĲğéł f ∈ E(X; !) ąŸă áĺŸ f ∈ D: Ďğăğćâęď, ŽăŸ ńňőæď x ∈ X; ŹĺåľąęňčĲ x_i éľńĲ f(x) = f(x_i) + d(x_i; x) ęğæńĲ

g(x) − f(x) ≤ g(y_i) + d(t_i; x) − f(x_i) − d(x_i; x) ≤ › 4 + d(y_i; x_i) + d(x_i; x) − d(x_i; x)

< ›2

ąŸă ľňďĲğéł d_E(g; f) < ›:

Ăğæ ńę ŁãččŸ Ÿňńæ, ğĺęąçğńĲă æńă đ ğćãĺàľđ ńęň X_∞; X^∗; §Ÿ ĲåďŸă ę őéĺęł Urysohn.

Tę ğĺæŹćđčŸ ńđł ăľęčĲńĺåŸł ľĲ Ŕęćàďăąęçł őéĺęňł.

Śńę ąĲŋáćŸăę Ÿňńæ §Ÿ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńę ğŸĺŸąáńà §ĲéĺđčŸ:

ĞĲéĺđčŸ 4.1. Ę ăľęčĲńĺåŸ ľńęňł Ŕęćàďăąęçł čĲńĺăąęçł őéĺęňł,

∼=_i; ĲåďŸă Borel ăľęŻçďŸčđ čĲ ńđď ąŸ§ęćăąã ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ğęň ĲăľáŽĲńŸă Ÿğæ ńđď Borel Żĺáľđ čăŸł Ŕęćàďăąãł ęčáŻŸł.

ŚçčŋàďŸ čĲ ńŸ ğĺęđŽęçčĲďŸ, đ ąćáľđ ńàď Ŕęćàďăąéď őéĺàď, čğęĺĲå ďŸ ńŸňńăľńĲå čĲ ńŸ ąćĲăľńá ňğęľçďęćŸ ńęň őéĺęň ńęň Urysohn U; ąŸă ľňďĲğéł čğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ čăŸ Borel Żęčã ľńđď ąćáľđ Ÿňńã. ĆăŸ ńđ čăŸ ąŸńĲç§ňďľđ, ńđł ŸďŸŽàŽãł ŻđćŸŻã ńđł ăľęčĲńĺåŸł ľńđď Borel Żĺáľđ čăŸł Ŕęćàďăąãł ęčáŻŸł, ňğęŕãŋăŸ ĲåďŸă đ ęčáŻŸ ńàď ăľęčĲńĺăéď

ńęň U; Iso(U): ĎŻé ŸďńăčĲńàğåİęňčĲ ńę Ĳěãł ğĺæŹćđčŸ: Ăď X; Y Ĳå-

ďŸă ąćĲăľńá ňğęľçďęćŸ ńęň U ąŸă ffi : X → Y ăľęčĲńĺåŸ, ńæńĲ đ ffi ŻĲď ĲğĲąńĲåďĲńŸă ŸğŸĺŸåńđńŸ ľĲ čăŸ ăľęčĲńĺåŸ ffi^′ : U → U: ŔĺŸŽčŸńăąá, §ĲàĺéďńŸł ńęňł U ąŸă U^∗; §Ÿ ňğáĺőĲă čăŸ ăľęčĲńĺåŸ čĲńŸěç ńęňł, đ ęğęåŸ ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł æńă ŻĲď ĲğĲąńĲåďĲńŸă ľĲ ăľęčĲńĺåŸ ńęň U^∗: Šę ğĺæŹćđčŸ Ÿňńæ, ćçďĲńŸă čĲ ńęď Ĳěãł ńĺæğę: Čę§Ĳåľđł ăľęčĲńĺåŸł

ffi : X → Y

§Ÿ ńđď ĲğĲąńĲåďęňčĲ Ÿĺőăąá ľĲ čăŸ ăľęčĲńĺåŸ ffi^∗ : X^∗ → Y^∗: Ăł ňğę§âľęňčĲ Ÿĺőăąá æńă Ţ ąŸă Y ĲåďŸă Żňę Ŕęćàďăąęå őéĺęă ąŸă ffi : X → Y čăŸ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ. ŃğęĺęçčĲ ďŸ ęĺåľęňčĲ ńæńĲ čăŸ ŸğĲăąæďăľđ

E(ffi; !) : E(X; !) → E(Y; !): čĲ E(ffi; !)(f)(y) = min{f(x) + d(ffi(x); y) : x ∈ supp(f)}

ŻđćŸŻã E(ffi; !)(f) ĲåďŸă ńę ľńęăőĲåę y ∈ E(Y; !) čĲ supp(g) = ffi(supp(f)) ąŸă ęă ńăčâł ńđł g ľńę ľńãĺăŽčá ńđł ĲåďŸă åŻăĲł č’ Ÿňńâł ńđł f: ĎğĲăŻã đ ffi ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ, Ÿğæ ńę ŁãččŸ 3.5, §Ÿ âőęňčĲ æńă E(ffi; !)(f) ∈ E(Y; !): Ďğăğćâęď đ Ď(ffi; !) ĲåďŸă čăŸ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ ńęň E(X; !) ľńęď E(Y; !): ŔĺŸŽčŸńăąá, Ÿď g; f ∈ E(X; !) ąŸă x ∈ X; §Ÿ ňğáĺőĲă x_0 ∈

supp(f) éľńĲ f(x) = f(x_0) + d(x; x_0); ęğæńĲ

g(x) − f(x) ≤ g(x_0) + d(x; x_0) − f(x_0) − d(x; x_0) ≤ g(x_0) − f(x_0): 37 îčęăŸ čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ y_0 ∈ supp(g) éľńĲ f(x) − g(x) ≤ f(y_0) − g(y_0) Ďğęčâďàł,

d_E(f; g) = sup{|f(x) − g(x)| : x ∈ X}

= max{|f(x) − g(x)| : x ∈ supp(f) ∪ supp(g)}: êĺŸ d_E(E(ffi; !)(f);E(ffi; !)(g)) = max{|E(ffi; !)(f)(y) − E(ffi; !)(g)(y)| : y ∈ supp(E(ffi; !)(f)) ∪ supp(E(ffi; !)(g))}

= max{|E(ffi; !)(f)(ffi(x)) − E(ffi; !)(g)(ffi(x))| :

x ∈ supp(f) ∪ supp(g)}

= max{|f(x) − g(x)| : x ∈ supp(f) ∪ supp(g)}

= d_E(f; g) êĺŸ đ ffi ńĲćăąá ĲğĲąńĲåďĲńŸă ľĲ čăŸ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ E(ffi; !) : E(X; !) → E(Y; !)

ŐĺåİęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá ffi_0 = ffi ffi_{n+1} = E(ffi_n; !)

âńľă éľńĲ đ ffi_{n+1} ĲğĲąńĲåďĲă ąá§Ĳ ŋęĺá ńđ ffi_n; ąŸă ńâćęł ffi_∞ = ∪_nffi_n:

ŠæńĲ đ ffi_∞ ĲåďŸă čăŸ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ ńęň X_∞ ľńęď Y_∞ ąŸă ľňďĲğéł ĲğĲąńĲåďĲńŸă ľĲ čăŸ ăľęčĲńĺăąã ĲčŋçńĲňľđ ffi^∗ : X^∗ → Y^∗ æğàł ŸąĺăŹéł §âćŸčĲ.

Ăł ňğę§âľęňčĲ ńéĺŸ æńă ffi : X → Y; : Y → Z ĲåďŸă ăľęčĲńĺăąâł ĲčŋňńĲçľĲăł. Ăď f ∈ E(X; !); ńæńĲ Ÿď g = E( ; !)(E(ffi; !)(f)); supp(g) = (ffi(supp(f)) = ∘ ffi(supp(f)) ąŸă Ĳğăğćâęď Ÿď z = ∘ ffi(x) ∈ supp(g); ńæńĲ g(z) = E(ffi; !)(f()ffi(x)) = f(x):

êĺŸ, E( ; !) ∘ E(ffi; !)(f) = E( ∘ ffi; !)(f) ąŸă ľňďĲğéł ńĲćăąá ( ∘ ffi)^∗ = ^∗ ∘ ffi^∗:

(26) êĺŸ Ÿď ffi ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ, ńæńĲ ąŸă đ ffi^∗ §Ÿ ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ. Ę ŸğĲăąæďăľđ Iso(X) ∈ ffi → ffi^∗ ∈ Iso(X^∗) ĲåďŸă ăľęčęĺŋăľčæł ńęğęćęŽăąéď ęčáŻàď, Ÿŋęç Ĳğăğćâęď ńđł (26), (ffi^{−1})^∗ ∘ ffi^∗ = (ffi^{−1} ∘ ffi)^∗ = 1_X∗ :

êććę âďŸ ľđčĲåę ğęň §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ĲćĲŽő§Ĳå ĲŻé ĲåďŸă æńă ĲåďŸă ľňďĲőãł. ĞŸ ğĺâğĲă ďŸ ĲćâŽěęňčĲ ľňďĲğéł æńă Ÿď ffi_n; ffi ∈ Iso(X) ąŸă ffi_n → ffi; ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ f ∈ X^∗; ffi^∗_n(f) → ffi^∗(f): Šę ńĲćĲňńŸåę ŸĺąĲå ďŸ ĲćĲŽő§Ĳå ľ’ âďŸ ğňąďæ ňğęľçďęćę ńęň X^∗; ąă âńľă čğęĺęçčĲ ďŸ ňğę§âľęňčĲ æńă f ∈ X_n: Šę İđńęçčĲďę ľňďĲğéł §Ÿ ğĺęąçŕĲă ĲğŸŽàŽăąá, Ÿď ŽăŸ f ∈ E(X; !; ) E(ffi_n; !)(f) → E(ffi; !)(f):

ëľńà supp(f) = {x_1; : : : ; x_k}: ŠæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ n; supp(E(ffin; !)(f)) = {ffin(x_1); : : : ; ffin(xk)}:

Ăď › > 0; ĲğĲăŻã ffi_n → ffi; §Ÿ ňğáĺőĲă n_0 ∈ N; éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ n ≥ n_0; d(ffi_n(x_i); ffi(x_i)) < ›:

êĺŸ ŽăŸ ąá§Ĳ ńâńęăę n;

E(ffi_n; !)(f)(ffi_n(x_i)) − E(ffi; !)(f)(ffi_n(x_i)) < › ąŸă E(ffi_n; !)(f)(ffi(x_i)) − E(ffi; !)(f)(ffi(x_i)) < › êĺŸ d_E (E(ffi_n; !); E(ffi; !)) = max{|E(ffi_n); !)(f)(x) − E(ffi; !)(f)(x)| :

x ∈ supp(E(ffi_n; !)(f)) ∪ supp(E(ffi; !)(f))} < › Ďğęčâďàł ńę ľçďęćę Iso(X)^∗ = {ffi^∗ : ffi ∈ Iso(X)} ĲåďŸă čăŸ ąćĲăľńã (ľŸď Ŕęćàďăąã, Ÿğæ ńę ŁãččŸ 2.12) ňğęęčáŻŸ ńđł Iso(X^∗):

ĞŸ ŹĺęçčĲ ľńŸ ĲğæčĲďŸ čăŸ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ G ąŸă âďŸď Borel Gőéĺę W; ńâńęăŸ éľńĲ ∼=_i≤_B E^W_G : îğàł ĲěđŽãľŸčĲ ğĺęđŽęňčâďàł, §Ÿ ğáĺęňčĲ G = Iso(U) ąŸă W = F (U): Ę ęčáŻŸ G Żĺá č’ âďŸď Borel ńĺæğę ľńę F (U) čĲ ńęď ğĺęŋŸďã ńĺæğę g · F = g(F ): Ę Żĺáľđ Ÿňńã ĲåďŸă Borel Ÿŋęç g(F ) ∩ U ≠ ∅ ⇐⇒ ∃k∀n∃m(F ∩ U_m ≠ ∅ &

& diam(Um) < 1=n & ∃‘(x‘ ∈ Um & g(x‘) ∈ Fk)) æğęň {U_m}_m ĲåďŸă čăŸ Źáľđ ğĲĺăęőéď ńęň U; {x_‘}_‘ ĲåďŸă čăŸ Ÿąęćęň§åŸ ğňąďã ľńęď U; ąŸă U = ∪_kF_k æğęň F_k ĲåďŸă ąćĲăľńá.

ĞŸ őĺĲăŸľńęçčĲ ńŸ ĲğæčĲďŸ ćãččŸńŸ:

ŁãččŸ 4.2. ŞğáĺőĲă čăŸ Borel ŸğĲăąæďăľđ f1 : F (U) → RN^2; ńâ-

ńęăŸ éľńĲ Ÿď C ∈ F (U); ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąęćęň§åŸ {x_n} ğňąďã ľńęď C ńâńęăŸ éľńĲ

f_1(C)(< n; m >) = d(x_n; x_m):

ĂğæŻĲăěđ. ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ {Un}n čăŸ Źáľđ ğĲĺăęőéď ńęň U ąŸă

ęĺåİęňčĲ čăŸ ŸğĲăąæďăľđ ffi_1 : F (U) × N → N čĲ

ffi_1(C; n) = ę Ĳćáőăľńęł m ńâńęăęł éľńĲ U_m ∩ C ≠ ∅

diam(Um) < min { 1; 12 diam(U_n) } ąŸă Ÿď U_n ∩ C ≠ ∅ ńæńĲ U_m ⊂ U_n:

ąŸă ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă

ffi_1(C; n) = m ⇐⇒ U_m ∩ C ≠ ∅ & diam(U_m) < min { 1; 12 diam(U_n) } & (U_n ∩ C ≠ ∅ ⇒ U_m ⊂ U_n) & ∀i < m [ U_m ∩ C = ∅

∨ diam(U_m) ≤ min { 1; 12 diam(U_n) } ∨ (U_n ∩ C = ∅ & & ̸U_m ⊂ U_n) ] êĺŸ đ ŸğĲăąæďăľđ ffi_1 ĲåďŸă Borel. ŠéĺŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ n ∈ §ĲàĺęçčĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ n_1 = n; n_2; : : : čĲ n_{k+1} = ffi_1(C; n_k): ĎåďŸă Ĳçąęćę ńæńĲ ďŸ ŻĲăőńĲå æńă ńę čęďŸŻăąæ ľđčĲåę x_n ńđł ńęčãł ∩_{i∈}NU_{ni} ĲåďŸă ľđčĲåę ńęň C ąŸă Ĳğăğćâęď đ Ÿąęćęň§åŸ {x_n}_n ĲåďŸă ğňąďã ľńęď C: ŐĺåİęňčĲ ľňďĲğéł f_1 : F (U) → RN^×N čĲ f_1(C)(< n; m >) = d(s_n; x_m): ąŸă ńæńĲ čğęĺęçčĲ čĲńá Ÿğæ ğĲğĲĺŸľčâďŸ ŹãčŸńŸ ďŸ ŹĺęçčĲ U_{nk} ąŸă U_{mk} éľńĲ diam(U_{nk} ∪ U_{mk} ) < a + › ąŸă d(U_{nk} ; U_{mk} ) > a − ›:

|f_1(C)(< n; m >) − a| <› ⇐⇒ ∃s_1; s_2 ∈ N((s_1)_0 = n & (s_2)_0 = m &

& ∀1 ≤ i ≤ lh(s_1) − 1 (ffi_1((s_1)i; C) = (s_1)i_{+1}) & ∀1 ≤ i ≤ lh(s_2) − 1 (ffi((s_2)i; C) = (s_2)i_{+1}) & diam(U_{lh(}s_{1)−1} ∪ U_{lh(}s_{2)−1}) < ›

& d(U_{lh(s1)−1}; U_{lh(s2)−1}) > a − ›:

ąŸă ę ńĲćĲňńŸåęł ňğęćęŽăľčæł ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ.

ŁãččŸ 4.3. ŞğáĺőĲă čăŸ Borel ŸğĲăąæďăľđ f2 : RN^2 → RN^4 éľńĲ

Ÿď (X; d) ĲåďŸă âďŸł Ŕęćàďăąæł őéĺęł, {x_n} ğňąďã Ÿąęćęň§åŸ ľńęď Ţ

ąŸă x ∈ RN^2 éľńĲ x(< n; m >) = d(x_n; x_m); ńæńĲ ňğáĺőĲă čăŸ ğňąďã

Ÿąęćęň§åŸ {x^m_n }_n ľńęď X_m éľńĲ

d(x^{m1}_{n1} ; x^{m2}_{n2} ) = f_2(x)(m_1; n_1; m_2; n_2):

êĺŸ f_2(x) §Ÿ ĲåďŸă čăŸ ąàŻăąęğęåđľđ Ĳďæł ğňąďęç ňğęľňďæćęň ńęň X^∗:

ĂğæŻĲăěđ. Čę§âďńàď ńàď (X; d); {xn} ąŸă x ∈ RN^2; ęĺåİęňčĲ ĲğŸ-

ŽàŽăąá àł ğĺęł m

1. x^0_n = x_n 2. {x^{m+1}_n }_n ďŸ ĲåďŸă ńę ľçďęćę ńàď f ∈ E(X_m; !) ńàď ęğęåàď ńę ľńãĺăŽčŸ ĲåďŸă âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ňğęľçďęćę ńęň {x^m_n }_n ąŸă ğŸåĺďęňď ĺđńâł ńăčâł ľńę ľńãĺăŽčá ńęňł.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ŽăŸ f; g ∈ E(X_m; !) ąŸă x ∈ X_m; §Ÿ ňğáĺőĲă âďŸ y_0 ∈ supp(g) éľńĲ g(x) = g(y_0) + d(y_0; x) ęğæńĲ:

f(x) − g(x) ≤ f(y_0) + d(y_0; x) − g(y_0) − d(y_0; x) = f(y_0) − g(y_0) ąŸă æčęăŸ §Ÿ ňğáĺőĲă x_0 ∈ supp(f) éľńĲ g(x) − f(x) ≤ g(x_0) − f(x_0):

êĺŸ ŸĺąĲå ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ŽăŸ m = m_1 = m_2 æńă đ ľőâľđ |f_2(x)(m; n_1; m; n_2) − a| < › ĲåďŸă Borel.

Ăğæ ńŸ ğĺęđŽęçčĲďŸ âğĲńŸă æńă |f_2(x)(m; n_1; m; n_2) − a| < › ⇐⇒ ∀n ∈ N|x^{m+1}_{n1} (x^m_n ) − x^{m+1}_{n2} (x^m_n )| < a + › & ∃n ∈ |x^{m+1}_{n1} (x^m_n ) − x^{m+1}_{n2} (x^m_n )| > a − › ąŸă ę ńĲćĲňńŸåęł ňğęćęŽăľčæł ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ.

ŁãččŸ 4.4. ŞğáĺőĲă čăŸ Borel ŸğĲăąæďăľđ f3 : RN^4 → F (U) ńâ-

ńęăŸ éľńĲ x(< n; m >) = d(x_n; x_m) ąŸă RN^4 ∋ y = f_2(x); ńæńĲ f_3(y) ĲåďŸă âďŸł ąćĲăľńæł ňğæőàĺęł ńęň U ăľęčĲńĺăąæł čĲ ńęď Ţ:

ĂğæŻĲăěđ. ĞŸ ęĺåľęňčĲ čăŸ ăľęčĲńĺåŸ čĲńŸěç ńęň őéĺęň Urysohn

ğęň ŸďŸğŸĺåľńŸńŸă Ÿğæ ńę y ąŸă ńęň U; ęğæńĲ f_3(y) = Φ({x^0_n : n ∈ N}): ĆăŸ ńđď ăľęčĲńĺåŸ Ÿňńã ĲĺŽŸİæčŸľńĲ ŸďáćęŽŸ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 3.1. ĞĲàĺęçčĲ æńă U = R^∗: Ďğåľđł Ÿł ĲåďŸă {q^0_n}_n čăŸ Ÿĺå§čđľđ ńàď ĺđńéď ąŸă {q^{m+1}_n }_n ńę ľçďęćę ńàď ľńęăőĲåàď ńęň U ğęň âőęňď ľŸď ľńãĺăŽčŸ âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ňğęľçďęćę ńęň {q^m_n }_n ąŸă ğŸåĺďęňď ĺđńâł ńăčâł ľ’ Ÿňńæ.

ĞŸ ćâčĲ ńáěđ ńàď ľńęăőĲåàď q^m_n ąŸă x^m_n ńęď Ÿĺă§čæ m ąŸă §Ÿ ńęď ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ord : Ăł ĲåďŸă ńéĺŸ

{y_n}_n = {x^m_n : m; n ∈ N}; {q_n}_n = {q^m_n : m; n ∈ N}: Śńę k ŹãčŸ ńđł ĲğŸŽàŽãł, §Ÿ âőęňčĲ ęĺåľĲă ľçďęćŸ

{y_1; : : : ; y_k; q^′_1; : : : ; q^′_k} ⊂ X^∗ ąŸă {y^′_1; : : : ; y^′_k; q_1; : : : ; q_k} ⊂ U ńâńęăŸ éľńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ y_i → y^′_i ąŸă q^′_i → q_i ďŸ ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ. Śńę k + 1 ŹãčŸ ŹĺåľąęňčĲ (ńę čęďŸŻăąæ) y^′_{k+1} ľńęď

U ğęň âőĲă ńáěđ max{ord(y^′_i); ord(qi) : 1 ≤ i ≤ k} + 1 éľńĲ ďŸ čğęĺĲå

ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå đ ăľęčĲńĺåŸ ľńę y_{k+1} ąŸă q^′_{k+1} čĲ ńáěđ max{ord(yi); ord(q^′j); 1 ≤ i ≤ k + 1; a ≤ j ≤ k} éľńĲ ďŸ čğęĺĲå đ ăľęčĲńĺåŸ ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ľńę q_{k+1}: ŃĲ ńęď ńĺæğę Ÿňńæ, ŸąĺăŹéł æğàł ľńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 3.1 §Ÿ âőęňčĲ čăŸ ăľęčĲńĺåŸ Φ : X^∗ → U ąŸă ęĺåİęňčĲ

f_3(y) = Φ({x_n : n ∈ N ąŸă ord(x − n) = 0}) ŔĺęŋŸďéł f_3(y) ĲåďŸă âďŸł őéĺęł ăľęčĲńĺăąæł čĲ ńęď Ţ: ĂğęčâďĲă ďŸ ŻĲăőńĲå æńă đ f_3 ĲåďŸă Borel. Ăď U ĲåďŸă Ÿďęăőńæ ňğęľçďęćę ńęň U; §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ŻĲăőńĲå æńă đ ľőâľđ f_3(y) ∩ U ≠ ∅ ĲåďŸă Borel ľńę y: ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă

f(y) ∩ U ≠ ∅ ⇐⇒ ∃k ∈ N(Φ(y_k ) ∈ U_n ąŸă ord(y_k) = 0) êĺŸ f(y) ∩ U ≠ ∅ Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąęćęň§åŸ {y_1; : : : ; y_k; q^′_1; : : : ; q^′_k} ľńęď X^∗ ąŸă čăŸ Ÿąęćoň§åŸ {q_1; : : : ; q_k; y^′_1; : : : ; y^′_k} ľńęď U éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ 1 ≤ i < k;

ord(q^′i_{+1}) = max{ord(yj); ord(q^′‘) : 1 ≤ j ≤ i + 1; 1 ≤ ‘ ≤ i} + 1 ord(y^′i_{+1}) = max{ord(y^′j); ord(qj) : 1 ≤ j ≤ i} + 1:

ąŸă ord(y_k) = 0 ąŸă q_k ∈ U ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ 1 ≤ i; j ≤ k d(y_i; y_j) = d(y^′_i; y^′_j) d(y_i; q^′_j) = d(y^′_i; q_j) d(q_i; q_j) = d(q^′_i; q^′_j) . Šę čęďŸŻăąæ ğĺæŹćđčŸ ğĺęł ćçľđ ĲŻé, ĲåďŸă æńă ńæľę ńŸ q^′_1; : : : ; q^′_k; æľę ąŸă ńŸ y^′_1; : : : ; y^′_k ŻĲď ąàŻăąęğęăęçďńŸă ľńăł Ÿĺă§čãľăčĲł ğňąďâł Ÿąęćęň- §åĲł. ĆăŸ ńę ľąęğæ Ÿňńæ, §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ğĺęľĲŽŽåľĲăł ńęňł.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă Ÿď supp(f) = {z_1; : : : ; z_n}; supp(g) = {!_1; : : : ; !_n} ąŸă 1. d(z_i; !_i) < › 2. |f(z_i) − g(!_i)| < › ńæńĲ d_E(f; g) < 2›:

ŔĺŸŽčŸńăąá, ŽăŸ ąáğęăę i;

f(x) − g(x) ≤ f(z_i) + d(z_i; x) − g(!_i) − d(!_i; x) < 2› ąŸă æčęăŸ g(x) − f(x) < 2›:

êĺŸ ŸĺąĲå Ĳğăğćâęď ńŸ y^′_1; : : : ; y^′_k ąŸă q^′_1; : : : ; q^′_k ďŸ ŸďńăąŸńŸľńŸ§ęçď Ÿğæ ğĺęľĲŽŽåľĲăł ńęňł ńáěđł^1_{n2k} ąŸă Ĳğăğćâęď

d(q_k; U\ U) > 1 n : ŽăŸ ďŸ ęćęąćđĺà§Ĳå đ ŸğæŻĲăěđ.

ŚňďŻňáİęďńŸł ńŸ ŁãččŸńŸ 4.2, 4.3 ąŸă 4.4, ğŸåĺďęňčĲ

ŁãččŸ 4.5. ŞğáĺőĲă čăŸ Borel ŸğĲăąæďăľđ f : F (U) → F (U) ńâ-

ńęăŸ éľńĲ f(∅) = ∅; ąŸă ŽăŸ C ≠ ∅; C ∈ F (U); ňğáĺőĲă čăŸ ăľęčĲńĺåŸ

ffi_C : C^∗ → U čĲ ffi_C(C) = f(C):

ĂğæŻĲăěđ. Ăğćá ğŸåĺďęňčĲ f = f3 ∘ f2 ∘ f1; æńęň f1; f2; f3 ĲåďŸă ęă

ŸďńåľńęăőĲł Borel ŸğĲăąęďåľĲăł ńàď Łđččáńàď 4.2, 4.3, 4.4.

ŢĺđľăčęğęăéďńŸł ńę ńĲćĲňńŸåę Ÿňńæ ŁãččŸ, čğęĺęçčĲ ďŸ ŻęçčĲ æńă ŽăŸ C; D ∈ F (U);

C ∼=_i D ⇐⇒ f(C)E^W_G f(D);

ńę ęğęåę ŻĲåőďĲă æńă (∼=_i) ≤_B E^W_G : Ăňńæ ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł Ÿď ąáğęăę Ÿğæ ńŸ C; D ĲåďŸă ąĲďæ. ëńľă Ÿł ňğę§âľęňčĲ æńă C; D ≠ ∅: Ăď C ∼=_i D; Ÿł ĲåďŸă ffi : C → D čăŸ ăľęčĲńĺåŸ. ŠæńĲ ffi^∗ : C^∗ → D^∗ ĲåďŸă čăŸ ăľęčĲńĺåŸ čĲ ffi^∗(C) = 0: ŠéĺŸ g = ffi_D ∘ ffi^∗ ∘ ffi^{−1}_C ∈ Iso(U) ąŸă g · f(C) = f(D); ľňďĲğéł f(C)E^W_G f(D): ĂďńåľńĺęŋŸ, Ÿď f(C)E^W_G f(D); ńæńĲ ńŸ f(C); f(D) ĲåďŸă ăľęčĲńĺăąá, ąă âńľă ąŸ§’ æľęď ńę C ĲåďŸă ăľęčĲńĺăąæ čĲ ńę f(C) ąŸă ńę D čĲ ńę f(D); ńŸ C; D ĲåďŸă ăľęčĲńĺăąá.

ĞŸ ğĺęľğŸ§ãľęňčĲ, ľńę ňğæćęăğę Ÿňńęç ńęň ąĲŋŸćŸåęň ď’ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ G ąŸă Borel G-őéĺę Ţ; ăľőçĲă æńă E^X_G ≤_B (∼=_i):

ĆăŸ ąá§Ĳ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ G; §ĲàĺęçčĲ ńđ Żĺáľđ ńđł G ľńđď F (G) čĲ ŸĺăľńĲĺã čĲńŸŋęĺá:

g · C = gC

Ăď {U_n} ĲåďŸă čăŸ Źáľđ ńęň G; ąŸă U Ÿďęăőńæ ńęň G; ĲğĲăŻã ę ğęććŸğćŸľăŸľčæł ĲåďŸă ľňďĲőãł ľńđ G;

g · C ∩ U ≠ ∅ ⇐⇒ ∃n∃m(g ∈ U_n & C ∩ U_m ≠ ∅ & U_n · U_m ⊂ U):

ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ E(G) = E^{F (G)}_G ; ńãď Ÿďńåľńęăőđ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł. Ăğæ ńę [1, Theorem 3.5.3] ąŸă ńăł ğŸĺŸńđĺãľĲăł ğęň ńę Ÿąęćęň§ęçď, ĲåďŸă ŸĺąĲńæ ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ G; E(G) ≤_B (∼=i):

ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ ľňďĲğéł čăŸ Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ G: Ăğæ ńę ĞĲéĺđčŸ 2.10 čğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ čăŸ ŸĺăľńĲĺá ŸďŸććęåàńđ čĲńĺăąã d_G ľńđ G: Ăł ĲåďŸă Ĳğåľđł (G; d_G) đ ğćãĺàľđ ńđł G čĲ ńđď d_G:

ĎğĲăŻã đ d_G ĲåďŸă ŸĺăľńĲĺá ŸďŸććęåàńđ čĲńĺăąã, đ ŸğĲăąæďăľđ G ∋ h → g · h ∈ G ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ ŽăŸ ęğęăęŻãğęńĲ g ∈ G: êĺŸ đ ăľęčĲńĺåŸ Ÿňńã ĲğĲąńĲåďĲńŸă čĲ čęďŸŻăąæ ńĺæğę ľĲ čăŸ ăľęčĲńĺåŸ g̃ ńđł G: Ę ŸğĲăąæďăľđ G ∋ g → g̃ ∈ Iso(G) ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł ăľęčęĺŋăľčæł ńęğęćęŽăąéď ęčá- Żàď: Ăď g_n^n→ g ąŸă h_n^n→ h ńæńĲ ąŸă g_n · h^{−1}_n → g · h^{−1} ąŸă ľňďĲğéł ŽăŸ ąá§Ĳ w ∈ G g_n · h^{−1}_n · w → gh^{−1}w: Ďğęčâďàł G̃ = {g̃ : g ∈ G} ⊂ Iso(G) ĲåďŸă čăŸ ąćĲăľńã ňğęęčáŻŸ ńđł Iso(G):

ĞĲàĺęçčĲ ńđ Żĺáľđ ńđł G̃ ľńę F (G) čĲ g̃ · C = g̃(C):

Ę Żĺáľđ Ÿňńã ĲåďŸă Borel, Ÿŋęç Ÿď ľńŸ§ĲĺęğęăãľęňčĲ {G_n} Źáľđ ğĲĺăęőéď ŽăŸ ńđ G; {U_n} Źáľđ ğĲĺăęőéď ŽăŸ ńęď G ąŸă G = ∩_nW_n æğęň W_n ĲåďŸă Ÿďęăőńá ľńę G; ńæńĲ ŽăŸ U ⊂ G Ÿďęăőńæ,

g̃(C) ∩ U ≠ ∅ ⇐⇒ g(C ∩ G) ∩ U ≠ ∅

⇐⇒ ∀m∃n∃kg ∈ G_n & C ∩ W_m ∩ ∩U_k ≠ ∅

& G_n · (W_m ∩ U_k) ⊂ U : Ďğăğćâęď đ ŸğĲăąæďăľđ F (G) ∋ C → C ∈ F (G) æğęň C ĲåďŸă đ ąćĲăľńæńđńŸ ńęň C ľńđď G ĲåďŸă Borel Ÿŋęç C ∩ U ≠ ∅ ⇐⇒ (C ∩ G_m ≠ ∅ & G_m ⊂ U) ąŸă Ÿď C_1; C_2 ∈ F (G);

C_1E(G)C_2 ⇐⇒ ∃g ∈ G(g(C_1) = C_2)

⇐⇒ ∃g̃ ∈ G̃(g̃(C_1) = C_2)

⇐⇒ C_1E^{F (G)}_{G̃} C_2 êĺŸ E(G) ≤_B E^{F (G)}_{G̃} : Ďğęčâďàł ĲåďŸă ŸĺąĲńæ ďŸ ŻĲăőńĲå æńă E^{F (G)}_{G̃} ≤_B (∼=i):

ĆĲďăąæńĲĺŸ, §Ÿ ŻĲăőńĲå æńă Ÿď Ţ ĲåďŸă âďŸł Ŕęćàďăąæł őéĺęł, H čăŸ ąćĲăľńã ňğęęčáŻŸ ńđł Iso(X) ąŸă đ H Żĺá ľńę F (X) čĲ f · C = f(C);

ńæńĲ E^{F (X)}_H ≤_B (∼=_i):

ŚçčŋàďŸ čĲ ńŸ ğĺęđŽęçčĲďŸ đ H^∗ = {g^∗ : h ∈ H} §Ÿ ĲåďŸă čăŸ ąćĲăľńã ňğęęčáŻŸ ńàď ăľęčĲńĺăéď ńęň X^∗; Iso(X^∗): ĞŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńę ĲğæčĲďę ćãččŸ:

ŁãččŸ 4.6. Ăł ĲåďŸă Y âďŸł Ŕęćàďăąæł čĲńĺăąæł őéĺęł ąŸă K ⊂

Iso(Y ) čăŸ ąćĲăľńã ňğęęčáŻŸ ńđł ęčáŻŸł ńàď ăľęčĲńĺăéď ńęň. ŠæńĲ ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ąćĲăľńá ňğęľçďęćŸ R_n ⊂ Y^n; n ≥ 2; ńâńęăŸ éľńĲ

K = {ffi ∈ Iso(Y ) : ffi(R_n) = R_n; ∀n ≥ 2};

æğęň ffi(R_n) = {(ffi(y_1); : : : ; ffi(y_n)) : (y_1; : : : ; y_n) ∈ R_n}:

ĂğæŻĲăěđ. ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ čăŸ ğňąďã Ÿąęćęň§åŸ {qi} ľńęď Y: Ăł

ĲåďŸă R_n = {(ffi(q_1); : : : ; ffi(q_n)) : ffi ∈ K}:

ĞŸ ŻĲåěęňčĲ æńă đ R_n; n ≥ 2 ĲåďŸă đ İđńęçčĲďđ. Ăď ∈ K; ĲğĲăŻã ∘ ffi ∈ K ⇐⇒ ffi ∈ K §Ÿ âőęňčĲ æńă ffi(R_n) = R_n ŽăŸ n ≥ 2: Ăł ĲåďŸă ńéĺŸ ffi ∈ Iso(Y ) ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ 1 ≤ i ≤ n; d(ffi(q_i); ffi_n(q_i)) <^1_n : ŠæńĲ ğĺęŋŸďéł ffi_n → ffi ľńęď Iso(Y ) ąŸă ĲğĲăŻã ńę K ĲåďŸă ąćĲăľńæ, âğĲńŸă ffi ∈ K:

ĞĲàĺęçčĲ ńđ Żĺáľđ ńđł Iso(U) ľńę ∏ n≥1 F (U^n) čĲ ffi · ((R_n)_n) = (ffi(R_n))_n:

ąŸă ąŸćęçčĲ E^∞(U) ńđď Ÿďńåľńęăőđ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł. ŠæńĲ

ŁãččŸ 4.7. E^{R(X)}_H ≤B E^∞(U):

ĂğæŻĲăěđ. ŃğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ U = X^∗: ĞĲàĺęçčĲ ńđď ąćĲă-

ľńã ňğęęčáŻŸ H^∗ ńđł Iso(X^∗) ąŸă Ÿł ĲåďŸă ľçčŋàďŸ čĲ ńę ŁãččŸ 4.6 R_n ∈ F ((X^∗)^n) ńâńęăŸ éľńĲ

H^∗ = {ffi ∈ Iso(X^∗) : ffi(R_n) = R_n : ∀n ≥ 2}:

BćâğęďńŸł ńęď Ţ ľŸď ąćĲăľńæ ňğęľçďęćę ńęň X^∗; §ĲàĺęçčĲ ńđď Borel ŸğĲăąæďăľđ

F (X) ∋ C → (C; R_2; R_3; : : : ) ∈ ∏ n≥1 F ((X^∗)^n):

Ę ńĲćĲňńŸåŸ Ÿňńã ŸğĲăąæďăľđ ĲåďŸă čăŸ ŸďŸŽàŽã ńđł E^{F (X)}_H ľńđď E^∞(U): Ăď C_1; C_2 ∈ F (X) ąŸă C_1E^{F (X)}_H C_2; ńæńĲ §Ÿ ňğáĺőĲă h ∈ H éľńĲ h(C_1) = C_2: Ăććá ľ’ Ÿňńãď ńđď ğĲĺåğńàľđ, h^∗ ∈ H^∗ ąŸă ľňďĲğéł h^∗(R_n) = R_n; ŽăŸ n ≥ 2: Ďğăğćâęď, Ÿŋęç h^∗ ĲåďŸă ĲğâąńŸľđ ńđł h; h^∗(C_1) = C_2: êĺŸ, (C_1; R_2; : : : )E^∞(U)(C_2; R_2; : : : ):

(27)

ĂďńåľńĺęŋŸ, Ÿď ăľőçĲă đ (27) čĲ C_1; C_2 ∈ F (X); ńæńĲ §Ÿ ňğáĺőĲă g ∈ Iso(U) éľńĲ g · (C_1; R_2; : : : ) = (C_2; R_2; : : : ): Ăććá ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ n; g(R_n) = R_n ąŸă ľňďĲğéł g = h^∗ ∈ H^∗: ŚňďĲğéł h(C_1) = g|X(C_1) = C_2:

ąŸă áĺŸ C_1E^{F (X)}_H C_2:

ĎåďŸă Ĳğęčâďàł ŸĺąĲńæ ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă E^∞(U) ≤_B (∼=_i): ĆăŸ ąá§Ĳ Ŕęćàďăąæ čĲńĺăąæ őéĺę Ţ; §ĲàĺęçčĲ ńđ Żĺáľđ ńđł Iso(X) ľńę F (X)N čĲ ffi · (C_1; C_2; : : : ) = (ffi(C_1); ffi(C_2); : : : ) Ăł ĲåďŸă E^1(X) đ Ÿďńåľńęăőđ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł. ĞŸ őàĺåľęňčĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ æńă E^∞(U) ≤_B (∼=_i) ľĲ Żňę ŹãčŸńŸ:

ĄãčŸ 1. ĆăŸ ąá§Ĳ Ŕęćàďăąæ čĲńĺăąæ őéĺę X; E^1(X) ≤B (∼=i) ĄãčŸ 2. ĆăŸ ąáğęăę Ŕęćàďăąæ čĲńĺăąæ őéĺę X; E^∞(U) ≤B E1(X):

ĞŸ Ÿľőęćđ§ęçčĲ ğĺéńŸ čĲ ńę ğĺéńę ŹãčŸ.

ŁãččŸ 4.8. ĆăŸ ąá§Ĳ Ŕęćàďăąæ čĲńĺăąæ őéĺę X; E^1(X) ≤B (∼=i): ĂğæŻĲăěđ. Ăł ĲåďŸă d đ čĲńĺăąã ńęň Ţ; ąŸă Ÿł ňğę§âľęňčĲ őàĺåł

ŹćáŹđ ńđł ŽĲďăąæńđńŸł æńă ę Ţ âőĲă ńęňćáőăľńęď 2 ľńęăőĲåŸ. ĞĲàĺęçčĲ ńđď ăľęŻçďŸčđ čĲńĺăąã

‹ = d1 + d:

ĎåďŸă Ĳçąęćę ďŸ ŻęçčĲ æńă ę (X; ‹) ĲåďŸă Ŕęćàďăąæł čĲńĺăąæł őéĺęł ąŸă ‹(x; y) < 1 ŽăŸ æćŸ ńŸ x; y ∈ X: Čę§Ĳåľđł Ÿąęćęň§åŸł ~C = (C_0; C_1; : : : ) ∈ F (X)N §ĲàĺęçčĲ ńęď Ŕęćàďăąæ čĲńĺăąæ őéĺę (X_{~C} ; d_{~C} ); ę ęğęåęł ęĺå- İĲńŸă àł Ĳěãł:

ĆăŸ ąá§Ĳ n ŽăŸ ńę ęğęåę C_n ≠ ∅; §ĲàĺęçčĲ âďŸ ľđčĲåę x^{~C}_n Ĳąńæł ńęň Ţ âńľă éľńĲ æć’ Ÿňńá ńŸ ľđčĲåŸ ďŸ ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąá. ĞâńęňčĲ X_{~C} = X ∪ {x^{~C}_n }: ŐĺåİęňčĲ ńđ čĲńĺăąã d_{~C} àł Ĳěãł: Ę d_{~C} ľňčŋàďĲå čĲ ńđ ‹ ľńę Ţ: Ę ŸğæľńŸľđ čĲńŸěç Żňę ŻăŸŋęĺĲńăąéď x^{~C}_n ; x^{~C}_m ĲåďŸă åľđ čĲ |n − m| + 1: Šâćęł, Ÿď u ∈ X; ęĺåİęňčĲ d_{~C} (x^{~C}_n ; u) = (n + 2) + ‹(u; C_n):

ĞŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńéĺŸ æńă

~CE^1(X)~D ⇐⇒ X_{~C} ; X_{~D} ĲåďŸă ăľęčĲńĺăąęå.

H ąŸńĲç§ňďľđ ⇒ ĲåďŸă ğĺęŋŸďãł. ĂďńåľńĺęŋŸ Ÿł ňğę§âľęňčĲ æńă ffi : X_{~C} → X_{~D} ĲåďŸă čăŸ ăľęčĲńĺåŸ. ĎğĲăŻã ę Ţ âőĲă ńęňćáőăľńęď Żňæ ľđčĲåŸ ąŸă đ ŸğæľńŸľã ńęňł ĲåďŸă čăąĺæńĲĺđ ńęň 1, Ĳďé ęğęăŸŻãğęńĲ áććŸ Żňę ľđčĲåŸ æğęň ńę âďŸ ńęňćáőăľńęď ŹĺåľąĲńŸă Ĳąńæł ńęň Ţ; âőęňď ŸğæľńŸľđ čĲŽŸćçńĲĺđ ã åľđ ńęň 2, âğĲńŸă æńă ńŸ Żňæ Ÿňńá ľđčĲåŸ §Ÿ ŸğĲăąęďăľńęçď ľńęď Ţ: ĎğĲăŻã Ĳğăğćâęď Ÿď x_0 ∈ X; ńæńĲ {x ∈ X_{~C} : d_{~C} (x; x_0) < 1} = X âğĲńŸă æńă ffi(X) = X ąŸă = ffi|X §Ÿ ĲåďŸă čăŸ ăľęčĲńĺåŸ ńęň Ţ: ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă đ §Ÿ ĲåďŸă ąŸă d-ăľęčĲńĺåŸ, Ÿęç ŽăŸ ąá§Ĳ 0 ≤ ‹ < 1 đ Ĳěåľàľđ ‹ =^d_{1+d} âőĲă čęďŸŻăąã ćçľđ. Ďğăğćâęď C_n ≠ ∅ ⇐⇒ D_n ≠ ∅ ąŸă ŽăŸ C_n ≠ ∅; D_n ≠ ∅ {x^{~C}_n } = {x ∈ X_{~C} : ‹(x; X) = n + 2} {x^{~D}_n } = {x ∈ X_{~D} : ‹(x; X) = n + 2}:

êĺŸ ffi(x^{~C}_n ) = x^{~D}_n : ŠéĺŸ §Ÿ ăľőçĲă æńă: C_n = {x ∈ X_{~C} : ‹(x; x^{~C}_n ) = n + 2} D_n = {x ∈ X_{~D} : ‹(x; s^{~D}_n ) = n + 2} ąŸă ľňďĲğéł (C_n) = D_n; áĺŸ ~CE^1(X)~D: Šâćęł, ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă čğęĺęçčĲ ĲçąęćŸ ďŸ ąŸńŸľąĲňáľęňčĲ čăŸ Borel ŸğĲăąæďăľđ f : F (X)N →

F (U) ńâńęăŸ éľńĲ ńę f(^~C) ďŸ ĲåďŸă ăľęčĲńĺăąæ čĲ ńęď X~_C : Ďğęčâďàł

~CE^1(X)~D ⇐⇒ f(~C) ∼=_i f(~D): ąŸă áĺŸ E^1(X) ≤_B (∼=_i):

ĂğęčâďĲă ńéĺŸ ďŸ ŻĲăőńĲå æńă ŽăŸ ąáğęăęď ąŸńáććđćŸ ŻăŸćĲŽčâďę Ŕęćàďăąæ čĲńĺăąæ őéĺę Ţ; E^∞(U) ≤_B E^1(X):

ĆăŸ ńĲőďăąęçł ćæŽęňł, ęă ęğęåęă §Ÿ Žåďęňď ŋŸďĲĺęå ľĲ ćåŽę, §Ÿ ŸďńăąŸńŸľńãľęňčĲ ńđď E^∞(U) čĲ čăŸ čăąĺã ğŸĺŸććŸŽã, Ẽ^∞(U): ĞĲàĺęçčĲ ńđ Żĺáľđ ńđł Iso(U) ľńęď ∏ n≥1 F (U^{(3n)}) ğęň ŻåďĲńŸă àł ľňďã§àł čĲ ffi · (C_1; C_2; : : : ) = (ffi(C_1); ffi(C_2); : : : );

ąŸă Ÿł ĲåďŸă Ẽ^∞(U) đ Ÿďńåľńęăőđ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł. Ę ŸğĲăąæďăľđ (C_1; C_2; : : : ) → (C̃_1; C̃_2; : : : ) Ÿğæ ńę ∏ n≥1 F (U^n) ľńę ∏ n≥1 F (U^{3n)}); čĲ C̃_n = {(x_1; x_2; : : : ; x_n; x_1; x_1; : : : ; x_1) : (x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ C_n}

ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł čăŸ ŸďŸŽàŽã ńđł E^∞(U) ľńđď Ẽ^∞(U); ąă âńľă ĲåďŸă ŸĺąĲńæ ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă ŽăŸ ąáğęăę Ŕęćàďăąæ čĲńĺăąæ őéĺę Ţ; Ẽ^∞(U) ≤_B E^1(X):

ĞĲàĺęçčĲ ľĲ ąá§Ĳ U^N; N ≥ 1 ńđ čĲńĺăąã

d_N (~x;~y) = 1N N∑ i=1 d(x_i; y_i);

âńľă éľńĲ ę U^N ďŸ ĲåďŸă Ŕęćàďăąæł čĲńĺăąæł őéĺęł. ŃğęĺęçčĲ Ĳğåľđł ďŸ ńŸňńåľęňčĲ ąá§Ĳ ~x ∈ U^{(3n)} čĲ ńę (~x;~x;~x) ∈ U^{(3n+1)} ąă Ÿňńæ ĲåďŸă ľňčŹăŹŸľńæ æğàł ĲçąęćŸ ğĺęąçğńĲă, čĲ ńęď ęĺăľčæ ńđł čĲńĺăąãł, Ÿŋęç d_3n+1 ((~x;~x;~x); (~y;~y;~y)) = d_3n (~x;~y) ąŸă ľňďĲğéł, čğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ æńă

U ⊂ U^3 ⊂ U^9 ⊂ · · · ⊂ U^{(3n)} ⊂ U^{(3n+1)} ⊂ : : :

ľŸď čĲńĺăąęå őéĺęă. ĞâńęňčĲ

U^∞ = ∪nU^{(3n)} ąŸă X = đ ğćãĺàľđ ńęň U^∞ ąŸă §Ÿ ŻĲåěęňčĲ æńă Ẽ^∞(U) ≤_B E^1(X):

ĆăŸ ąá§Ĳ ăľęčĲńĺåŸ ffi ∈ Iso(U); Ÿł ĲåďŸă ffi^N đ ăľęčĲńĺåŸ ľńęď U^N ğęň ŻåďĲńŸă Ÿğæ ffi^n(x_1; : : : ; x_N ) = (ffi(x_1); : : : ; ffi(x_N )):

ŔĺęŋŸďéł ăľőçĲă æńă ffi = ffi^1 ⊂ ffi^3 ⊂ ffi^9 ⊂ : : : ;

ąă âńľă ffi^∞ = ∪_nffi^{(3n)} ĲåďŸă čăŸ ăľęčĲńĺåŸ ľńęď U^∞ ąŸă ľňďĲğéł ĲğĲąńĲåďĲńŸă ľĲ čăŸ ăľęčĲńĺåŸ ffi^∞ ľńęď X: ĞâńęňčĲ ffi^+ = (ffi^∞) ∈ Iso(X); ąŸă Iso(U)^+ = {ffi^+ : ffi ∈ Iso(U)} . Šę ąçĺăę ćãččŸ ńéĺŸ, ĲåďŸă ńę Ÿąæćęň§ę:

ŁãččŸ 4.9. ŞğáĺőĲă čăŸ Ÿąęćęň§åŸ (Dn) Ÿğæ ąćĲăľńá ňğęľçďęćŸ ńęň Ţ; ńâńęăŸ éľńĲ

Iso(U)^+ = {Φ ∈ Iso(X) : ∀n(Φ(Dn) = Dn)}:

(28)

ëőęďńŸł ŸğęŻĲåěĲă Ÿňńæ ńę ńĲćĲňńŸåę, čğęĺęçčĲ ĲçąęćŸ ďŸ ęćęąćđĺéľęňčĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ æńă Ẽ^∞(U) ≤_B E^1(X):

ĞĲàĺęçčĲ ńđď Borel ŸğĲăąæďăľđ

(C_1; C_2; C_3; : : : ) → (C_1; D_1; C_2; D_2; : : : ) Ÿğæ ńæ ∏ n≥1 F (U^{(3n)}) ľńę F (X)N: Ăňńã ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł čăŸ Borel ŸďŸ- ŽàŽã ńęň Ẽ^∞(U) ľńęď E^1(X):

ĂğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 4.9. ĆăŸ ąá§Ĳ N ≥ 1; ŹćâğęňčĲ ńę U

ľŸď ňğęľçďęćę ńęň U^N ńŸňńåİęďńŸł ńę x ∈ U čĲ ńę (x; : : : ; x) ∈ U^N: ĆăŸ ąá§Ĳ ffi ∈ Iso(U); Ÿł ĲåďŸă ffi^N ∈ Iso(U^N) đ ŸğĲăąæďăľđ ğęň ęĺåİĲńŸă čĲ ffi^N (x_1; : : : ; x_n) = (ffi(x_1); : : : ; ffi(x_n)):

Ăł ĲåďŸă Ĳğåľđł

Iso(U)N = {ffiN : ffi ∈ Iso(U)} ⊂ Iso(UN):

Ę ŸğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 4.9 §Ÿ ğĺęąçŕĲă ĲçąęćŸ Ÿğæ ńę ĲğæčĲďę:

ŁãččŸ 4.10. ĆăŸ ąá§Ĳ N ≥ 3; ňğáĺőĲă čăŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ąćĲăľńá

ľçďęćŸ (K_i) ľńę U^N ńâńęăŸ éľńĲ

Iso(U)N = {Φ ∈ Iso(UN) : ∀i(Φ(Ki) = Ki)}:

(29)

Ăğ’ Ÿňńæ, čğęĺęçčĲ ďŸ ęćęąćđĺéľęňčĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ àł Ĳěãł: ĆăŸ ąá§Ĳ n ≥ 1; ľńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ čăŸ Ÿąęćęň§åŸ (K_{i;n})_{i∈}N ğęň ăąŸďęğęăĲå ńđď (31) ŽăŸ N = 3^n: Ăł ĲåďŸă

{D_n}_n = {U^{(3n)} : n ≥ 0} ∪ {K_{i;n} : i ∈ N; n ≥ 1}:

Ę Ÿąęćęň§åŸ Ÿňńã ăąŸďęğęăĲå ńđď (28). ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł æńă Ÿď Φ = ffi^+; æğęň ffi ∈ Iso(U); ńæńĲ Φ(D_n) = D_n; ŽăŸ æćŸ ńŸ n: ĂďńåľńĺęŋŸ, Ÿł ĲåďŸă Φ ∈ Iso(X) âńľă éľńĲ Φ(Dn) = Dn ŽăŸ æćŸ ńŸ n: ŠæńĲ Φ(U^{(3n)}) = U^{(3n)} ŽăŸ ąá§Ĳ n ≥ 0: ĎăŻăąæńĲĺŸ Φ(U) = U: ĞâńęňčĲ ffi = Φ|U: Ăğæ ńę ŁãččŸ 4.10, ŽăŸ ąá§Ĳ n; §Ÿ ňğáĺőĲă čăŸ ∈ Iso(U) éľńĲ Φ|U^{(3n)} = ^N : ŠæńĲ ĲçąęćŸ

Φ|U = ^n|U =

ąŸă ľňďĲğéł ffi = : êĺŸ Φ|U^∞ = ffi^∞ ąŸă ľňďĲğéł Φ = ffi^+:

ĎğĲăŻã Ĳğăğćâęď U^N ĲåďŸă ąćĲăľńæł ňğæőàĺęł ńęň Ţ; âğĲńŸă æńă đ Ÿąęćęň§åŸ {D_n} ĲåďŸă Ÿąęćęň§åŸ ąćĲăľńéď ňğęľňďæćàď ńęň Ţ; ąŸă đ Ÿğæ- ŻĲăěđ âőĲă ęćęąćđĺà§Ĳå.

ĂğęčâďĲă ďŸ ŻéľęňčĲ ńđď

ĂğæŻĲăěđ ńęň ŁãččŸńęł 4.10. ĆăŸ ąá§Ĳ ğĲğĲĺŸľčâďđ Ÿąęćęň-

§åŸ p̄ = (p_{i;j})_{1≤i;j≤N} Ÿğæ §Ĳńăąęçł ĺđńęçł, Ÿł ĲåďŸă

K_{p̄} = {(x_1; : : : ; x_N ) ∈ U^N : d(x_i; x_j) ≤ p_{i;j} ; ∀1 ≤ i; j ≤ N}:

ĞŸ ŻĲåěęňčĲ æńă

Iso(U)N = {Φ ∈ Iso(UN) : ∀p̄(Φ(K_¯p) = K_¯p)}:

ĽŸćęçčĲ ńę ŻĲěăæ čâĺęł Ÿňńãł ńđł Ĳěåľàľđł, G: ŠæńĲ ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł æńă Iso(U)^N ⊂ G: Ďğåľđł ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł æńă

G = {Φ ∈ Iso(U^N) : ∀(x_1; : : : ; x_N ) ∈ U^N;

Ÿď Φ(x_1; : : : ; x_N ) = (y_1; : : : ; y_N ); ńæńĲ d(x_i; x_j) = d(y_i; y_j); ∀1 ≤ i; j ≤ N}

(30)

Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă Φ ∈ G: ĎğĲăŻã ńę U âőĲă ńŸňńăľńĲå čĲ ńę {(x; : : : ; x) :

x ∈ U}; §Ÿ ăľőçĲă æńă Φ(U) = U: ĞâńęňčĲ ffi = Φ|U ąŸă §Ÿ ŻĲåěęňčĲ æńă

Φ = ffi^N : ĎğĲăŻã

Φ ∘ (ffiN )^{−1}|U = id;

čğęĺęçčĲ ďŸ ňğę§âľęňčĲ æńă ffi = id ąŸă ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă Φ = id : ĎåďŸă ğĺęŋŸďéł ŸĺąĲńæ ďŸ ŹĺęçčĲ âďŸ ğňąďæ ňğęľçďęćę ńęň U^N; ľńę ęğęåę đ Φ ĲåďŸă ńŸňńęńăąã.

Ĺľőňĺăľčæł (1). Šę ľçďęćę ńàď (x1; : : : ; xN ) ∈ U^N ŽăŸ ńŸ ęğęåŸ

æćŸ ńŸ x_i ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąá ąŸă ęă ŸğęľńáľĲăł d(x_i; x_j); 1 ≤ i < j ≤ N ĲåďŸă æćĲł ŻăŸŋęĺĲńăąâł, ĲåďŸă ğňąďæ ľńę U^N:

ĎåďŸă ğĺęŋŸďéł ŸĺąĲńæ ďŸ ğĺęľĲŽŽåľęňčĲ ąá§Ĳ (y_1; : : : ; y_N ) ∈ U^N ľńę ęğęåę æćŸ ńŸ y_i ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąá, čĲ ąáğęăę ńâńęăę (x_1; : : : ; x_N ): ŢĺđľăčęğęăéďńŸł ńęď ęĺăľčæ ńęň U; ĲåďŸă ŸĺąĲńæ ď’ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńę Ÿąæćęň§ę:

ĆăŸ ąá§Ĳ ğĲğĲĺŸľčâďę čĲńĺăąæ őéĺę M = {p_1; : : : ; p_m} ąŸă › > 0; ňğáĺőĲă âďŸł čĲńĺăąæł őéĺęł M^′ = {p_1; : : : ; p_m; q_1; : : : ; q_m} ğęň ĲğĲąńĲåďĲă ńæ M; ąŸă ńâńęăęł éľńĲ d_M ′ (p_i; q_i) < ›; ŽăŸ æćŸ ńŸ i; ąŸă æćĲł ęă ŸğęľńáľĲăł d_M ′ (q_i; q_j); 1 ≤ i < j ≤ m; ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąâł.

Ăňńæ ŸğęŻĲăąďçĲńŸă čĲ ĲğŸŽàŽã ľńę m ≥ 1: ĆăŸ m = 1 ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł. Şğę§âńęňčĲ ńđď Ÿćã§ĲăŸ ńęň ŽăŸ m − 1 ąŸă Ÿł ĲåďŸă M =

{p_1; : : : ; p_m}: Ăğæ ńđď ňğæ§Ĳľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł, ŹĺåľąęňčĲ q_1; : : : ; q_{m−1} ąŸńáććđćŸ ŽăŸ ńę {p_1; : : : ; p_{m−1}} ąŸă §âńęňčĲ M_1 = {p_1; : : : ; p_{m−1}; q_1; : : : ; q_{m−1}}:

ŔĺęŋŸďéł, čğęĺęçčĲ ďŸ ňğę§âľęňčĲ æńă p_m ≠ q_1; : : : ; q_{m−1}: ëľńà M_2 = {p_1; : : : ; p_{m−1}; p_m; q_1; : : : ; q_{m−1}} ąŸă ęĺåİęňčĲ čăŸ čĲńĺăąã ľńę M_2 ğęň ĲğĲąńĲåďĲă ńđ čĲńĺăąã ľńę M_1: ŐĺåİęňčĲ ŽăŸ x ∈ M_1;

d_{M2} (p_m; x) = min{d_M (p_m; p_i) + d_{M1} (p_i; x) : 1 ≤ i ≤ m − 1}: Ăňńã ĲåďŸă čăŸ čĲńĺăąã ľńę M_2; Ÿğæ ńę ŁãččŸ 3.5 ąŸă ĲğĲąńĲåďĲă ľňŽőĺæďàł ąŸă ńđ d_M : Ăĺă§čęçčĲ ńŸ ľđčĲåŸ ńęň M_2 ľĲ čăŸ Ÿąęćęň§åŸ M_2 = {r_i : 1 ≤ i ≤ 2m − 1} čĲ ńâńęăęď ńĺæğę éľńĲ ęă Ÿĺă§čęå a_i = d_{M2} (p_m; r_i) ďŸ ĲåďŸă ľĲ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ a_1 ≤ a_2 ≤ · · · ≤ a_{2m−1}:

ĎăŻăąæńĲĺŸ r_1 = p_m ąŸă a_1 = 0 < a_2: Ďğåľđł âőęňčĲ ŽăŸ 1 ≤ i < j ≤ 2m − 1 :

a_j − a_i = |a_i − a_j| ≤ d(r_i; r_j) ≤ a_i + a_j:

ĄĺåľąęňčĲ ńéĺŸ §Ĳńăąęçł Ÿĺă§čęçł ›_1 < ›_2 < · · · < ›_{2m−1} < 0 ńâńęăęňł éľńĲ

1. ›_1 < › 2. ›_1 < min{d(r_i; r_j) : 1 ≤ i < j ≤ 2m − 1}; 3. ›_1 < min{a_j − a_i : 1 ≤ i < j ≤ 2m − 1; a_j < a_i}:

ĞâńęňčĲ ńéĺŸ a^′_i = a_i + ›_i: ĆăŸ j > i; ›_j < ›_i ąŸă ľňďĲğéł a^′_j − a^′_i = a_j + ›_j − (a_i + ›_i) < a_j − a_i ≤ d(r_i; r_j):

(31) ĎğĲăŻã Ĳğăğćâęď ›_j; ›_i ≤ ›_1 < d(r_i; r_j) §Ÿ âőęňčĲ æńă a^′_i − a^′_j = a_i + ›_i < a_j < a_j + ›_j = a^′_j:

(32) Ăď Ÿďńå§ĲńŸ a_i = a_j; ńæńĲ a^′_i = a_i + ›_i > a_j + ›_j = a^′_j: êĺŸ ľĲ ąá§Ĳ ğĲĺåğńàľđ, ŽăŸ ŻăŸŋęĺĲńăąá i ąŸă j; ğŸåĺďęňčĲ æńă a^′_i ≠ a^′_j: ëńľă, ŽăŸ ąá§Ĳ ńâńęăŸ ĲğăćęŽã ńàď ›_i ęă ŸğęľńáľĲăł a^′_i ăąŸďęğęăęçď ńđď ńĺăŽàďăąã ŸďăľæńđńŸ, ąŸă ĲåďŸă æćĲł ŻăŸŋęĺĲńăąâł čĲńŸěç ńęňł. ŔĺęŋŸďéł (âőęďńŸł ňğĲĺŸĺă§čãľăčĲł ĲğăćęŽâł ľńđ Żăá§Ĳľã čŸł) čğęĺęçčĲ ďŸ ňğę§âľęňčĲ æńă ąá§Ĳ a^′_i ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąæ ąŸă Ÿğæ æćŸ ńŸ d_{M2} (q_i; q_j); 1 ≤ i < j ≤ m − 1: ëńľă čğęĺęçčĲ ďŸ ęĺåľęňčĲ ńę čĲńĺăąæ őéĺę M^′ = {p_1; : : : ; p_m; q_1; : : : ; q_m};

âńľă éľńĲ ńę q_m ďŸ ĲåďŸă âďŸ ľđčĲåę Ĳąńæł ńęň M_2 ąŸă d_M ′ (q_m; r_i) = a^′_i:

ŔĺęŋŸďéł, ľçčŋàďŸ čĲ ńŸ ğĺęđŽęçčĲďŸ, æćŸ ńŸ d_M ′ (q_i; q_j) §Ÿ ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąá, ŽăŸ 1 ≤ i < j ≤ m; ąŸă

d_M ′ (1_m; p_m) = d_M ′ (q_m; r_1) = a^′_1 = 0 + ›_1 < ›: Ăňńæ ęćęąćđĺéďĲă ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň Ĺľőňĺăľčęç 1.

ëńľă ĲåďŸă ŸĺąĲńæ ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă Ÿď (x_1; : : : ; x_N ) ∈ U^N ąŸă ĲåďŸă ńâńęăŸ éľńĲ ńŸ x_i ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąá Ÿďá Żňę ąŸă æćĲł ęă ŸğęľńáľĲăł d(x_i; s_j ); 1 ≤ i < j ≤ N ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąâł, ńæńĲ Φ(x_1; : : : ; x_N ) = (x_1; : : : ; x_N ):

ĞâńęňčĲ Φ(x_1; : : : ; x_N ) = (y_1; : : : ; y_N ):

Ăğæ ńđ ľőâľđ (30), ĲğĲăŻã âőęňčĲ §ĲàĺãľĲă æńă Φ ∈ G; §Ÿ âőęňčĲ æńă ŽăŸ 1 ≤ i < j ≤ N d(x_i; x_j) = d(y_i; y_j) ąŸă ľňďĲğéł æćŸ ńŸ y_i ĲåďŸă Ĳğåľđł ŻăŸąĲąĺăččâďŸ. ĹľőňĺăİæčŸľńĲ ńéĺŸ ńę Ĳěãł:

Ĺľőňĺăľčæł (2). {x1; : : : ; xN } = {y1; : : : ; yN }:

Ăď ńę âőęňčĲ Ÿňńæ, ĲåďŸă Ĳçąęćę ďŸ ľňčğĲĺáďęňčĲ æńă y_i = x_i; ∀1 ≤ i ≤ N: ČăŸŋęĺĲńăąá §Ÿ ňğáĺőĲă âďŸ i ≠ j éľńĲ y_i = x_j: ĎğĲăŻã N ≥ 3; ŻăŸćâŽęňčĲ k ∉ {i; j}: ŠæńĲ ŽăŸ ńę ‘ ŽăŸ ńę ęğęåę y_k = x_‘; §Ÿ âőęňčĲ æńă d(x_i; x_k) = d(y_i; y_k) = d(x_j; x_‘) ğęň ĲåďŸă ŸďńåŋŸľđ Ÿŋęç {x_i; x_k} ≠ {x_j; x_‘}:

ëńľă ŸğęčâďĲă đ

ĂğæŻĲăěđ ńęň Ĺľőňĺăľčęç 2. ŚńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ âďŸ u ∈ U: ĎğĲăŻã

đ Φ ĲåďŸă ăľęčĲńĺåŸ ńęň U^N ąŸă Φ|U = id; §Ÿ âőęňčĲ æńă

d_N ((x_1; : : : ; x_N ); (u; : : : ; u)) = d_N ((y_1; : : : ; y_N ); (u; : : : ; u)) ŻđćŸŻã, N∑ i=1 d(x_i; u) = N∑ i=1 d(y_i; u):

Şğę§âńęďńŸł ğĺęł ŸğŸŽàŽã ľĲ áńęğę, æńă {x_1; : : : ; x_N } ≠ {y_1; : : : ; y_N }; Ÿł ĲåďŸă A = {x_1; : : : ; x_N } ∩ {y_1; : : : ; y_N };

{x^′_1; : : : ; x^′_t} = {x_1; : : : ; x_N } \ A {y^′_1; : : : ; y^′_t} = {y_1; : : : ; y_N } \ A;

ŽăŸ ąáğęăę t ≥ 1: ŚňďĲğéł ŽăŸ æćŸ ńŸ u ∈ U; t∑ i=1 d(x^′_i; u) = t∑ i=1 d(y^′_i; u):

ĞŸ ŋńáľęňčĲ ľĲ áńęğę, ŹĺåľąęďńŸł âďŸ u ∈ U; ńę ęğęåę ŸğęńňŽőáďĲă ďŸ ăąŸďęğęăãľĲă Ÿňńãď ńđď Ĳěåľàľđ. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ ğĺéńŸ, æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ğĲğĲĺŸľčâďę čĲńĺăąæ őéĺę M = {p_1; : : : ; p_‘}; čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ čăŸ Ÿąęćęň§åŸ a_1; : : : ; a_‘ ğĺŸŽčŸńăąéď ńâńęăŸ éľńĲ

1. |a_i − a_j| < d(p_i; p_j); ∀1 ≤ i ≠ j ≤ ‘ 2. d(p_i; p_j ) < a_i + a_j; ∀1 ≤ i; j ≤ ‘:

ĎåŻŸčĲ ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ğéł ąŸńŸľąĲňáľńđąĲ čăŸ ńâńęăŸ Ÿąęćęň§åŸ ľńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň Ĺľőňĺăľčęç 2, ěĲąăďéďńŸł čĲ a^′_i = d(p_1; p_i) ąŸă ŸňěáďęďńŸł ĲćáőăľńŸ ńŸ a^′_i:

Ăł ĲåďŸă ńéĺŸ

z_1 = x^′_1; : : : ; z_t = x^′_t; z_{t+1} = y^′_1; : : : ; z_{2t} = y^′_t ąŸă §ĲàĺęçčĲ ńę ľçďęćę W ⊂ (0; ∞)^{2t} ğęň ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğ’ æćŸ ńŸ (a_1; : : : ; a_{2t}) ńâńęăŸ éľńĲ

1. |a_i − a_j| < d(z_i; z_j); ∀1 ≤ i ≠ j ≤ 2t; 2. d(z_i; z_j) < a_i + a_j; ∀1 ≤ i; j ≤ 2t:

Šę ľçďęćę Ÿňńæ ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł Ÿďęăőńæ, ąŸă Ÿğæ ńŸ ğĺęđŽęçčĲďŸ ğĺęąçğńĲă æńă ĲåďŸă čđ ąĲďæ. ĞĲàĺęçčĲ ńéĺŸ ąŸă ńę ľçďęćę C = { (a_1; : : : ; a_{2t}) ∈ (0; ∞)^{2t} : t∑ i=1 a_i = t∑ i=1 a_{t+i} } : Ăňńæ ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł ąćĲăľńæ ąŸă ŻĲď âőĲă ĲľàńĲĺăąæ. ëńľă W ⊄ C: Aď (a_i)_{1≤i≤2t} ∈ W \ C; ńæńĲ Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň U; §Ÿ ňğáĺőĲă âďŸ u ∈ U éľńĲ d(u; z_i) = a_i: ŚňďĲğéł, t∑ i=1 d(x^′_i; u) ≠ t∑ i=1 d(y^′_i; u):

ąŸă ńę ńĲćĲňńŸåę ĲåďŸă đ İđńęçčĲďđ ŸďńåŋŸľđ.

54 4. TŐ ŔŘŐĄŁĘŃĂ ŠĘŚ ĹŚŐŃĎŠŘĹĂŚ ŚĎ ŔŐŁŮŇĹĽŐŞŚ ŢŮŘŐŞŚ.

ĄăŹćăęŽĺŸŋåŸ

[1] H. Becker and A. Kechris. The Descriptive Set Theory of Polish Group Actions, volume 232 of London Math. Soc. Lecture Note Series. Cambridge Univ. Press, 1996.

[2] S. Gao and A. Kechris. On the classi˛cation of Polish metric spaces up to isometry. Preprint, 2000.

[3] J. Clemens. PhD thesis, U.C. Berkeley, 2001.

[4] C. Rogers et al. Analytic sets. Academic Press, London, 1980. [5] M. Gromov. Metric Structures for Riemannian and Non-Riemannian Spaces, volume 152 of Progress in Math. Birkh-auser, 1999.

[6] M. Kat»etov. On universal metric spaces. In Z. Frol«ik, editor, Proc. Sixth Prague Topol. Symp. 1986, Gen. Topology and its Relations to Modern Analysis and Algebra UI, pages 323{330. Heldermann Verlag, 1988.

[7] P. Urysohn. Sur un espace m«etrique universel. Bull. sci. Math., 51:43{64, 74{90, 1927.

[8] V. Uspenski»i. On the group of isometries of the Urysohn universal metric space.

Comment. Math. Univ. Carolinae, 31(1):181{182, 1990.

[9] A. Vershik. The universal Urysohn space, Gromov metric triples and random metrics on the natural numbers. Russ. Math. Surveys, 53(5):921{928, 1998.

56 ĄĹĄŁĹŐĆŘĂŤĹĂ

ČĲåąńđł

œ{áćŽĲŹĺŸ Borel ľňďæćàď, 6

ŸĺăľńĲĺá ŸďŸććęåàńđ čĲńĺăąã, 20 ľňďáĺńđľđ Borel, 6

Borel G{őéĺęł, 8 Borel ŸďŸŽéŽăčđ ľőâľđ, 7 Borel Żĺáľđ, 8, 23 Borel ăľęŻçďŸčĲł ľőâľĲăł, 8, 24 Borel čĲńĺãľăčđ ľňďáĺńđľđ, 11

Żĺáľđ ęčáŻŸł, 8, 23

ăŻăæńđńŸ Urysohn, 27 ăľęčęĺŋăľčæł ŽĺŸŋđčáńàď, 25

ąŸ§ęćăąã ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł, 24 ąŸ§ęćăąæł őéĺęł, 28 ąçčŸďľđ ľňďáĺńđľđł, 11

ğćãĺàł ńŸěăďęčãľăčđ ľőâľđ, 24 Ŕęćàďăąã ęčáŻŸ, 8, 21 Ŕęćàďăąæł čĲńĺăąæł őéĺęł, 11 Ŕęćàďăąæł őéĺęł, 5, 11

ľőâľđ ăľęŻňďŸčăŸł ńĺęőăéď, 23

ńęğęćęŽăąã ęčáŻŸ, 20

őéĺęł Borel, 6, 11 őéĺęł E¸ros{Borel, 19 őéĺęł Urysohn, 28

ňğĲĺęčęŽĲďãł őéĺęł, 28