ČăğćàčŸńăąã ĲĺŽŸľåŸ ńęň ĂĺăľńĲåŻđ ČđčŸąáąęň ğáďà ľńę ğæďđčŸ ńęň Michael Morley \Categoricity in power"

ĎğăŹćâğàď ąŸ§đŽđńãł ĽàďľńŸďńåďęł ČđčđńĺŸąæğęňćęł

ĎăľŸŽàŽã. ŃåŸ §ĲàĺåŸ Ś, ğęň ŸďãąĲă ľńęď ğĺàńęŹá§čăę ąŸńđŽęĺđčŸńăąæ ćęŽăľčæ, §Ÿ ćâŽĲńŸă \ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ŻçďŸčđ ą" Ÿď æćŸ ńŸ čęďńâćŸ ğćđ§Ÿĺå§čęň ą, ğęň âőĲă đ §ĲàĺåŸ, ĲåďŸă ăľæčęĺŋŸ čĲńŸěç ńęňł. Ăňńæł ę ęĺăľčæł Ĳğăďęã§đąĲ Ÿğæ ńęňłLo«s [2] ąŸă Vaught [3] ńę 1954. ŔŸĺáććđćŸ âŻĲăěŸď ğàł čåŸ §ĲàĺåŸ čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľńđ ŻçďŸčđ ℵ_0 ąŸă ďŸ čđď ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ąá§Ĳ čĲŽŸćçńĲĺđ ŻçďŸčđ (ğ.ő. đ §ĲàĺåŸ ńàď ğňąďá ęćăąá ŻăŸńĲńŸŽčâďàď ľňďæćàď őàĺåł áąĺŸ). ĂďńåľńĺęŋŸ, čåŸ §ĲàĺåŸ čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ąá§Ĳ ňğĲĺŸĺă§čãľăčđ ŻçďŸčđ ąŸă ďŸ čđď ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľńđď ℵ_0 ŻçďŸčđ (ğ.ő. đ §ĲàĺåŸ ńàď ŸćŽĲŹĺăąá ąćĲăľńéď ľàčáńàď čĲ őŸĺŸąńđĺăľńăąã 0).

ŐLo«s â§ĲľĲ ńę Ÿąæćęň§ę ĲĺéńđčŸ: Ăď čåŸ §ĲàĺåŸ ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľĲ čåŸ ňğĲĺŸĺă§čãľăčđ ŻçďŸčđ, ĲåďŸă ŸďŸŽąŸåę ďŸ ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ąá§Ĳ ňğĲĺŸĺă§čãľăčđ ŻçďŸčđ; Šę ąçĺăę ŸğęńâćĲľčŸ Ÿňńãł ńđł ĲĺŽŸľåŸł^1 ĲåďŸă čăŸ §Ĳńăąã Ÿğáďńđľđ ľĲ Ÿňńã ńđď Ĳĺéńđľđ. Śńđď ğĺŸŽčŸńăąæńđńŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ âďŸ ăľőňĺæńĲĺę ŸğęńâćĲľčŸ. Ăď čåŸ §ĲàĺåŸ ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľĲ čåŸ ňğĲĺŸĺă§čãľăčđ ŻçďŸčđ, ńæńĲ ąá§Ĳ ňğĲĺŸĺă§čãľăčę čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł §Ÿ ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę (Ę ęĺęćęŽåŸ ğęň őĺđľăčęğęăĲåńŸă ľńđď ĲăľŸŽàŽã §Ÿ Żę§Ĳå ľńę ąçĺăę čâĺęł ńđł ĲĺŽŸľåŸł). ĎåďŸă Žďàľńæ ğàł čåŸ §ĲàĺåŸ čğęĺĲå ďŸ âőĲă (čâľà ăľęčęĺŋăľčęç) ńę ğęćç âďŸ ąęĺĲľčâďę čęďńâćę ľĲ ąá§Ĳ ŻçďŸčđ. ŃğęĺĲå ąŸďĲåł ďŸ ğŸĺŸńđĺãľĲă ğàł ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ľńđĺåİęďńŸă ęňľăŸľńăąá ğáďà ľĲ čăŸ ŸďŸćęŽåŸ, ğęň ĲčŋŸďåİĲńŸă ľńęňł ńęğęćęŽăąęçł őéĺęňł ąŸă ğăę ľňŽąĲąĺăčâďŸ ľńęňł ğŸĺŸŽæčĲďęňł Ÿğæ Ÿňńęçł őéĺęňł ąŸă ľńę §ĲéĺđčŸ Cantor-Bendixson.

Ę ĲĺŽŸľåŸ őàĺåİĲńŸă ľĲ ğâďńĲ ĲďæńđńĲł. Śńđď ğĺéńđ ĲďæńđńŸ ŸďŸćçĲńŸă đ ęĺęćęŽåŸ ąŸă ŸďŸŋâĺęďńŸă ąáğęăŸ čĲńŸčŸ§đčŸńăąá ŸğęńĲćâľčŸńŸ. Ŕăę ľňŽąĲąĺăčâďŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ §ĲàĺåŸ Ś ąŸńŸľąĲňáİęňčĲ čăŸ §ĲàĺåŸ Ś^∗, đ ęğęåŸ âőĲă ęňľăŸľńăąá ńŸ åŻăŸ čęďńâćŸ čĲ ńđ Ś Ÿććá čŸł ŹęćĲçĲă ğęćç ğĲĺăľľæńĲĺę ďŸ ŻęňćĲçęňčĲ čŸİå ńđł. Śńđ ŻĲçńĲĺđ ĲďæńđńŸ ęĺåİęňčĲ âďŸď ńęğęćęŽăąæ őéĺę S(A), ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľĲ ąá§Ĳ ňğęľçľńđčŸ Ă Ĳďæł čęďńâćęň ńđł §ĲàĺåŸł Ś. ŠŸ ľńęăőĲåŸ ńęň S(A) Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ ăľęčęĺŋăľčęçł ľĲ ľőâľđ čĲ ńę A. ŃŸİå čĲ ąá§Ĳ čęďęčęĺŋăľčæ, f : A −→ B, ľőĲńåİĲńŸă ąŸă čåŸ \Żňäąã" ľňďĲőãł ŸğĲăąæďăľđ f^∗ : S(B) −→ S(A). ŠæńĲ ňğáĺőĲă ŽăŸ ąá§Ĳ S(A) čåŸ ŋ§åďęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ {S^Ÿ(A)} Ÿğæ ňğęőéĺęňł ąŸă Ÿňńæ ĲåďŸă ŸďáćęŽę ğĺęł (Ÿććá ŻăŸŋęĺĲńăąæ Ÿğæ) ńđ ľňďã§đ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ğŸĺŸŽæčĲďęňł őéĺęňł ľĲ âďŸ ńęğęćęŽăąæ őéĺę^2. Ę ŹŸľăąã ŻăŸŋęĺá ĲåďŸă ğàł ŽăŸ čŸł ę ęĺăľčæł ńęň \ğŸĺŸŽæčĲďęň őéĺęň" ŻĲ §Ÿ ğĲĺăćŸčŹáďĲă čæďę ńę S(A) Ÿććá ąŸă æćĲł ńăł ŸďńåľńĺęŋĲł ĲăąæďĲł čâľà ŸğĲăąęďåľĲàď ńęň ńçğęň f^∗ : S(B) −→ S(A). ĎåďŸă Žďàľńæ

1Ő ľąĲćĲńæł ńđł ĲĺŽŸľåŸł ğĺęâĺőĲńŸă Ÿğæ ńđ ŻăŻŸąńęĺăąã ŻăŸńĺăŹã ńęň Morley [1]. 2îğàł âőĲă ęĺăľńĲå ľńę [4, ľĲć. 126-134].

ğàł Ÿňńęå ęă ńęğęćęŽăąęå őéĺęă ńàď ęğęåàď ę Ÿ-ęľńæł ğŸĺŸŽæčĲďęł őéĺęł ĲåďŸă ę ńĲńĺăččâďęł, ŽăŸ ąáğęăęď Ÿ-ęľńæ ŻăŸńŸąńăąæ, âőęňď ąáğęăĲł Ÿľňďã§ăľńŸ Ÿğćâł ăŻăæńđńĲł. ĂďáćęŽŸ, ęă §ĲàĺåĲł Ś, ńâńęăĲł éľńĲ ŽăŸ ąáğęăę ŻăŸńŸąńăąæ Ÿĺă§čæ Ÿ, ęă őéĺęă ńçğàď S^Ÿ(A) ŽåďęďńŸă ńĲńĺăččâďęă ŽăŸ ąá§Ĳ Ă, ńę ęğęåę ĲåďŸă ňğęľçľńđčŸ Ĳďæł čęďńâćęň ńęň Ś, âőęňď Ÿľňďã§ăľńŸ Ÿğćâł ăŻăæńđńĲł. ŠâńęăĲł §ĲàĺåĲł §Ÿ ńăł ąŸćęçčĲ \ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąâł". Šę §ĲéĺđčŸ 2.4, ğęň ĲåďŸă ŸďáćęŽę ńęň §ĲàĺãčŸńęł Cantor-Bendixson, ĲąŋĺáİĲă ğàł ęă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąâł §ĲàĺåĲł őŸĺŸąńđĺåİęďńŸă Ÿğæ čåŸ ľňŽąĲąĺăčâďđ ľňď§ãąđ Ÿĺă§čđľăčæńđńŸł. Ę ńĺåńđ ĲďæńđńŸ ğĲĺăâőĲă ŻăáŋęĺĲł ľňďâğĲăĲł ńęň §ĲéĺđčŸńęł ńęň Ramsey, ğęň §Ÿ čŸł ŋŸďęçď ğęćç őĺãľăčĲł. Ŕăę ľňŽąĲąĺăčâďŸ, ńę §ĲéĺđčŸ 3.8 ĲğăľđčŸåďĲă ğàł čăŸ §ĲàĺåŸ ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ňğĲĺŸĺă§čãľăčđ ŻçďŸčđ ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã. ĽáğęăĲł ăŻăæńđńĲł ńàď čęďńâćàď ńàď ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąéď §Ĳàĺăéď ŸďŸŋâĺęďńŸă ąŸă ŸğęŻĲăąďçęďńŸă ľńđď ńâńŸĺńđ ĲďæńđńŸ. Ăňńâł âőęňď ďŸ ąáďęňď čĲ ńđď çğŸĺěđ ğĺéńàď čęďńâćàď ąŸă ńđď çğŸĺěđ ľňďæćàď čĲ ŸŻăáąĺăńŸ ľńęăőĲåŸ. Šâćęł, ľńđď ğâčğńđ ĲďæńđńŸ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńŸ ğĺęđŽęçčĲďŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ŽăŸ ďŸ ŸğŸďńãľęňčĲ ľńę ĲĺéńđčŸ ńęňLo«s.

1. ŔĺęąŸńŸĺąńăąá. Őă ŻăŸńŸąńăąęå ĲåďŸă ęĺăľčâďęă âńľă éľńĲ ąá§Ĳ ŻăŸńŸąńăąæł ďŸ ăľęçńŸă čĲ ńę ľçďęćę ńàď čăąĺæńĲĺàď ŻăŸńŸąńăąéď. Őă ğćđ§áĺă§čęă ĲåďŸă ĲąĲåďęă ęă ŻăŸńŸąńăąęå ğęň ŻĲď ĲåďŸă ľňďęćę§Ĳàĺđńăąá ăľęŻçďŸčęă čĲ ąŸďâďŸ ğĺęđŽęçčĲďę ŻăŸńŸąńăąæ. ĞŸ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńęňł Ĳććđďăąęçł őŸĺŸąńãĺĲł Ÿ; Ź; Ž; : : : ŽăŸ ďŸ ľňčŹęćåľęňčĲ ńęňł ŻăŸńŸąńăąęçł Ĳďé ńę Ż §Ÿ ńę őĺđľăčęğęăęçčĲ àł ęĺăŸąæ ŻăŸńŸąńăąæ Ÿĺă§čæ. Šę ć ąŸă ńę ą §Ÿ ľňčŹęćåİęňď ğáďńŸ ğćđ§Ÿĺå§čęňł Ĳďé ńę m ąŸă ńę n čđ Ÿĺďđńăąęçł ŸąâĺŸăęňł Ÿĺă§čęçł. Šę ą^+ ĲåďŸă ńę ľçčŹęćę ńęň ĲćŸőåľńęň ğćđ§Ÿĺå§čęň ğęň ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺęł Ÿğæ ńę ą (ą^+ > ą). Ő ğćđ§áĺă§čęł ńęň ľňďæćęň Ţ ľňčŹęćåİĲńŸă čĲ ą(Ţ). ëďŸł áğĲăĺęł ğćđ§áĺă§čęł ćâ- ŽĲńŸă \ąŸďęďăąæł" Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ Ź < ą ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸćá ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľçďęćę [ć_Ÿ; Ÿ < Ź] ğćđ§Ÿĺå§čàď čĲ ńđď ăŻăæńđńŸ ć_Ÿ < ą, ğĺâğĲă ďŸ ăľőçĲă Ÿ<Ź ć_Ÿ < ą. ŚĲ ğęććâł ğĲĺăğńéľĲăł ŽăŸ ńđď ŸğęŋňŽã ğĺęŹćđčáńàď čĲ ńęňł ğĲğĲĺŸľčâďęňł ğćđ§Ÿĺå§čęňł §Ÿ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ľçčŹŸľđ: Ę ăľæńđńŸ ą = ą^′ (modulo ℵ_0) §Ÿ ľđčŸåďĲă ą +ℵ_0 = ą^′ +ℵ_0.

ëďŸ \ąŸńđŽęĺđčŸńăąæ ľçľńđčŸ" A =< |A|; {R^A_i }_{i∈I} > ĲåďŸă âďŸ ľçďęćę |Ă| čŸİå čĲ âďŸ ľçďęćę {R^A_i }_{i∈I} ľőâľĲàď (čĲ ğĲğĲĺŸľčâďĲł ľňďăľńéľĲł) ľńę |Ă|. Šę |Ă| ćâŽĲńŸă ńę \ľçčğŸď" ńęň Ă ąŸă ę ğćđ§áĺă§čęł ńęň Ă ęĺåİĲńŸă čâľà ńęň |Ă|, ą(Ă) := ą(|Ă|). Šâćęł R^A_i ĲåďŸă đ i-ęľńã ľőâľđ ńęň Ă ąŸă Ĺ ńę ľçďęćę ŻĲăąńéď ńęň Ă. Ăď ń ∈ à^Ĺ ąŸă ąá§Ĳ R^A_i âőĲă ń(i) ľňďăľńéľĲł ńæńĲ ńę ń §Ÿ ćâŽĲńŸă đ \ęčęăæńđńŸ" ńęň Ă. ŃåŸ ŸğĲăąæďăľđ f : |Ă| −→ |Ą| §Ÿ ćâŽĲńŸă \čęďęčęĺŋăľčæł" Ÿď ĲåďŸă âďŸ ğĺęł âďŸ ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ I ąŸă a_1; : : : ; a_{ń(i)} ∈ |Ă|; R^A_i (a_1; : : : ; a_{ń(i)}) Ÿď ąŸă čæďę Ÿď R^Ą_i (f(a_1); : : : ; f(a_{ń(i)})): ëďŸł čęďęčęĺŋăľčæł, ğęň ŸğĲăąęďåİĲă ńę |Ă| Ĳğå ńęň |Ą|, §Ÿ ćâŽĲńŸă \ăľęčęĺŋăľčæł" ąŸă Ÿď ňğáĺőĲă ńâńęăęł ăľęčęĺŋăľčæł, ńę Ă §Ÿ ćâŽĲńŸă \ăľæčęĺŋo" čĲ ńę Ą (Ă ∼= B). Ďáď |Ă| ⊆ |Ą| ąŸă đ ńŸňńęńăąã ŸğĲăąæďăľđ ĲåďŸă čęďęčęĺŋăľčæł ńęň Ă ľńę Ą, ńæńĲ ńę Ă §Ÿ ćâŽĲńŸă \ňğęľçľńđčŸ" ńęň Ą ąŸă §Ÿ ŽĺáŋęňčĲ Ă ⊆ Ą. ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł ŽăŸ ąá§Ĳ Ţ ňğęľçďęćę ńęň |Ă| (Ţ ⊆ |Ă|) ňğáĺőĲă âďŸ čęďŸŻăąæ ňğęľçľńđčŸ ńęň Ă čĲ ľçčğŸď ńę Ţ ğęň §Ÿ ńę ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ Ă|Ţ.

ŚĲ ęĺăľčâďĲł Źęđ§đńăąâł ąŸńŸľąĲňâł ĲåďŸă ğęćç Źęćăąæ ďŸ §ĲàĺęçčĲ ŽĲďăąĲňčâďŸ ąŸńđŽęĺđčŸńăąá ľňľńãčŸńŸ ńŸ ęğęåŸ Ĳąńæł Ÿğæ ğĲğĲĺŸľčâďĲł ľőâľĲăł âőęňď Ĳğăğćâęď âďŸ ľçďęćę ľńŸ§Ĳĺéď ąŸă âďŸ ľçďęćę Ÿğæ ğĲğĲĺŸľčâďĲł ğĺáěĲăł. îćęă ęă ğĺęđŽęçčĲďęă ęĺăľčęå ąŸă ăŻâĲł čğęĺęçď ďŸ ĲğĲąńŸ§ęçď čĲ ğĺęŋŸďã ńĺæğę éľńĲ ďŸ ğĲĺăćŸčŹáďęňď ńŸ ŽĲďăąĲňčâďŸ ąŸńđŽęĺđčŸńăąá ľňľńãčŸńŸ. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, âďŸ ŽĲďăąĲňčâďę ňğęľçľńđčŸ §Ÿ ğĲĺăâőĲă æćĲł ńăł ľńŸ§Ĳĺâł ąŸă §Ÿ ĲåďŸă ąćĲăľńæ ŽăŸ æćĲł ńăł ğĺáěĲăł ńęň Ÿĺőăąęç ľňľńãčŸńęł.

ŚĲ ąá§Ĳ ęčęăæńđńŸ ŸďńăľńęăőĲå čåŸ ğĺàńęŹá§čăŸ ŽćéľľŸ L_ń (čĲ ńŸňńæńđńŸ). ŠŸ ľçčŹęćŸ ńđł L_ń ĲåďŸă ęă ľňďđ§ăľčâďęă ćęŽăąęå ľçďŻĲľčęă: ¬; ∨; ∧; →; ↔; ęă ğęľęŻĲåąńĲł: ∃; ∀, âďŸ ľçčŹęćę ăľæńđńŸł =, âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ľçďęćę Ÿğæ čĲńŸŹćđńâł: u_0; u_1; : : : ąŸă âďŸ ąŸńđŽęĺđčŸńăąæ ľçčŹęćę R_i, čĲ ń(i) ľňďăľńéľĲł, ŽăŸ ąá§Ĳ i ∈ I. (ĂďńåľńęăőŸ ŽăŸ ńŸ ŽĲďăąĲňčâďŸ ąŸńđŽęĺđčŸńăąá ľňľńãčŸńŸ âőęňčĲ ŽĲďăąĲňčâďĲł ŽćéľľĲł ęă ęğęåĲł âőęňď Ĳğăğćâęď âďŸ ľçďęćę ľňčŹæćàď ŽăŸ ńăł ľńŸ§Ĳĺâł ąŸă âďŸ ľçďęćę ľňčŹæćàď ŽăŸ ńăł ğĺáěĲăł.) Ę ŽćéľľŸ L_ń §Ÿ ćâŽĲńŸă Ÿĺă§- čãľăčđ æńŸď ńę ľçďęćę æćàď ńàď ľňčŹæćàď ńđł ĲåďŸă Ÿĺă§čãľăčę. Ő ŸďŸŽďéľńđł Ÿňńãł ńđł ĲĺŽŸľåŸł §ĲàĺĲåńŸă ğàł ĲåďŸă ãŻđ ĲěęăąĲăàčâďęł čĲ ńđď âďďęăŸ ńęň æĺęň ąŸă ńđł ŋæĺčęňćŸł ľĲ čåŸ ńâńęăŸ ŽćéľľŸ. ŃåŸ ŋæĺčęňćŸ §Ÿ ćâŽĲńŸă \Ÿďęăőńã" Ÿď ŻĲď ğĲĺăâőĲă ğęľęŻĲåąńĲł. ŃåŸ \ğĺæńŸľđ" ĲåďŸă čåŸ ŋæĺčęňćŸ őàĺåł ĲćĲç§ĲĺĲł čĲńŸŹćđńâł. ĎåďŸă áčĲľę ğàł čĲ ńęď æĺę \Ÿďęăőńã ğĺæńŸľđ" §Ÿ ĲďďęęçčĲ čåŸ Ÿďęăőńã ŋæĺčęňćŸ őàĺåł čĲńŸŹćđńâł. ŃåŸ ąŸ§ęćăąã ğĺæńŸľđ ĲåďŸă čåŸ ğĺæńŸľđ ľĲ prenex čęĺŋã ğęň ŻĲď ğĲĺăâőĲă ňğŸĺěăŸąęçł ğęľęŻĲåąńĲł. Aď đ ŕ ĲåďŸă ŋæĺčęňćŸ ńđł L_ń ąŸă ŻĲď âőĲă áććĲł ĲćĲç§ĲĺĲł čĲńŸŹćđńâł Ĳąńæł Ÿğæ ńăł u_0; : : : ; u_{n−1}, ńę Ă ĲåďŸă ľçľńđčŸ ęčęăæńđńŸł ń ąŸă a_0; : : : ; a_{n−1} ∈ |Ă|, ńæńĲ ę ľňčŹęćăľčæł |=_Ă ŕ(a_0; : : : ; a_{n−1}) §Ÿ ŻđćéďĲă ğàł ńŸ a_0; : : : ; a_{n−1} ăąŸďęğęăęçď ńđ ŋæĺčęňćŸ ŕ ľńę Ă (čĲ ńđ ľňďã§đ âďďęăŸ) æńŸď ńę u_m âőĲă ŸďńăąŸńŸľńŸ§Ĳå Ÿğæ ńę a_m ŽăŸ m = 0 : : : n − 1. Ăď ę t(u_1; : : : ; u_n) ĲåďŸă æĺęł ńđł

L_ń ąŸă |=_Ă a_0 = t(a_1; : : : ; a_n), ńæńĲ §Ÿ ćâčĲ ğàł ńę a_0 ĲåďŸă đ ńăčã ńęň æĺęň t ľńę Ă æńŸď ńę u_m âőĲă ŸďńăąŸńŸľńŸ§Ĳå Ÿğæ ńę a_m (m ≤ n) ąŸă §Ÿ ŽĺáŋęňčĲ a_0 = t^A(a_1; : : : ; a_n). \ĞĲàĺåŸ" §Ÿ ęďęčáİęňčĲ ąá§Ĳ ľňďĲğâł ľçďęćę ğĺęńáľĲàď Ś ńđł ŽćéľľŸł L_ń . ëďŸ ľçľńđčŸ Ă, ęčęăæńđńŸł ń, §Ÿ ćâŽĲńŸă \čęďńâćę" ńęň Ś Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ľ ∈ Ś, |=_Ă ľ. Ăď đ ŕ ĲåďŸă čåŸ ğĺæńŸľđ ńđł L_ń, ę ľňčŹęćăľčæł Ś |= ŕ ľđčŸåďĲă ğàł ŽăŸ ąá§Ĳ čęďńâćę Ă ńđł §ĲàĺåŸł Ś ăľőçĲă |=_Ă ŕ. \ĞĲàĺåŸ Ĳďæł ľňľńãčŸńęł Ă" §Ÿ ćâčĲ ńę ľçďęćę ńàď ğĺęńáľĲàď ğęň Ÿćđ§Ĳçęňď ľńę Ă ąŸă §Ÿ ńđ ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ T h(A). Ę §ĲàĺåŸ Ś §Ÿ ćâŽĲńŸă \ğćãĺđł" Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ğĺæńŸľđ ŕ ńđł L_ń ăľőçĲă ĲåńĲ Ś |= ŕ ĲåńĲ Ś |= ¬ŕ. Ăď đ §ĲàĺåŸ Ś âőĲă âďŸ áğĲăĺę čęďńâćę ąŸă ą ĲåďŸă âďŸł áğĲăĺęł ğćđ§áĺă§čęł, ńæńĲ đ Ś §Ÿ ćâŽĲńŸă \ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ŻçďŸčđ ą" ã Ÿććăéł \ą-ąŸńđŽęĺăąã" Ÿď æćŸ ńŸ čęďńâćŸ ńđł ğęň âőęňď ğćđ§áĺă§čę ą ĲåďŸă ăľæčęĺŋŸ čĲńŸěç ńęňł. ëľńà Ă ąŸă Ą ľňľńãčŸńŸ ńđł ŽćéľľŸł L. ĞŸ ćâčĲ ğàł ńę Ă ĲåďŸă \ľńęăőĲăéŻĲł ňğęľçľńđčŸ" ńęň Ą (ã ğàł ńę Ą ĲåďŸă \ľńęăőĲăéŻĲł ňğĲĺľçľńđčŸ" ńęň Ă) ąŸă §Ÿ ŽĺáŋęňčĲ A ≺ B Ÿď Ă ⊆ Ą ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŋæĺčęňćŸ ŕ ńđł L ąŸă a_1; : : : ; a_n ∈ |A| ăľőçĲă |=_A ŕ(a_1; : : : ; a_n) ⇐⇒ |=_Ą ŕ(a_1; : : : ; a_n).

ŁãččŸ 1.1. Ăď đ §ĲàĺåŸ Ś ĲåďŸă ą-ąŸńđŽęĺăąã ąŸă ŻĲď âőĲă ğĲğĲĺŸľčâďŸ čęďńâćŸ, ńæńĲ đ Ś ĲåďŸă ğćãĺđł.

ĂğæŻĲăěđ. ëľńà Ă ńę čęďŸŻăąæ čęďńâćę (čâľà ăľęčęĺŋăľčęç) ńđł §ĲàĺåŸł Ś čĲ ğćđ§áĺă§čę ą ąŸă Ą âďŸ áććę čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł čĲ čĲŽŸćçńĲĺę ğćđ§áĺă§čę. ŚçčŋàďŸ čĲ ńę §ĲéĺđčŸ L-owenheim-Skolem ğĺęł ńŸ ąáńà^3 ňğáĺőĲă ľńęăőĲăéŻĲł ňğęľçľńđčŸ Ć ńęň Ą ğęň ĲåďŸă čęďńâćę ńđł Ś ąŸă âőĲă ğćđ§áĺă§čę ą. ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł Ÿŋęç ńę Ć ĲåďŸă ľńęăőĲăéŻĲł ňğęľçľńđčŸ ńęň Ą §Ÿ ăąŸďęğęăęçď ńăł åŻăĲł ğĺęńáľĲăł ąŸă ĲğĲăŻã ńę Ć ĲåďŸă ăľęčęĺŋăąæ čĲ ńę Ă (ćæŽà ńđł ą-ąŸńđŽęĺăąæńđńŸł) §Ÿ ăľőçĲă ąŸă ŽăŸ Ÿňńá ńę åŻăę. Ďğęčâďàł ęă §ĲàĺåĲł æćàď ńàď čęďńâćàď ńđł Ś, čĲ čĲŽŸćçńĲĺę ńęň ą ğćđ§áĺă§čę, ńŸňńåİęďńŸă ąŸă Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ L-owenheim-Skolem ğĺęł ńŸ Ĳğáďà^4 čğęĺęçčĲ ďŸ ĲěŸľŋŸćåľęňčĲ čĲ ğŸĺæčęăę ńĺæğę ńę ŸďáćęŽę ŽăŸ ńŸ čęďńâćŸ čĲ ğćđ§áĺă§čę čăąĺæńĲĺę ã åľę ńęň ą. Ăŋęç ćęăğæď, ńŸ čęďńâćŸ ńđł Ś ăąŸďęğęăęçď ńăł åŻăĲł ğĺęńáľĲăł âğĲńŸă ğàł đ Ś ĲåďŸă ğćãĺđł §ĲàĺåŸ. ŔĺáŽčŸńă, Ÿď ňğę§âľęňčĲ ğàł ŽăŸ ąáğęăŸ ğĺæńŸľđ ŕ ăľőçęňď ńŸňńæőĺęďŸ Ś |̸= ŕ ąŸă Ś |̸= ¬ŕ, ľňčğĲĺŸåďęňčĲ ğàł ňğáĺőęňď čęďńâćŸ Ă_1; Ă_2 ńđł §ĲàĺåŸł Ś éľńĲ |=_{A1} ¬ŕ ąŸă |=_{A2} ŕ ąŸă ŋńáľŸčĲ ľĲ áńęğę ŽăŸńå ńŸ čęďńâćŸ Ă_1; Ă_2 ŻĲď ăąŸďęğęăęçď ńăł åŻăĲł ğĺęńáľĲăł.

3ĆăŸ ŸğæŻĲăěđ ĲďŻĲåąďňńŸă ńę [5, ľĲć. 109] 4îğàł ğŸĺŸğáďà ľĲć. 67

ëľńà âďŸ ľçľńđčŸ Ă ęčęăæńđńŸł ń ąŸă Ţ ⊆ |Ă|. ŃğęĺęçčĲ ďŸ ąŸńŸľąĲňáľęňčĲ âďŸ ďâę ľçľńđčŸ (Ă; a)_{a∈Ţ} ğŸåĺďęďńŸł ąá§Ĳ ľńęăőĲåę ńęň Ţ àł ďâŸ ľńŸ§Ĳĺá. ĞŸ ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ L(Ă) ńđ ŽćéľľŸ ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńę ľçľńđčŸ (Ă; a)_{a∈|Ă|}. (ŠŸ ľçčŹęćŸ ńđł L(A) ĲåďŸă ńŸ ľçčŹęćŸ ńđł L čŸİå čĲ čåŸ ďâŸ ľńŸ§Ĳĺá ā ŽăŸ ąá§Ĳ a ∈ Ă^5.) \Šę ŻăáŽĺŸččŸ ńęň Ă", ğęň §Ÿ ńę ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ D(A), ĲåďŸă ńę ľçďęćę ńàď Ÿďęăőńéď ğĺęńáľĲàď ńđł L(A) ęă ęğęåĲł ĲåďŸă Ÿćđ§Ĳåł ľńę (Ă; a)_{a∈|Ă|}. Ăď ńŸ Ă ąŸă Ą ĲåďŸă ľňľńãčŸńŸ ęčęăæńđńŸł ń, ńæńĲ ńę Ă §Ÿ ćâŽĲńŸă \ľńęăőĲăàŻéł ăľęŻçďŸčę" čĲ ńę Ą Ÿď ĲåďŸă čęďńâćŸ ńđł åŻăŸł ğćãĺęňł §ĲàĺåŸł ńđł ŽćéľľŸł L_ń (ŻđćŸŻã ăąŸďęğęăęçď ńăł åŻăĲł ğĺęńáľĲăł) ąŸă §Ÿ ŽĺáŋęňčĲ Ă ≡ B. Ăď Ţ ⊆ |Ă| ąŸă đ f ĲåďŸă ŸğĲăąæďăľđ Ÿğæ ńę Ţ ľńę |Ą|, ńæńĲ đ f §Ÿ ćâŽĲńŸă \ľńęăőĲăéŻđł čęďęčęĺŋăľčæł" Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ x_0; : : : ; x_n ∈ X ąŸă ąá§Ĳ ŋæĺčęňćŸ ŕ ńđł L_ń ăľőçĲă |=_A ŕ(x_0; : : : ; x_n) ⇐⇒ |=_B ŕ(f(x_0); : : : ; f(x_n)): Ŕăę ľňďęğńăąá čğęĺęçčĲ ďŸ ŽĺáŕęňčĲ, ľçčŋàďŸ čĲ ńăł ğĺęđŽęçčĲďĲł ľňčŹáľĲăł, (Ă; x)_{x∈Ţ} ≡ (B; f(x))_{x∈f (Ţ)} .

ëľńà âďŸ ąŸńđŽęĺđčŸńăąæ ľçľńđčŸ A =< |A|; {R^A_i }_{i∈I} > ęčęăæńđńŸł ń. ĆăŸ ąá§Ĳ ŋæĺčęňćŸ ŕ ńđł L_ń Ÿď m ĲåďŸă ę Ĳćáőăľńęł ŋňľăąæł Ÿĺă§čæł éľńĲ ęă ĲćĲç§ĲĺĲł čĲńŸŹćđńâł ńđł ŕ ďŸ ĲåďŸă čĲńŸěç ńàď u_0; : : : ; u_{m−1}, ńæńĲ §Ÿ ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ŕ^Ă ńđ ľőâľđ ľńę |Ă| čĲ m ľňďăľńéľĲł ńâńęăŸ éľńĲ (a_0; : : : ; a_{m−1}) ∈ ŕ^Ă ⇐⇒ |=_A ŕ(a_0; : : : ; a_{m−1}). ŐĺåİęňčĲ Ă^∗ ďŸ ĲåďŸă ńę ąŸńđŽęĺđčŸńăąæ ľçľńđčŸ ğęň âőĲă ńę åŻăę ľçčğŸď čĲ ńę Ă ąŸă âőĲă ŽăŸ ľőâľĲăł ńăł ĲĺčđďĲåĲł ğęň âőęňď ęă ŋæĺčęňćĲł ńđł ŽćéľľŸł L_ń ľńę Ă (ŕ^Ă), ŕ ∈ L_ń . ŃĲ ń^∗ §Ÿ ľňčŹęćåİęňčĲ ńđď ęčęăæńđńŸ ńęň Ă^∗. ĎåďŸă áčĲľę ğàł đ ŽćéľľŸ L_ń∗ §Ÿ ğĲĺăâőĲă ńŸ ľçč- ŹęćŸ ńđł L_ń ąŸă ğàł ŽăŸ ąá§Ĳ ŋæĺčęňćŸ ŕ ńđł L_ń §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ňğáĺőĲă âďŸ ąŸńđŽęĺđčŸńăąæ ľçčŹęćę R_ŕ ľńđď L_ń∗ . Ăď Ś ĲåďŸă čåŸ §ĲàĺåŸ ľńđď L_ń, ęĺåİęňčĲ Ś^∗ ďŸ ĲåďŸă ńę ľçďęćę ńàď ğĺęńáľĲàď ŕ ńđł L_ń∗ éľńĲ |=_Ă∗ ŕ ŽăŸ ąá§Ĳ čęďńâćę Ă ńđł §ĲàĺåŸł Ś. Šę ĲğæčĲďę ćãččŸ ŸğęŻĲăąďçĲńŸă ĲçąęćŸ Ÿğæ ńęňł ęĺăľčęçł ąŸă ĲďŻĲăąńăąá §Ÿ ŻĲåěęňčĲ čæďę ńę ğĺéńę ąŸă ğâčğńę ľąâćęł.

ŁãččŸ 1.2. Ĺľőçęňď ęă Ÿąæćęň§Ĳł ğĺęńáľĲăł:

1. Ă ∼= B Ÿď ąŸă čæďę Ÿď Ă^∗ ∼= B^∗.

2. To A^′ ĲåďŸă âďŸ čęďńâćę ńęň Ś^∗ Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ňğáĺőĲă čęďńâćę Ă ńęň Ś ńâńęăę éľńĲ Ă^′ = Ă^∗.

5ĆăŸ ďŸ ŸğęŋçŽęňčĲ ńđ ľçŽőňľđ §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ŽĺáŋęňčĲ āĂ. Śńđď ğĺáěđ æčàł §Ÿ ğŸĺŸćĲåğęňčĲ ńę Ă æńŸď ĲåďŸă ěĲąá§Ÿĺę ńă ĲďďęęçčĲ Ÿğæ ńŸ ľňčŋĺŸİæčĲďŸ.

3. Ăď ńŸ Ă ąŸă Ą ĲåďŸă čęďńâćŸ ńęň Ś, Ţ ⊆ |Ă| ąŸă đ f ĲåďŸă ŸğĲăąæďăľđ ńęň Ţ ľńę Ą, ńæńĲ ăľőçĲă (Ă; x)_{x∈Ţ} ≡ (B; f(x))_{x∈f (Ţ)} Ÿď ąŸă čæďę Ÿď đ ŸğĲăąæďăľđ f, f : Ă^∗|X −→ Ą^∗ ĲåďŸă čęďęčęĺŋăľčæł.

4. Ę §ĲàĺåŸ Ś ĲåďŸă ą-ąŸńđŽęĺăąã Ÿď ąŸă čæďę Ÿď đ §ĲàĺåŸ Ś^∗ ĲåďŸă ą-ąŸńđŽęĺăąã.

5. Ăď đ Ś ĲåďŸă čåŸ §ĲàĺåŸ ľńđ ŽćéľľŸ L_ń ąŸă ŕ ĲåďŸă čåŸ ŋæĺčęňćŸ ľńđď L_ń∗ , ğęň ŻĲď âőĲă áććĲł ĲćĲç§ĲĺĲł čĲńŸŹćđńâł Ĳąńæł Ÿğæ ńăł u_0; : : : ; u_{n−1}, ńæńĲ ňğáĺőĲă âďŸ ąŸńđŽæĺđčŸ R čĲ n ľňďăľńéľĲł ńđł L_ń∗ éľńĲ ďŸ ăľőçĲă Ś^∗ |= ŕ(u_0; : : : ; u_{n−1}) ←→ R(u_0; : : : ; u_{n−1}):

ĂğæŻĲăěđ. (5.) ĞŸ ŻĲåěęňčĲ ńę İđńęçčĲďę čĲ ĲğŸŽàŽã ľńŸ ŹãčŸńŸ ğęň ąŸńŸľąĲňáİęďńŸă ęă ŋæĺčęňćĲł ńđł L_ń∗ . Ăď đ ŋæĺčęňćŸ ĲåďŸă ąŸńđŽęĺđčŸńăąæ ľçčŹęćę, ńæńĲ ńę İđńęçčĲďę ĲåďŸă ńĲńĺăččâďę. ëľńà ğàł ŽăŸ ńăł ŋæĺčęňćĲł ŕ_1; ŕ_2 ňğáĺőęňď ńŸ ąŸńđŽęĺãčŸńŸ R_{ŋ1} ; R_{ŋ2} čĲ ŋ_1; ŋ_2 ∈ L_ń ńâńęăŸ éľńĲ Ś^∗ |= ŕ_1 ←→ R_{ŋ1} ąŸă Ś^∗ |= ŕ_2 ←→ R_{ŋ2} . ŠæńĲ ăľőçĲă Ś^∗ |= ŕ_1 ∨ ŕ_2 ←→ R_{ŋ1} ∨ R_{ŋ2} . îčàł, Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł §ĲàĺåŸł Ś^∗ âőęňčĲ ğàł ∀−→x (R_{ŋ1} ∨ R_{ŋ2} ←→ R_{ŋ1∨ŋ2}) ∈ Ś^∗, Ÿŋęç ęă ĲĺčđďĲåĲł ńàď Żçę čĲćéď ńđł ăľęŻňďŸčåŸł ńŸňńåİęďńŸă čĲ ńđ ľőâľđ ŋ^Ă_1 ∨ ŋ^Ă_2 ľńę |Ă| ŽăŸ ąá§Ĳ Ă čęďńâćę ńęň Ś. Ďğęčâďàł Ś^∗ |= ŕ_1 ∨ ŕ_2 ←→ R_{ŋ1∨ŋ2} : îčęăŸ ŻęňćĲçęňčĲ ąŸă ŽăŸ ńęňł áććęňł ćęŽăąęçł ľňďŻâľčęňł ąŸă ńęňł ğęľęŻĲåąńĲł ąŸă đ ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă ğćãĺđł.

(1.) (⇒) ëľńà ğàł ňğáĺőĲă ăľęčęĺŋăľčæł f : A −→ B. Ę ŸğĲăąæďăľđ f : |A| −→ |B| ğŸĺŸčâďĲă âďŸ ğĺęł âďŸ ąŸă Ĳğå ĲåńĲ ńŸ |Ă|; |Ą| ĲåďŸă ľçčğŸďńŸ ŽăŸ ńŸ ľňľńãčŸńŸ Ă; Ą ĲåńĲ ĲåďŸă ľçčğŸďńŸ ŽăŸ ńŸ ľňľńãčŸńŸ Ă^∗; Ą^∗. ĆăŸ ďŸ ŻĲåěęňčĲ ğàł Ă^∗ ∼= B^∗, Ÿğæ ńę (5.) ŋńáďĲă ďŸ ŻĲåěęňčĲ ğàł ŽăŸ ąá§Ĳ ąŸńđŽæĺđčŸ R_ŕ ńđł L_ń∗ ąŸă a_1; : : : ; a_n ∈ |A| ăľőçĲă |=_A∗ R_ŕ(a_1; : : : ; a_n) ⇐⇒ |=_B∗ R_ŕ(f(a_1); : : : ; f(a_n)). îčàł Ÿňńæ ĲåďŸă ăľęŻçďŸčę čĲ (a_1; : : : ; a_n) ∈ ŕ^Ă ⇐⇒ (f(a_1); : : : ; f(a_n)) ∈ ŕ^Ą ã Ÿććăéł |=_A ŕ(a_1; : : : ; a_n) ⇐⇒ |=_B ŕ(f(a_1); : : : ; f(a_n)) ğęň ăľőçĲă Ÿğæ ňğæ§Ĳľđ. Ę ľňďĲğŸŽàŽã (⇐) ĲåďŸă ńĲńĺăččâďđ.

ĎåďŸă ľđčŸďńăąæ ďŸ ğĺęľâěĲă ąŸďĲåł ğàł ęňľăŸľńăąá đ §ĲàĺåŸ Ś^∗ ĲåďŸă ęă ľňďâğĲăĲł ńđł §ĲàĺåŸł Ś ľńđ ŽćéľľŸ L_ń∗ , ŻđćŸŻã ĲåďŸă ńę ľçďęćę Con(Ś) = {ľ ∈ L_ń| Ś |= ľ}. ëľńà ğàł ľ ∈ Con(Ś). ŠæńĲ ąá§Ĳ čęďńâćę A ńęň Ś ăąŸďęğęăĲå ńđď ğĺæńŸľđ ľ ąŸă Ĳğęčâďàł ąá§Ĳ čęďńâćę A^∗ (čĲ Ă čęďńâćę ńęň Ś) ăąŸďęğęăĲå ńę ąŸńđŽæĺđčŸ R_ľ ąŸă Ĳğęčâďàł R_ľ ∈ Ś^∗. ĆăŸ ńę Ÿďńåľńĺęŋę §Ÿ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńę 1.2.5. Ăď đ ŕ ĲåďŸă ğĺæńŸľđ ńđł L_ń∗ , ńæńĲ ňğáĺőĲă ğĺæńŸľđ ľ ńđł L_ń éľńĲ Ś^∗ |= ŕ ←→ R_ľ ąŸă ăľőçĲă: ŕ ∈ Ś^∗ ⇐⇒ ąá§Ĳ čęďńâćę A^∗ (čĲ Ă čęďńâćę ńęň Ś) ăąŸďęğęăĲå ńđď ŕ. îčàł, ńę A^∗ ĲåďŸă čęďńâćę ńđł Ś^∗ ąŸă Ĳğęčâďàł |=_Ă∗ ŕ ←→ R_ľ . ČđćŸŻã ąá§Ĳ čęďńâćę A^∗ (čĲ Ă čęďńâćę ńęň Ś) ăąŸďęğęăĲå ńę ąŸńđŽæĺđčŸ R_ľ ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ ąá§Ĳ čęďńâćę A ńęň Ś ăąŸďęğęăĲå ńđď ğĺæńŸľđ ľ ã ăľęŻçďŸčŸ ľ ∈ Con(Ś). Šę ĲğæčĲďę ćãččŸ §Ÿ ŋŸďĲå ğęćç őĺãľăčę ľńđď ğęĺĲåŸ ńđł ĲĺŽŸľåŸł.

ŁãččŸ 1.3. ëľńà ğàł đ Ś ĲåďŸă čåŸ ğćãĺđł §ĲàĺåŸ ľńđ ŽćéľľŸ L_ń . ĞŸ ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ N (Ś^∗) ńđď ąćáľđ ńàď ňğęľňľńđčáńàď ńàď čęďńâćàď ńđł §ĲàĺåŸł Ś^∗. Ĺľőçęňď ńŸ ĲğæčĲďŸ:

1. Ę §ĲàĺåŸ Ś^∗ ĲåďŸă čåŸ ğćãĺđł §ĲàĺåŸ ľńđ ŽćéľľŸ L_ń∗ . 2. ŠŸ Ÿąæćęň§Ÿ ĲåďŸă ăľęŻçďŸčŸ : (a) Ă ≺ B; (b) A^∗ ⊆ B^∗;

(c) A^∗ ≺ B^∗:

3. Ăď {Ă_Ÿ}_{Ÿ<Ż} ĲåďŸă čåŸ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ ľńęăőĲåàď ńđł ąćáľđł N (Ś^∗), ńæńĲ_{Ÿ<Ż} A_Ÿ ∈ N (Ś^∗). ŃáćăľńŸ đ âďàľđ_{Ÿ<Ż} A_Ÿ ĲåďŸă čęďńâćę ńđł Ś^∗.

4. Ăď Ă_1; Ă_2 ∈ N (Ś^∗) ńæńĲ ňğáĺőęňď Ă_3 ∈ N (Ś^∗) ąŸă čęďęčęĺŋăľčęå f_1 : A_1 −→ A_3 ąŸă f_2 : A_2 −→ A_3.

5. Ăď A_0; Ă_1; Ă_2 ∈ N (Ś^∗) ąŸă g_1 : A_0 −→ A_1 ąŸă g_2 : A_0 −→ A_2 ĲåďŸă čęďęčęĺŋăľčęå, ńæńĲ ňğáĺőęňď Ă_3 ∈ N (Ś^∗) ąŸă čęďęčęĺŋăľčęå f_1 : A_1 −→ A_3 ąŸă f_2 : A_2 −→ A_3 éľńĲ f_1 ∘ g_1 = f_2 ∘ g_2.

�

   �*HHHHH
         Hj
HHH
   HHHj�

        �*

A_0 A_3

A_1

A_2 g_1 f_1

g_2 f_2

ĂğæŻĲăěđ. (1) Ăŋęç đ §ĲàĺåŸ Ś ĲåďŸă ğćãĺđł, âğĲńŸă ğàł đ §ĲàĺåŸ Con(Ś) §Ÿ ğĲĺăâőĲă ńăł \čăľâł" ğĺęńáľĲăł ńđł L_ń. îčàł, æğàł âőęňčĲ ěŸďŸğĲå, ńę Ś^∗ ĲåďŸă ęă ľňďâğĲăĲł ńęň Ś ľńđ ŽćéľľŸ L_ń∗ ąŸă Ĳğęčâďàł đ Ś^∗ §Ÿ ğĲĺăâőĲă ńăł \čăľâł" ğĺęńáľĲăł R_ľ ąŸă Ÿğæ ńę ćãččŸ 1.2.5 ąá§Ĳ čęďńâćę ńđł Ś^∗ §Ÿ ăąŸďęğęăĲå ńăł \čăľâł" ğĺęńáľĲăł ńđł L_ń∗ . (2) (a ⇒ b) êčĲľę, Ÿŋęç ęă ľőâľĲăł ńđł ŽćéľľŸł L_ń∗ ĲåďŸă ęă ŋæĺčęňćĲł ńđł L_ń . (b ⇒ c) ëľńà čåŸ ŋæĺčęňćŸ ŕ ńđł L_ń∗ . Ăğæ ńę 1.2.5 ňğáĺőĲă ľőâľđ R ńâńęăŸ éľńĲ Ś^∗ |= ŕ ←→ R. Ăğæ ňğæ§Ĳľđ ěâĺęňčĲ ğàł ńŸ a_1; : : : ; a_n ∈ |A| ăąŸďęğęăęçď ńđ ľőâľđ R ľńę Ă^∗ Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ńđď ăąŸďęğęăęçď ľńę Ą^∗. ĎğĲăŻã đ R ĲåďŸă ăľęŻçďŸčđ čĲ ńđď ŕ ńę åŻăę §Ÿ ăľőçĲă ąŸă ŽăŸ ńđď ŕ. (c ⇒ a) ŠĲńĺăččâďę. (3) êčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńęň 2.

(4) ĆăŸ ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ Ÿňńãď ńđď ğĺæńŸľđ ŸĺąĲå đ çğŸĺěđ Ĳďæł čęďńâćęň ńđł §ĲàĺåŸł Ś^∗ ∪ D(A_1) ∪ D(A_2) ã ăľęŻçďŸčŸ đ ľňďâğĲăŸ Ÿňńãł ńđł

§ĲàĺåŸł. Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł đ §ĲàĺåŸ Ś^∗ ∪ D(A_1) ∪ D(A_2) ĲåďŸă ŸďńăŋŸńăąã. ŠæńĲ (őàĺåł ŹćáŹđ ńđł ŽĲďăąæńđńŸł) ľńđď ĲğŸňěđčâďđ ŽćéľľŸ L(A_1 ∪ A_2) §Ÿ ňğáĺőęňď ğĺęńáľĲăł ŋ ∈ Ś^∗; ŋ_1(Ÿ_1) ∈ D(A_1) ŋ_2(Ÿ_2) ∈ D(A_2) éľńĲ ńę ľçďęćę {ŋ; ŋ_1(Ÿ_1); ŋ_2(Ÿ_2)} ďŸ ĲåďŸă ŸďńăŋŸńăąæ. îčàł Ÿňńæ ĲåďŸă ăľęŻçďŸčę čĲ ńę æńă ŋ |= ¬ (ŋ_1(Ÿ_1) ∧ ŋ_2(Ÿ_2)) ąŸă Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ ŽĲďåąĲňľđł ńàď ľńŸ§Ĳĺéď âőęňčĲ ŋ |= ∀x∀y ¬(ŋ_1(x) ∧ ŋ_2(y)). Ę ľňďâğĲăŸ ńđł §ĲàĺåŸł Ś^∗ ∪ D(A_1) ľđčŸåďĲă ğàł Ś^∗ |= ∃x ŋ_1(x) ąŸă đ ľňďâğĲăŸ ńđł §ĲàĺåŸł Ś^∗ ∪ D(A_2) ľđčŸåďĲă ğàł Ś^∗ |= ∃y ŋ_2(y). Ďğęčâďàł §Ÿ ăľőçĲă ąŸă æńă Ś^∗ |= ∃x∃y (ŋ_1(x) ∧ ŋ_2(y)), ńę ęğęåę âĺőĲńŸă ľĲ ŸďńåŋŸľđ čĲ ńę æńă ŋ |= ∀x∀y ¬(ŋ_1(x) ∧ ŋ_2(y)) ąŸă ŋńáľŸčĲ ľĲ áńęğę. (5) ĎğĲąńĲåďęňčĲ ńđ ŽćéľľŸ čŸł éľńĲ ďŸ ğĲĺăâőĲă àł ľńŸ§Ĳĺâł ńŸ ľńęăőĲåŸ ńęň Ă_0. Ę ľńŸ§Ĳĺá ā §Ÿ ĲĺčđďĲçĲńŸă ľńę čęďńâćę Ă_0 àł ńę ľńęăőĲåę a, ľńę čęďńâćę Ă_1 àł g_1(a) ąŸă ľńę čęďńâćę Ă_2 àł g_2(a). ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł ęă čęďŸŻăąâł ĲğĲąńáľĲăł ḡ_1; ḡ_2 ńàď čęďęčęĺŋăľčéď g_1; g_2 ĲåďŸă ąŸă Ÿňńęå čęďęčęĺŋăľčęå ľńŸ ĲğĲąńĲńŸčâďŸ čęďńâćŸ. ĎŋŸĺčæİęďńŸł ńę (4) ŽăŸ ńŸ ĲğĲąńĲńŸčâďŸ čęďńâćŸ A^∗_1 := (A_1; g_1(a))_{a∈|A0|}, A^∗_2 := (A_2; g_2(a))_{a∈|A0|} ňğáĺőęňď Ă^∗_3 ∈ N (Ś^∗) ąŸă Żçę čęďęčęĺŋăľčęå f_1 : A^∗_1 −→ A^∗_3 ąŸă f_2 : A^∗_2 −→ A^∗_3. ŠæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ a ∈ Ă_0 ăľőçĲă:

f_1 ∘ ḡ_1(ā^{A0} ) = f_1 ∘ g_1(ā^{A0} ) = f_1(g_1(ā^{A0} )) = f_1(ā^{A1} ) = ā^{A3} = f_2(ā^{A2} ) = f_2(g_2(ā^{A0} )) = f_2 ∘ g_2(ā^{A0} ) = f_2 ∘ ḡ_2(ā^{A0} ) Ďğęčâďàł ľńđď ĲğŸňěđčâďđ ŽćéľľŸ ąŸă ŽăŸ ńŸ ĲğĲąńĲńŸčâďŸ čęďńâćŸ âőęňčĲ f_1 ∘ḡ_1 = f_2 ∘ḡ_2 ąŸă ľňďĲğéł, ľńđď Ÿĺőăąã ŽćéľľŸ, ŽăŸ ńŸ Ÿĺőăąá čęďńâćŸ ńęň ćãččŸńęł ąŸă ŽăŸ Ă_3 = Ă^∗_3 L ăľőçĲă ńę İđńęçčĲďę.

ŃåŸ âďďęăŸ ğęň §Ÿ čŸł ŋŸďĲå Źęćăąã ĲåďŸă Ÿňńã ńđł ąŸńđŽęĺåŸł ľňďŸĺńãľĲàď. Ăď T ĲåďŸă čåŸ ąćáľđ Ÿğæ čŸ§đčŸńăąá ŸďńăąĲåčĲďŸ^6, ńæńĲ ęĺåİĲńŸă čåŸ ąŸńđŽęĺåŸ C Ÿğæ ńĺăáŻĲł (f : A −→ B) æğęň Ă; Ą ∈ T , đ f ĲåďŸă ŸğĲăąæďăľđ Ÿğæ ńę |Ă| ľńę |Ą| ąŸă ăľőçęňď: (Ÿ) đ ńŸňńæńđńŸ (Ĺ : Ă −→ Ă) ∈ C ŽăŸ ąá§Ĳ Ă ∈ T ąŸă (Ź) Ÿď (f : A −→ B) ∈ C ąŸă (g : B −→ C) ∈ C, ńæńĲ (g ∘ f : A −→ C) ∈ C.

6ëďŸ \čŸ§đčŸńăąæ ŸďńăąĲåčĲďę" Ă ĲåďŸă âďŸ ľçďęćę jĂj čŸİå čĲ čåŸ Żęčã. Śńđď ğŸĺęçľŸ ĲĺŽŸľåŸ ńę \čŸ§đčŸńăąæ ŸďńăąĲåčĲďę" §Ÿ ĲåďŸă ĲåńĲ ąŸńđŽęĺđčŸńăąæ ľçľńđčŸ ĲåńĲ ńęğęćęŽăąæł őéĺęł.

2. ĄŸ§čæł ňğĲĺŹŸńăąæńđńŸł. ŔĺæąĲăńŸă ďŸ Ÿľőęćđ§ęçčĲ čĲ ľńęăőĲăéŻĲăł čęďęčęĺŋăľčęçł čĲńŸěç ňğęľňľńđčáńàď čăŸł ğćãĺęňł §ĲàĺåŸł Ś. ĎåďŸă áčĲľę Ÿğæ ńę 1.2.3 ğàł čğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺęçčĲ ńđ Ś^∗ Ÿďńå ńđł Ś ąŸă ďŸ ĲğàŋĲćđ§ęçčĲ Ÿğæ ńăł ăŻăæńđńĲł ğęň âőĲă đ Ś^∗. Ăğæ ĲŻé ąŸă ľńę Ĳěãł §Ÿ ňăę§ĲńãľęňčĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ľçčŹŸľđ: ŃĲ Š §Ÿ ľňč- ŹęćåİęňčĲ ğáďńŸ čåŸ ğćãĺđ §ĲàĺåŸ ľĲ čåŸ Ÿĺă§čãľăčđ ŽćéľľŸ L. Ę Š §Ÿ âőĲă âďŸ áğĲăĺę čęďńâćę ąŸă §Ÿ ňğáĺőĲă §ĲàĺåŸ Ś éľńĲ Š = Ś^∗. ĞŸ ľňčŹęćåİęňčĲ ńđď ąćáľđ ńàď ňğęľňľńđčáńàď ńàď čęďńâćàď ńđł Š čĲ N (Š): Ăď Ă ∈ N (Š), ğĺęąçğńĲă Ÿğæ ńę 1.2.5 ğàł đ §ĲàĺåŸ Š(Ă) = Š ∪ D(A) ĲåďŸă ğćãĺđł ľńđ ŽćéľľŸ L(A). Šę ľçďęćę čĲ ŋæĺčęňćĲł Ÿğæ ńđ ŽćéľľŸ L(A), ğęň Ĳąńæł ńđł u_0 ŻĲď âőęňď áććđ ĲćĲç§Ĳĺđ čĲńŸŹćđńã, §Ÿ ńę ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ F (A). ëďŸ maximal ľňďĲğâł ľçďęćę Ÿğæ ŋæĺčęňćĲł ńęň F (A) §Ÿ ćâŽĲńŸă \ńçğęł" ąŸă ńę ľçďęćę ńàď ńçğàď §Ÿ ľňčŹęćåİĲńŸă čĲ S(A). Šę S(A) ĲåďŸă ąŸă ńęğęćęŽăąæł őéĺęł čĲ Źáľđ: U_ŕ = {p ∈ S(A)|ŕ ∈ p} (ŕ ∈ F (A)). ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł đ Źáľđ ńęň S(A) âőĲă ğćđ§áĺă§čę ą(Ă) (modulo ℵ_0).

Šę őéĺę S(A) čğęĺęçčĲ ďŸ ńęď §ĲàĺęçčĲ àł ľçďęćę ńĺæğàď ĲğâąńŸľđł ńđł Š(Ă) ľĲ čåŸ ğćãĺđ §ĲàĺåŸ čăŸł ŽćéľľŸł ğęň âőĲă čåŸ Ĳğăğćâęď ľńŸ§Ĳĺá Ÿğæ ńđď L(A). ëľńà Ă; Ą ∈ N (Š), Ă ⊆ Ą, b ∈ B ąŸă b̄ ďŸ ĲåďŸă čåŸ ľńŸ§Ĳĺá ľńđď L(B) ńđł ęğęåŸł đ ĲĺčđďĲåŸ ĲåďŸă ńę b. ĞŸ ľňč- ŹęćåİęňčĲ čĲ p_{b;B} ńę čęďŸŻăąæ ńçğę p ∈ S(B) ğęň ğĲĺăâőĲă ńđ ŋæĺčęňćŸ u_0 = b̄:^7 ŐĺåİęňčĲ p_{b;B;Ă} = p_{b;B} ∩ F (A). ČđćŸŻã, ę ńçğęł p_{b;B;Ă} ğĺęąçğńĲă Ÿğæ ńęď p_{b;B} ąĺŸńéďńŸł ńăł ŋæĺčęňćĲł ğęň Ÿďãąęňď ľńę F (A) ąŸă ĲåďŸă ĲďŸĺŽâł ğàł p_{b;B;A} ∈ S(A): Ăď q ∈ S(A), §Ÿ ćâčĲ ğàł ńę b ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę q ľńę B Ÿď q = p_{b;B;A}: ĎåďŸă áčĲľę ğàł ąá§Ĳ ľńęăőĲåę ńęň Ą ăąŸďęğęăĲå âďŸ ńçğę Ÿğæ ńę S(A). Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ ğćđĺæńđńŸł ľňčğĲĺŸåďęňčĲ ğàł ąá§Ĳ ńçğęł p ∈ S(A) ăąŸďęğęăĲåńŸă ľĲ ąáğęăŸ ĲğâąńŸľđ ńęň Ă. ëľńà ğàł Ą_1; Ą_2 ∈ N (Š), B_1; B_2 ⊇ A, b_1 ∈ B_1; b_2 ∈ B_2 ńæńĲ đ ŸğĲăąæďăľđ f : A ∪ {b_1} −→ A ∪ {b_2} đ ęğęåŸ ĲåďŸă ńŸňńęńăąã ľńę Ă ąŸă ŸğĲăąęďåİĲă ńę b_1 ľńę b_2 ĲåďŸă čęďęčęĺŋăľčæł Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ńŸ b_1, b_2 ăąŸďęğęăęçď ńęď åŻăę ńçğę ńęň S(A). Ďğęčâďàł, ńę S(A) ĲåďŸă ńę ľçďęćę ńàď \ăľęčęĺŋăľčéď ľĲ ľőâľđ čĲ ńę Ă".

ŁãččŸ 2.1. Ăď Ă ∈ N (Š), ńæńĲ ňğáĺőĲă âďŸ čęďńâćę B ńęň Š čĲ Ą ⊇ A éľńĲ ąá§Ĳ p ∈ S(A) ďŸ ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę Ą.

ĂğæŻĲăěđ. ëľńà {p_Ÿ}_{Ÿ<Ž} čåŸ ąŸćá ŻăŸńĲńŸŽčâďđ ćåľńŸ Ÿğæ ńçğęňł ńęň S(A). ĹľőňĺăİæčŸľńĲ ğàł ňğáĺőĲă čåŸ ŸçěęňľŸ ŸćňľåŻŸ {B_Ÿ; Ÿ < Ž}

7Ő ńçğęł ęĺåİĲńŸă čęďŸŻăąá, Ÿŋęç ğĺâğĲă ďŸ ğĲĺăâőĲă æćĲł ńăł ŋæĺčęňćĲł čĲ čăŸ ńę ğęćç ĲćĲç§Ĳĺđ čĲńŸŹćđńã ğęň ăąŸďęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńę b ľńę ľçľńđčŸ Ą.

Ÿğæ čęďńâćŸ ńęň Š éľńĲ ąá§Ĳ B_Ÿ ⊇ A ąŸă ąá§Ĳ p_Ź čĲ Ź < Ÿ ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę B_Ÿ. Ę ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă čĲ ĲğŸŽàŽã ľńę Ÿ. Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł đ Ÿąęćęň§åŸ ňğáĺőĲă ŽăŸ ąá§Ĳ Ź < Ÿ. Ăď ę Ÿ ĲåďŸă ęĺăŸąæł ŻăŸńŸąńăąæł, §âńęňčĲ Ą_Ÿ =_{Ź<Ÿ} Ą_Ź ąŸă ńę ŸğęńâćĲľčŸ ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł Ÿğæ ńę 1.3.3. Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł Ÿ = Ź + 1. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň ńçğęň ĲåďŸă áčĲľę ğàł ńę ľçďęćę T ∪ D(A) ∪ {ŕ(x)| ŕ ∈ p_Ÿ} ĲåďŸă ľňďĲğâł ąŸă Ĳğęčâďàł Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ ğćđĺæńđńŸł âőęňčĲ ğàł ňğáĺőĲă âďŸ čęďńâćę C ńęň Š éľńĲ |A| ⊆ |C| ąŸă ę ńçğęł p_Ÿ ďŸ ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę C. Ăğæ ńę 1.3.5, ňğáĺőĲă čęďńâćę D ńęň Š ąŸă čęďęčęĺŋăľčęå f_1 : C −→ D ąŸă f_2 : B_Ź −→ D ńâńęăęă éľńĲ ďŸ ńŸňńåİęďńŸă ľńę Ă. Ăď ńŸňńåľęňčĲ ńę B_Ź čĲ ńę f_2(B_Ź), ńæńĲ čğęĺęçčĲ ďŸ ęĺåľęňčĲ ńę D àł ńę İđńęçčĲďę B_Ÿ.

ıııı

   ııı1PPPPPP
           Pq
XXXXX
    XXz¸¸¸¸¸¸

           ¸:

A D C

B_Ź

Id Id f2 f_1

ëľńà ğàł Ă; Ą ∈ N (Š) ąŸă ğàł đ ŸğĲăąæďăľđ f : A −→ B ĲåďŸă čęďęčęĺŋăľčæł. Ę f ĲğáŽĲă âďŸ čęďęčęĺŋăľčæ f : F (A) −→ F (B) ğęň ęĺåİĲńŸă àł Ĳěãł: Ę f(ŕ) ĲåďŸă đ ŋæĺčęňćŸ ğęň ğŸåĺďęňčĲ Ÿď ŸďńăąŸńŸľńãľęňčĲ (ŽăŸ ąá§Ĳ a ∈ A) čĲ f(a) ąá§Ĳ Ĳčŋáďăľđ ńęň a ľńđď ŕ. Śńđ ľňďâőĲăŸ đ f ĲğáŽĲă čåŸ ŸğĲăąæďăľđ f^∗ : S(B) −→ S(A) àł Ĳěãł: f^∗(p) = f^{−1}(p). Ę f^∗ ĲåďŸă čăŸ ŸğĲăąæďăľđ čĲńŸěç ľňďæćàď ńçğàď. ŔŸåĺďĲă âďŸď ńçğę p Ÿğæ ńę S(B) ąŸă Ÿď čåŸ ŋæĺčęňćŸ ŕ, ğęň ğĲĺăâőĲńŸă ľńęď ńçğę p, âőĲă ğŸĺŸčâńĺęňł čæďę Ÿğæ ńę f(A) (f(A) ⊆ B) ńæńĲ ńę f^∗(p) §Ÿ ğĲĺăâőĲă ńđ ŋæĺčęňćŸ f^{−1}(ŕ). Ăňńâł ŸąĺăŹéł §Ÿ ĲåďŸă ąŸă ęă ŋæĺčęňćĲł ğęň §Ÿ ğĲĺăâőĲă ę f^∗(p). Ĺľőçęňď ŸąæčŸ ęă Ÿąæćęň§Ĳł ăľęŻňďŸčåĲł:

p ∈ f^{∗−1}(U_ŕ) ⇐⇒ f^∗(p) ∈ U_ŕ ⇐⇒ f^{−1}(p) ∈ U_ŕ

⇐⇒ ŕ ∈ f^{−1}(p) ⇐⇒ f(ŕ) ∈ p ⇐⇒ p ∈ U_{f (ŕ)}

ČđćŸŻã ŻĲåěŸčĲ ğàł f^{∗−1}(U_ŕ) = U_{f(ŕ)} ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ đ ŸğĲăąæďăľđ f^∗ ĲåďŸă ńęğęćęŽăąá ľňďĲőãł Ÿŋęç đ Ÿďńåľńĺęŋđ ĲăąæďŸ Ĳďæł ńňőŸåęň ŹŸľăąęç ľňďæćęň ĲåďŸă Ÿďęăőńæ ľçďęćę.

Šâćęł, đ f^∗ ĲåďŸă Ĳğăčęĺŋăľčæł ľńę S(A). Ăď q ∈ S(A), ńæńĲ ňğáĺőĲă ąáğęăęł p ∈ S(B) éľńĲ p ⊇ f(q). ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł æńă f^∗(p) = q. Śńđď

ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ ğęň Ą ⊇ Ă, {_{AB} : A −→ B ĲåďŸă đ ńŸňńęńăąã ŸğĲăąæďăľđ ąŸă p ∈ S(B), ńæńĲ {^∗_{AB}(p) = p ∩ F (A). ĂěåİĲă ďŸ ľđčĲăà§Ĳå ğàł Ÿŋęç čåŸ ńňőŸåŸ ŋæĺčęňćŸ ŕ ğĲĺăâőĲă ğĲğĲĺŸľčâďę ğćã§ęł ľńŸ§Ĳĺéď, ŽăŸ ąá§Ĳ U_ŕ ğęň ŸďãąĲă ľńđ Źáľđ ńęň S(A), §Ÿ ňğáĺőĲă âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ľçďęćę B éľńĲ Ą ⊆ A ąŸă ńę U_ŕ ďŸ ĲåďŸă đ Ÿďńåľńĺęŋđ ĲăąæďŸ, čâľà ńđł {^∗_{ĄA} Ĳďæł čâćęňł ńđł Źáľđł ńęň S(B).

ëľńà I(T ) = {S(A)|A ∈ N (Š)} ąŸă C(Š) = {f^∗ : S(B) −→ S(A)| A; B ∈ N (Š) ąŸă f^∗ čęďęčęĺŋăľčæł}. ŠæńĲ ńę ľçďęćę C(Š) ĲåďŸă čåŸ ąŸńđŽęĺåŸ ńàď ľňďĲőéď Ĳğăčęĺŋăľčéď čĲ ąćáľđ ŸďńăąĲåčĲďę ńđď I(T ).

Ő ĲğæčĲďęł ęĺăľčæł ĲåďŸă čåŸ ŽĲďåąĲňľđ ńęň ľňďã§ęňł ęĺăľčęç ŽăŸ ğŸĺŸŽæčĲďęňł őéĺęňł ľĲ âďŸď ęĺăľčæ ğęň ğĲĺăćŸčŹáďĲă čåŸ ąćáľđ őéĺàď ąŸă čåŸ ąŸńđŽęĺåŸ ŸğĲăąęďåľĲàď čĲńŸěç ńàď. Ăď ąŸă §Ÿ Ÿľőęćđ- §ęçčĲ ŸğęąćĲăľńăąá ąŸă čæďę čĲ ńđď ąŸńđŽęĺåŸ C(Š), §Ÿ ŽåďĲă áčĲľŸ ąŸńŸďęđńæ ğàł ę ęĺăľčæł 2.1. ąŸ§éł ąŸă ğęććá Ÿğæ ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ąŸă ŸğęŻĲåěĲăł âőęňď ăľőç ąŸă ľĲ ğęććâł áććĲł ąŸńđŽęĺåĲł ľňďĲőéď Ĳğăčęĺŋăľčéď čĲńŸěç ľňčğŸŽéď őéĺàď.

Őĺăľčæł 2.1. ĆăŸ ąá§Ĳ ŻăŸńŸąńăąæ Ÿ ąŸă ąá§Ĳ S(A) ∈ I(T ) ęĺåİęďńŸă ĲğŸŽàŽăąéł ęă ňğæőàĺęă S^Ÿ(A) ąŸă T r^Ÿ(A) àł Ĳěãł:

1. S^Ÿ(A) = S(A) −_{Ź<Ÿ} T r^Ź(A) 2. p ∈ T r^Ÿ(A) Ÿď : (i) p ∈ S^Ÿ(Ă) ąŸă (ii) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸğĲăąæďăľđ (f^∗ : S(B) −→ S(A)) ∈ C(T ), ńę ľçďęćę f^{∗−1}(p) ∩ S^Ÿ(B) ĲåďŸă âďŸ ľçďęćę Ÿğæ čĲčęďàčâďŸ ľńęăőĲåŸ ľńę S^Ÿ(B).

Ő ńçğęł p ∈ S(Ă) §Ÿ ćâŽĲńŸă \ŸćŽĲŹĺăąæł" Ÿď p ∈ T r^0(A) ąŸă \ňğĲĺ- ŹŸńăąæł ńáěđł Ÿ" (ŽăŸ Ÿ > 0) Ÿď p ∈ T r^Ÿ(A)^8. Śńę ĲğæčĲďę ľőãčŸ ŽåďĲńŸă áčĲľŸ Ÿďńăćđğńã đ ŻăŸčâĺăľđ ńęň S(A) Ÿğæ ńŸ ľçďęćŸ T r^Ÿ(A).

8Őă æĺęă ŸćŽĲŹĺăąæł ąŸă ňğĲĺŹŸńăąæł ğĺęâĺőęďńŸă Ÿğæ ńđ §ĲàĺåŸ ńàď ŸćŽĲŹĺăąá ąćĲăľńéď ľàčáńàď őŸĺŸąńđĺăľńăąãł 0 ąŸă ę ćæŽęł §Ÿ ŽåďĲă ąŸńŸďęđńæł Ÿğæ âďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ğęň §Ÿ ĲěĲńáľęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ.

6 6

           Y

           Y

           Y

Sa(A)

T r^0(A)

T r^1(A)

T ra(A)

. .

S(A) S^1(A)

6

ŁãččŸ 2.2. Ő ńęğęćęŽăąæł őéĺęł S(A) ĲåďŸă ľňčğŸŽãł ąŸă Hausdor¸.

ĂğæŻĲăěđ. ĆăŸ ńđ ľňčğáŽĲăŸ ŋńáďĲă ďŸ ŻĲåěęňčĲ ğàł ŽăŸ čăŸ ńňőŸåŸ ęăąęŽâďĲăŸ ŹŸľăąéď Ÿďęăőńéď U_ŕ čĲ ŕ ∈ K ğęň ŸğęńĲćĲå ąáćňččŸ ŽăŸ ńę S(A) ňğáĺőĲă ğĲğĲĺŸľčâďę ňğęąáćňččŸ. ĞĲàĺęçčĲ ńę ľçďęćę Ń = {¬ŕ| ŕ ∈ K}. Ăď ńę Ń ĲåďŸă ľňďĲğâł, ńæńĲ čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ľĲ ńçğę (ĲďŻĲőęčâďàł ďŸ ňğáĺőęňď ğęććâł ĲğĲąńáľĲăł) ąŸă ğĺęŋŸďéł ŻĲď §Ÿ ňğáĺőĲă U_ŕ čĲ ŕ ∈ K ğęň ďŸ ğĲĺăâőĲă ńęď ńçğę Ÿňńæ ąŸă âńľă ŋńáľŸčĲ ľĲ áńęğę. Ďğęčâďàł, ńę Ń ĲåďŸă ŸďńăŋŸńăąæ ąŸă ňğáĺőĲă âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ňğęľçďęćę Ľ^′ ńęň Ľ éľńĲ ńę ľçďęćę {¬ŕ| ŕ ∈ Ľ^′ } ďŸ ĲåďŸă ŸďńăŋŸńăąæ. ĎåďŸă áčĲľę ğàł đ ęăąęŽâďĲăŸ U_ŕ čĲ ŕ ∈ K^′ ĲåďŸă ńę İđńęçčĲďę ňğęąáćňččŸ ńęň S(A), Ÿŋęç ąá§Ĳ ńçğęł §Ÿ ğĲĺăâőĲă ŸďŸŽąŸľńăąá ĲåńĲ ńę ŕ ĲåńĲ ńę ¬ŕ ąŸă ĲğĲăŻã ńę Ľ^′ ĲåďŸă ŸďńăŋŸńăąæ ąŸďâďŸł ńçğęł ŻĲď ğĺæąĲăńŸă ďŸ ğĲĺăâőĲă æćĲł ńăł ŸĺďãľĲăł ńàď ŕ ∈ K^′ . ĞŸ ŻĲåěęňčĲ ńéĺŸ ğàł ę S(A) ĲåďŸă ąŸă Hausdor¸. ëľńà p; q ∈ S(A) ąŸă p ≠ q. ŠæńĲ §Ÿ ňğáĺőĲă ńęňćáőăľńęď čåŸ ŋæĺčęňćŸ ŕ éľńĲ ŕ ∈ p ąŸă ¬ŕ ∈ q. ŔĺęŋŸďéł ăľőçęňď p ∈ U_ŕ, q ∈ U_{¬ŕ} ąŸă U_ŕ ∩ U_{¬ŕ} = ∅. êĺŸ ę S(A) ĲåďŸă Hausdor¸.

ŔĺæńŸľđ 2.1. ëľńà G âďŸł ľňčğŸŽãł őéĺęł, H âďŸł őéĺęł Hausdor¸, f : G −→ H âďŸł ľňďĲőãł Ĳğăčęĺŋăľčæł ąŸă p âďŸ ęĺăŸąæ ľđčĲåę ńęň H. ŠæńĲ ńę ľçďęćę f^{−1}(p) ğĲĺăâőĲă ńęňćáőăľńęď âďŸ ęĺăŸąæ ľđčĲåę ńęň G.

ĂğæŻĲăěđ. Ăď ńę f^{−1}(p) ĲåďŸă âďŸ ľçďęćę čĲčęďàčâďàď ľđčĲåàď, ńæńĲ ńę G − f^{−1}(p) §Ÿ ĲåďŸă ąćĲăľńæ ňğęľçďęćę ńęň ľňčğŸŽęçł G ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ ľňčğŸŽâł ľçďęćę. îčàł đ ĲăąæďŸ Ĳďæł ľňčğŸŽęçł ľňďæćęň čâľà ľňďĲőęçł ŸğĲăąæďăľđł ĲåďŸă ľňčğŸŽâł ąŸă Ĳğęčâďàł ąćĲăľńæ ľçďęćę. ČđćŸŻã ńę f(G − f^{−1}(p)) = H − {p} ĲåďŸă ąćĲăľńæ ąŸă âńľă ńę p ŻĲď ĲåďŸă ęĺăŸąæ ľđčĲåę ńęň Ę.

ĞĲéĺđčŸ 2.1. Ĺľőçęňď ęă Ÿąæćęň§Ĳł ğĺęńáľĲăł:

(Ÿ) Šę S^Ÿ(Ă) ĲåďŸă ąćĲăľńæł ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ (ľçčŋàďŸ čĲ ńęğęćę- Žăąæ ćãččŸ) ľňčğŸŽãł ňğæőàĺęł ńęň S(Ă).

(Ź) Ăď (f^∗ : S(B) −→ S(A)) ∈ C(T ), ńæńĲ (i) f^∗(S^Ÿ(B)) = S^Ÿ(Ă) ąŸă (ii) Ÿď ę ńçğęł p ∈ S^Ÿ(Ă), ńæńĲ p ∈ T r^Ÿ(A) Ÿď ąŸă čæďę Ÿď f^{∗−1}(p) ∩ S^Ÿ(B) ⊆ T r^Ÿ(B).

ĂğæŻĲăěđ. (Ÿ) Ę ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă čĲ ĲğŸŽàŽã ľńę Ÿ. ëľńà Ÿ = Ź + 1, ńæńĲ ăľőçĲă S^Ÿ(A) = S^Ź(A) − T r^Ź(A). Šę ľçďęćę T r^Ź(A) ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ čĲčęďàčâďŸ ľńęăőĲåŸ ąŸă Ÿğæ ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ńę S^Ź(A) ĲåďŸă ąćĲăľńæ. Ďğęčâďàł ąŸă ńę S^Ÿ(A) ĲåďŸă ąćĲăľńæ.

Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł Ÿ=Ż ĲåďŸă ęĺăŸąæł ŻăŸńŸąńăąæł. ŠæńĲ ńę S^Ż(A) ĲåďŸă ąćĲăľńæ àł ńęčã ąćĲăľńéď ľňďæćàď S^Ż(A) =_{Ź<Ż}S^Ź(A). (Ź) ŃĲ ńđď ğŸĺŸńãĺđľđ ğàł T r^Ÿ(A) = S^Ÿ(A) − S^{Ÿ+1}(A) ąŸă čĲ ńđď ňğæ§Ĳľđ ğàł ăľőçĲă ńę (i), ńę (ii) ŸğęŻĲăąďçĲńŸă àł Ĳěãł: Ăď p ∈ S^Ÿ(Ă), ńæńĲ âőęňčĲ ğàł :

p ∈ T r^Ÿ(Ă) ⇐⇒ p =∈ S^{Ÿ+1}(Ă) ⇐⇒ ̸∃q ∈ S^{Ÿ+1}(B) : f^∗(q) = p ⇐⇒ ̸∃q ∈ S^{Ÿ+1}(B) : q ∈ f^{∗−1}(p) ⇐⇒ f^{∗−1}(p) ∩ S^Ÿ(B) ⊆ S^Ÿ(B) − S^{Ÿ+1}(B) = T r^Ÿ(B) Ę ğŸĺŸńãĺđľđ őĺđľăčęğęăã§đąĲ ľńđď ğĺéńđ ąŸă ńĲćĲňńŸåŸ ăľęŻňďŸčåŸ Ĳďé ńę (i) ľńđ ŻĲçńĲĺđ.

Ę ŸğæŻĲăěđ ńęň (Ź)(i) §Ÿ ŽåďĲă čĲ ĲğŸŽàŽã ľńę Ÿ. ëľńà ğàł ăľőçĲă ŽăŸ ąá§Ĳ Ź < Ÿ. ŔĺéńŸ §Ÿ ŻĲåěęňčĲ ğàł f^∗(S^Ÿ(B)) ⊆ S^Ÿ(Ă) ã ăľęŻçďŸčŸ ğàł ŽăŸ ąá§Ĳ Ź < Ÿ Ÿď q ∈ S^Ÿ(B), ńæńĲ f^∗(q) = p =∈ T r^Ź(A): ĎğĲăŻã q =∈ T r^Ź(B), Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ §Ÿ ňğáĺőĲă (g^∗ : S(C) −→ S(B)) ∈ C(T ) ńâńęăę éľńĲ ńę ľçďęćę g^{∗−1}(q) ∩ S^Ź(C) ďŸ ğĲĺăâőĲă ńęňćáőăľńęď âďŸ ęĺăŸąæ ľđčĲåę r. ŠæńĲ (f^∗ ∘ g^∗ : S(C) −→ S(A)) ∈ C(T )^9 ąŸă r ∈ (f^∗ ∘ g^∗)^{−1}(p), ŻđćŸŻã p =∈ T r^Ź(Ă).

Šâćęł, ŽăŸ ńđď ŸğæŻĲăěđ ğàł f^∗(S^Ÿ(B)) ⊇ S^Ÿ(Ă), ŸĺąĲå ďŸ ŻĲăő§Ĳå ğàł ŽăŸ ąá§Ĳ p ∈ S^Ÿ(Ă) ăľőçĲă f^{∗−1}(p) ∩ S^Ÿ(B) ≠ ∅: Ăł ňğę§âľęňčĲ ńę Ÿďńå§Ĳńę ŽăŸ ąáğęăę p ∈ S^Ÿ(Ă). ĎğĲăŻã đ f^∗ ĲåďŸă Ĳğăčęĺŋăľčæł âğĲńŸă ğàł čğęĺęçčĲ ďŸ ŻăŸćâěęňčĲ ńę čĲŽŸćçńĲĺę Ź (ğĺęŋŸďéł Ź < Ÿ) éľńĲ

9ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď ğĺęŋŸďã ăľæńđńŸ f^� ffi g^� = (g ffi f)^�

f^{∗−1}(p) ∩ S^Ź(B) ≠ ∅: ŠæńĲ §Ÿ ăľőçĲă f^{∗−1}(p) ∩ S^Ź(B) ⊆ T r^Ź(B), Ÿŋęç f^{∗−1}(p) ∩ S^Ž(B) = ∅ ŽăŸ ąá§Ĳ Ž > Ź: ĎğĲăŻã p =∈ T r^Ź(Ă), §Ÿ ňğáĺőĲă (g^∗ : S(C) −→ S(A)) ∈ C(T ) éľńĲ ńę ľçďęćę g^{∗−1}(p) ∩ S^Ź(C) ďŸ ğĲĺăâőĲă ńęňćáőăľńęď âďŸ ęĺăŸąæ ľđčĲåę r ńęň S^Ź(C). Ăğæ ńę ćãččŸ 1.3.5 âőęňčĲ ğàł ňğáĺőĲă D ∈ N (T ) ąŸă čęďęčęĺŋăľčęå h_1 : B −→ D ąŸă h_2 : C −→ D éľńĲ h_1 ∘ f = h_2 ∘ g. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ, ę Ĳğăčęĺŋăľčæł h^∗_2 ŸğĲăąęďåİĲă ńę S^Ź(D) Ĳğå ńęň S^Ź(C). Ăğæ ńđď ğĺæńŸľđ 2.1 ńę ľçďęćę h^∗_2^{−1}(r) ğĲĺăâőĲă âďŸ ęĺăŸąæ ľđčĲåę s ńęň S^Ź(D). Ŕáćă Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ăľőçĲă h^∗_1(s) ∈ S^Ź(B) ąŸă Ÿğæ ńđď ğŸĺŸńãĺđľđ ğàł h_1 ∘ f = h_2 ∘ g =⇒ f^∗ ∘ h^∗_1 = g^∗ ∘ h^∗_2 ğŸåĺďęňčĲ ğàł h^∗_1(s) ∈ f^{∗−1}(p) (ěâĺęňčĲ ãŻđ ğàł h^∗_2(s) ∈ g^{∗−1}(p)). Ďğęčâďàł h^∗_1(s) ∈ S^Ź(B) ∩ f^{∗−1}(p) ąŸă Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ âőęňčĲ ğàł h^∗_1(s) =∈ T r^Ź(B). Ăňńæ æčàł âĺőĲńŸă ľĲ ŸďńåŋŸľđ čĲ ńę ŽĲŽęďæł ğàł f^{∗−1}(p) ∩ S^Ź(B) ⊆ T r^Ź(B) ąŸă đ ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă ğćãĺđł.

ıııı

   ııı1PPPPPP
           Pq
XXXXX
    XXz¸¸¸¸¸¸

           ¸:

A D B

C f g h_2 h_1

ıııı

   ııı1PPPPPP
           Pq
XXXXX
    XXz¸¸¸¸¸¸

           ¸:

S(D) S(A)

S(B)

S(C) h^∗_1

h^∗_2 g^∗ f^∗

ĞĲéĺđčŸ 2.2. (Ÿ) Ăď p ∈ T r^Ÿ(Ă), ńæńĲ ňğáĺőĲă âďŸł ŋňľăąæł Ÿĺă§čæł n éľńĲ Ÿď (f^∗ : S(B) −→ S(A)) ∈ C(T ), ńę ľçďęćę f^{∗−1}(p) ∩ S^Ÿ(B) ďŸ âőĲă ğćđ§áĺă§čę ≤ n. Ăď n ĲåďŸă ę Ĳćáőăľńęł ŋňľăąæł čĲ Ÿňńã ńđď ăŻăæńđńŸ, §Ÿ ńęď ęďęčáİęňčĲ \ŹŸ§čæ" ńęň p.

(Ź) Ăď p ∈ T r^Ÿ(Ă) ąŸă (f^∗ : S(B) −→ S(A)) ∈ C(T ), ńæńĲ ăľőçĲă ŹŸ§čæł p =_q ŹŸ§čæł q (q ∈ f^{∗−1}(p) ∩ T r^Ÿ(B)).

ĂğæŻĲăěđ. (Ÿ) Ăł ňğę§âľęňčĲ ńę Ÿďńå§Ĳńę ŽăŸ ąáğęăę p ∈ T r^Ÿ(Ă). ŠæńĲ §Ÿ ňğáĺőĲă, ŽăŸ ąá§Ĳ ŋňľăąæ Ÿĺă§čæ n, B_n ∈ N (T ) ąŸă čęďęčęĺŋăľčæł f_n : A −→ B_n ńâńęăęł éľńĲ ńę ľçďęćę f^{∗−1}_n (p) ∩ S^Ÿ(B_n) ďŸ âőĲă ğćđ§áĺă§čę čĲŽŸćçńĲĺę ńęň n. ŃĲ ĲğŸďŸćŸčŹŸďæčĲďĲł ĲŋŸĺčęŽâł ńęň ćãččŸńęł 1.3.5 ľńŸ B_n čğęĺęçčĲ ďŸ ąŸńŸľąĲňáľęňčĲ čåŸ Ÿąęćęň- §åŸ A ⊆ A_1 ⊆ A_2 : : : ńâńęăŸ éľńĲ ńę ľçďęćę {^{∗−1}_{AAn} (p) ∩ S^Ÿ(A_n) ďŸ âőĲă ğćđ§áĺă§čę čĲŽŸćçńĲĺę ńęň n.

ıııı

   ııı1PPPPPP
           Pq
XXXXX
    XXz¸¸¸¸¸¸

           ¸:

A D B_{n+1}

A_n f_{n+1}

{_{AAn} g_{n+1} h_{n+1}

ıııı

   ııı1PPPPPP
           Pq
XXXXX
    XXz¸¸¸¸¸¸

           ¸:

S(D) S(A)

S(B_{n+1})

S(A_n) h^∗_{n+1}

g^∗_{n+1} {^∗_{AAn} f^∗_{n+1}

Ńâľà ńđł h_{n+1} đ ăŻăæńđńŸ ńęň Ą_{n+1} čĲńŸŋâĺĲńŸă ľńę D. ČđćŸŻã ńę ľçďęćę (h_{n+1} ∘ f_{n+1})^{∗−1}(p) ∩ S^Ÿ(D) = h^{∗−1}_{n+1}(f^{∗−1}_{n+1} (p)) ∩ S^Ÿ(D) âőĲă ğćđ- §áĺă§čę čĲŽŸćçńĲĺę ńęň n. Ďğęčâďàł Ÿď §ĲàĺãľęňčĲ ńę D àł ĲğâąńŸľđ ńęň A_n čğęĺęçčĲ ďŸ ńę ńŸňńåľęňčĲ čĲ ńę Ĳğă§ňčđńæ A_{n+1}. ŐĺåİęňčĲ A^′ =_{n∈!}A_n. ŠæńĲ ńę ľçďęćę {^{∗−1}_{AA}′ (p) ∩ S^Ÿ(A^′ ) ĲåďŸă áğĲăĺę ąŸă ľňčğŸŽâł. Ę ľňčğáŽĲăŸ ğĺęąçğńĲă ŽăŸńå ńę ľçďęćę {^{∗−1}_{AA}′ (p) ĲåďŸă ąćĲăľńæ àł Ÿďńåľńĺęŋđ ĲăąæďŸ ąćĲăľńęç (ŠŸ čęďęľçďęćŸ ĲåďŸă ąćĲăľńá ľńęňł őéĺęňł Hausdor¸) čâľà ľňďĲőęçł ŸğĲăąæďăľđł ąŸă æğàł ŻĲåěŸčĲ ńę S^Ÿ(A^′ ) ĲåďŸă ľňčğŸŽâł. ĽŸńá ľňďâğĲăŸ, đ ńęčã ńęňł §Ÿ ĲåďŸă ąćĲăľńæ ňğęľçďęćę ńęň ľňčğŸŽęçł S^Ÿ(A^′ ) ąŸă Ĳğęčâďàł ąŸă đ ńęčã §Ÿ ĲåďŸă ľňčğŸŽâł ľçďęćę. îčàł ąá§Ĳ áğĲăĺę ąŸă ľňčğŸŽâł ľçďęćę âőĲă ęĺăŸąæ ľđčĲåę ąŸă Ÿňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă ğàł p =∈ T r^Ÿ(Ă) ńę ęğęåę čĲ ńđ ľĲăĺá ńęň ŸďńăŋáľąĲă čĲ ńđď Ÿĺőăąã ňğæ§Ĳľđ.

(Ź) ĆăŸ ąá§Ĳ q ∈ T r^Ÿ(B) ∩ f^{∗−1}(p) ňğáĺőĲă ąáğęăę C_q ∈ N (T ) ąŸă âďŸł čęďęčęĺŋăľčæł g_q : B −→ C_q ńâńęăęł éľńĲ ńę ľçďęćę g^{∗−1}_q (q) ∩ S^Ÿ(C_q) ďŸ âőĲă ğćđ§áĺă§čę ńę ŹŸ§čæ ńęň q. îčęăŸ, ňğáĺőĲă ąáğęăę C_p ∈ N (T ) ąŸă âďŸł čęďęčęĺŋăľčæł g_p : A −→ C_p éľńĲ ńę ľçďęćę g^{∗−1}_p (p)∩S^Ÿ(C_p) ďŸ âőĲă ğćđ§áĺă§čę ńę ŹŸ§čæ ńęň p. ŢĺđľăčęğęăéďńŸł ĲğŸŽàŽăąá ńę ćãččŸ 1.3.5, ľňčğĲĺŸåďęňčĲ ğàł ňğáĺőĲă C ∈ N (T ) ąŸă čęďęčęĺŋăľčæł g : B −→ C ńâńęăęł éľńĲ ńę g^{∗−1}(q) ∩ S^Ÿ(C) ďŸ âőĲă ğćđ§áĺă§čę ńę ŹŸ§čæ ńęň q (ŽăŸ ąá§Ĳ q ∈ f^{∗−1}(p)∩T r^Ÿ(B) ąŸă ńę (f^∗ ∘g^∗)^{−1}(p)∩S^Ÿ(C) ďŸ âőĲă ğćđ§áĺă§čę ńę ŹŸ§čę ńęň p. (Śńđď ğĺŸŽčŸńăąæńđńŸ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńę ćãččŸ 1.3.5 ľĲ Żçę ľńáŻăŸ: Śńđď Ÿĺőã, čåŸ ŋęĺá, ľňďŻňá- İęňčĲ ńŸ ľňľńãčŸńŸ Ă, Ą, C_p ŽăŸ ďŸ ŹĺęçčĲ âďŸ čęďńâćę ğęň ĲåďŸă \ĲğâąńŸľđ" ńęň A ąŸă âőĲă ńăł Ĳğă§ňčđńâł ăŻăæńđńĲł ŽăŸ ńęď ńçğę p ąŸă ľńđ ľňďâőĲăŸ §Ÿ ľňďŻňáľęňčĲ ńđď ĲğâąńŸľđ ńęň A, ńę B ąŸă ńę C_q ŽăŸ ąá§Ĳ ńçğę q ńęň T r^Ÿ(B)∩f^{∗−1}(p) ŽăŸ ďŸ ŹĺęçčĲ ńę İđńęçčĲďę čęďńâćę.) Ăğæ ńđď Ÿąæćęň§đ ăľæńđńŸ

(f^∗ ∘ g^∗)^{−1}(p) ∩ S^Ÿ(C) =_qg^{∗−1}(q) ∩ S^Ÿ(C) (q ∈ f^{∗−1}(p) ∩ S^Ÿ(B))

ńę İđńęçčĲďę ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł.

ĎåďŸă áčĲľę ğæĺăľčŸ ńęň §ĲàĺãčŸńęł ğęň ŻĲåěŸčĲ ğàł Ÿď p ∈ T r^Ÿ(Ă), ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ čęďęčęĺŋăľčæ f : A −→ B Ÿď čĲćĲńãľęňčĲ ńęď ńçğę p ľńę \čĲŽŸćçńĲĺę" ňğęľçľńđčŸ, §Ÿ ŻęçčĲ ğàł âőĲă ğĲğĲĺŸľčâďę ğćã§ęł ĲğĲąńáľĲàď ľńę T r^Ÿ(B).

ŔæĺăľčŸ 2.1. Ăď p ∈ T r^Ÿ(Ă), ńæńĲ ňğáĺőĲă âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ňğęľçľńđčŸ F ⊆ A ńâńęăę éľńĲ {^∗_{F A}(p) ∈ T r^Ÿ(F ).

ĂğæŻĲăěđ. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ 2.1 Ÿď §ĲàĺãľęňčĲ ńđď ńŸňńęńăąã ŸğĲăąæďăľđ ({^∗_{AA} : S(Ă) −→ S(A)) ∈ C(T ) ľňčğĲĺŸåďęňčĲ ğàł ňğáĺőĲă ğĲĺăęőã U ńęň S(A) éľńĲ S^Ÿ(A) ∩ U = {p}: îğàł âőęňčĲ ŸďŸŋâĺĲă ğĺęđŽęňčâďàł, ąŸ§éł đ ğĲĺăęőã U ğĺęľŻăęĺåİĲńŸă Ÿğæ čåŸ ŋæĺčęňćŸ, ňğáĺőĲă ğĲğĲĺŸľčâďę ňğęľçľńđčŸ F ⊆ A ńâńęăę éľńĲ ńę S(F ) âőĲă ğĲĺăęőã V čĲ U = {^{∗−1}_{F A} (V ). Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł ŻĲď ăľőçĲă ńę ğæĺăľčŸ. ŠæńĲ Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ 2.1, âőęňčĲ ğàł §Ÿ ňğáĺőĲă čęďęčęĺŋăľčæł f : F −→ B éľńĲ ďŸ ňğáĺőĲă ęĺăŸąæ ľđčĲåę ľńę ľçďęćę f^{∗−1}({^∗_{F A}(p)) ∩ S^Ÿ(Ą). ĆăŸ áććđ čăŸ ŋęĺá §Ÿ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńę ćãččŸ 1.3.5 ąŸă ę áććęł Ÿĺőăąæł čęďęčęĺŋăľčæł §Ÿ ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł ę {_{F A}. ĞŸ ňğáĺőęňď, ćęăğæď, âďŸ ľçďęćę D ąŸă Żçę čęďęčęĺŋăľčęå h_1 : B −→ D ąŸă h_2 : Ă −→ D éľńĲ h_2 ∘ {_{F A} = h_1 ∘ f. Ăğæ ńŸ ğŸĺŸğáďà §Ÿ ňğáĺőĲă ęĺăŸąæ ľđčĲåę ľńę h^{∗−1}_1 (f^{∗−1}({^∗_{F A}(p))) ∩ S^Ÿ(D) = h^{∗−1}_2 ({^{∗−1}_{F A} ({^∗_{F A}(p))) ∩ S^Ÿ(D) = h^{∗−1}_2 (p) ∩ S^Ÿ(D) ąŸă ŋńáľŸčĲ ľĲ áńęğę, ŽăŸńå Ÿğæ ńđď ňğæ§Ĳľđ ěâĺęňčĲ ğàł p ∈ T r^Ÿ(Ă).

ŁãččŸ 2.3. Ĺľőçęňď ęă Ÿąæćęň§Ĳł ğĺęńáľĲăł:

(Ÿ) Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł Ă; Ą ∈ N (T ) ąŸă S^Ÿ(A) = ∅ (ã T r^Ÿ(A) = ∅), ńæńĲ S^Ÿ(Ą) = ∅ (ã T r^Ÿ(Ą) = ∅).

(Ź) ŞğáĺőĲă âďŸł Ĳćáőăľńęł ŻăŸńŸąńăąæł Ÿ_Š < (2^{ℵ0} )^+ ńâńęăęł éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Ă ∈ N (T ) ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ Ź > Ÿ_Š ďŸ ăľőçĲă S^{ŸŠ} (A) = S^Ź(Ă). (Ž) Ăď S^{ŸŠ} (A) = ∅ ŽăŸ ąáğęăę Ă ∈ N (T ), ńæńĲ ę Ĳćáőăľńęł ŻăŸńŸąńăąæł Ÿĺă§čæł Ÿ_Š ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ęĺăŸąæł.

ĂğæŻĲăěđ.

(Ÿ) êčĲľę ŸğęńâćĲľčŸ Ÿğæ ńę ćãččŸ 1.3.4 ąŸă §ĲéĺđčŸ 2.1.Ź. (Ź) Ăğæ ńę ğæĺăľčŸ 2.1 ľňčğĲĺŸåďęňčĲ ğàł ńę ľçďęćę T r^Ÿ(A) ĲåďŸă ąĲďæ Ÿď ĲåďŸă ąĲďæ ŽăŸ ąá§Ĳ ğĲğĲĺŸľčâďę ľçľńđčŸ B ∈ N (T ). ŔŸĺŸńđĺęçčĲ ğàł Ÿď T r^Ÿ(A) = ∅ ŽăŸ ąá§Ĳ Ă ∈ N (T ) (Ÿğæ ńę (Ÿ) ŸĺąĲå đ çğŸĺěđ Ĳďæł ńâńęăęň Ă), ńæńĲ T r^{Ÿ+ĺ}(A) = ∅ ŽăŸ ąá§Ĳ Ă ∈ N (T ) ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ŻăŸńŸąńăąæ Ÿĺă§čæ ĺ. Ę ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă čăŸ Ÿğćã ĲğŸŽàŽã ľńę ĺ. ĆăŸ ĺ = 1 âľńà ğàł ăľőçĲă T r^{Ÿ+1}(A) ≠ ∅ ąŸă p ∈ T r^{Ÿ+1}(A). ŠæńĲ ňğáĺőĲă čęďęčęĺŋăľčæł f : Ă −→ B éľńĲ ńę ľçďęćę f^{∗−1}(p) ∩ S^Ÿ(Ą) ďŸ ğĲĺăâőĲă ńęňćáőăľńęď âďŸ ęĺăŸąæ ľđčĲåę. îčàł, Ÿğæ ňğæ§Ĳľđ, T r^Ÿ(Ą) = ∅ ńę ęğęåę ľđčŸåďĲă ğàł S^Ÿ(Ą) = S^{Ÿ+1}(Ą) ąŸă ŋńáľŸčĲ ľĲ áńęğę. ĎğĲăŻã ŽăŸ Ă ğĲğĲĺŸľčâďę ą(S(A)) ≤ 2^{ℵ0} , đ Ÿĺőã ńęň ğĲĺăľńĲĺăéďŸ čŸł ŻåďĲă ńę İđńęçčĲďę. ŔĺáŽčŸńă, Ÿď ňğę§âľęňčĲ ğàł Ÿ_Š > 2^{ℵ0} ńæńĲ ğĺâğĲă (æğàł ŻĲåěŸčĲ ğĺęđŽęňčâďàł) ąá§Ĳ ąćáľđ T r^Ž(A) (Ž = 1 : : : Ÿ_Š) ďŸ ğĲĺăâőĲă ńęňćáőăľńęď âďŸď ńçğę ąŸă ęă ńçğęă ĲåďŸă ńę ğęćç 2^{ℵ0} . Ďğęčâďàł, ńęňćáőăľńęď âďŸł ńçğęł §Ÿ ŸďńăľńęăőĲå ľĲ Żçę ąćáľĲăł ąŸă Ÿňńæ ĲåďŸă áńęğę. (Ž) ëľńà ğàł ăľőçĲă S^{ŸŠ} (A) =_{Ź<ŸŠ} S^Ź(A) = ∅. îčàł ńę ľçďęćę S^{ŸŠ} (A) ĲåďŸă ńęčã ŋ§åďęňľŸł Ÿąęćęň§åŸł čđ ąĲďéď ľňčğŸŽéď ľňďæćàď. Ăğæ ńđď ńęğęćęŽåŸ ěâĺęňčĲ ğàł ńâńęăŸ ńęčã ŻĲ čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ąĲďã ąŸă ąŸńŸćãěŸčĲ ľĲ áńęğę.

ŃåŸ §ĲàĺåŸ Š §Ÿ ćâŽĲńŸă \ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã" Ÿď S^{ŸŠ} (A) = ∅ ŽăŸ ąáğęăę (ąŸă Ĳğęčâďàł ŽăŸ ąá§Ĳ) Ă ∈ N (T ).

ĞĲéĺđčŸ 2.3. Ăď đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã, ńæńĲ ą(S(A)) = ą(Ă) (modulo ℵ_0) ŽăŸ ąá§Ĳ Ă ∈ N (T ).

ĂğæŻĲăěđ. ĆăŸ ąá§Ĳ p ∈ T r^Ÿ(A) čğęĺęçčĲ ďŸ ŻăŸćâěęňčĲ čåŸ ğĲĺăęőã U(p) ńđł Źáľđł ńęň S(A) ńâńęăŸ éľńĲ U(p) ∩ S^Ÿ(A) = {p}. ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł ŽăŸ p^′ ≠ p §Ÿ ăľőçĲă U(p^′) ≠ U(p). ĎğĲăŻã đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã, âğĲńŸă ğàł ąá§Ĳ ńçğęł p ∈ S^Ÿ(A) ĲåďŸă ňğĲĺŹŸńăąæł ľĲ ąáğęăŸ ńáěđ. Ďğęčâďàł đ ŸďńăľńęăőåŸ ńęň p čĲ ńđď ğĲĺăęőã U(p) ĲğáŽĲă čåŸ âďŸ ğĺęł âďŸ ŸďńăľńęăőåŸ čĲńŸěç ńęň S(A) ąŸă ąŸă Ĳďæł ňğęľňďæćęň ńđł Źáľđł ńęň S(A). Ďğęčâďàł ą(S(A)) ≤ ą(Ă) + ℵ_0. Ăğæ ńđď áććđ ğćĲňĺá, đ ŋæĺčęňćŸ u_0 = ā ąŸ§ęĺåİĲă ŽăŸ ąá§Ĳ a ∈ A âďŸ čęďŸŻăąæ ńçğę ńęň S(A) ąŸă Ĳğęčâďàł ą(S(A)) ≥ ą(Ă) + ℵ_0.

îğàł §Ÿ ŻęçčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ ńę ĲğæčĲďę §ĲéĺđčŸ æőă čæďę ĲåďŸă ŸďáćęŽę čĲ ńę §ĲéĺđčŸ Cantor-Bendixson, Ÿććá ąŸă ęă ŸğęŻĲåěĲăł ńàď Żçę §Ĳàĺđčáńàď âőęňď ğęććâł ęčęăæńđńĲł.

ĞĲéĺđčŸ 2.4. Ę §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ąá§Ĳ ľçďęćę S(A) ĲåďŸă Ÿĺă§čãľăčę ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿĺă§čãľăčę Ă ∈ N (T ).

ĂğæŻĲăěđ. Ăď đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã, ńæńĲ Ÿğæ ńę ğĺęđ- ŽęçčĲďę §ĲéĺđčŸ, ńę ľçďęćę S(A) §Ÿ ĲåďŸă Ÿĺă§čãľăčę ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿĺă§- čãľăčę ľçľńđčŸ Ă ∈ N (T ).

Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł ńę Ÿďńåľńĺęŋę ŻĲď ăľőçĲă ąŸă đ Š ŻĲď ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã §ĲàĺåŸ. ŠæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Ă ∈ N (T ), S^{ŸŠ} (A) ≠ ∅. ŃáćăľńŸ §Ÿ ňğáĺőĲă ąáğęăę Ă ∈ N (T ) éľńĲ ńę ľçďęćę S^{ŸŠ} (A) ďŸ ğĲĺăâőĲă ğŸĺŸğáďà Ÿğæ âďŸ ľńęăőĲåę ŽăŸńå Ÿććăéł ąá§Ĳ p ∈ S^{ŸŠ} (A) §Ÿ ĲåďŸă ňğĲĺŹŸńăąæ ńáěđł Ÿ_Š ąŸă Ÿňńæ ĲåďŸă áńęğę, Ÿŋęç Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ŻĲď ňğáĺőęňď ňğĲĺŹŸńăąá ľńęăőĲåŸ ńáěđł Ÿ_Š . ŔĺáŽčŸńă, Ÿď ňğę§âľęňčĲ ğàł ŽăŸ ąá§Ĳ Ą ∈ N (T ) ńę S^{ŸŠ} (Ą) ĲåďŸă čęďęľçďęćę (æğàł âőęňčĲ ŻĲåěĲă ğŸĺŸğáďà ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ńę ąĲďæ), ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ (f^∗ : S(B) −→ S(A)) ∈ C(T ), ńę ľçďęćę f^{∗−1}(p) ∩ S^Ÿ(B) §Ÿ ĲåďŸă čęďęľçďęćę, ŻĲď §Ÿ ğĲĺăâőĲă ęĺăŸąæ ľđčĲåę ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ ę ńçğęł p §Ÿ ŸďãąĲă ľńę T r^{ŸŠ} (A) ąŸă ŋńáľŸčĲ ľĲ áńęğę. Ďğęčâďàł, ňğáĺőĲă ľçľńđčŸ Ă_1 ∈ N (T ) ńâńęăę éľńĲ ę őéĺęł S^{ŸŠ} (A_1) ďŸ ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ Żçę ěâďŸ čđ ąĲďá ľçďęćŸ (Ÿďęăőńá ąŸă ąćĲăľńá) U_0 ąŸă U_1. ĎğĲăŻã ęă Żçę ńęňćáőăľńęď ńçğęă ńęň S^{ŸŠ} (A_1) ŻăŸŋâĺęňď, §Ÿ ňğáĺőĲă ŋæĺčęňćŸ ŕ éľńĲ ę âďŸł ńçğęł ďŸ ğĲĺăâőĲă ńđď ŕ ąŸă ę áććęł ńđď áĺďđľã ńđł. ČđćŸŻã ńŸ U_0 ąŸă U_1 ĲåďŸă ľńđď ęňľåŸ ńŸ U_ŕ ąŸă U_{¬ŕ}.

îğàł âőęňčĲ ğĲă ąŸă ğĺęđŽęňčâďàł Ÿňńá ńŸ Żçę ľçďęćŸ ąŸ§ęĺåİęďńŸă Ÿğæ ğĲğĲĺŸľčâďŸ ňğęľçďęćŸ ńęň Ă_1. ŃğęĺęçčĲ őàĺåł ŹćáŹđ ńđł ŽĲďăąæńđńŸł ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ ńę Ă_1 ğĲğĲĺŸľčâďę. ĞŸ ğĺâğĲă ďŸ ňğáĺőĲă ąáğęăę Ą ∈ N (T ) ńâńęăę éľńĲ Ą ⊇ A_1 ąŸă ńę ľçďęćę {^{∗−1}_{A1B}(U_0)∩S^{ŸŠ} (B) ďŸ âőĲă ğĲĺăľľæńĲĺŸ Ÿğæ âďŸ ľńęăőĲåŸ ŽăŸńå Ÿććăéł ąá§Ĳ p ∈ U_0 §Ÿ ãńŸď ňğĲĺŹŸńăąæ ńáěđł Ÿ_Š . îčęăŸ ŻęňćĲçęňčĲ čĲ ńę U_1. Ăğæ ńę ćãččŸ 1.3.5 čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ ľçďęćę Ă_2 ńâńęăę éľńĲ Ă_2 ⊇ A_1 ąŸă ńŸ ľçďęćŸ {^{∗−1}_{A1Ă2} (U_0) ∩ S^{ŸŠ} (Ă_2), {^{∗−1}_{A1Ă2} (U_1) ∩ S^{ŸŠ} (Ă_2) ďŸ âőęňď ğĲĺăľľæńĲĺŸ Ÿğæ âďŸ ľńęăőĲåŸ. Ďğęčâďàł, čğęĺęçčĲ ďŸ ŸďŸćçľęňčĲ ńę S^{ŸŠ} (Ă_2) ľĲ ńâľľĲĺŸ čđ ąĲďá ěâďŸ ľçďęćŸ : U_{00}; U_{01}; U_{10}; U_{11} ńâńęăŸ éľńĲ {^{∗−1}_{A1Ă2} (U_j) ∩ S^{ŸŠ} (Ă_2) = U_{j0} ∪ U_{j1} (j=0,1). îğàł ąŸă ğĺăď čğęĺęçčĲ ďŸ ňğę§âľęňčĲ ğàł ńę Ă_2 ĲåďŸă ğĲğĲĺŸľčâďę.

ŔĺęőàĺęçčĲ ĲğŸŽàŽăąá ąŸă ŹĺåľąęňčĲ čåŸ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ ľňľńđčáńàď {Ă_n| n < !} ńâńęăŸ éľńĲ ąá§Ĳ Ă_n ∈ N (T ) ĲåďŸă ğĲğĲĺŸľčâďę ąŸă ńę ľçďęćę S^{ŸŠ} (Ă_n) čğęĺĲå ďŸ ŸďŸćň§Ĳå ľĲ 2^n ěâďŸ čđ ąĲďá ľçďęćŸ U_{j0;:::;jn−1} čĲ (j_k = 0; 1) ąŸă

{^{∗−1}_{AnĂn+1} (U_{j0;:::;jn−1} ) ∩ S^{ŸŠ} (Ă_{n+1}) = U_{j0;:::;jn−1;0} ∪ U_{j0;:::;jn−1;1}:

Ăď Ă = ∪_nA_n ąŸă t ∈ 2^! ęĺåİęňčĲ V_t =_n {^{∗−1}_{AnĂ}(U_{t(0);:::;t(n−1)})∩ S^{ŸŠ} (Ă). Šę ľçďęćę V_t ĲåďŸă čđ ąĲďæ àł ńęčã ŋ§åďęňľŸł Ÿąęćęň§åŸł ľňčğŸŽéď ľňďæćàď ąŸă ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł ŽăŸ t_1 ≠ t_2 ăľőçĲă V_{t1} ≠ V_{t2} . Ďğęčâďàł, ńę ľçďęćę S^{ŸŠ} (Ă) âőĲă ğćđ§áĺă§čę ńęňćáőăľńęď 2^!, Ĳďé ńę Ă ĲåďŸă Ÿĺă§čãľăčę ąŸă ŋńáľŸčĲ ľĲ áńęğę.

Śńđ ľňďâőĲăŸ §Ÿ Ÿąęćęň§ãľĲă âďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ŽăŸ ďŸ ŋŸďęçď ąŸćçńĲĺŸ ńę ďæđčŸ ąŸă ęă ăŻâĲł ńàď ęĺăľčéď ğęň ŻéľŸčĲ ąŸ§éł ąŸă ńàď §Ĳàĺđčáńàď ğęň ĲåŻŸčĲ. ĎěŸąęćęň§Ĳå ďŸ ăľőçĲă đ ľçčŹŸľđ Š = Ś^∗ ąŸă ę ŹŸľăąæł ľńæőęł ĲåďŸă ďŸ ğĲĺăŽĺáŕęňčĲ ńę ľçďęćę S(A) ŽăŸ ąá§Ĳ Ă ∈ N (T ). ĆăŸ ďŸ ğĺęőàĺãľęňčĲ ĲåďŸă őĺãľăčę ďŸ ěâĺęňčĲ ğæńĲ âďŸ ľňďĲğâł ľçďęćę Ÿğæ ŋæĺčęňćĲł ńęň ľňďæćęň F (A) ŸďãąĲă ľĲ âďŸď čęďŸŻăąæ ńçğę p ∈ S(A). ŔĺæąĲăńŸă ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ăąŸďã ľňď§ãąđ:

ëďŸ ľňďĲğâł ľçďęćę Ÿğæ ŋæĺčęňćĲł, Q ⊆ F (A), ğĲĺăâőĲńŸă ľĲ âďŸ čęďŸŻăąæ ńçğę p ∈ S(A) Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ čęďńâćę Ą ńęň Š, Ą ⊇ A, ąŸă b; b^′ ∈ B ğęň ăąŸďęğęăęçď ąá§Ĳ ŋæĺčęňćŸ ńęň Q, ňğáĺőĲă âďŸł Ÿňńęčęĺŋăľčæł ńęň Ą ğęň ŸďńăľńęăőĲå ńę b ľńę b^′ ąŸă ŸŋãďĲă ńę Ă ŸďŸććęåàńę.

ŔĺáŽčŸńă, Ÿď ňğę§âľęňčĲ ğàł ęă p; p^′ ĲåďŸă ńçğęă ńęň S(A) ğęň ğĲĺăâőęňď ńę Q, ńæńĲ ěâĺęňčĲ Ÿğæ ńę ćãččŸ 2.1 ğàł ňğáĺőĲă čęďńâćę Ą ńęň Š čĲ Ą ⊇ A, ąŸă ľńęăőĲåŸ b; b^′ ∈ B ğęň ăąŸďęğęăęçď ńęňł p; p^′ ŸďńåľńęăőŸ ąŸă Ĳğęčâďàł ąá§Ĳ ŋæĺčęňćŸ ńęň Q. Ę ľňď§ãąđ čŸł ćâĲă ğàł ňğáĺőĲă âďŸł Ÿňńęčęĺŋăľčæł ńęň Ą ğęň ŸďńăľńęăőĲå ńę b ľńę b^′ ąŸă ŸŋãďĲă ńę Ă ŸďŸććęåàńę. Ďğęčâďàł, ńŸ b; b^′ ăąŸďęğęăęçď ńęňł åŻăęňł ńçğęňł ńęň S(A) ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ p = p^′.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ. ëľńà Ś đ §ĲàĺåŸ ńàď ŸćŽĲŹĺăąá ąćĲăľńéď ľàčáńàď čĲ őŸĺŸąńđĺăľńăąã 0. îğàł âőĲă ãŻđ ŸďŸŋĲĺ§Ĳå, Ÿňńã đ §ĲàĺåŸ ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ąá§Ĳ ňğĲĺŸĺă§čãľăčđ ŻçďŸčđ Ÿććá ŻĲď ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľńđď ℵ_0. ëľńàľŸď Ă ∈ N (T ) ąŸă Č(Ă) ńę ľéčŸ ğęň ğŸĺáŽĲńŸă Ÿğæ ńę Ă. Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł Q(u_0) ĲåďŸă âďŸ ğęćňéďňčę čĲ ľňďńĲćĲľńâł Ÿğæ ńę Č(Ă) ąŸă ĲåďŸă ŸďáŽàŽę Ĳğå ńęň Č(Ă). Ăğæ ńđď ğŸĺŸğáďà ľňď§ãąđ, đ ŋæĺčęňćŸ Q(u_0) = 0 ęĺåİĲă âďŸ čęďŸŻăąæ ńçğę ńęň S(A) ąŸă ĲğĲăŻã Ÿňńæł ę ńçğęł ąŸ§ęĺåİĲńŸă Ÿğæ čåŸ ŋæĺčęňćŸ ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł §Ÿ ĲåďŸă čĲčęďàčâďę ľđčĲåę ńęň S(A). ëľńà P ńę ľçďęćę Ÿğæ ŋæĺčęňćĲł ńđł čęĺŋãł R(u_0) ≠ 0, æğęň ńę R(u_0) ĲåďŸă ğęćňéďňčę čĲ ľňďńĲćĲľńâł Ÿğæ ńę Č(Ă). ŠæńĲ æćĲł ęă ŋæĺčęňćĲł ńęň P ăąŸďęğęăęçďńŸă Ÿğæ ńŸ ňğĲĺŹŸńăąá ľńęăőĲåŸ (čĲ ńđ ľňďã§đ ŸćŽĲŹĺăąã âďďęăŸ) ńęň ľéčŸńęł Č(Ă). Ďğęčâďàł, Ÿğæ ńđ ľňď§ãąđ ąŸă ńŸ §ĲàĺãčŸńŸ Steinitz, ńę P ğĲĺăâőĲńŸă ľĲ âďŸ čęďŸŻăąæ ńçğę p ńęň S(A). ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł ŻĲď ňğáĺőęňď áććŸ ľńęăőĲåŸ ńęň S(A). ĎğĲăŻã ńę S(A) ĲåďŸă áğĲăĺę ąŸă ľňčğŸŽâł ğĺâğĲă ďŸ âőĲă âďŸ ęĺăŸąæ ľđčĲåę ńę ęğęåę ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă áććę Ÿğæ ńę p. Ďğęčâďàł ńę S(A) ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ : (1) čĲčęďàčâďŸ ľđčĲåŸ ğęň Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ ŻăŸąĺăńá ľńęăőĲåŸ ńęň Č(Ă) ąŸă ľĲ ŸćŽĲ- Źĺăąâł ĲğĲąńáľĲăł ńęň Č(Ă) ąŸă (2) âďŸ čęďŸŻăąæ ęĺăŸąæ ľđčĲåę ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńăł ňğĲĺŹŸńăąâł ĲğĲąńáľĲăł ńęň Č(Ă). Ăď Ą ⊇ A, ńæńĲ ąá§Ĳ ŸćŽĲŹĺăąæ ľńęăőĲåę ńęň Č(Ă) ĲåďŸă ąŸńá čĲåİęďŸ ćæŽę ŸćŽĲŹĺăąæ ľńęăőĲåę ńęň Č(Ą). Ďğęčâďàł, Ÿď ę ńçğęł q ∈ S(A) ĲåďŸă čĲčęďàčâďę ľđčĲåę, ńæńĲ ńę ľçďęćę {^{∗−1}_{ĂĄ} (q) ĲåďŸă âďŸ ľçďęćę Ÿğæ čĲčęďàčâďŸ ľđčĲåŸ ąŸă ąŸńŸ ľňďâğĲăŸ q ∈ T r^0(A). ĆăŸ ąá§Ĳ Ă ∈ N (T ), ńę ľçďęćę S^1(A) ĲåďŸă čęďęľçďęćę ąŸă Ĳğęčâďàł S^1(A) = T r^1(A). ĎåďŸă áčĲľę Ÿğæ ńęňł ęĺăľčęçł ğàł đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã ąŸă ğàł Ÿ_Š = 2.

3. ĂğęńĲćâľčŸńŸ Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ ńęň Ramsey [6]. ŚĲ Ÿňńã ńđď ĲďæńđńŸ ąŸńŸŽĺáŋęňčĲ ąáğęăŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ğęň Ÿğęĺĺâęňď Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ ńęň Ramsey ąŸă §Ÿ čŸł ŋŸďęçď őĺãľăčŸ ŽăŸ ńđ ľňďâőĲăŸ.

ĞĲéĺđčŸ 3.1. (Ramsey). ëľńà Y âďŸ áğĲăĺę ľçďęćę ąŸă Y^{(n)} ńę ńę ľçďęćę ńàď ňğęľňďæćàď ńęň Ş ğęň âőęňď ŸąĺăŹéł n ľńęăőĲåŸ. Ăď Y^{(n)} = C_1 ∪ · · · ∪ C_m ĲåďŸă čăŸ ŻăŸčâĺăľđ ńęň Y^{(n)} ľĲ ğĲğĲĺŸľčâďę Ÿĺă§čæ ľňďæćàď, ğęň ĲåďŸă ěâďŸ čĲńŸěç ńęňł, ńæńĲ ňğáĺőĲă j ≤ m ąŸă âďŸ áğĲăĺę ľçďęćę Y_1 ⊆ Y ńâńęăę éľńĲ Y^{(n)}_1 ⊆ C_j.

ĂĺąĲńæ čâĺęł Ÿğæ Ÿňńã ńđď ĲďæńđńŸ ľőĲńåİĲńŸă čĲ ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ńàď Ehrenfeucht ąŸă Mostowski [7], Ehrenfeucht [8], [9]. Ŕăę ľňŽąĲąĺăčâďŸ, ńŸ §ĲàĺãčŸńŸ 3.2, 3.4 ąŸă 3.5 ğęň Ÿąęćęň§ęçď ĲåďŸă ğŸĺŸććŸŽâł ŸğęńĲćĲľčáńàď ńęň [7].

ĞĲéĺđčŸ 3.2. ëľńà Ś čåŸ §ĲàĺåŸ (ľńđ ŽćéľľŸ L) ğęň âőĲă âďŸ áğĲăĺę čęďńâćę ąŸă (Ţ; <) âďŸ ńňőŸåę ęćăąá ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľçďęćę. ŠæńĲ ňğáĺőĲă âďŸ čęďńâćę Ă ńđł §ĲàĺåŸł Ś, ńâńęăę éľńĲ |Ă| ⊇ Ţ ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ n ∈ !; x_0 < · · · < x_{n−1} ąŸă x^′_0 < · · · < x^′_{n−1} ğęň ğĲĺăâőęďńŸă ľńę Ţ ąŸă ŕ ŋæĺčęňćŸ ğęň ŻĲď âőĲă áććĲł ĲćĲç§ĲĺĲł čĲńŸŹćđńâł Ĳąńæł Ÿğæ ńăł u_0; : : : ; u_{n−1}, ďŸ ăľőçĲă Ă |= ŕ(x_0; : : : ; x_{n−1}) ←→ ŕ(x^′_0; : : : ; x^′_{n−1}).

ĂğæŻĲăěđ. Ăĺőăąá ğĺęľ§âńęňčĲ ľńđ ŽćéľľŸ L čåŸ ľńŸ§Ĳĺá x̄ ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ X ąŸă ľńđ §ĲàĺåŸ Ś ğĺęľ§âńęňčĲ ńđď ğĺæńŸľđ x̄_1 ≠ x̄_2 (I) ŽăŸ ąá§Ĳ İĲňŽáĺă x_1; x_2 Ÿğæ ŻăŸŋęĺĲńăąá ľńęăőĲåŸ ńęň Ţ. Šâćęł, ŽăŸ ąá§Ĳ n ∈ !; x_0 < · · · < x_{n−1} ąŸă x^′_0 < · · · < x^′_{n−1} Ÿğæ ńę Ţ ąŸă ąá§Ĳ ŕ ŋæĺčęňćŸ, ğęň ŻĲď âőĲă áććĲł ĲćĲç§ĲĺĲł čĲńŸŹćđńâł Ĳąńæł Ÿğæ ńăł u_0; : : : ; u_{n−1}, ğĺęľ§âńęňčĲ ľńđ §ĲàĺåŸ Ś ğĺęńáľĲăł ğęň âőęňď ńđ čęĺŋã ŕ(x̄_0; : : : ; x̄_{n−1}) ←→ ŕ(x̄^′_0; : : : ; x̄^′_{n−1}) (II). Šę ĲğĲąńĲńŸčâďę ľçďęćę ğĺęńáľĲàď ńę ęďęčáİęňčĲ Ś̄. ĆăŸ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň §ĲàĺãčŸńęł ŸĺąĲå ďŸ ŻĲăő§Ĳå đ ľňďâğĲăŸ ńęň Ś̄. Ăł ňğę§âľęňčĲ ćęăğæď ğàł ńę Ś̄ ĲåďŸă ŸďńăŋŸńăąæ. ŠæńĲ §Ÿ ňğáĺőĲă âďŸ ŸďńăŋŸńăąæ ľçďęćę Ś_1 ⊆ Ś̄ ńâńęăę éľńĲ ďŸ ğĲĺăâőĲă ńę Ś ąŸă ğĲğĲĺŸľčâďę ńę ğćã§ęł ğĺęńáľĲăł ńàď čęĺŋéď (I) ąŸă (II). ëľńà ğàł ęă ğĺęńáľĲăł ńđł čęĺŋãł (II) ğęň Ÿďãąęňď ľńę Ś_1 ĲåďŸă ęă Ÿąæćęň§Ĳł : ŕ_1[x̄]_1 ←→ ŕ_1[x̄]^′_1; : : : ; ŕ_m[x̄]_m ←→ ŕ_m[x̄]^′_m ŃĲ ńę ľçčŹęćę [x̄]_j ĲďďęęçčĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ľńŸ§Ĳĺâł x̄_0; : : : ; x̄_{nj−1}. Ăł ĲěĲńáľęňčĲ ğĺéńŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ ąŸńá ńđď ęğęåŸ ąá§Ĳ [x̄]_j ŸğęńĲćĲåńŸă ŸąĺăŹéł Ÿğæ n ľńęăőĲåŸ. ëľńà Ă âďŸ áğĲăĺę čęďńâćę ńęň Ś ąŸă \ <^∗ " čåŸ ŽĺŸččăąã ŻăáńŸěđ ńęň |Ă| (đ ęğęåŸ ŻĲď ŸğęńĲćĲå ŸğŸĺŸåńđńŸ ńđď ĲĺčđďĲåŸ ąáğęăęň ľňčŹæćęň ńđł ŽćéľľŸł L). Ăď [Ÿ] ąŸă [Ÿ]^′ ĲåďŸă

ŻăŸńĲńŸŽčâďĲł n-áŻĲł ńęň |Ă| čâľà ńđł ŻăáńŸěđł \<^∗ " ęĺåİęňčĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł:

[Ÿ] ≈ [Ÿ]^′ Ÿďď Ă |= j≤m ŕ_j [Ÿ] ←→ ŕ_j [Ÿ]^′ :

Ăňńã đ ľőâľđ ŻăŸčĲĺåİĲă ńę |Ă|^{(n)} ľĲ ńę ğęćç 2^m ąćáľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł. ĎŋŸĺčæİęďńŸł ńę §ĲéĺđčŸ ńęň Ramsey, ŹĺåľąęňčĲ âďŸ áğĲăĺę ňğęľçďęćę Y ⊆ |A| ńâńęăę éľńĲ ńę Y^{(n)} ďŸ ĲåďŸă ňğęľçďęćę čăŸł ąćáľđł ăľęŻňďŸčåŸł. Ďğęčâďàł, Ÿď ęă n-áŻĲł [Ÿ]; [Ÿ]^′ ğĺęâĺőęďńŸă Ÿğæ ńę Y , ńæńĲ [Ÿ] ≈ [Ÿ]^′ . ĎğĲăŻã ńę Ś_1 ğĲĺăâőĲă čæďę ğĲğĲĺŸľčâďę ńę ğćã§ęł ğĺęńáľĲăł ğęň âőęňď ńđ čęĺŋã (I) ã (II), §Ÿ ğĲĺăâőĲă čæďę ğĲğĲĺŸľčâďę ńę ğćã§ęł ďâĲł ľńŸ§Ĳĺâł ğęň Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ âďŸ ňğęľçďęćę Ţ_1 ńęň Ţ. ŃğęĺęçčĲ ďŸ ŻăŸćâěęňčĲ âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ňğęľçďęćę Y_1 ńęň Y , ńâńęăę éľńĲ ďŸ ĲåďŸă ăľæčęĺŋę (àł ğĺęł ńđ ŻăáńŸěđ) čĲ ńę Ţ_1. ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł ńę ľçľńđčŸ (A; Ÿ)_{Ÿ∈Y1} ĲåďŸă âďŸ čęďńâćę ńęň Ś_1, ŽĲŽęďæł ńę ęğęåę čŸł ęŻđŽĲå ľĲ áńęğę, Ÿŋęç âőęňčĲ ňğę§âľĲă ğàł ńę Ś_1 ĲåďŸă ŸďńăŋŸńăąæ. Ăł ĲěĲńáľęňčĲ ńéĺŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ ąŸńá ńđď ęğęåŸ ńŸ ľńęăőĲåŸ [x̄]_j ŻĲď âőęňď ńęď åŻăę Ÿĺă§čæ ľńŸ§Ĳĺéď. ëľńà Ň ę Ÿĺă§čæł ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńęď čĲŽŸćçńĲĺę (ğĲğĲĺŸľčâďę) ğćđ§áĺă§čę ńàď [x̄]_j (j ≤ m): ŠæńĲ ŸďńăľńęăőęçčĲ ľĲ ąá§Ĳ ą-áŻŸ čĲ ą ≤ N čåŸ Ň-áŻŸ ğęň ŻăŸńđĺĲå ńŸ ğĺéńŸ ą ľńęăőĲåŸ ľńŸ§Ĳĺá. Šę ŽĲďăąæ ŸğęńâćĲľčŸ ŸğęĺĺâĲă Ÿğæ ńę ğĺéńę čâĺęł ńđł ŸğæŻĲăěđł.

Šę ĲğæčĲďę §ĲéĺđčŸ čŸł ćâĲă ğàł čğęĺęçčĲ ďŸ ŸğŸććŸŽęçčĲ Ÿğæ ńęňł ňğŸĺěăŸąęçł ğęľęŻĲåąńĲł čĲ ńđ őĺãľđ ďâàď ľňďŸĺńđľăŸąéď ľňč- Źæćàď (ńàď ćĲŽæčĲďàď \ľňďŸĺńãľĲàď Skolem"). Ę ŸğæŻĲăěđ ňğáĺőĲă ľńę [10].

ĞĲéĺđčŸ 3.3. ëľńà Ś čåŸ §ĲàĺåŸ ľĲ čåŸ Ÿĺă§čãľăčđ ŽćéľľŸ L. ŠæńĲ ňğáĺőĲă Ÿĺă§čãľăčđ ĲğâąńŸľđ L^# ńđł ŽćéľľŸł L ąŸ§éł ąŸă §ĲàĺåŸ Ś^# ńđł ŽćéľľŸł L^# éľńĲ ďŸ ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ: (1) Ľá§Ĳ ğĺæńŸľđ ľ ∈ Ś^# ĲåďŸă ąŸ§ęćăąã ğĺæńŸľđ.

(2) ĆăŸ ąá§Ĳ ğĺæńŸľđ ŕ ∈ L ăľőçĲă Ś^# |= ŕ Ÿď ąŸă čæďę Ÿď Ś |= ŕ.

ĎåďŸă áčĲľę ğàł Ÿď ńę Ă ĲåďŸă čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Ś^#, ńæńĲ ńę čęďńâćę Ă L (ę ğĲĺăęĺăľčæł ńęň Ă ľńăł ľőâľĲăł ğęň Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ ľçčŹęćŸ ńđł ŽćéľľŸł L) ĲåďŸă čęďńâćę ńęň Ś.

ëľńà ğàł ńę Ă ĲåďŸă čęďńâćę ńęň Ś^# ąŸă Ţ ⊂ |A|. Šę ľçďęćę ńàď ľńęăőĲåàď ńęň |Ă| ŽăŸ ńŸ ęğęåŸ ňğáĺőĲă æĺęł t(u_1; : : : ; u_n) ∈ L^# ąŸă x_1; : : : ; x_n ∈ X éľńĲ ďŸ âőęňď ńđ čęĺŋã Ÿ = t^A(x_1; : : : ; x_n) ŸğęńĲćęçď ľçčŋàďŸ čĲ ńę ğĺęđŽęçčĲďę §ĲéĺđčŸ ńę ľçčğŸď Ĳďæł čęďńâćęň ńęň Ś^# ğęň §Ÿ ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ Ń(Ţ; Ă).

ĞĲéĺđčŸ 3.4. Ăď Ś ĲåďŸă čåŸ §ĲàĺåŸ ľńđ ŽćéľľŸ L ğęň âőĲă áğĲăĺę čęďńâćę ąŸă (Ţ; <) ĲåďŸă âďŸ ęćăąá ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľçďęćę, ńæńĲ ňğáĺőĲă čęďńâćę Ă ńđł Ś^# ńâńęăę éľńĲ Ÿď:

(i) t_0(u_0; : : : ; u_{n0} ); : : : ; t_m(u_0; : : : ; u_{nm} ) ĲåďŸă æĺęă ńđł ŽćéľľŸł L^#, (ii) ńŸ x_{jk}; x^′_{jk} (čĲ j ≤ m; k ≤ n_j) ĲåďŸă ľńęăőĲåŸ ńęň Ţ ąŸă đ ŸğĲăąæďăľđ ğęň ŸďńăľńęăőĲå ńę x_{jk} ľńę x^′_{jk} ĲåďŸă ăľęčęĺŋăľčæł àł ğĺęł ńđ ŻăáńŸěđ ąŸă (iii) đ ŕ ĲåďŸă čåŸ ŋæĺčęňćŸ ńđł L^# ğęň ŻĲď âőĲă áććĲł ĲćĲç§ĲĺĲł čĲńŸŹćđńâł Ĳąńæł Ÿğæ ńăł u_0; : : : ; u_m ďŸ ăľőçĲă ľńę Ă đ Ÿąæćęň§đ ăľęŻňďŸčåŸ:

A |= ŕ(t^Ă_0 (x_{00}; : : : ; x_{0n0} ); : : : ; t^A_m(x_{m0}; : : : ; x_{mnm} )) ←→ ŕ(t^Ă_0 (x^′_{00}; : : : ; x^′_{0n0} ); : : : ; t^A_m(x^′_{m0}; : : : ; x^′_{mnm} ))

ĂğæŻĲăěđ. Ăğćã ĲŋŸĺčęŽã ńęň §ĲàĺãčŸńęł 3.2 ľńđ §ĲàĺåŸ Ś^#.

ĞĲéĺđčŸ 3.5. ëľńà Ś čåŸ §ĲàĺåŸ čĲ âďŸ áğĲăĺę čęďńâćę ąŸă (Ţ; <) âďŸ ńňőŸåę ęćăąá ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľçďęćę. ŠæńĲ ňğáĺőĲă âďŸ čęďńâćę Ą ńđł Ś ńâńęăę éľńĲ |Ą| ⊇ X ąŸă ąá§Ĳ ĲďŻęčęĺŋăľčæł ã Ÿňńęčęĺŋăľčæł (àł ğĺęł ńđ ŻăáńŸěđ) ńęň (Ţ; <) čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ľĲ âďŸ ĲďŻęčęĺŋăľčæ ã Ÿňńęčęĺŋăľčæ ŸďńåľńęăőŸ ńęň Ą.

ĂğæŻĲăěđ. ĎğĲąńĲåďęňčĲ ńđ §ĲàĺåŸ Ś ľńđ Ś^# ąŸă ĲŋŸĺčæİęňčĲ ńę §ĲéĺđčŸ 3.4 ğĺęąĲăčâďęň ďŸ ğáĺęňčĲ âďŸ čęďńâćę Ă ńđł Ś^# ńęň ęğęåęň ńę ľçčğŸď ďŸ ğĲĺăâőĲă ńę Ţ. ŐĺåİęňčĲ Ą = Ń(Ţ; Ă) L. Ăď f : X −→ X ĲåďŸă âďŸł ĲďŻęčęĺŋăľčæł ã Ÿňńęčęĺŋăľčæł ńęň (Ţ; <), ęĺå- İęňčĲ f̄ : B −→ B àł Ĳěãł : f̄(t^Ă(x_0; : : : ; x_n)) := t^Ă(f(x_0); : : : ; f(x_n)): ŚçčŋàďŸ čĲ ńę §ĲéĺđčŸ 3.4, đ ŸğĲăąæďăľđ f̄ ĲåďŸă ąŸćá ęĺăľčâďđ ąŸă ĲåďŸă čęďęčęĺŋăľčæł.

A |= t^Ă_0 (x_0; : : : ; x_{n0} ) = t^A_1 (x_0; : : : ; x_{n1} ) ←→ t^Ă_0 (f(x_0); : : : ; f(x_{n0} )) = t^A_1 (f(x_0); : : : ; f(x_{n1} )) Ăď čáćăľńŸ đ ŸğĲăąæďăľđ f ĲåďŸă Ĳğăčęĺŋăľčæł, ĲåďŸă áčĲľę ğàł ąŸă đ f̄ §Ÿ ĲåďŸă Ĳğăčęĺŋăľčæł.

ŠŸ ğĺęđŽęçčĲďŸ Żçę §ĲàĺãčŸńŸ âőęňď čĲŽŸćçńĲĺđ ăľőç Ÿď ĲğĲąńĲåďęňčĲ ńđ §ĲàĺåŸ Ś ľńđ Ś^{∗#} Ÿďńå ľńđ Ś^#. ŃĲ ńđ őĺãľđ ńęň ćãččŸńęł 1.2.3 čğęĺęçčĲ ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ĲçąęćŸ ńę ĲğæčĲďę §ĲéĺđčŸ:

ĞĲéĺđčŸ 3.6. ĆăŸ ŋæĺčęňćĲł ŕ ńđł ŽćéľľŸł L ńę §ĲéĺđčŸ 3.4 ĲěŸąęćęň§Ĳå ďŸ ăľőçĲă Ÿď ŸďńăąŸńŸľńãľęňčĲ ńę \Ă |=" čĲ ńę \Ń(Ţ; A) |=".

ëľńà Ă âďŸ čęďńâćę ńęň Ś, Ţ ⊆ |A| ąŸă Ÿ; Ÿ^′ ∈ A. ĞŸ ćâčĲ ğàł \ńę Ÿ ĲåďŸă ľńęăőĲăàŻéł ăľęŻçďŸčę čĲ ńę Ÿ^′ Ĳğå ńęň Ţ ľĲ ľőâľđ čĲ ńę Ă" Ÿď đ ŸğĲăąæďăľđ ğęň âőĲă ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę Ţ ∪ {Ÿ}, ğĲŻåę ńăčéď ńę Ţ ∪ {Ÿ^′}, ĲåďŸă ńŸňńęńăąã ľńę Ţ ąŸă ŸďńăľńęăőĲå ńę Ÿ ľńę Ÿ^′ ĲåďŸă ľńęăőĲăéŻđł čęďęčęĺŋăľčæł.

ĞĲéĺđčŸ 3.7. Ďľńà Ś čåŸ §ĲàĺåŸ ľĲ čåŸ Ÿĺă§čãľăčđ ŽćéľľŸ L. Ăď đ Ś âőĲă âďŸ áğĲăĺę čęďńâćę, ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ áğĲăĺę ğćđ§áĺă§čę ą ňğáĺőĲă âďŸ čęďńâćę Ă ńđł Ś ńâńęăę éľńĲ ą(Ă) = ą ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿĺă§čãľăčę Ţ ⊆ |A|, ńę Ă ďŸ ğĲĺăâőĲă čæďę Ÿĺă§čãľăčę ğćã§ęł ąćáľĲàď ľńęăőĲăé- Żęňł ăľęŻňďŸčåŸł Ĳğå ńęň Ţ.

ĂğæŻĲăěđ. ëľńà (Ţ_ą; <) âďŸ ŽĺŸččăąá ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľçďęćę čĲ ğćđ- §áĺă§čę ą. ĎŋŸĺčæİęňčĲ ńę §ĲéĺđčŸ 3.4 ľńđ §ĲàĺåŸ Ś^{∗#} ŽăŸ ďŸ ğáĺęňčĲ ńę Ĳğă§ňčđńæ čęďńâćę Ą ąŸă ęĺåİęňčĲ Ă = Ń(Ţ_ą; Ą) L. ëľńà ğàł ńę Y ĲåďŸă âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ňğęľçďęćę ńęň |Ă|. ŠæńĲ ăľőçĲă Y ⊆ Ń(Ţ_0; A) ŽăŸ ąáğęăę Ÿĺă§čãľăčę ľçďęćę Ţ_0 ⊆ X_ą. ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿ ∈ |Ă| ňğáĺőĲă âďŸł æĺęł t(u_0; : : : ; u_n) ľńđ ŽćéľľŸ L^{∗#} ąŸă ľńęăőĲåŸ x_0; : : : ; x_n ∈ X_ą ńâńęăŸ éľńĲ Ÿ = t^A(x_0; : : : ; x_n). Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ 3.6, čåŸ ľńęăőĲăéŻđł ąćáľđ ăľęŻňďŸčåŸł ęĺåİĲńŸă Ÿğæ ńęď æĺę t(u_0; : : : ; u_n) ąŸă ńęňł Żăáŋęĺęňł ŻňďŸńęçł ľňďŻňŸľčęçł ŻăŸńáěĲàď ńàď x_0; : : : ; x_n ąŸă X_0. Ę ŽćéľľŸ L^{∗#} ĲåďŸă Ÿĺă§čãľăčđ ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ âőĲă Ÿĺă§čãľăčę ńę ğćã§ęł æĺęňł. Šę ľçďęćę Ţ_0 ĲåďŸă Ÿĺă§čãľăčę ąŸă ňğáĺőęňď Ÿĺă§čãľăčęă ńę ğćã§ęł ńĺæğęă ďŸ ğŸĺĲčŹáćęňčĲ âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ľçďęćę čâľŸ ńęň. Ďğęčâďàł ńę Ă âőĲă Ÿĺă§čãľăčę ńę ğćã§ęł ăľęŻňďŸčåĲł Ĳğå ńęň Ş .

ĞĲéĺđčŸ 3.8. Ăď đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ąáğęăęď ğćđ§áĺă§čę ą > ℵ_0, ńæńĲ đ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã.

ĂğæŻĲăěđ. Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł đ Š ŻĲď ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã §ĲàĺåŸ. ŠæńĲ Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ 2.4 ňğáĺőĲă âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ľçľńđčŸ C ∈ N (T ) čĲ ą(S(C)) > ℵ_0. ëńľă, čğęĺęçčĲ čĲ ńđ Źęã§ĲăŸ ńęň ćãččŸńęł 2.1 ďŸ ŹĺęçčĲ âďŸ čęďńâćę Ą ńđł Š ńâńęăę éľńĲ ą(Ą) = ą; Ą ⊇ C ąŸă âďŸ ňğĲĺŸĺă§čãľăčę ğćã§ęł Ÿğæ ľńęăőĲåŸ ńęň S(C) ďŸ ăąŸďęğęăęçďńŸă ľńę Ą. ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł Ÿňńæ ńę čęďńâćę ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ăľęčęĺŋăąæ čĲ ńę čęďńâćę ğęň ŸğęŻĲåěŸčĲ ńđď çğŸĺěã ńęň ľńę ğĺęđŽęçčĲďę §ĲéĺđčŸ.

ŃåŸ §ĲàĺåŸ čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľńęď ğćđ§áĺă§čę ℵ_0 Ÿććá ďŸ čđď ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, Ÿł ĲěĲńáľęňčĲ ńđ §ĲàĺåŸ ńàď ğňąďá ŽĺŸččăąá ŻăŸńĲńŸŽčâďàď ľňďæćàď őàĺåł áąĺŸ. ëľńà Ă âďŸ ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľçďęćę čĲ ńăł ğŸĺŸğáďà ăŻăæńđńĲł ąŸă čĲ ŻăŸńŸąńăąæ ńçğę

Ÿňńæď ńàď ĺđńéď Ÿĺă§čéď. ŃğęĺĲå ďŸ ŻĲăő§Ĳå ĲçąęćŸ ğàł ąá§Ĳ ŻăŸąĲąĺăčâďđ ńęčã Dedekind ľńę Ă ŸďńăľńęăőĲå ľĲ ŻăŸąĲąĺăčâďę ľńęăőĲåę ńęň S(A) ąŸă Ĳğęčâďàł ą(S(A)) = 2^{ℵ0} . Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ 2.4, đ §ĲàĺåŸ ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã. Šę ĲğæčĲďę §ĲéĺđčŸ 3.9 ĲåďŸă čăŸ ŽĲďåąĲňľđ Ÿňńęç ńęň ĲğăőĲăĺãčŸńęł.

ëľńà ğàł ńę Ă ĲåďŸă čęďńâćę ńęň Š ąŸă R ľőâľđ ľńę Ă čĲ n ľňďăľńéľĲł, Ţ ⊆ |A| ąŸă S_n đ ęčáŻŸ čĲńŸ§âľĲàď ľńę (0; : : : ; n−1). Ăąęćęň§éďńŸł ńęď Ehrenfeucht [8] ęĺåİęňčĲ ğàł đ ľőâľđ R ĲåďŸă \ľňďĲąńăąã Ĳğå ńęň Ţ" Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ n ŻăŸąĲąĺăčâďŸ ľńęăőĲåŸ x_0; : : : ; x_{n−1} ńęň Ţ ňğáĺőĲă čĲńá§Ĳľđ s ∈ S_n ńâńęăŸ éľńĲ |=_A R(x_{s(0)}; : : : ; x_{s(n−1)}). H R §Ÿ ćâŽĲńŸă \ŸďńăľňččĲńĺăąã Ĳğå ńęň Ţ" Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ n ŻăŸąĲąĺăčâďŸ ľńęăőĲåŸ x_0; : : : ; x_{n−1} ńęň Ţ ňğáĺőĲă čĲńá§Ĳľđ s ∈ S_n ńâńęăŸ éľńĲ |=_A ¬R(x_{s(0)}; : : : ; x_{s(n−1)}).

ĞĲéĺđčŸ 3.9. Ăď Š ĲåďŸă čåŸ ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã §ĲàĺåŸ ąŸă Ă âďŸ čęďńâćę ńđł Š, ńæńĲ ąŸčåŸ ľőâľđ ńęň Ă ŻĲď ĲåďŸă ľňďĲąńăąã ąŸă ŸďńăľňččĲńĺăąã Ĳğå Ĳďæł ŸğĲåĺęň ľňďæćęň Ţ ⊆ |A|.

ĂğæŻĲăěđ. ëľńà ğàł ňğáĺőĲă čåŸ ľőâľđ R ľńę čęďńâćę Ă ńđł Š čĲ n ľňďăľńéľĲł ğęň ĲåďŸă ńŸňńæőĺęďŸ ľňďĲąńăąã ąŸă ŸďńăľňččĲńĺăąã Ĳğå Ĳďæł ŸğĲåĺęň ľňďæćęň Ţ ⊆ |A|. ĞĲàĺęçčĲ čåŸ ńňőŸåŸ ŻăáńŸěđ ľńę Ţ ąŸă ęĺåİęňčĲ ğàł Żçę ŻăŸńĲńŸŽčâďĲł n-áŻĲł ńęň Ţ ĲåďŸă ăľęŻçďŸčĲł ąŸă ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ:

(x_0; : : : ; x_{n−1}) ≈ (x^′_0; : : : ; x^′_{n−1}) Ÿď ąŸă čæďę Ÿď : Ă |=

s∈Sn

R(x_{s(0)}; : : : ; x_{s(n−1)}) ←→ R(x^′_{s(0)}; : : : ; x^′_{s(n−1)})

Ę ľőâľđ \≈" ŻăŸčĲĺåİĲă ńăł ŻăŸńĲńŸŽčâďĲł n-áŻĲł ńęň Ţ ľĲ âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę Ÿĺă§čæ ąćáľĲàď ăľęŻňďŸčåŸł Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ ńęň Ramsey čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ âďŸ áğĲăĺę Y ⊆ X ńâńęăę éľńĲ ąá§Ĳ ŻăŸńĲńŸŽčâďđ n-áŻŸ ńęň Y ďŸ ŸďãąĲă ľńđď åŻăŸ ąćáľđ ăľęŻňďŸčåŸł. ČđćŸŻã, čğęĺęçčĲ ďŸ ŻęçčĲ ńđď ęčáŻŸ S_n àł âďàľđ Żçę ěâďàď ňğęľňďæćàď ńđł S^+_n ąŸă S^−_n âńľă éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąęćęň§åŸ y_0 < · · · < y_{n−1} ∈ Y ďŸ ăľőçĲă:

(I) Ă |=

s∈S^+_n

R(y_{s(0)}; : : : ; y_{s(n−1)}) ∧

s∈S^−_n

¬R(y^′_{s(0)}; : : : ; y^′_{s(n−1)}):

ĎğĲăŻã đ ľőâľđ R ĲåďŸă ľňďĲąńăąã ąŸă ŸďńăľňččĲńĺăąã Ĳğå ńęň Ş , ąŸďâďŸ Ÿğæ ńŸ ľçďęćŸ S^+_n ąŸă S^−_n ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ąĲďæ. Ďğęčâďàł, ňğáĺőęňď s_1 ∈ S^+_n , s_2 ∈ S^−_n ąŸă âďŸł ąçąćęł (m − 1; m) ńâńęăęł éľńĲ s_1 = s_2 · (m − 1; m).

ŢĺđľăčęğęăéďńŸł ńę §ĲéĺđčŸ ğćđĺæńđńŸł čğęĺęçčĲ ĲçąęćŸ ďŸ ŻĲåěęňčĲ ğàł đ çğŸĺěđ ńęň Ş ľňďĲğáŽĲńŸă ğàł ŽăŸ âďŸ ńňőŸåę ŻăŸńŸąńăąæ Ÿĺă§čæ Ž ňğáĺőĲă âďŸ čęďńâćę Ą ńđł Š ğęň ğĲĺăâőĲă âďŸ ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľçďęćę Ş čĲ ŻăŸńŸąńăąæ Ž éľńĲ ąá§Ĳ Ÿąęćęň§åŸ y_0 < · · · < y_{n−1} ∈ Y ďŸ ăąŸďęğęăĲå ńđ ľőâľđ (I). Ŕăę ľňŽąĲąĺăčâďŸ, Ÿł ňğę§âľęňčĲ ğàł ńę Ş âőĲă ńę ŻăŸńŸąńăąæ ńàď ğĺŸŽčŸńăąéď Ÿĺă§čéď ąŸă Z ⊆ Y ďŸ ĲåďŸă âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ğňąďæ ňğęľçďęćę. ĹľőňĺăİæčŸľńĲ ğàł ŻăŸąĲąĺăčâďŸ ľńęăőĲåŸ ńęň Ş ăąŸďęğęăęçď ŻăŸąĲąĺăčâďŸ ľńęăőĲåŸ ńęň S(Z). ëľńà y < y^′ ∈ Y . ČăŸćâŽęňčĲ n − 1 ľńęăőĲåŸ ńęň Z, z_0; : : : ; z_{m−1}; z_{m+1}; : : : ; z_{n−1} ńâńęăŸ éľńĲ

z_0 < · · · < z_{m−2} < y < z_{m−1} < y^′ < z_{m+1} < · · · < z_{n−1}: Ďğęčâďàł, ńę ľńęăőĲåę (z_0; : : : ; z_{m−1}; y^′ ; z_{m+1}; : : : ; z_{n−1}) čĲńá Ÿğæ čĲńá- §Ĳľđ čĲ ńđď s_1 §Ÿ ăąŸďęğęăĲå ńđď R. Ăďńå§ĲńŸ, Ÿď čĲńŸ§âľęňčĲ čĲ ńđď s_1 ńę ľńęăőĲåę (z_0; : : : ; z_{m−1}; y; z_{m+1}; : : : ; z_{n−1}) ŻĲ §Ÿ ăąŸďęğęăĲåńŸă đ R, Ÿŋęç đ ąŸďęďăąã ŻăáńŸěđ ńęň ľńęăőĲåęň Ÿňńęç ğĺæąĲăńŸă ďŸ čĲńŸńĲ§Ĳå čĲ ńđď s_2. ŚňďĲğéł, ą(S(Z)) = 2^{ℵ0} ąŸă đ Š ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã.

4. ŃęďńâćŸ ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąéď §Ĳàĺăéď. ëďŸł Źęćăąæł őŸĺŸąńđĺăľčæł ńàď čęďńâćàď ńđł §ĲàĺåŸł Š ŻåďĲńŸă Ÿğæ ńę ĲğæčĲďę ćãččŸ:

ŁãččŸ 4.1. Šę ľçľńđčŸ A ∈ N (T ) ĲåďŸă čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ńŸ ľńęăőĲåŸ ńęň S(A) ğęň ăąŸďęğęăęçďńŸă ľńę Ă ŸğęńĲćęçď ğňąďæ ňğęľçďęćę ńęň S(A).

ĂğæŻĲăěđ. Ăğæ ńę ćãččŸ 2.1, ňğáĺőĲă ľçľńđčŸ B ⊇ A ńâńęăę éľńĲ ńę Ą ďŸ ĲåďŸă čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š ąŸă ďŸ ăąŸďęğęăĲå ąá§Ĳ ľńęăőĲåę ńęň őéĺęň S(A). Ăğæ ńę ąĺăńãĺăę ńęň Tarski, ńę Ă ĲåďŸă čęďńâćę ńđł Š Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ŋæĺčęňćŸ ńęň F (A) ğęň ăąŸďęğęăĲåńŸă Ÿğæ ąáğęăę ľńęăőĲåę ńęň b ∈ Ą ňğáĺőĲă Ÿ ∈ A ğęň ďŸ ńđď ăąŸďęğęăĲå. îčàł, ąá§Ĳ ŋæĺčęňćŸ ŕ ńęň F (A) ğęň ĲåďŸă ľňďĲğãł čĲ ńđď Š(Ă) ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę Ą. Ďğęčâďàł, čåŸ ăąŸďã ąŸă ŸďŸŽąŸåŸ ľňď§ãąđ ŽăŸ ďŸ ĲåďŸă ńę Ă čęďńâćę ńđł Š ĲåďŸă ďŸ ăąŸďęğęăĲå ąá§Ĳ ŋæĺčęňćŸ ŕ ńęň F (A) ğęň ĲåďŸă ľňďĲğãł čĲ ńđ §ĲàĺåŸ Š(Ă) ã ăľęŻçďŸčŸ ďŸ ăąŸďęğęăĲå ąáğęăę ľńęăőĲåę ąá§Ĳ ľçďęćęň ńđł čęĺŋãł U_ŕ. ĎğĲăŻã ńŸ ľçďęćŸ U_ŕ (ŕ ∈ F (A)) ŸğęńĲćęçď Źáľđ ŽăŸ ńę S(A), ăľőçĲă ńę İđńęçčĲďę.

ŁãččŸ 4.2. Ăď đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã, ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ A ∈ N (T ) ńŸ čĲčęďàčâďŸ ľđčĲåŸ ĲåďŸă ğňąďá ľńę őéĺę S(A) ąŸă čáćăľńŸ Ÿď ńę ľçďęćę U ĲåďŸă Ÿďęăőńã ğĲĺăęőã ńęň S(A) ąŸă p ∈ U ĲåďŸă âďŸ ľńęăőĲåę čĲ ńđ čăąĺæńĲĺđ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ čĲńŸěç ńàď ľńęăőĲåàď ńęň U, ńæńĲ ę ńçğęł p ĲåďŸă čĲčęďàčâďę ľńęăőĲåę ńęň S(A).

ĂğæŻĲăěđ. ëľńà ğàł ę ńçğęł p ∈ U âőĲă ńđ čăąĺæńĲĺđ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ (âľńà Ÿ) čĲńŸěç ńàď ľńęăőĲåàď ńęň U. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ěâĺęňčĲ ğàł ňğáĺőĲă ğĲĺăęőã V ńęň p ńâńęăŸ éľńĲ V ∩ S^Ÿ(Ă) = {p}. îčàł, U ∩ S^Ÿ(Ă) = U ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ V ∩ U ∩ S^Ÿ(Ă) = V ∩ U = {p} ąŸă Ĳğęčâďàł ńę p ĲåďŸă čĲčęďàčâďę.

ëľńà ğàł Ă; Ą ∈ N (T ), Ą ⊇ A ąŸă ńę Ą ĲåďŸă čęďńâćę ńđł Š. Šę Ą §Ÿ ćâŽĲńŸă \ğĺéńę Ĳğå ńęň Ă" Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ čęďńâćę Ą^′ ńđł Š ąŸă čęďęčęĺŋăľčæ f : A −→ B^′ ňğáĺőĲă čęďęčęĺŋăľčæł g : B −→ B^′ ńâńęăęł éľńĲ f = g Ĳğå ńęň Ă.

ĞĲéĺđčŸ 4.1. ëľńà ğàł đ Š ĲåďŸă čåŸ §ĲàĺåŸ ńâńęăŸ éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Ă ∈ N (T ) ńŸ čĲčęďàčâďŸ ľđčĲåŸ ďŸ ĲåďŸă ğňąďá ľńę S(A), ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Ă ∈ N (T ) ňğáĺőĲă čęďńâćę ńđł Š ğęň ĲåďŸă ğĺéńę Ĳğå ńęň Ă.

ĂğæŻĲăěđ. ëľńà Ă ∈ N (T ) ąŸă ą = ą(Ă) + ℵ_0. ŠæńĲ ę őéĺęł S(A) âőĲă ńę ğęćç ą čĲčęďàčâďŸ ľđčĲåŸ, Ÿŋęç ą ĲåďŸă ę ğćđ§áĺă§čęł ńàď ŹŸľăąéď ľňďæćàď U_ŕ. ëľńà {p_Ÿ| Ÿ < ą} ďŸ ĲåďŸă čåŸ Ÿĺå§čđľđ (ĲåďŸă ğă§Ÿďæ ďŸ ňğáĺőęňď ĲğŸďŸćãŕĲăł) ńàď čĲčęďàčâďàď ľđčĲåàď ńęň S(A). ČăŸćâ- ŽęňčĲ čåŸ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ {Ă_Ÿ| Ÿ < ą} ľńęăőĲåàď ńęň N (T ) čĲ ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ăŻăæńđńĲł : (1) Ă_0 = Ă, (2) Ă_Ż =_{Ź<Ż} Ă_Ź, (3) Ă_{Ÿ+1} = Ă_Ÿ Ÿď ńę Ă_Ÿ ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę p_Ÿ ąŸă (4) Ÿď ńę Ă_Ÿ ŻĲď ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę p_Ÿ, ńæńĲ ńę ľçďęćę Ă_{Ÿ+1}−Ă_Ÿ ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ ľńęăőĲåę a_Ÿ ğęň ăąŸďęğęăĲå ąáğęăęď čĲčęďàčâďę ńçğę q ∈ S(A_Ÿ) ńâńęăęď éľńĲ q ⊇ p_Ÿ. Ăď ńę C ĲåďŸă čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š ąŸă f_0 : A −→ C ĲåďŸă čęďęčęĺŋăľčæł, ńæńĲ ňğáĺőĲă čåŸ Ÿąęćęň§åŸ čęďęčęĺŋăľčéď {(f_Ÿ : A_Ÿ −→ C)| Ÿ < ą} ńâńęăŸ éľńĲ ŽăŸ Ÿ^′ > Ÿ âőęňčĲ ğàł ę čęďęčęĺŋăľčæł f_Ÿ′ ĲğĲąńĲåďĲă ńęď f_Ÿ . Ăňńæ ŸğęŻĲăąďçĲńŸă ĲçąęćŸ čĲ ĲğŸŽàŽã. Ę ĲğŸŽàŽã ĲåďŸă ńĲńĺăččâďđ ľńăł ğĲĺăğńéľĲăł (1),(2) ąŸă (3). ĆăŸ ńđď ğĲĺåğńàľđ (4), Ÿł §ĲàĺãľęňčĲ ńę čęďęčęĺŋăľčæ f_Ÿ : A_Ÿ −→ C ąŸă ńę ľńęăőĲåę a_Ÿ ∈ Ă_{Ÿ+1} − Ă_Ÿ ğęň ăąŸďęğęăĲå ńę čĲčęďàčâďę ńçğę q ∈ S(A_Ÿ). ŠæńĲ ńę ľçďęćę f^∗_Ÿ^{−1}(q) ĲåďŸă Ÿďęăőńæ ľçďęćę ńęň S(C) àł Ÿďńåľńĺęŋđ ĲăąæďŸ Ÿďęăőńęç ąŸă Ÿğæ ńđď ňğæ§Ĳľđ ğĲĺăâőĲă âďŸ čĲčęďàčâďę ľńęăőĲåę q^′ . Ăğæ ńę ćãččŸ 4.1 ňğáĺőĲă c ∈ C ğęň ăąŸďęğęăĲå ńę q^′ . ŐĺåİęňčĲ f_{Ÿ+1}(a_Ÿ) = c ąŸă đ ĲğâąńŸľđ ĲåďŸă ğăŸ ğĺęŋŸďãł.

Šę ľçľńđčŸ Ă_ą =_{Ÿ<ą} Ă_Ÿ ăąŸďęğęăĲå ąá§Ĳ čĲčęďàčâďę ľđčĲåę ńęň őéĺęň S(Ă) ąŸă ąá§Ĳ čęďęčęĺŋăľčæł Ÿğæ ńę Ă ľĲ âďŸ čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ľĲ âďŸ čęďęčęĺŋăľčæ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę Ă_ą. ŃğęĺęçčĲ ńéĺŸ ďŸ ŸğŸĺă§čãľęňčĲ ńŸ čĲčęďàčâďŸ ľńęăőĲåŸ ńęň S(A_ą) ąŸă ďŸ ĲğŸďŸćáŹęňčĲ ńđď ğĺęđŽęçčĲďđ ŻăŸŻăąŸľåŸ, éľńĲ ďŸ ğáĺęňčĲ âďŸ ľçľńđčŸ A_{ą·2} ğęň ďŸ ăąŸďęğęăĲå ąá§Ĳ čĲčęďàčâďę ľńęăőĲåę ńęň S(A_ą) ąŸă ąá§Ĳ čęďęčęĺŋăľčæł Ÿğæ ńę Ă_ą ľĲ âďŸ čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š ďŸ čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ľĲ âďŸ čęďęčęĺŋăľčæ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę Ă_{ą·2} . ĎğŸďŸćŸčŹáďęďńŸł ! ŋęĺâł ńđ ŻăŸŻăąŸľåŸ ğŸåĺďęňčĲ:

Ă_{ą·!} = n∈! Ă_{ą·n}

ĎåďŸă ğćâęď áčĲľę ğàł ąá§Ĳ čęďęčęĺŋăľčæł Ÿğæ ńę Ă ľĲ âďŸ čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ľĲ âďŸ čęďęčęĺŋăľčæ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę Ă_{ą·!} ąŸă ńę Ă_{ą·!} ăąŸďęğęăĲå ąá§Ĳ čĲčęďàčâďę ľńęăőĲåę ńęň S(A_{ą·n}) ŽăŸ ąá§Ĳ n ∈ !. îčàł, ąá§Ĳ ŋæĺčęňćŸ ŕ ∈ F (A_{ą·!}) ŸďãąĲă Ĳğåľđł ľńę F (A_{ą·n}) ŽăŸ ąáğęăę ğĲğĲĺŸľčâďę n ąŸă Ĳğęčâďàł đ ğĲĺăęőã U_ŕ ńęň S(A_{ą·!}) ĲåďŸă đ Ÿďńåľńĺęŋđ ĲăąæďŸ ńđł Ÿďńåľńęăőđł ğĲĺăęőãł ńęň S(A_{ą·n}). Ďğęčâďàł, ńę A_{ą·!} ăąŸďęğęăĲå ąá§Ĳ čĲčęďàčâďę ľńęăőĲåę ńęň S(A_{ą·!}) ąŸă Ÿğæ ńę ćãččŸ 4.1 ĲåďŸă čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š.

ĆăŸ ńę ĲğæčĲďę §ĲéĺđčŸ §Ÿ őĺĲăŸľńęçčĲ ąáğęăŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ľőĲńăąá čĲ ŸçěęňľĲł Ÿąęćęň§åĲł ľňľńđčáńàď ąŸă ńŸ ľňďęŕåİęňčĲ æćŸ čŸİå ľńę Ÿąæćęň§ę ćãččŸ.

ŁãččŸ 4.3. Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã. (Ÿ) Ăď {Ă_Ÿ| Ÿ < Ž} ĲåďŸă čåŸ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ľńęăőĲåŸ ńęň N (T ), Ă =_{Ÿ<Ž} Ă_Ÿ ąŸă {p_Ÿ| Ÿ < Ž} ĲåďŸă čåŸ Ÿąęćęň§åŸ ńâńęăŸ éľńĲ p_Ÿ ∈ S(A_Ÿ) ąŸă {^∗_{ĂŸĂŹ} (p_Ź) = p_Ÿ (Ÿ ≤ Ź < Ž) ńæńĲ:

(i) ŞğáĺőĲă Ÿ_0 < Ž ńâńęăęł éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿ, Ÿď (Ÿ_0 ≤ Ÿ < Ž) ńæńĲ đ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ąŸă ę ŹŸ§čæł ńęň p_Ÿ ďŸ ĲåďŸă åľęă čĲ ńđď ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ąŸă ńę ŹŸ§čæ ńęň p_{Ÿ0} .

(ii) ŞğáĺőĲă čęďŸŻăąæł ńçğęł p ∈ S(A) ńâńęăęł éľńĲ p ∈ Ÿ<Ž {^{∗−1}_{ĂŸĂ}(p_Ÿ)

Ő ńçğęł Ÿňńæł §Ÿ âőĲă ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ąŸă ŹŸ§čæ åľęňł čĲ ńęň p_{Ÿ0} . (Ź) Ăď {Ă_Ÿ| Ÿ < Ž} ĲåďŸă čåŸ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ľńęăőĲåŸ ńęň N (T ) ąŸă p ĲåďŸă âďŸ čĲčęďàčâďę ľńęăőĲåę ńęň S(A_0), ńæńĲ ňğáĺőĲă Ÿąęćęň§åŸ {p_Ÿ| Ÿ < Ž} Ÿğæ ńçğęňł éľńĲ p_Ÿ ∈ S(A_Ÿ) (Ÿ < Ž), p_0 = p, {^∗_{ĂŸĂŹ} (p_Ź) = p_Ÿ (Ÿ < Ź < Ž) ąŸă ąá§Ĳ ńçğęł p_Ÿ ĲåďŸă čĲčęďàčâďę ľńęăőĲåę ńęň S(A_Ÿ).

ĂğæŻĲăěđ. (Ÿ) Ę ŸğæŻĲăěđ §Ÿ ŽåďĲă čĲ ĲğŸŽàŽã. Ăď Ž = Ź + 1 ńæńĲ Ă = Ă_Ź ąŸă ńę ŸğęńâćĲľčŸ ĲåďŸă ńĲńĺăččâďę. Ăł ňğę§âľęňčĲ ćęăğæď ğàł ę Ž ĲåďŸă âďŸł ęĺăŸąæł ŻăŸńŸąńăąæł Ÿĺă§čæł. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ňğĲĺ- ŹŸńăąãł ńáěđł ĲåďŸă áčĲľę ğàł Ÿď Ź ≥ Ÿ, ńæńĲ đ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ńęň p_Ź ĲåďŸă čăąĺæńĲĺđ ã åľđ Ÿğæ Ÿňńãď ńęň p_Ÿ. ĎğĲăŻã ŻĲ čğęĺĲå ďŸ ňğáĺőĲă čåŸ ŋ§åďęňľŸ áğĲăĺđ ŸćňľåŻŸ Ÿğæ ŻăŸńŸąńăąęçł Ÿĺă§čęçł, âőęňčĲ ğàł Ÿğæ âďŸ ŻăŸńŸąńăąæ Ÿĺă§čæ Ÿ_1 ąŸă čĲńá đ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ §Ÿ ğŸĺŸčâďĲă ľńŸ- §Ĳĺã. ŃĲ ğŸĺæčęăę ĲğăőĲåĺđčŸ, Ÿğæ âďŸ ŻăŸńŸąńăąæ Ÿĺă§čæ Ÿ_2 ąŸă čĲńá ę ŹŸ§čæł §Ÿ ğŸĺŸčâďĲă ľńŸ§Ĳĺæł ąŸă ĲğăćâŽęňčĲ Ÿ_0 = max{Ÿ_1; Ÿ_2}. Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł ę ńçğęł p_{Ÿ0} âőĲă ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ď ąŸă ŹŸ§čæ n. Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ 2.1 âőęňčĲ ğàł đ ńęčã_{Ÿ<Ž} {^{∗−1}_{ĂŸĂ}(p_Ÿ) ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ğĲĺăâőĲă ąŸďâďŸ ńçğę čĲ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ čĲŽŸćçńĲĺđ ńęň ď ąŸă ńę ľçďęćę {^{∗−1}_{ĂŸ0 Ă}(p_{Ÿ0} ) ∩ S^ď(Ă) ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ńę ąĲďæ. îčàł, Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ 2.2.Ź, {^{∗−1}_{ĂŸ0 ĂŸ} (p_{Ÿ0} )∩S^ď(Ă_Ÿ) = {p_Ÿ} ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿ ≥ Ÿ_0 ąŸă őĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď ğŸĺŸńãĺđľđ ğàł {^{∗−1}_{ĂŸ0 Ă} = {^{∗−1}_{ĂŸĂ} ∘ {^{∗−1}_{ĂŸ0 ĂŸ} âőęňčĲ:

Ÿ<Ž {^{∗−1}_{ĂŸĂ}(p_Ÿ) ∩ S^ď(Ă) = {^{∗−1}_{ĂŸ0 Ă}(p_{Ÿ0} ) ∩ S^ď(Ă)

ĹľőňĺăİæčŸľńĲ ğàł đ ńęčã_{Ÿ<Ž} {^{∗−1}_{ĂŸĂ}(p_Ÿ) čğęĺĲå ďŸ ğĲĺăâőĲă čæďę âďŸ ľńęăőĲåę. Ăď ňğę§âľęňčĲ ğàł ğĲĺăâőĲă Żçę ŻăŸąĲąĺăčâďęňł ńçğęňł p_1 ąŸă p_2, ńæńĲ §Ÿ ňğáĺőĲă čåŸ ŋæĺčęňćŸ ŕ ∈ F (Ă) ńâńęăŸ éľńĲ ŕ ∈ p_1 ąŸă ¬ŕ ∈ p_2. ŞğáĺőĲă, æčàł, ąáğęăęł ŻăŸńŸąńăąæł Ÿ < Ž ńâńęăęł éľńĲ ŕ ∈ F (Ă_Ÿ) ąŸă Ĳğęčâďàł §Ÿ ăľőçęňď ńŸňńæőĺęďŸ ŕ ∈ p_Ÿ ąŸă ¬ŕ ∈ p_Ÿ ğęň ĲåďŸă ŸďńåŋŸľđ. Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ 2.2, ę čęďŸŻăąæł ńçğęł p ∈ S(A) ğĺâğĲă ďŸ âőĲă ŹŸ§čæ åŻăę čĲ Ÿňńæď ńęň ńçğęň p_{Ÿ0} ąŸă đ ŸğæŻĲăěđ ńęň (Ÿ) ĲåďŸă ğćãĺđł.

(Ź) Ţàĺåł ŹćáŹđ ńđł ŽĲďăąæńđńŸł, čğęĺęçčĲ ďŸ ňğę§âľęňčĲ ğàł ŽăŸ Ż ęĺăŸąæ ŻăŸńŸąńăąæ Ÿĺă§čæ ăľőçĲă Ă_Ż =_{Ÿ<Ż} Ă_Ÿ. Ďğęčâďàł, Ÿď ŻĲď ňğáĺőĲă ľńđď Ÿąęćęň§åŸ ńę ľńęăőĲåę Ă_Ż ŽăŸ ąáğęăęď ęĺăŸąæ ŻăŸńŸąńăąæ Ÿĺă§čæ Ż, §Ÿ ğŸĺĲčŹáćęňčĲ ľńđď Ÿąęćęň§åŸ ńę ľńęăőĲåę_{Ÿ<Ż} Ă_Ÿ. Ăł §ĲàĺãľęňčĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ {p_Ÿ| Ÿ < Ž} ńâńęăŸ éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿ âőęňčĲ p_Ÿ ∈ S(A) ąŸă ę ńçğęł p_Ÿ âőĲă ńđď Ĳćáőăľńđ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ŸďáčĲľŸ ľńŸ ľńęăőĲåŸ ńęň_{Ź<Ÿ} {^{∗−1}_{ĂŹ ĂŸ} (p_Ź). ĞŸ ŻĲåěęňčĲ čĲ ĲğŸŽàŽã ğàł čăŸ ńâńęăŸ Ÿąęćęň§åŸ ňğáĺőĲă ąŸă ğàł ăąŸďęğęăĲå æćĲł ńăł İđńęçčĲďĲł ăŻăæńđńĲł. ĞŸ ğĺęőàĺãľęňčĲ ğáćă čĲ ĲğŸŽàŽã ąŸă âľńà ğàł ńę İđńęçčĲďę ăľőçĲă ŽăŸ ąá§Ĳ Ź < Ÿ. Ăď Ÿ = Ź + 1, ńæńĲ Ÿğæ ńę ćãččŸ 4.2 âğĲńŸă ğàł ąá§Ĳ ľńęăőĲåę ńęň ľňďæćęň {^{∗−1}_{ĂŹ ĂŸ} (p_Ź) (ĲåďŸă Ÿďęăőńæ ľçďęćę àł Ÿďńåľńĺęŋđ ĲăąæďŸ Ÿďęăőńęç ľňďæćęň čâľà ľňďĲőęçł ŸğĲăąæďăľđł) čĲ Ĳćáőăľńđ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ĲåďŸă čĲčęďàčâďę. Ăď Ÿ = Ż, ńæńĲ Ÿğæ ńę (Ÿ) ąŸă ńđď ŸğęŻĲăěã ńęň âőęňčĲ ğàł đ Ÿąæćęň§đ ńęčã Ź<Ż {^{∗−1}_{ĂŹĂŻ} (p_Ź) = {^{∗−1}_{ĂŸ0 ĂŻ} (p_{Ÿ0} ) ∩ S^ď(Ă_Ż)

ğĲĺăâőĲă čæďę âďŸď ńçğę p_Ż. Ő ńçğęł p_{Ÿ0} ĲåďŸă čĲčęďàčâďę ľńęăőĲåę ńęň S(Ă_{Ÿ0}) ąŸă Ĳğęčâďàł ńę ľçďęćę {^{∗−1}_{ĂŸ0 ĂŻ} (p_{Ÿ0} ) ĲåďŸă Ÿďęăőńæ ľńę őéĺę S(Ă_Ż). Ďğęčâďàł, ŽăŸ ďŸ ŻĲåěęňčĲ ğàł ę ńçğęł p_Ż ĲåďŸă čĲčęďàčâďę ľńęăőĲåę ńęň S(Ă_Ż) ŸĺąĲå ďŸ ăľőçĲă {^{∗−1}_{ĂŸ0 ĂŻ} (p_{Ÿ0} ) ∩ S^ď(Ă_Ż) = {^{∗−1}_{ĂŸ0 ĂŻ} (p_{Ÿ0} ). Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł Ÿňńã đ ăľæńđńŸ ŻĲď ăľőçĲă. ŠæńĲ ňğáĺőĲă âďŸł ńçğęł p^′ ∈ {^{∗−1}_{ĂŸ0 ĂŻ} (p_{Ÿ0} ) čĲ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ čăąĺæńĲĺđ ńęň ď. Ăğæ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň (Ÿ) §Ÿ ňğáĺőĲă Ź, Ÿ_0 ≤ Ź < Ż éľńĲ {^∗_{ĂŹ ĂŻ} (p^′ ) ≠ {^∗_{ĂŹ ĂŻ} (p_Ż) = p_Ź. ĎğĲăŻã ę ńçğęł p_Ź âőĲă ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ąŸă ŹŸ§čæ åľęňł čĲ Ÿňńęçł ńęň p_{Ÿ0} ąŸă {^∗_{ĂŹĂŻ} (p^′ ) ∈ {^{∗−1}_{ĂŸ0 ĂŹ} (p_{Ÿ0} )^{10}, ğŸåĺďęňčĲ Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ 2.2 ğàł đ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ńęň ńçğęň {^∗_{ĂŹ ĂŻ} (p^′ ) ĲåďŸă čăąĺæńĲĺđ Ÿğæ ńęň p_{Ÿ0} ğęň æğàł ŸďŸŋâĺŸčĲ ğĺęđŽęňčâďàł ĲåďŸă åľđ čĲ Ÿňńã ńęň p_Ź . Ăňńæ æčàł âĺőĲńŸă ľĲ Ÿďńå§Ĳľđ čĲ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ğàł ę ńçğęł p_Ź âőĲă ńđ čăąĺæńĲĺđ ńáěđ ŸďáčĲľŸ ľńŸ ľńęăőĲåŸ ńęň_{Ĳ<Ź} {^{∗−1}_{ĂĲĂŹ} (p_Ĳ ):

ĞĲéĺđčŸ 4.2. Ăď đ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã §ĲàĺåŸ ąŸă {Ă_Ÿ| Ÿ < Ž} ĲåďŸă čåŸ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ľńęăőĲåŸ ńđł ąćáľđł N (Š) ńâńęăŸ éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ęĺăŸąæ ŻăŸńŸąńăąæ Ÿĺă§čæ Ż < Ž, Ă_Ż =_{Ÿ<Ż} Ă_Ÿ, ńæńĲ ňğáĺőĲă čåŸ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ {Ą_Ÿ| Ÿ < Ž} čęďńâćàď ńđł §ĲàĺåŸł Š

10ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ńę æńă {^�Ă_{Ÿ0} Ă_Ź ffi {^�Ă_Ź Ă_Ż = {^�Ă_{Ÿ0} Ă_Ż

ńâńęăŸ éľńĲ ńę čęďńâćę Ą_Ÿ ďŸ ĲåďŸă ğĺéńę Ĳğå ńęň Ă_Ÿ ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿ < Ž ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ęĺăŸąæ ŻăŸńŸąńăąæ Ÿĺă§čæ Ż < Ž ďŸ ăľőçĲă Ą_Ż =_{Ÿ<Ż} Ą_Ÿ.

ĂğæŻĲăěđ. ëľńà Ă =_{Ÿ<Ž} Ă_Ÿ. ĞŸ ŻĲåěęňčĲ čĲ ĲğŸŽàŽã ğàł ňğáĺőĲă čåŸ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ľňľńãčŸńŸ {C_Ÿ| Ÿ < Ž} ąŸă Ÿğæ čęďńâćŸ {Ą_Ÿ| Ÿ < Ž} ńđł §ĲàĺåŸł Š ńâńęăŸ éľńĲ ďŸ ăąŸďęğęăęçď ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ăŻăæńđńĲł: (i) C_Ÿ = Ă ∪ Ą_Ÿ, (ii) Ą_Ÿ ⊇ Ă_Ÿ, (iii) Ą_Ż =_{Ź<Ż} Ą_Ź (ŽăŸ ęĺăŸąęçł ŻăŸńŸąńăąęçł), (iv) Ÿď D ĲåďŸă čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š, Ÿ = Ź + 1, Ÿ^′ ≥ Ÿ ąŸă f : Ă_Ÿ′ ∪ Ą_Ź −→ D ĲåďŸă čęďęčęĺŋăľčæł, ńæńĲ ňğáĺőĲă čęďęčęĺŋăľčæł g : Ă_Ÿ′ ∪ Ą_Ÿ −→ D ąŸă g ⊇ f. ŠæńĲ đ Ÿąęćęň§åŸ {Ą_Ÿ| Ÿ < Ž} §Ÿ ăąŸďęğęăĲå ńę §ĲéĺđčŸ.

Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł đ Ÿąęćęň§åŸ {C_Ÿ| Ÿ < Ž} ăąŸďęğęăĲå ńăł ňğę§âľĲăł (i){(iv). Ăď ę Ÿ ĲåďŸă ęĺăŸąæł (Ÿ = Ż), ńæńĲ §âńęňčĲ C_Ż =_{Ź<Ż} C_Ź ąŸă Ą_Ż =_{Ź<Ż} Ą_Ź.

Ăď Ÿ = Ź + 1 ğĺęőàĺęçčĲ æğàł ľńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň §ĲàĺãčŸńęł 4.1. ëľńà {p_ď| ď < ą} ďŸ ĲåďŸă čåŸ ćåľńŸ ńàď čĲčęďàčâďàď ľńęăőĲåàď ńęň őéĺęň S(A_Ÿ ∪ B_Ź). Ăğæ ńę ćãččŸ 4.3 čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ čåŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ľńęăőĲåŸ {p_{0;đ}| Ÿ ≤ đ < Ž} éľńĲ p_{0;Ÿ} = p_0, p_{0;đ} ďŸ ĲåďŸă čĲčęďàčâďę ľđčĲåę ńęň őéĺęň S(A_đ ∪ B_Ź) ąŸă Ÿď đ^′ > đ ďŸ ăľőçĲă p_{0;đ}′ ⊇ p_{0;đ}. ŐĺåİęňčĲ q_0 =_{đ<Ž} p_{0;đ}. Ăď ňğáĺőĲă ľńęăőĲåę ńęň C_Ź ğęň ďŸ ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę q_0, ńæńĲ ńę ęďęčáİęňčĲ Ÿ_0. Ăććăéł ŹĺåľąęňčĲ âďŸ ľńęăőĲåę ğęň ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę q_0 ńę ğĺęľ§âńęňčĲ ľńę ľçďęćę C_Ź ąŸă ńę ęďęčáİęňčĲ Ÿ_0. îğàł ľńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň §ĲàĺãčŸńęł 4.1 §Ÿ ĲğŸďŸćáŹęňčĲ Ÿňńãď ńđ ŻăŸŻăąŸľåŸ ą · ! ŋęĺâł ąŸă §Ÿ ŹĺęçčĲ čåŸ Ÿąęćęň§åŸ {Ÿ_ď| ď < ą · !} ńâńęăŸ éľńĲ đ âďàľđ Ă_Ÿ ∪ Ą_Ź ∪ {Ÿ_ď| ď < ą · !} ďŸ ĲåďŸă čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿ^′ (Ÿ ≤ Ÿ^′ < Ž) ńę ľńęăőĲåę Ÿ_ď ďŸ Ÿćđ§ĲçĲă âďŸď ńçğę ńęň S(Ă_Ÿ′ ∪ Ą_Ź ∪ {Ÿ_ď′ | ď^′ < ď}). Ăňńæ ľňďĲğá- ŽĲńŸă (æğàł ąŸă ľńę §ĲéĺđčŸ 4.1) æńă đ ăľőçĲă đ ľňď§ãąđ (iv) ŽăŸ ńę Ÿ. ĞâńęňčĲ C_Ÿ = C_Ź ∪ {Ÿ_ď| ď < ą · !} ąŸă Ą_Ÿ = Ą_Ź ∪ {Ÿ_ď| ď < ą · !}. ŢĺđľăčęğęăéďńŸł ńđ ľňď§ãąđ (iv) ąŸă Ÿğćã ĲğŸŽàŽã čğęĺęçčĲ ďŸ ŻĲåěęňčĲ ğàł ąá§Ĳ čęďęčęĺŋăľčæł čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę Ă_Ÿ ąŸă ğĲŻåę ńăčéď âďŸ čęďńâćę ńęň Š čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ľĲ âďŸ čęďęčęĺŋăľčæ čĲ ğĲŻåę ńăčéď ńę Ą_Ÿ, ğĲŻåę ńăčéď ńę åŻăę čęďńâćę ąŸă Ĳğęčâďàł ńę Ą_Ÿ ĲåďŸă ğĺéńę Ĳğå ńęň Ă_Ÿ.

ëľńà Ă; Ą ∈ N (T ); A ⊆ B ąŸă Ţ ⊆ |B| − |Ă|. ĞŸ ćâčĲ ğàł ńę ľçďęćę Ţ ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ \ŸŻăáąĺăńŸ" ľńęăőĲåŸ Ĳğå ńęň Ă Ÿď ąá§Ĳ âďŸ ğĺęł âďŸ ŸğĲăąæďăľđ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ąŸă ğĲŻåę ńăčéď ńę ľçďęćę |Ă|∪X ąŸă ńđł ęğęåŸł ę ğĲĺăęĺăľčæł ľńę |Ă| ĲåďŸă đ ńŸňńęńăąã ŸğĲăąæďăľđ ĲåďŸă čęďęčęĺŋăľčæł. ČđćŸŻã ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿďęăőńã ŋæĺčęňćŸ ńđł ŽćéľľŸł L, ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿ_1; : : : ; Ÿ_m ∈ A ąŸă ŽăŸ Żçę ľçďęćŸ čĲ ŻăŸŋęĺĲńăąá ľńęăőĲåŸ x_1; : : : ; x_n ąŸă x^′_1; : : : ; x^′_n ∈ X Ÿćđ§ĲçĲă đ ŕ(Ÿ_1; : : : ; Ÿ_m; x_1; : : : ; x_n) Ÿď ąŸă čæďę Ÿď Ÿćđ§ĲçĲă đ ŕ(Ÿ_1; : : : ; Ÿ_m; x^′_1; : : : ; x^′_n).

ĞĲéĺđčŸ 4.3. Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã, Ă; Ą ∈ N (T ); A ⊆ B ąŸă ą(Ă) < ą(Ą) = ą. ŠæńĲ ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ:

(i) Ăď ę ą ĲåďŸă ąŸďęďăąæł ňğĲĺŸĺă§čãľăčęł ğćđ§áĺă§čęł, ńæńĲ ňğáĺőĲă ľçďęćę Ţ ⊆ |B| − |Ă| ńâńęăę éľńĲ ą(Ţ) = ą ąŸă ńę Ţ ďŸ ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ ŸŻăáąĺăńŸ ľńęăőĲåŸ Ĳğå ńęň Ă.

(ii)Ăď ę ğćđ§áĺă§čęł ą ĲåďŸă ňğĲĺŸĺă§čãľăčęł Ÿććá æőă ąŸďęďăąæł, ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ć < ą ňğáĺőĲă âďŸ ľçďęćę Ţ ⊆ |B| − |Ă| ńâńęăę éľńĲ ą(Ţ) > ć ąŸă ńę Ţ ďŸ ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ ŸŻăáąĺăńŸ ľńęăőĲåŸ Ĳğå ńęň Ă.

ĂğæŻĲăěđ. ĎğĲăŻã ŽăŸ ąá§Ĳ áğĲăĺę ğćđ§áĺă§čę ć, ę ĲğæčĲďæł ńęň (ć^+) ĲåďŸă ąŸďęďăąæł âğĲńŸă ğàł ńę (ii) ğĺęąçğńĲă áčĲľŸ Ÿğæ ńę (i) ŻăŸćâŽęďńŸł ąáğęăę ľçľńđčŸ C éľńĲ A ⊆ C ⊆ B ąŸă o ğćđ§áĺă§čęł ą(C) ďŸ ĲåďŸă ąŸďęďăąæł.

ëľńà ğàł ę ğćđ§áĺă§čęł ą ĲåďŸă ąŸďęďăąæł, C ∈ N (T ), ą(C) < ą, ąŸă A ⊆ C ⊆ B. Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ 2.3 âőęňčĲ ğàł ą(S(C)) < ą ąŸă Ÿğæ ńđď ąŸďęďăąæńđńŸ ńęň ą ğĺęąçğńĲă ğàł ňğáĺőĲă ąáğęăęł ńçğęł p ∈ S(C) ğęň ăąŸďęğęăĲåńŸă Ÿğæ ą ŻăŸŋęĺĲńăąá ľńęăőĲåŸ ńęň Ą. Ăğæ ńę ľçďęćę ńàď İĲňŽŸĺăéď (C; p) ğęň ăąŸďęğęăęçď ńăł ğŸĺŸğáďà ăŻăæńđńĲł ŻăŸćâ- ŽęňčĲ âďŸ İĲňŽáĺă (C_0; p_0) ńâńęăę éľńĲ ę ńçğęł p_0 ďŸ âőĲă ńđ čăąĺæńĲĺđ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ď ąŸă ę ŹŸ§čæł ńęň p_0 ďŸ ĲåďŸă ę Ĳćáőăľńęł, âľńà n, ŸďáčĲľŸ ľńęňł ńçğęňł ğęň âőęňď ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ď.

ëľńà C^′ ∈ N (T ), ą(C^′ ) < ą, ąŸă C_0 ⊆ C^′ ⊆ B. ŠæńĲ ńę ľçďęćę {^{∗−1}_{C0C}′ (p_0) âőĲă ğćđ§áĺă§čę čăąĺæńĲĺę ńęň ą ąŸă Ĳğęčâďàł ğĺâğĲă ďŸ ğĲĺăâőĲă ąáğęăęď ńçğę p^′ ę ęğęåęł ăąŸďęğęăĲåńŸă Ÿğæ ą ľńęăőĲåŸ ńęň Ą. ĎğĲăŻã ď ĲåďŸă đ Ĳćáőăľńđ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ Ÿňńéď ńàď ľńęăőĲåàď, đ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ńęň p^′ ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺđ ã åľđ ńęň ď. îčàł Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ 2.1 đ đ ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ńęň p^′ ĲåďŸă čăąĺæńĲĺđ ã åľđ Ÿňńãł ńęň p_0, ŻđćŸŻã ńęň ď. ŃĲ ğŸĺæčęăę ĲğăőĲåĺđčŸ ŻĲåőďęňčĲ ğàł ęă ńçğęă p_0; p^′ âőęňď ńęď åŻăę ŹŸ§čæ. Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ 2.2 ňğáĺőĲă čęďŸŻăąæł ńâńęăęł ńçğęł ľńę ľçďęćę {^{∗−1}_{C0C}′ (p_0). Ďğęčâďàł, ńę ľçďęćę {^{∗−1}_{C0C}′ (p_0) ğĲĺăâőĲă čæďę âďŸď ńçğę ğęň ăąŸďęğęăĲåńŸă Ÿğæ ą ľńęăőĲåŸ, âőĲă ňğĲĺŹŸńăąã ńáěđ ď ąŸă ŹŸ§čæ n.

ČĲåőďęňčĲ čĲ ĲğŸŽàŽã ğàł ňğáĺőĲă âďŸ ľçďęćę X čĲ ą ŻăŸŋęĺĲńăąá ľńęăőĲåŸ {x_Ÿ| Ÿ < ą} ⊆ |B|−|C_0| ńâńęăę éľńĲ Ÿď C_Ÿ = C_0 ∪{x_Ź| Ź < Ÿ} ąŸă p_Ÿ ∈ S(C_Ÿ) ę ńçğęł ğęň ăąŸďęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńę x_Ÿ, ńæńĲ ę p_Ÿ ďŸ ĲåďŸă ę čęďŸŻăąæł ńçğęł čĲ ńáěđ ď ąŸă ŹŸ§čæ n ľńę ľçďęćę {^{∗−1}_{C0CŸ} (p_0). Ăď ňğę§âľęňčĲ ğàł âőęňčĲ ąŸńŸľąĲňáľĲă ńę ľçďęćę {x_Ź| Ź < Ÿ}, ńæńĲ Ÿğæ ńđď Ÿďáćňľđ ğęň ĲåŻŸčĲ ćåŽę ğăę ğĺăď ňğáĺőęňď ą ľńęăőĲåŸ ńęň Ą ğęň ăąŸďęğęăęçď ńęď ńçğę p_Ÿ ąŸă ŻăŸćâŽęňčĲ ńę ľńęăőĲåę x_Ÿ ďŸ ĲåďŸă âďŸ Ÿğæ Ÿňńá. ĄćâğęňčĲ čáćăľńŸ ğàł Ź < Ÿ ľňďĲğáŽĲńŸă {^∗_{C0CŸ} (p_Ÿ) = p_Ź ąŸă Ĳğęčâďàł ńę ľńęăőĲåę x_Ÿ ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę p_Ź ŽăŸ ąá§Ĳ Ź ≤ a.

Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł Ź_1 < · · · < Ź_m ąŸă Ź^′_1 < · · · < Ź^′_m. ĞŸ ľňč- ŹęćåľęňčĲ čĲ D_m ąŸă D^′_m ńŸ ľňľńãčŸńŸ ğęň âőęňď ŽăŸ ľçčğŸďńŸ ńŸ ľçďęćŸ |C_0| ∪ {x_{Ź1}; : : : ; x_{Źm}} ąŸă |C_0| ∪ {x_Ź′_1 ; : : : ; x_Ź′_m } ŸďńåľńęăőŸ. ĞŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ čĲ ĲğŸŽàŽã ğàł đ ŸğĲăąæďăľđ f_m : D_m −→ D^′_m đ ęğęåŸ ĲåďŸă ńŸňńęńăąã Ĳğå ńęň |C_0| ąŸă ŸďńăľńęăőĲå ńę x_{Źi} ľńę x_Ź′_i ŽăŸ (i ≤ m) ĲåďŸă ăľęčęĺŋăľčæł. ëľńà ğàł đ ŸğĲăąæďăľđ f_{m−1} : D_{m−1} −→ D^′_{m−1} ĲåďŸă ăľęčęĺŋăľčæł, ę q ĲåďŸă ńçğęł ńęň S(D_{m−1}) ğęň ăąŸďęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńę ľńęăőĲåę x_{Źm} ąŸă ę q^′ ĲåďŸă ńçğęł ńęň S(D^′_{m−1}) ğęň ăąŸďęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńę ľńęăőĲåę x_Ź′_m . ĆăŸ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň æńă đ ŸğĲăąæďăľđ f_m ĲåďŸă ăľęčęĺŋăľčæł ŸĺąĲå ďŸ ŻĲåěęňčĲ ğàł f^∗_{m−1}(q^′) = q. ĎğĲăŻã ńę ľńęăőĲåę x_{Źm} ăąŸďęğęăĲå âďŸď ńçğę ńęň S(C_0) (âľńà p_0) ňğĲĺŹŸńăąãł ńáěđł ď ąŸă ŹŸ§čęç n, âďŸď ńçğę ńęň S(C_{Źm} ) (âľńà p_{Źm} ) ňğĲĺŹŸńăąãł ńáěđł ď ąŸă ŹŸ§čęç n ąŸă C_0 ⊆ D_{m−1} ⊆ C_{Źm} âğĲńŸă Ÿğæ ńŸ §ĲàĺãčŸńŸ 2.1 ąŸă 2.2 ğàł ąŸă ę ńçğęł q ĲåďŸă ňğĲĺŹŸńăąãł ńáěđł ď ąŸă ŹŸ§čęç n. îğàł âőĲă ŸğęŻĲăő§Ĳå ğĺęđŽęňčâďàł ňğáĺőĲă âďŸł čęďŸŻăąæł ńçğęł ňğĲĺŹŸńăąãł ńáěđł ď ąŸă ŹŸ§čęç n ľńę ľçďęćę {^{∗−1}_{C0Dm−1} (p_0) ąŸă ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă áććęł Ÿğæ ńęď q. îčęăŸ, ŻĲåőďęňčĲ ğàł ę q^′ ĲåďŸă ę čęďŸŻăąæł ńçğęł ňğĲĺŹŸńăąãł ńáěđł ď ąŸă ŹŸ§čęç n ńęň ľňďæćęň {^{∗−1}_{C0D}′_{m−1} (p_0). ĎğĲăŻã đ ŸğĲăąæďăľđ ĲåďŸă ńŸňńęńăąã Ĳğå ńęň |C_0| âğĲńŸă ğàł

f^∗_{m−1}({^{∗−1}_{C0D}′_{m−1} (p_0)) = {^{∗−1}_{C0Dm−1} (p_0)

ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ, f^∗_{m−1}(q^′ ) = q ąŸă đ ŸğĲăąæďăľđ f_m ĲåďŸă ăľęčęĺŋăľčæł. Šâćęł, ăľőňĺăİæčŸľńĲ ğàł ńę ľçďęćę X ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ ŸŻăáąĺăńŸ ľńęăőĲåŸ Ĳğå ńęň C_0 ąŸă ńę åŻăę §Ÿ ăľőçĲă ąŸńá čĲåİęďŸ ćæŽę ŽăŸ ńę ľçľńđčŸ Ă. ëľńà čåŸ Ÿďęăőńã ŋæĺčęňćŸ ŕ ńđł ŽćéľľŸł L, Ÿ_1; : : : ; Ÿ_m ∈ C_0 ąŸă Ÿąęćęň§åĲł ŻăŸąĲąĺăčâďàď ľńęăőĲåàď (x_{Ź1}; : : : ; x_{Źr} ) ąŸă (ő_Ź′_1 ; : : : ; ő_Ź′_r ) ńęň Ţ. ŔĺâğĲă, ćęăğæď, ďŸ ŻĲåěęňčĲ ğàł Ÿćđ§ĲçĲă đ ŕ(Ÿ_1; : : : ; Ÿ_m; x_{Ź1} ; : : : ; x_{Źr} ) ←→ ŕ(Ÿ_1; : : : ; Ÿ_m; x_Ź′_1 ; : : : ; x_Ź′_r ). ìŻđ âőęňčĲ ŻĲåěĲă ńđď ğĲĺåğńàľđ ąŸńá ńđď ęğęåŸ Ź_1 < · · · < Ź_r ąŸă Ź^′_1 < · · · < Ź^′_r. îčàł, Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ 3.9 đ ŕ(Ÿ_1; : : : ; Ÿ_m; x_{Ź1} ; : : : ; x_{Źr} ) ŻĲď ĲěŸĺńáńŸă Ÿğæ ńđď ŻăáńŸěđ ńàď Ź_i. Śńđď ęňľåŸ, ĲŋŸĺčæİęňčĲ ńę §ĲéĺđčŸ 3.9 ľńđ §ĲàĺåŸ Š(Ÿ_1; : : : ; Ÿ_m) đ ęğęåŸ ĲåďŸă ĲğâąńŸľđ ńđł §ĲàĺåŸł Š ąŸă Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ 2.4, Ÿŋęç đ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã, ńæńĲ §Ÿ ĲåďŸă ąŸă đ §ĲàĺåŸ Š(Ÿ_1; : : : ; Ÿ_m) ąŸă đ ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă ğćãĺđł.

5. KęĺĲľčâďŸ čęďńâćŸ ąŸă ąŸńđŽęĺăąæńđńŸ. Ăł ňğę§âľęňčĲ ğàł ńę Ą ĲåďŸă âďŸ áğĲăĺę ľçľńđčŸ ńđł ąćáľđł N (Š). Šę ľçľńđčŸ Ą §Ÿ ćâŽĲńŸă \ąęĺĲľčâďę" Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ Ă ⊆ Ą čĲ ą(Ă) < ą(Ą), ąá§Ĳ ńçğęł ńęň S(Ă) ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę Ą.

Ăğæ ńę ćãččŸ 4.1 ĲåďŸă áčĲľę ğàł Ÿď ńę Ą ∈ N (Š) ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę, ńæńĲ ĲåďŸă čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š. ĆăŸ ńŸ ąęĺĲľčâďŸ čęďńâćŸ čğęĺĲå ąŸďĲåł ďŸ ąęăńáěĲă ńę [11] æğęň ŸğęŻĲåő§đąĲ ńę Ÿąæćęň§ę ŸğęńâćĲľčŸ.

ĞĲéĺđčŸ 5.1. Ăď ńŸ Ă ąŸă Ą ĲåďŸă ąęĺĲľčâďŸ čęďńâćŸ ńđł §ĲàĺåŸł Š ąŸă âőęňď ńęď åŻăę ğćđ§áĺă§čę, ńæńĲ ĲåďŸă ăľæčęĺŋŸ.

êčĲľđ ľňďâğĲăŸ ńęň §ĲàĺãčŸńęł ĲåďŸă ğàł čåŸ ăąŸďã ľňď§ãąđ ŽăŸ ńđď ą-ąŸńđŽęĺăąæńđńŸ ńđł §ĲàĺåŸł Š ĲåďŸă ąá§Ĳ čęďńâćę čĲ ğćđ§áĺă§čę ą ďŸ ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę. ëľńà Ą ∈ N (Š) âďŸ ňğĲĺŸĺă§čãľăčę ľçľńđčŸ. Šę Ą §Ÿ ćâŽĲńŸă \ąęĺĲľčâďę Ĳğå ńàď Ÿĺă§čãľăčàď ňğęľňľńđčáńàď" Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿĺă§čãľăčę ňğęľçľńđčŸ Ă ⊆ B, ńę Ą ăąŸďęğęăĲå ąá§Ĳ ńçğę ńęň S(Ă).

ĞĲéĺđčŸ 5.2. Ăď đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã ąŸă ą > ℵ_0, ńæńĲ ňğáĺőĲă âďŸ čęďńâćę ńđł Š čĲ ğćđ§áĺă§čę ą ńę ęğęåę ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę Ĳğå ńàď Ÿĺă§čãľăčàď ňğęľňľńđčáńàď.

ĂğæŻĲăěđ. ëľńà Ą_0 âďŸ ńňőŸåę čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š čĲ ğćđ§áĺă§čę ą. ŚçčŋàďŸ čĲ ńę §ĲéĺđčŸ 2.3 ę ğćđ§áĺă§čęł ńęň őéĺęň S(Ą_0) §Ÿ ĲåďŸă ą. ĽŸńá ľňďâğĲăŸ, ňğáĺőĲă âďŸ čęďńâćę Ą_1 ⊇ Ą_0 ńđł §ĲàĺåŸł Š, ńâńęăę éľńĲ ďŸ âőĲă ğćđ§áĺă§čę ą ąŸă ąá§Ĳ ńçğęł ńęň S(Ą_0) ďŸ ăąŸďęğęĲåńŸă ľńę Ą_1. ŔĺęőàĺéďńŸł ĲğŸŽàŽăąá, ŹćâğęňčĲ ğàł ňğáĺőĲă čåŸ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ {Ą_Ÿ| Ÿ < !_1} Ÿğæ čęďńâćŸ ńđł §ĲàĺåŸł Š čĲ ğćđ- §áĺă§čę ą, ńâńęăŸ éľńĲ ąá§Ĳ ńçğęł ńęň őéĺęň S(Ą_Ÿ) ďŸ ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę čęďńâćę Ą_{Ÿ+1} ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿ < !_1. ŠæńĲ ńę Ą =_{Ÿ<!1} Ą_Ÿ ĲåďŸă âďŸ čęďńâćę ńđł §ĲàĺåŸł Š čĲ ğćđ§áĺă§čę ą ąŸă ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę Ĳğå ńàď Ÿĺă§čãľăčàď ňğęľňľńđčáńàď. Ăď ňğę§âľęňčĲ ğàł Ă ĲåďŸă âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ňğęľçľńđčŸ ńęň Ą, ńæńĲ §Ÿ ňğáĺőĲă Ÿ < !_1 éľńĲ Ă ⊆ Ą_Ÿ ąŸă Ÿŋęç ąá§Ĳ ńçğęł p ∈ S(A) §Ÿ ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę čęďńâćę Ą_{Ÿ+1}, ąŸńá čĲåİęďŸ ćæŽę §Ÿ ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę čęďńâćę Ą.

ŁãččŸ 5.1. ëľńà ğàł đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã ąŸă Ą ĲåďŸă âďŸ ňğĲĺŸĺă§čãľăčę čęďńâćę ńđł Š, ğęň ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę. ŠæńĲ ňğáĺőĲă âďŸ Ÿĺă§čãľăčę čęďńâćę Ă ⊆ B ńđł Š ąŸă âďŸ ňğęľçľńđčŸ Ă^′ ⊆ Ă ńâńęăŸ éľńĲ :

(i) ňğáĺőĲă âďŸ áğĲăĺę ľçďęćę Ş ⊆ |Ă| − |Ă^′| ğęň ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ ŸŻăáąĺăńŸ ľńęăőĲåŸ Ĳğå ńęň Ă^′ ąŸă (ii) ňğáĺőĲă âďŸł ńçğęł q ∈ S(A^′ ) ę ęğęåęł ŻĲď ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę Ă.

ĂğæŻĲăěđ. Ăŋęç ńę Ą ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę, §Ÿ ňğáĺőĲă ąáğęăę ľçľńđčŸ C ⊆ B, čĲ ą(C) < ą(B) ąŸă âďŸł ńçğęł p ∈ S(C) ę ęğęåęł ŻĲď §Ÿ ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę C. Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ 4.3 ňğáĺőĲă âďŸ áğĲăĺę Ÿĺă§čãľăčę ľçďęćę Ş ńęň ęğęåęň ńŸ ľńęăőĲåŸ ĲåďŸă ŸŻăáąĺăńŸ Ĳğå ńęň C ąŸă ğĲĺăâőęďńŸă ľńę ľçďęćę |Ą| − |C|. Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ ńàď L-owenheim-Skolem ňğáĺőĲă âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ňğęčęďńâćę Ă_0 ńęň Ą ńâńęăę éľńĲ Ă_0 ⊇ Ş . ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿ ∈ Ă_0 §Ÿ ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ p_Ÿ ńęď ńçğę ńęň S(C) ğęň ăąŸďęğęăĲåńŸă Ÿğæ ńę Ÿ. ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿ ăľőçĲă p_Ÿ ≠ p, Ÿŋęç ąŸďâďŸ ľńęăőĲåę ńęň |Ą| ŻĲď ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę p. Ďğęčâďàł, ňğáĺőĲă ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿ ∈ A_0 čåŸ ŋæĺčęňćŸ ŕ_Ÿ ∈ F (C) ńâńęăŸ éľńĲ ŕ_Ÿ ∈ p_Ÿ ąŸă ¬ŕ_Ÿ ∈ p. ĎğĲăŻã đ ŋæĺčęňćŸ ŕ_Ÿ ğĲĺăâőĲă čæďę ğĲğĲĺŸľčâďę Ÿĺă§čæ ľňčŹæćàď, čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę ľçľńđčŸ C_Ÿ ⊆ C ńâńęăę éľńĲ ŕ_Ÿ ∈ F (C_Ÿ). ëľńà Ă^′_1 =_{Ÿ∈A0} C_Ÿ. (ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł ğàł ńę ľçčğŸď ńęň Ă^′_1 ĲåďŸă Ÿĺă§čãľăčę àł Ÿĺă§čãľăčđ âďàľđ ğĲğĲĺŸľčâďàď ľňďæćàď.) ŠæńĲ ŻĲď ňğáĺőĲă Ÿ ∈ A_0 ğęň ďŸ ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę {^∗_A′_{1C} (p)

ńęň őéĺęň S(A^′_1). (Ăğæ ńęď ńĺæğę ğęň ąŸńŸľąĲňáľŸčĲ ńę Ă^′_1, âőęňčĲ ğàł ę ńçğęł {^∗_A′_{1C} (p) §Ÿ ğĲĺăâőĲă ńăł ŸĺďãľĲăł ńàď ŕ_Ÿ.) ëľńà A_1 âďŸ

Ÿĺă§čãľăčę ňğęčęďńâćę ńęň Ą ńâńęăę éľńĲ A_1 ⊇ A_0 ∪ A^′_1. Ăąęćęň§éďńŸł Ÿňńã ńđ ŻăŸŻăąŸľåŸ čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ čåŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ Ÿĺă§- čãľăčŸ čęďńâćŸ Ă_0 ⊆ : : : Ă_n ⊆ : : : ąŸă čåŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿğæ ľňľńãčŸńŸ Ă^′_0 ⊆ : : : Ă^′_n ⊆ : : : ńâńęăĲł éľńĲ Ă^′_n ⊆ Ă_n∩C ąŸă ąŸďâďŸ Ÿ ∈ A_n ŻĲď ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę {^∗_{An+1C}(p) ńęň őéĺęň S(A^′_{n+1}). ŐĺåİęňčĲ Ă =_{n∈!} A_n ąŸă Ă^′ =_{n∈!} A^′_n. ŠæńĲ ńę ľçďęćę Ş ⊆ |A| − |Ă^′| ĲåďŸă âďŸ ľçďęćę Ÿğæ ŸŻăáąĺăńŸ ľńęăőĲåŸ Ĳğå ńęň Ă^′ ąŸă ąŸďâďŸ Ÿ ∈ A ŻĲď ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę {^∗_A′_C (p) ńęň őéĺęň S(A^′).

ĞĲéĺđčŸ 5.3. ëľńà ğàł đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã ąŸă ğàł âőĲă âďŸ ňğĲĺŸĺă§čãľăčę čęďńâćę ńę ęğęåę ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę. ŠæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ą > ℵ_0, đ Š âőĲă âďŸ čęďńâćę čĲ ğćđ§áĺă§čę ą ńę ęğęåę ŻĲď ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę Ĳğå ńàď Ÿĺă§čđľåčàď ňğęľňľńđčáńàď.

ĂğæŻĲăěđ. ëľńàľŸď Ă, Ă^′ ąŸă Ş æğàł ľńę ćãččŸ 5.1 ąŸă q ∈ S(A^′) ńçğęł ğęň ŻĲď ăąŸďęğęăĲåńŸă ľńę Ă. Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ ğćđĺæńđńŸł ňğáĺőĲă âďŸ ľçľńđčŸ A_ą ∈ N (Š) ńâńęăę éľńĲ A_ą ⊇ A^′ ∪ Y ąŸă ńę ľçďęćę |A_ą|−|A^′ | ďŸ ĲåďŸă âďŸ ľçďęćę Ÿğæ ŸŻăáąĺăńŸ ľńęăőĲåŸ Ĳğå ńęň A^′ . (ŃğęĺęçčĲ ďŸ ŻĲåěęňčĲ ńđď çğŸĺěđ Ĳďæł ńâńęăęň A_ą ąŸńŸľąĲňáİęďńŸł âďŸ ąŸńáććđćę ľçďęćę ğĺęńáľĲàď Ś čĲ ğćđ§áĺă§čę ą ąŸă đ çğŸĺěđ ńęň A^′ ∪ Y

ŸğęŻĲăąďçĲă ğàł ąá§Ĳ ğĲğĲĺŸľčâďę ľçďęćę ńęň Ś ąŸă Ĳğęčâďàł ąŸă ńę åŻăę ńę Ś ĲåďŸă ľňďĲğâł. Ę ąŸńŸľąĲňã ńęň Ś čęăáİĲă čĲ ńđď ąŸńŸľąĲňã ğęň ąáďŸčĲ ľńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň §ĲàĺãčŸńęł 3.2.) ëľńà {y_Ÿ| Ÿ < ą} čåŸ ąŸćã ŻăáńŸěđ ńęň |A_ą| − |A^′| ąŸă Ă_Ÿ = Ă^′ ∪ {y_Ź| Ź < Ÿ}. ĎŋŸĺčæ- İęňčĲ ńę §ĲéĺđčŸ 4.2 ŽăŸ ďŸ ğáĺęňčĲ čåŸ ŸçěęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ čęďńâćàď {Ą_Ÿ| Ÿ < ą} ńđł §ĲàĺåŸł Š, ńâńęăŸ éľńĲ ńę Ą_Ÿ ďŸ ĲåďŸă ğĺéńę Ĳğå ńęň Ă_Ÿ ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ęĺăŸąæ ŻăŸńŸąńăąæ Ż < ą ďŸ ăľőçĲă Ą_Ż =_{Ÿ<Ż} Ą_Ÿ.

ĹľőňĺăİæčŸľńĲ ğàł ę ńçğęł q ŻĲď ăąŸďęğęăĲåńŸă ľĲ ąŸďâďŸ Ą_Ÿ. Ę ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă čĲ ĲğŸŽàŽã ľńę Ÿ. ĆăŸ Ÿ < ! đ çğŸĺěđ ńęň čęďńâćęň A ⊇ A^′ ∪ Y , ğęň ŻĲď ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę q, ľňďĲğáŽĲńŸă ğàł ńę Ą_Ÿ ŻĲď ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę q. ŔĺáŽčŸńă, ńę ľçčğŸď ńęň Ă ĲåďŸă Ÿĺă§čãľăčę ąŸă čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ čęďęčęĺŋăľčæ Ÿğæ ńę Ă_Ÿ ľńę Ă. îčàł, ńę čęďńâćę Ą_Ÿ ĲåďŸă ğĺéńę Ĳğå ńęň Ă_Ÿ ąŸă âńľă âőęňčĲ âďŸ čęďęčęĺŋăľčæ Ÿğæ ńę Ą_Ÿ ľńę Ă. ĎğĲăŻã ńę Ă ŻĲď ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę q ĲåďŸă áčĲľę ğàł ęçńĲ ąŸă ńę Ą_Ÿ §Ÿ ńęď ăąŸďęğęăĲå. ĆăŸ Ÿ = Ż ęĺăŸąæ ŻăŸńŸąńăąæ âőęňčĲ Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ğàł ąŸďâďŸ Ą_Ź čĲ Ź < Ż ŻĲď ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę q ąŸă Ĳğęčâďàł ęçńĲ ąŸă đ âďàľđ ńęňł Ą_Ż =_{Ź<Ż} Ą_Ź ńęď ăąŸďęğęăĲå. Šâćęł, Ÿď Ÿ = Ź + 1 > !, ńæńĲ ĲğĲăŻã ńę ľçďęćę |A_ą| − |A^′| ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ ŸŻăáąĺăńŸ Ĳğå ńęň Ă^′ , §Ÿ ňğáĺőĲă ăľęčęĺŋăľčæł Ÿğæ ńę Ă_Ÿ ľńę Ă_Ź ąŸă ę ğĲĺăęĺăľčæł ńęň ľńę Ă^′ §Ÿ ĲåďŸă đ ńŸňńęńăąã ŸğĲăąæďăľđ. Ďğęčâďàł, ğáćă čĲ ŸďáćęŽŸ ĲğăőĲăĺãčŸńŸ, §Ÿ ňğáĺőĲă čęďęčęĺŋăľčæł Ÿğæ ńę Ą_Ÿ ľńę Ą_Ź ąŸă ę ğĲĺăęĺăľčæł ńęň ľńę Ă^′ §Ÿ ĲåďŸă đ ńŸňńęńăąã ŸğĲăąæďăľđ. Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ńę Ą_Ź ŻĲď ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę q ąŸă Ĳğęčâďàł ęçńĲ ąŸă ńę Ą_Ÿ §Ÿ ńęď ăąŸďęğęăĲå. ĂğęŻĲåěŸčĲ, ćęăğæď, ğàł ńę čęďńâćę Ą_ą =_{Ÿ<ą} Ą_Ÿ âőĲă ğćđ§áĺă§čę ą ąŸă ŻĲď ăąŸďęğęăĲå ńęď ńçğę q.

ĞĲéĺđčŸ 5.4. Ăď đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ąáğęăŸ ňğĲĺŸĺă§- čãľăčđ ŻçďŸčđ , ńæńĲ ąá§Ĳ ňğĲĺŸĺă§čãľăčę čęďńâćę ńđł Š ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę.

ĂğæŻĲăěđ. Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ 3.8, đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ęćăąá ňğĲĺŹŸńăąã ąŸă ľçčŋàďŸ čĲ ńę §ĲéĺđčŸ 5.2, ňğáĺőĲă âďŸ čęďńâćę ńđł Š čĲ ğćđ§áĺă§čę ą ğęň ĲåďŸă ąęĺĲľčâďę Ĳğå ńàď Ÿĺă§čãľăčàď ňğęľňľńđčáńàď. Ăď đ §ĲàĺåŸ Š ĲåőĲ âďŸ ňğĲĺŸĺă§čãľăčę čęďńâćę ğęň ŻĲď ãńŸď ąęĺĲľčâďę, ńæńĲ Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ 5.3, §Ÿ ĲåőĲ âďŸ čęďńâćę čĲ ğćđ§áĺă§čę ą ńę ęğęåę ŻĲ §Ÿ ãńŸď ąęĺĲľčâďę Ĳğå ńàď Ÿĺă§čđľåčàď ňğęľňľńđčáńàď ąŸă Š ŻĲ §Ÿ ãńŸď ąŸńđŽęĺăąã ľńęď ğćđ§áĺă§čę ą.

Ăğæ ńę §ĲéĺđčŸ ğęň čæćăł ŻĲåěŸčĲ ąŸă Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ 5.1 ğŸåĺďęňčĲ áčĲľŸ ńđď Ÿğáďńđľđ ľńę ĲĺéńđčŸ ńęňLo«s.

ĞĲéĺđčŸ 5.5. Ăď đ §ĲàĺåŸ Š ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ąáğęăŸ ňğĲĺŸĺă§čãľăčđ ŻçďŸčđ, ńæńĲ ĲåďŸă ąŸńđŽęĺăąã ľĲ ąá§Ĳ ňğĲĺŸĺă§čãľăčđ ŻçďŸčđ.

References

1. M. Morley, Categoricity in power, Trans. Amer. Math. Soc. 114 (1965), 514–538.

2. J. Łoś, On the categoricity in power of elementary deductive systems, Colloq. Math. 3 (1954), 58–62.

3. R. Vaught, Applications of the Löwenheim-Skolem-Tarski theorem to problems of completeness and decidability, Indag. Math. 16 (1954), 467–472.

4. E. Kamke, Theory of sets, Dover, New York, 1950. 5. C. Chang and H. Keisler, Model Theory, North-Holland Publishing Company, 1977.

6. F.P. Ramsey, On a problem of formal logic, Proc. London Math. Soc. (2) 30 (1929), 291-310.

7. A. Ehrenfeucht and A. Mostowski, Models of axiomatic theories admitting automorphisms, Fund. Math. 43 (1956), 50-68. 8. A. Ehrenfeucht, On theories categorical in power, Fund. Math. 44 (1957), 241-248.

9. A. Ehrenfeucht, Theories having at least continum many nonisomorphic models in each power, Abstract 550-23, Notices Amer, Math. Soc. 5 (1958), 680-681.

10. D. Hilbert and P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, Vol. 2, Julius Springer, Berlin, 1939.

11. M. Morley and R. Vaught, Homogeneous universal models, Math. Scand. 11 (1962) 37-57