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Kef�laio 1

EuqaristÐec

Aut  h diplwmatik  ergasÐa eÐnai apotèlesma sklhr c doulei�c ek' mèrouc mou. Pollèc
 tan oi nÔqtec pou den mporoÔsa na koimhj¸ epeid  me apasqoloÔse èna komm�ti mÐac
apìdeixhc. All� ìpwc èlegan kai oi arqaÐoi mac prìgonoi, ìpoioc erg�zetai kai prospajeÐ
telik� antameÐbetai.

To arqikì mou sunaÐsjhma ìtan xekÐnhsa thn diplwmatik   tan fìboc, o fìboc tou
agn¸stou. Gia na xeper�sei ìmwc k�poioc ton fìbo tou prèpei na k�nei autì pou fob�tai.
'Etsi kai eg¸ autì èkana. Kaj¸c apoktoÔsa empeirÐa p�nw sto jèma, o fìboc �rqise na
elatt¸netai, mèqri pou telik� thn jèsh tou p re o enjousiasmìc thc anak�luyhc kai h
sigouri� thc gn¸shc. Kai epeid  telik� to sunaÐsjhma pou mènei ìtan ta katafèreic se
k�ti eÐnai h hremÐa kai h qar�, qaroÔmenoc plèon dhl¸nw ìti  tan tim  mou na foit sw
sto M.P.L.A.

Ja  jela idiaitèrwc na euqarist sw ton epiblèponta kajhght  mou, k. Dhm trio
Jhlukì pou me eis gage sthn ereunhtik  mejodologÐa. Ton euqarist¸ gia thn enj�rrunsh,
thn filik  tou di�jesh, ta jetik� tou sqìlia, thn upomon  tou(eidik� sta teleutaÐa st�dia
thc diplwmatik c!) kai tèloc gia thn bebaiìtht� tou gia thn èkbash aut c thc ergasÐac
proc to kalÔtero.

Ja  jela na euqarist sw touc kajhghtèc k. Kolliìpoulo kai k. R�pth pou dèqthkan
na summet�sqoun sthn sumbouleutik  epitrop . Ja  jela epÐshc na euqarist sw touc
kajhghtèc k. Mosqob�kh, k. Dhmhtrakìpoulo, k. Koutsoupi� kaj¸c kai ìlouc touc ka-
jhghtèc pou mou èdwsan thn eukairÐa na parakolouj sw ta maj mat� touc sto M.P.L.A.

Tèloc, ja  jela na euqarist sw touc goneÐc mou pou me st rixan oikonomik�, kai ìlouc
ìsouc me st rixan sunaisjhmatik� sthn diekperaÐwsh thc diplwmatik c mou ergasi�c.

Galiats�toc Grhgìrhc,
18/6/08,
Aj na
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Kef�laio 2

Eisagwg 

Se aut  th diplwmatik  apodeiknÔoume to je¸rhma tou 2�isomorfismoÔ grafhm�twn tou
Whitney, kaj¸c kai dÔo je¸rhmata pou proèkuyan san sunèpeia tou. To je¸rhma 2�
isomorfismoÔ to apèdeixe o Amerikanìc Majhmatikìc Hassler Whitney [2] sto [5]. Oi
apodeÐxeic twn jewrhm�twn pou proèkuyan apì to je¸rhma 2�isomorfismoÔ, gÐnontai me
qr sh mhtroeid¸n. H jewrÐa mhtroeid¸n eÐnai ènac sÔgqronoc kl�doc thc sunduastik c.
Prèpei na shmeiwjeÐ ìti o Ðdioc o Whitney èjese ta jemèlia thc jewrÐac mhtroeid¸n sto [6].
H arqik  apìdeixh pou èkane o Whitney sto je¸rhm� tou eÐnai meg�lh kai perÐplokh.
Sto [9], o K.Truemper èdwse mÐa pio mikr  apìdeixh qrhsimopoi¸ntac mÐa dom  grafh-
m�twn pou eÐqe oristeÐ sto [15], gia ta 2�sunektik� graf mata pou den eÐnai 3�sunektik�.
Sth diplwmatik  diereun same thn neìterh apìdeixh, ìpwc aut  epanadiatup¸jhke mèsw
mhtroeid¸n apì ton J. Oxley sto [8]. Sto Ðdio biblÐo, brÐskontai oi apodeÐxeic twn jew-
rhm�twn topologik c isomorfÐac kai monadikìthtac duðsmoÔ. EpishmaÐnoume ìti pollèc
apì tic prot�seic pou apodeÐqjhkan sthn diplwmatik   tan ask seic tou [8]. MÐa apok-
leistik� topologik  apìdeixh gia to je¸rhma topologikoÔ isomorfismoÔ up�rqei sto [12].

Sto kef�laio 3 sto (3.1) dÐnontai k�poiec dieukrinÐseic kai orismoÐ. Argìtera sto Ðdio
kef�laio dÐnoume k�poiouc basikoÔc orismoÔc thc sunduastik c all� kaÐ topologik c jew-
rÐac grafhm�twn [1]. OrÐzoume tÐ eÐnai gr�fhma, polugr�fhma, aplì gr�fhma. Eis�goume
thn ènnoia twn par�llhlwn akm¸n kai twn jhli¸n sta polugraf mata. Perigr�foume
pr�xeic sta graf mata ìpwc h ènwsh kai sÔndesh, h sÔnjliyh akm¸n, h ènwsh�di�spash
koruf c kai h strèyh koruf¸n. OrÐzoume tÐ eÐnai upogr�fhma enìc graf matoc, bajmìc
kai astèri koruf c, tÐ eÐnai dèntro kai d�soc, pìte dÔo graf mata eÐnai isìmorfa kai pìte
2�isìmorfa metaxÔ touc. Perigr�foume k�poia eidik� graf mata ìpwc h klÐka, o kÔkloc
kai to monop�ti. OrÐzoume tÐ eÐnai sunektikìthta graf matoc. Diatup¸noume to je¸rhma
tou Menger kai apodeiknÔoume merikoÔc enallaktikoÔc orismoÔc thc 2�sunektikìthtac.

H apìdeixh tou jewr matoc topologikoÔ isomorfismoÔ apaiteÐ stoiqei¸deic gn¸seic
topologÐac, gi' autì k�noume mÐa mikr  eisagwg  sthn topologik  jewrÐa grafhm�twn.
Eis�goume thn ènnoia tou enepÐpedou kai epÐpedou graf matoc, tou gewmetrikoÔ duðkoÔ
graf matoc kaj¸c kai thn ènnoia thc asjen c kai isqur c topologik c isomorfÐac metaxÔ
enepÐpedwn grafhm�twn. Sto tèloc tou (3.2), orÐzoume ti eÐnai to sunduastikì duðkì
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gr�fhma. Kai gia ta dÔo apotelèsmata tou jewr matoc 2�isomorfismoÔ, ja qreiasteÐ
peraitèrw na k�noume eisagwg  sthn jewrÐa mhtroeid¸n.

H jewrÐa twn mhtroeid¸n eÐnai ènac kl�doc thc sunduastik c, o opoÐoc genikeÔei thn
ènnoia thc anexarthsÐac. H grammik  anexarthsÐa twn dianusmatik¸n q¸rwn genikeÔetai
me thn jewrÐa mhtroeid¸n. 'Ena mhtroeidèc, ìpwc ja orÐsoume kai argìtera eÐnai èna diate-
gmèno zeÔgoc (E, I), ìpou to E eÐnai to edafikì tou sÔnolo kai to I eÐnai to sÔnolo twn
anex�rthtwn sunìlwn tou. To kleidÐ sthn sqèsh metaxÔ jewrÐac grafhm�twn kai jewrÐac
mhtroeid¸n eÐnai ìti ta graf mata mporoÔn na jewrhjoÔn san sunduastikèc domèc oi opoÐec
enswmat¸noun thn ènnoia thc anexarthsÐac.

Sto (3.3) suneqÐzoume me mÐa eisagwg  sthn jewrÐa mhtroeid¸n [8]. Se autì to ke-
f�laio dÐnoume ton orismì tou mhtroeidoÔc kai orÐzoume tÐ eÐnai anex�rthta sÔnola kai kuk-
l¸mata. ApodeiknÔoume kai jemeli¸noume majhmatik� ìti ta sÔnola kuklwm�twn pros-
diorÐzoun pl rwc èna mhtroeidèc kai èpeita qrhsimopoioÔme autì to apotèlesma gia na
deÐxoume ìti k�je gr�fhma èqei k�poio mhtroeidèc pou na to perigr�fei, to kuklikì tou
mhtroeidèc. OrÐzoume par�llhla ta omoiìmorfa mhtroeid  Ur,n, r 6 n, r, n ∈ N. Eis�goume
thn ènnoia isomorfismoÔ mhtroeidoÔc, b�shc mhtroeidoÔc, periorismènou mhtroeidoÔc, tic
sunart seic t�xhc kai kleistìthtac enìc mhtroeidoÔc, paragìmena kai uperepÐpeda sÔnola
mhtroeidoÔc. BrÐskoume thn sqèsh pou up�rqei metaxÔ aut¸n twn ennoi¸n kai blèpoume
èpeita ti antiproswpeuoÔn sta graf mata. Sta anex�rthta sÔnola, kukl¸mata k.t.l.
tou duðkoÔ enìc mhtroeidoÔc b�zoume to prìjema {sun}(sun�anex�rthta sÔnola, sun�
kukl¸mata k.t.l.). Eis�goume thn ènnoia tou duðkoÔ mhtroeidoÔc. SuneqÐzontac, orÐzoume
tÐ eÐnai par�llhla kai seiraðk� sÔnola enìc mhtroeidoÔc. Perigr�foume tÐ eÐnai h sÔnjliyh
akm c mhtroeidoÔc. OrÐzoume thn Tutte kai thn k�jeth sunektikìthta ìpwc epÐshc kai
thn perifèreia g(M) enìc mhtroeidoÔc M . Telik� apodeiknÔoume ìti èna mhtroeidèc èqei
thn Ðdia Tutte sunektikìthta me to duðkì tou.

O stìqoc tou kefalaÐou 4 eÐnai h apìdeixh enìc basikoÔ jewr matoc pou qrei�zetai gia
thn apìdeixh twn jewrhm�twn topologikoÔ isomorfismoÔ kai sunduastik¸n duðk¸n. Sto
(4.1) brÐskoume poia mhtroeid  èqoun �peirh Tutte sunektikìthta. Sto (4.2) apodeiknÔ-
oume ènan tÔpo pou susqetÐzei thn Tutte sunektikìthta me thn k�jeth sunektikìthta
kai thn perifèreia tou. Sto (4.3) anakalÔptoume poia eÐnai h sqèsh metaxÔ thc k�jethc
kai grafojewrhtik c sunektikìthtac gia ìla ta sunektik� graf mata ektìc tou K3. Sto
(4.4) brÐskoume poia eÐnai h kl�sh twn omoiìmorfwn mhtroeid¸n pou den eÐnai grafik�. Ja
orÐsoume argìtera ìti èna mhtroeidèc eÐnai grafikì an eÐnai isìmorfo me k�poio kuklikì
mhtroeidèc. Tèloc sto (4.5) apodeiknÔoume to basikì apotèlesma tou kefalaÐou 4.

Sto kef�laio 5 gÐnontai oi basikèc apodeÐxeic aut c thc diatrib c. Sto (5.1) apodeiknÔe-
tai to je¸rhma tou Whitney. To je¸rhma tou Whitney lèei ìti dÔo graf mata eÐnai
2�isìmorfa an kai mìno an up�rqei isomorfismìc o opoÐoc diathreÐ touc kÔklouc touc.
Sta (5.2)�(5.3) diatup¸nontai kai apodeiknÔontai ta jewr mata pou prokÔptoun apì to
je¸rhma tou Whitney. To pr¸to apotèlesma pou ex�getai eÐnai to je¸rhma topologikoÔ
isomorfismoÔ gia 3�sunektik� epÐpeda graf mata ìpou apodeiknÔetai h monadikìthta emb�-
ptishc sto epÐpedo k�je 3�sunektikoÔ aploÔ epÐpedou graf matoc. 'Ena apotèlesma pou
mac proèkuye ed¸ eÐnai h epèktas  tou jewr matoc autoÔ se 3�sunektik� epÐpeda graf -
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Sq ma 2.1: Dèntro apodeÐxewn. T=je¸rhma, P=Prìtash, C=Pìrisma, L=L mma.

mata qwrÐc jhlièc. To deÔtero apotèlesma pou prokÔptei apì to je¸rhma tou Whitney
eÐnai to je¸rhma monadikìthtac sunduastik¸n duðk¸n grafhm�twn sta apl� 3�sunektika
epÐpeda graf mata.

Sto tèloc thc eisagwg c, prosjètoume to dèntro pou prokÔptei apì tic apodeÐxeic twn
jewrhm�twn.
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Kef�laio 3

GenikoÐ orismoÐ

3.1 Basikèc ènnoiec
Orismìc 1. 'Estw (X, TX), (Y, TY ) topologikoÐ q¸roi. Tìte h antistoiqÐa f : X → Y
eÐnai omoiomorfismìc metaxÔ twn X kai Y an f eÐnai antistoiqÐa kai an f, f−1 suneqeÐc.
Orismìc 2. K�je uposÔnolo tou R2, D, omoiomorfikì me to sÔnolo

{(x, y) | x2 + y2 < 1, x, y ∈ R}
onom�zetai dÐskoc tou R2.
Orismìc 3. MÐa kampÔlh Jordan sto epÐpedo eÐnai mÐa kampÔlh me arq  kai tèloc h opoÐa
den tèmnei ton eautì thc. H kampÔlh ja lègetai kleist  an to tèloc thc tautÐzetai me thn
arq  thc.

Gia thn apofug  sÔgqishc kai gia eukolÐa, ìtan gr�foume θ(X), ìpou θ : A → B
sun�rthsh kai X ⊆ A, ja ennooÔme thn eikìna tou X mèsw thc θ, dhlad 

θ(X) = {θ(x) | x ∈ X}.
Orismìc 4. 'Estw θ : E1 → E2 sun�rthsh kai èstw X ⊆ E1. O periorismìc θ|X : X →
θ(X) thc θ sto X eÐnai mÐa sun�rthsh h opoÐa gia k�je x ∈ X, θ|X(x) = θ(x) en¸ gia
x ∈ E1 −X den orÐzetai.
Orismìc 5. 'Estw f : A → B, g : A

′ → B
′ sun�rthseic me A ∩ A

′
= ∅. OrÐzoume thn

ènwsh twn f kai g, h : A ∪ A
′ → B ∪ B

′ na eÐnai h sun�rthsh pou gia k�je x sto A
paÐrnei thn tim  thc f kai gia k�je x sto A

′ paÐrnei thn tim  thc g.

3.2 Eisagwg  sta graf mata

3.2.1 Gr�fhma�polugr�fhma
Orismìc 6. KaloÔme gr�fhma k�je zeÔgoc G = (V, E) ìpou to V eÐnai èna peperasmèno
sÔnolo kai to E eÐnai èna sÔnolo pou perièqei uposÔnola tou V , megèjouc akrib¸c 2. Ta
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Sq ma 3.1: Gr�fhma kai polugr�fhma.

stoiqeÐa tou V ja ta lème korufèc tou G kai ta stoiqeÐa tou E akmèc tou G. Gia k�je
akm  e = {u, v} kaloÔme tic korufèc u, v �kra thc e. An mÐa koruf  den apoteleÐ �kro
kamÐac akm c, tìte aut  eÐnai mÐa apomonwmènh koruf  sto G.

MÐa epèktash tou orismoÔ tou graf matoc eÐnai to polugr�fhma, to opoÐo diafèrei
apì èna gr�fhma sto ìti epitrèpoume ta stoiqeÐa tou E na èqoun mègejoc to polÔ 2 kai
diaforetikèc akmèc na èqoun ta Ðdia �kra. MÐa akm  megèjouc 1 ja thn lème jhli� tou G
en¸ dÔo akmèc e, f me ta Ðdia �kra ja lègontai par�llhlec. An apì èna polugr�fhma G
afairèsoume tic jhlièc kai antikatast soume k�je sÔnolo par�llhlwn akm¸n me mÐa akm ,
tìte paÐrnoume èna gr�fhma, to aplì gr�fhma tou G. Sta plaÐsia aut c thc diplwmatik c
ìtan anaferìmaste se graf mata ja ennooÔme polugraf mata kai ja anaferìmaste sta
mh�polugraf mata san apl� graf mata.

3.2.2 'Enwsh�sÔndesh grafhm�twn
Orismìc 7. 'Estw G = (V (G), E(G)) kai H = (V (H), E(H)) graf mata. Tìte orÐzoume
h ènwsh twn G kai H na eÐnai to gr�fhma

G ∪H = (V (G) ∪ V (H), E(G) ∪ E(H)).

An V (G) ∩ V (H) = ∅, tìte ta G kai H lègontai diakekrimèna,   xèna metaxÔ touc kai
mil�me gia diakekrimènh ènwsh touc.

Orismìc 8. 'Estw G = (V (G), E(G)) kai H = (V (H), E(H)) graf mata me V (G) ∩
V (H) = ∅. Tìte orÐzoume thn sÔndesh twn G, H na eÐnai to gr�fhma

G ∗H = (V (G) ∪ V (H), E(G) ∪ E(H) ∪ {{u, v} | u ∈ V (G), v ∈ V (H)}).
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Sq ma 3.2: Gr�fhma G kai paragìmena kai enagìmena upograf mat� tou, G[E
′
], G[V

′
]

ìpou E
′
= E(G)− {e, f}, V ′

= V (G)− u.

3.2.3 Bajmìc koruf c
Orismìc 9. 'Estw G = (V (G), E(G)) gr�fhma kai èstw u ∈ V (G). San bajmì thc
koruf c u sto G, degG(u), orÐzoume na eÐnai to pl joc twn exerqìmenwn akm¸n thc u.

3.2.4 Upograf mata
Orismìc 10. 'Ena gr�fhma H onom�zetai upogr�fhma tou G an V (H) ⊆ V (G) kai
E(H) ⊆ E(G). An t¸ra V

′ ⊆ V (G), tìte G[V
′
] ja sumbolÐzei to gr�fhma me sÔnolo

koruf¸n to V
′ kai sÔnolo akm¸n tic akmèc pou ìla ta �kra touc an koun sto V

′ . To
G[V

′
] onom�zetai enagìmeno upogr�fhma tou G. An E

′ ⊆ E(G), tìte G[E
′
] ja sumbolÐzei

to gr�fhma me sÔnolo akm¸n to E
′ kai sÔnolo koruf¸n tic korufèc pou apoteloÔn �kro

k�poiac akm c tou E(G). To G[E
′
] onom�zetai paragìmeno upogr�fhma tou G.

Enallaktik�, ja qrhsimopoioÔme ton sumbolismì G\X, ìpou X uposÔnolo tou sunìlou
twn akm¸n tou G, an jèloume na gr�youme to G[E(G) − X], kai ja to onom�zoume h
afaÐresh tou X apì to G.

3.2.5 Isomorfismìc grafhm�twn
Orismìc 11. 'Estw G,H gr�fhmata. Ja lème ìti to G eÐnai isìmorfo me to H ann
up�rqoun antistoiqÐec ψ : V (G) → V (H), θ : E(G) → E(H) t.w.

(∀u ∈ V (G))(∀e ∈ E(G))(u ∈ e ⇔ ψ(u) ∈ θ(e))

Gia dedomènh antistoiqÐa θ : E(G) → E(H), ja lème ìti ta G,H eÐnai θ�isìmorfa ann
up�rqei antistoiqÐa ψ : V (G) → V (H) t.w. ψ, θ na en�goun isomorfismì metaxÔ G kai H.
Ja sumbolÐzoume me G ∼=θ H.

13



HG

Sq ma 3.3: Ta graf mata G, H eÐnai isìmorfa.

3.2.6 Eidik� graf mata
Orismìc 12. OrÐzoume gia k�je r > 0 to gr�fhma

Kr = ({u1, u2, ..., ur}, {{ui, uj} | 1 6 i < j 6 r}).
To Kr onom�zetai klÐka megèjouc r.

K5K3 K4

Sq ma 3.4: Oi klÐkec K3,K4 kai K5.

To parak�tw l mma to dÐnoume qwrÐc apìdeixh:

L mma 1. Kn = Kr ∗Kq gia k�je jetikoÔc akèraiouc r, q me r + q = n.

Orismìc 13. OrÐzoume gia k�je r > 1 to gr�fhma

Pr = ({u1, u2, .., ur}, {{u1, u2}, {u2, u3}, ..., {ur−1, ur}}).
To Pr onom�zetai monop�ti megèjouc r. Oi korufèc u1 kai ur onom�zontai �kra tou Pr

en¸ oi upìloipec eswterikèc korufèc tou. Se èna gr�fhma, dÔo monop�tia tou me koin�
�kra onom�zontai eswterik¸c diakekrimèna an den èqoun koinèc eswterikèc korufèc.
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Orismìc 14. OrÐzoume gia k�je r > 3 to gr�fhma

Cr = ({u1, u2, .., ur}, {{u1, u2}, {u2, u3}, ..., {ur−1, ur}, {ur, u1}}).

To Cr onom�zetai kÔkloc megèjouc r. Sta plaÐsia aut c thc diplwmatik c touc kÔklouc
ja touc exet�zoume san sÔnola akm¸n, adiafor¸ntac gia thn di�tax  touc.

P5 C6

Sq ma 3.5: To monop�ti P5 kai o kÔkloc C6.

3.2.7 Sunektikìthta
Orismìc 15. 'Ena gr�fhma G onom�zetai sunektikì an gia k�je zeÔgoc koruf¸n tou u, v
up�rqei èna monop�ti pou na tic sundèei, diaforetik� eÐnai mh�sunektikì. Ta sunektik�
mèrh enìc mh�sunektikoÔ graf matoc onom�zontai sunektikèc sunist¸sec tou G.

Orismìc 16. 'Estw G gr�fhma. 'Enac k�diaqwrist c tou G orÐzetai na eÐnai èna uposÔ-
nolo tou V megèjouc k tou opoÐou h afaÐresh dÐnei èna gr�fhma mh�sunektikì.

Orismìc 17. 'Estw G = (V, E) gr�fhma. 'Ena uposÔnolo X tou sunìlou twn akm¸n tou
G onom�zetai tom  akm¸n tou G ann to G[E−X] èqei perissìterec sunektikèc sunist¸sec
apì to G. An to mègejoc tou X eÐnai 1, tìte ja onom�zetai isjmìc. MÐa elaqistik  tom 
akm¸n ja thn onom�zoume desmì.

Orismìc 18. 'Estw G = (V, E) gr�fhma. 'Ena uposÔnolo akm¸n X sto G ja onom�zetai
seiraðk  kl�sh akm¸n an k�je dÔo akmèc sto X eÐnai desmìc sto G.

Orismìc 19. 'Estw G gr�fhma me > n + 1 korufèc. To G orÐzetai na eÐnai n�sunektikì
ann k�je diaqwrist c tou èqei toul�qiston n korufèc. Ta 2�sunektik� graf mata lè-
gontai kai tem�qia. OrÐzoume thn sunektikìthta tou G, κ(G) na eÐnai to mègejoc enìc
el�qistou diaqwrist  tou.

Je¸rhma 1. (Je¸rhma tou Menger) 'Estw G gr�fhma me > n + 1 korufèc. Tìte to G
eÐnai n�sunektikì ann gia k�je zeÔgoc koruf¸n u, v up�rqoun n eswterik¸c diakekrimèna
monop�tia P1, P2, ..., Pn apì thn u sthn v.
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g

v

u

e z

G

f

Sq ma 3.6: 'Ena sunektikì gr�fhma G me {u, v}, {z} na eÐnai 2 kai 1�diaqwristèc tou
antÐstoiqa. Oi akmèc f, g brÐskontai se seir� en¸ h akm  e eÐnai isjmìc.

H apìdeixh tou jewr matoc den dÐnetai, all� mporeÐ kaneÐc na to anatrèxei sto [11],  
se k�poio biblÐo jewrÐac grafhm�twn.

Orismìc 20. 'Estw gr�fhma G qwrÐc jhlièc, kai èstw u mÐa koruf  tou. Tìte to sÔnolo
twn exerqìmenwn akm¸n Xu apì thn u ja to lème astèri thc u.

Prìtash 1. 'Estw G sunektikì gr�fhma qwrÐc jhlièc kai apomonwmènec korufèc me > 3
korufèc. Tìte to G eÐnai 2-sunektikì ann gia k�je dÔo akmèc tou up�rqei ènac kÔkloc pou
na tic perièqei.

Apìdeixh. (⇒) 'Estw G 2�sunektikì kai èstw dÔo akmèc e kai f me �kra u1, v1 kai u2, v2

antÐstoiqa. DiakrÐnoume peript¸seic gia to an oi e kai f èqoun koinèc korufèc:

i) An u1 = u2, tìte apì Je¸rhma Menger up�rqei monop�ti apì thn v1 sthn v2 pou
na mhn pern�ei apì thn u1. Tìte ìmwc sundèontac aut� ta dÔo monop�tia par�getai
ènac kÔkloc pou perièqei tic e kai f .

ii) Oi e kai f den èqoun k�poio koinì �kro. 'Estw P1 èna monop�ti me �kra tic akmèc
e kai f . Tìte apì j.Menger up�rqei eswterik� diakekrimèno monop�ti apì to P1.
Sundèontac autì to monop�ti me to P1 pèrnoume ton zhtoÔmeno kÔklo.

Sunep¸c gia k�je dÔo akmèc tou G up�rqei ènac kÔkloc pou tic perièqei.

(⇐) 'Estw ìti k�je dÔo akmèc tou G up�rqei ènac kÔkloc pou tic perièqei kai èstw G ìqi
2�sunektikì. To G prèpei na eÐnai sunektikì. 'Estw u 1�diaqwrist c tou G. 'Estw G1, G2

sunektikèc sunist¸sec tou G − u. 'Estw korufèc w, z pou na an koun stic G1 kai G2

antÐstoiqa. 'Estw ìti oi w, z apoteloÔn �kra twn e kai f antÐstoiqa. Tìte up�rqei kÔkloc
pou perièqei tic e kai f sto G. 'Ara up�rqoun dÔo eswterik¸c diakekrimèna monop�tia sto
G, ta opoÐa prèpei na pernoÔn apì thn u. 'Atopo. Sunep¸c G 2�sunektikì.
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Prìtash 2. 'Estw G sunektikì gr�fhma qwrÐc jhlièc me > 3 korufèc. Tìte to G eÐnai
2�sunektikì ann k�je astèri eÐnai ènac desmìc tou G.

Apìdeixh. (⇒) 'Estw G 2�sunektikì. 'Estw u ∈ V (G) mÐa koruf  tou G kai èstw Xu

to astèri thc u. 'Estw proc �topo ìti Xu ìqi desmìc. Tìte up�rqei Yu ( Xu gia to
opoÐo Xu − Yu eÐnai desmìc Tìte h afaÐresh tou Xu − Yu apì to G aneb�zei ton arijmì
twn sunektik¸n sunistws¸n kat� 1. Tìte u eÐnai ènac 1�diaqwrist c tou graf matoc,
�topo giatÐ to G eÐnai 2�sunektikì, �ra den èqei 1�diaqwristèc. 'Ara k�je astèri eÐnai
ènac desmìc.
(⇐) 'Estw ìti k�je Xu, u ∈ V (G) eÐnai astèri. 'Estw proc �topo ìti G ìqi 2�sunektikì.
Tìte to G èqei ènan 1�diaqwrist , èstw thn u0. 'Estw ìti to gr�fhma G− u0 èqei ta G1

kai G2 san sunektikèc sunist¸sec. Tìte to sÔnolo twn akm¸n Y pou sundèoun thn u0

me to G2 apoteloÔn ènan desmì tou G, gn sio uposÔnolo thc Xu0 . 'Ara �topo giatÐ Xu0

elaqistik , �ra G 2�sunektikì.

3.2.8 D�sh�dèntra
Orismìc 21. 'Ena gr�fhma G lègetai d�soc ann den perièqei kÔklouc. An epiplèon to G
eÐnai sunektikì tìte lègetai dèntro.

L mma 2. 'Ena dèntro T me |V (T )| > 2 èqei toul�qiston dÔo korufèc bajmoÔ 1.

3.2.9 SÔnjliyh akm¸n
Orismìc 22. 'Estw G gr�fhma kai èstw e ⊆ E(G). Tìte h sÔnjliyh tou e apì to G, kai
sumbolÐzetai me G/e, orÐzetai na eÐnai to gr�fhma pou ja prokÔyei an afairèsoume thn
e kai en¸soume ta �kra thc, u, v, se mÐa koruf  u

′ , diathr¸ntac tic diaforetikèc metaxÔ
touc akmèc. An up�rqei par�llhlh akm  me thn e, tìte aut  gÐnetai jhli� gÔrw apì thn
koruf  u

′ sto G/e. An èqoume k�poio sÔnolo T ⊆ E(G), tìte orÐzoume to G/T na eÐnai
h sÔnjliyh tou T apì to G. Ed¸ na k�noume thn parat rhsh ìti sto [14] èqei apodeiqjeÐ
ìti h seir� pou k�noume sÔnjliyh stic akmèc den paÐzei kanèna rìlo.

G

e
f

G/e/f

v1

v2

v

u

u1 u2

Sq ma 3.7: SÔnjliyh tou G sto G/e/f .

17



3.2.10 'Enwsh�di�spash koruf¸n
Orismìc 23. 'Estw G èna mh�sunektikì gr�fhma kai èstw u, v dÔo korufèc tou pou
an koun se diaforetikèc sunist¸sec. Tìte, en¸noume tic u kai v sthn u

′ . H antÐstrofh
diadikasÐa onom�zetai di�spash koruf c kai mporeÐ na gÐnei mìno se ènan 1�diaqwrist 
tou G.

G
′

v

G

u
′

u

Sq ma 3.8: 'Enwsh kai di�spash koruf¸n.

3.2.11 Strèyh
Orismìc 24. 'Estw G gr�fhma kai èstw ìti autì par�getai apì dÔo xèna metaxÔ touc
graf mata G1 kai G2, en¸nontac thn korufèc u1, u2 sthn u kai tic v1, v2 sthn v sto G.
'Ena gr�fhma G

′ onom�zetai strèyh tou G gÔrw apì tic {u, v} an en¸soume tic u1, v2 me
tic v1, u2 antÐstoiqa. Ta graf mata G1 kai G2 onom�zontai tm mata thc strèyhc.

3.2.12 2�Isomorfismìc grafhm�twn
Orismìc 25. 'Estw G,H gr�fhmata. Ja lème ìti to G eÐnai 2�isìmorfo me to H ann to
H mporeÐ na metasqhmatisteÐ sto G mèsw en¸sewn, diasp�sewn kai strèyewn koruf¸n.
EÐnai emfanèc ìti h sqèsh 2�isomorfismoÔ eÐnai sqèsh isodunamÐac.

H parak�tw dom  sta graf mata ofeÐletai sto [15]:

3.2.13 Genikeumènoi kÔkloi
Orismìc 26. 'Estw G sunektikì gr�fhma. Tìte ja lème ìti to G eÐnai ènac genikeumènoc
kÔkloc me mèrh G1, G2, ...., Gk, k > 2 an isqÔoun oi ex c 3 idiìthtec:
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u
′v1

u2

u1

v2

G

u v
G1

G2 G
′

v
′

Sq ma 3.9: Strèyh tou G gÔrw apì to {u, v}.

i) K�je Gi eÐnai èna sunektikì upogr�fhma tou G, me mh kenì sÔnolo akm¸n kai an
k = 2 tìte |V (G1)|, |V (G2)| > 3.

ii) Ta sÔnola akm¸n twn G1, G2, ..., Gk diamerÐzoun to sÔnolo akm¸n tou G, kai k�je
Gi èqei akrib¸c dÔo korufèc koinèc me to

⋃
j 6=i Gj, onomazìmenec kai korufèc epaf c.

iii) An k�je Gi antikatastajeÐ apì mÐa akm  pou èqei �kra tic korufèc epaf c tou, tìte
to nèo gr�fhma pou ja prokÔyei ja eÐnai kÔkloc.

3.2.14 EnepÐpeda Graf mata
Orismìc 27. 'Ena enepÐpedo gr�fhma eÐnai èna zeÔgoc G = (V,E) apì peperasmèna
sÔnola pou ikanopoioÔn tic ex c idiìthtec:

i) K�je stoiqeÐo v tou V eÐnai èna shmeÐo tou R2 kai to onom�zoume koruf  tou G.

ii) K�je stoiqeÐo e tou E eÐnai èna uposÔnolo tou R2, omoiomorfikì me to sÔnolo

{(x, y) | x + y = 1, x, y > 0}
kai to onom�zoume akm  tou G.
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G
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v

u

w1

w2

u
z

w

z2

Sq ma 3.10: To H eÐnai 2�isìmorfo me to G.

u7

G

u1

u2

u3

u4

u5

u6

Sq ma 3.11: To G èqei anapar�stash genikeumènou kÔklou me 7 mèrh. Oi korufèc ui, i =
1, 7 eÐnai oi korufèc epaf c tou.

iii) Diaforetikèc akmèc èqoun diaforetik� sÔnola �krwn kai èqoun ken  tom .

iv) V ∩ (
⋃

e∈E e) = ∅.
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OrÐzoume G̃ = V ∪ (
⋃

e∈E e), V (G) = V, E(G) = E. ParathroÔme ìti to R2 − G̃ eÐnai
anoiqtì.

Orismìc 28. 'Estw G = (V, E) enepÐpedo gr�fhma kai èstw G′ = (V
′
, E

′
) me V

′ ⊆
V, E

′ ⊆ E. Tìte to G′ eÐnai èna enepÐpedo upogr�fhma tou G.

Orismìc 29. 'Estw G = (V,E) enepÐpedo gr�fhma. Tìte oi sunektikèc sunist¸sec tou
R2 onom�zontai ìyeic tou G. San F (G) sumbolÐzoume to sÔnolo twn ìyewn tou G.

ParathroÔme ìti up�rqei ènac dÐskoc D pou perièqei to G̃. EpÐshc up�rqei akrib¸c mÐa
ìyh h opoÐa eÐnai upersÔnolo tou sumplhr¸matoc tou D. Aut  h ìyh kaleÐtai exwterik .
'Olec oi �llec ìyeic kaloÔntai eswterikèc.

Orismìc 30. 'Estw G = (V,E) enepÐpedo gr�fhma. Tìte oi sunektikèc sunist¸sec tou
R2 onom�zontai ìyeic tou G. San F (G) sumbolÐzoume to sÔnolo twn ìyewn tou G.

Sto [4] apodeiknÔetai ìti èna gr�fhma eÐnai embaptÐsimo sto epÐpedo ann eÐnai embaptÐsi-
mo sthn sfaÐra. Genik� eÐnai bolikì na melet�me graf mata sthn sfaÐra kaj¸c graf mata
embaptismèna sthn sfaÐra den èqoun exwterik  ìyh.

F1

F2

F4
F3

Γ

F

Sq ma 3.12: 'Ena enepÐpedo gr�fhma G me tic ìyeic tou F .

Orismìc 31. 'Estw gr�fhma G kai G enepÐpedo gr�fhma. Tìte to G eÐnai mÐa enepÐpedh
emb�ptish tou G ann up�rqoun antistoiqÐec ψ : V (G) → V (G), θ : E(G) → E(G) metaxÔ
twn koruf¸n kai twn akm¸n touc t.w. gia k�je koruf  u kai akm  e tou G

u eÐnai �kro thc e ann ψ(u) an kei sto sÔnoro thc θ(e)

Orismìc 32. 'Ena gr�fhma G eÐnai epÐpedo ann èqei k�poia enepÐpedh emb�ptish.
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3.2.15 Gewmetrikì duðkì gr�fhma
Orismìc 33. 'Estw enepÐpedo gr�fhma G. Kataskeu�zoume èna nèo gr�fhma G′ antis-
toiqÐzontac k�je ìyh tou G se mÐa koruf  tou G′ kai gia k�je akm  koin  sta sÔnora
dÔo ìyewn tou G sundèoume me akm  tic antÐstoiqec dÔo korufèc sto G′ . To enepÐpedo
gr�fhma G′ onom�zetai gewmetrikì duðkì gr�fhma tou G   apl¸c gewmetrikì duðkì tou
G.

f

f

G
′

e

G

e

Sq ma 3.13: To G
′ eÐnai èna gewmetrikì duðkì tou G. Oi akmèc e kai f enall�sontai apì

seiraðkèc sto G se par�llhlec sto G
′ .

ParathroÔme sto Sq ma 3.13 ìti oi par�llhlec kl�seic akm¸n G eÐnai seiraðkèc sto
G
′ kai antistrìfwc.

Orismìc 34. 'Estw W1 kai W2 dÔo perihg seic enìc graf matoc G. Ja lème ìti oi
W1,W2 eÐnai summetrikèc an h mÐa mporeÐ na prokÔyei apì thn �llh met� apì olÐsjhsh
  antistrof . Profan¸c h sqèsh summetrÐac touc eÐnai sqèsh isodunamÐac. K�je kl�-
sh isodunamÐac aut c thc sqèshc thn kaloÔme kuklik  par�jesh kai thn sumbolÐzoume
epilègontac èna opoiod pote mèloc thc.

L mma 3. 'Olec oi ìyeic enìc 2�sunektikoÔ epÐpedou graf matoc G eÐnai kÔkloi.

Apìdeixh. ParathroÔme ìti oi korufèc thc kuklik c par�jeshc mÐac ìyhc apant¸ntai mìno
mÐa for� ann h ìyh aut  eÐnai kÔkloc   monop�ti. Epeid  to G eÐnai 2�sunektikì ìmwc,
kamÐa ìyh den mporeÐ na eÐnai monop�ti. 'Estw loipìn ìyh F , kuklik  par�jesh π(F ) kai
èstw ìti h koruf  u apant�tai dÔo forèc sthn π(F ). Tìte h u eÐnai ènac 1�diaqwrist c
tou graf matoc, �topo. Sunep¸c F kÔkloc.
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3.2.16 Asjen �isqur  topologik  isomorfÐa
Orismìc 35. 'Estw enepÐpeda graf mata G kai G′ . Ja lème ìti ta G kai G′ eÐnai asjen¸c
topologik¸c isìmorfa kai ja sumbolÐzoume me G ∼=atp G′ ann up�rqoun antistoiqÐec θ :
E(G) → E(G′), σ : F (G) → F (G′) t.w. gia k�je sÔnolo akm¸n X kai gia k�je ìyh F tou
G

X eÐnai sÔnoro thc F ann θ(X) eÐnai sÔnoro thc σ(F )

Orismìc 36. 'Estw enepÐpeda graf mata G kai G′ . Ja lème ìti ta G kai G′ eÐnai
topologik¸c isìmorfa kai ja sumbolÐzoume me G ∼=tp G′ ann eÐnai isìmorfa mèsw mÐac
antistoiqÐac ρ : V (G) → V (G′) kai epiplèon up�rqei antistoiqÐa σ : F (G) → F (G′) metaxÔ
twn ìyewn touc t.w. gia k�je f ∈ F (G),

ρ(π(f)) = π(σ(f)).

Γ
′

Γ
′′

Γ

Sq ma 3.14: Ta enepÐpeda graf mata G kai G′ eÐnai topologik¸c isìmorfa en¸ ta G kai
G′′ den eÐnai.

3.2.17 Sunduastikì duðkì graf matoc
Orismìc 37. 'Estw G = (V, E), G

′
= (V, E

′
) graf mata. Tìte to G

′ eÐnai èna sundu-
astikì duðkì gr�fhma tou G ann up�rqei antistoiqÐa ψ : E → E

′ t.w. gia k�je X ⊆ E:

X kÔkloc sto G ⇔ ψ(X) desmìc sto G
′
.

3.3 Eisagwg  sta mhtroeid 

3.3.1 Anex�rthta sÔnola�kukl¸mata
Orismìc 38. 'Ena mhtroeidèc M = (E, I) eÐnai èna diatetagmèno zeÔgoc to opoÐo apoteleÐ-
tai apì to sÔnolo E, onomazìmeno kai wc edafikì sÔnolo kai apì to sÔnolo I, to opoÐo
apoteleÐtai apì uposÔnola tou E, ta opoÐa kaloÔme anex�rthta. To I = I(M) ikanopoieÐ
tic ex c 3 idiìthtec:
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(I1) ∅ ∈ I
(I2) I ∈ I ∧ I

′ ⊆ I ⇒ I
′ ∈ I

(I3) (I1 ∧ I2 ∈ I) ∧ (|I1| < |I2|) ⇒ (∃e ∈ I2 − I1)(I1 ∪ e ∈ I)

Orismìc 39. 'Ola ta uposÔnola tou E opoÐa den eÐnai anex�rthta sto M ja ta lème
exarthmèna. 'Ena elaqistikì exarthmèno sÔnolo sto M ja to onom�zoume kÔklwma kai
ja sumbolÐzoume wc C(M) to sÔnolo ìlwn twn kuklwm�twn tou M .

Prìtash 3. To C(M) ikanopoieÐ tic ex c 3 idiìthtec

(C1) ∅ /∈ C(M)

(C2) (C1, C2 ∈ C(M)) ∧ (C1 ⊆ C2) ⇒ C1 = C2

(C3) (C1, C2 ∈ C(M), C1 6= C2) ∧ (e ∈ C1 ∩ C2) ⇒ (∃C3 ∈ C(M))(C3 ⊆ (C1 ∪ C2)− e)

Apìdeixh. (C1) 'Ena sÔnolo eÐnai anex�rthto ann den eÐnai exarthmèno. Sunep¸c,

∅ ∈ I ⇒ ∅ /∈ C(M).

(C2) An C1 ( C2 tìte to C2 den eÐnai elaqistikì exarthmèno sÔnolo, afoÔ to C1 paÐrnei
th jèsh tou.

(C3) Proc �topo, èstw ìti den up�rqei C3 me thn zhtoÔmenh idiìthta. Tìte

(C1 ∪ C2)− e ∈ I.

'Eqoume
C1 6= C2 ⇒ C1 6⊆ C2 ⇒ C1 − C2 6= ∅

apì idiìthta (C2).
T¸ra C1 eÐnai elaqistikì exarthmèno sÔnolo �ra C1 − f ∈ I(M). Epilègoume èna
uposÔnolo I tou C1∪C2 pou eÐnai megistikì me thn idiìthta ìti I ∈ I kai I ⊇ C1−f .
Tìte prèpei f /∈ I, giatÐ an den Ðsque autì, tìte ja eÐqame f ∈ I ⇒ I ⊇ C1 ⇒ I
eÐnai exarthmèno. 'Ara prèpei f /∈ I.

T¸ra, ∃g ∈ C2 : g /∈ I , giatÐ alli¸c I ) C2, �topo ìpwc prin. EpÐshc

f ∈ C1 − C2 ⇒ f /∈ C2.

'Ara f 6= g .
'Eqoume loipìn

|I| 6 |(C1 − C2)− {f, g}| = |(C1 − C2)| − 2 < |(C1 − C2)| − 1 = |(C1 − C2)− e|.
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'Ara |I| < |(C1 − C2)− e|. All� kai I, (C1 ∪ C2)− e ∈ I(M). 'Ara, apì to (I3) ,

(∃w ∈ ((C1 ∪ C2)− e− I))(I ∪ w ∈ I(M)).

All� I ∪w ⊇ C1− f . Autì fèrnei se antÐfash thn epilog  pou k�name gia to I wc
megistikì sÔnolo. 'Ara �topo �ra

(∃C3 ∈ C(M))(C3 ⊆ (C1 ∪ C2)− e)

Sunep¸c apodeÐxame to zhtoÔmeno.

Prìtash 4. 'Estw E sÔnolo kai C ⊆ 2E t.w. na ikanopoieÐ tic idiìthtec (C1)�(C3).
'Estw ìti I ⊆ 2E den perièqei stoiqeÐa tou C. Tìte to (E, I) eÐnai mhtroeidèc me C to
sÔnolo twn kuklwm�twn tou.

Apìdeixh. Arqik�, j.d.o. to I ikanopoieÐ tic idiìthtec (I1)�(I3). Autì eparkeÐ gia na eÐnai
mhtroeidèc to (E, I).

(I1) To kenì den an kei sto C apì (C1), �ra to kenì den perièqei stoiqeÐo tou C, �ra
∅ ∈ I.

(I2) 'Estw I ∈ I, kai èstw I
′ ⊆ I. Tìte apì ton orismì, to I den perièqei kanèna

stoiqeÐo tou C, �ra kai to I
′ den perièqei kanèna stoiqeÐo tou C. 'Ara I

′ ∈ I.
(I3) 'Estw I1, I2 ∈ I, |I1| < |I2| kai èstw proc �topo ìti

(∀e ∈ I2 − I1)(I1 ∪ e 6∈ I).

Fusik�, up�rqei I3 ∈ I, I3 ⊆ I1 ∪ I2 t.w. |I3| > |I1|. 'Estw I3 t.w. |I1 − I3|
elaqistikì. 'Estw ìti |I1 − I3| = ∅. Tìte I1 ⊆ I3 kai epeid  |I3| > |I1|, èpetai ìti
I1 ( I3 kai �ra

∃e ∈ I3 − I1.

All�
I3 − I1 ⊆ I2 ∪ I1 − I1 = I2 − I1 ⇒ (∃e ∈ I2 − I1)(I1 ∪ e ∈ I)

�topo, giatÐ upojèsame ìti to (I3) den douleÔei gia ta I1, I2. Sunep¸c |I1 − I3| 6= ∅
kai èstw e ∈ I1 − I3.
OrÐzoume gia k�je f ∈ I3 − I1,

Tf = (I3 ∪ e)− f.

EpÐshc, f ∈ I3 − I1 ⇒ f 6∈ I1. Tìte Tf ⊆ I1 ∪ I2 kai |I1 − Tf | < |I1 − I3|. To
teleutaÐo isqÔei giatÐ

I1 − Tf = I1 − ((I3 ∪ e)− f)
f 6∈I1
= I1 − I3 − e ( I1 − I3
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'Estw loipìn Tf ∈ I. Tìte |I1 − Tf | < |I1 − I3| kai �ra I3 ìqi elaqistikì. 'Ara
Tf 6∈ I. Sunep¸c up�rqei Cf ⊆ Tf me Cf ∈ C. Telik� f 6∈ Cf giatÐ

Cf ⊆ Tf ⊆ I3 ∪ e− f ⇒ f 6∈ Cf

kai e ∈ Cf giatÐ alli¸c C3 ⊆ I3, to opoÐo den isqÔei.
'Estw t¸ra k�poio g ∈ I3 − I1. Tìte, èstw Cg ∩ (I3 − I1) = ∅. Tìte

Cg ⊆ ((I1 ∩ I3) ∪ e)− g ⊆ I1

�topo giatÐ I1 ∈ I.
'Ara up�rqei h ∈ Cg ∩ (I3 − I1). 'Ara h ∈ (I3 − I1) kai sunep¸c apì pio p�nw p�li,
up�rqei Ch t.w. h 6∈ Ch kai e ∈ Ch. 'Omwc e ∈ Cg kai �ra e ∈ Cg ∩ Ch, �ra
apì (C3) idiìthta, isqÔei ìti up�rqei sÔnolo C ∈ C t.w. C ⊆ Cg ∪ Ch − e. All�
Cg, Ch ⊆ I3 ∪ e, �ra C ⊆ I3, �ra �topo.
Sunep¸c h idiìthta (I3) douleÔei gia to I.

'Ara M = (E, I) mhtroeidèc. Mènei n.d.o. C = C(M).
Arqik� apì prohgoÔmenh prìtash èqoume ìti to C(M) ikanopoieÐ tic (C1)�(C3). 'Ara

C(M) ⊆ C. Sunep¸c mènei n.d.o. den isqÔei C(M) ( C. 'Estw proc �topo ìti isqÔei,
dhlad  èstw ìti up�rqei C ∈ C t.w. C 6∈ C(M). Tìte C eÐnai eÐte anex�rthto eÐte exarth-
mèno mh�elaqistikì. An to C eÐnai anex�rthto, tìte autì parabaÐnei ton orismì tou I(M),
ìpwc orÐsthke pio p�nw. 'Ara to C eÐnai exarthmèno mh�elaqistikì. Tìte ìmwc up�rqei
gn sio uposÔnolo X tou C t.w. C −X ∈ C(M). Tìte ìmwc prèpei C −X ∈ C, kai �ra
to C parabaÐnei thn idiìthta (C2) tou C. Sunep¸c �topo.

Sunep¸c C = C(M) kai �ra M = (E, I) eÐnai mhtroeidèc me C to sÔnolo twn kukl-
wm�twn tou.

Pìrisma 1. 'Estw E sÔnolo kai C ⊆ 2E. Tìte to C eÐnai to sÔnolo kuklwm�twn enìc
mhtroeidoÔc gia to E ann to C ikanopoieÐ tic idiìthtec (C1)�(C3).

Apìdeixh. (⇒) To C eÐnai to sÔnolo kuklwm�twn enìc mhtroeidoÔc sto E, �ra apì Prì-
tash 3 ikanopoieÐ tic idiìthtec (C1)− (C3).
(⇐) To C ikanopoieÐ tic idiìthtec (C1)− (C3), �ra apì Prìtash 4 eÐnai to sÔnolo kukl-
wm�twn enìc mhtroeidoÔc sto E.

Prìtash 5. 'Estw M = (E, I) mhtroeidèc kai èstw I ∈ I sto M . 'Estw e ∈ E(M) t.w.
I ∪ e exarthmèno. Tìte to I ∪ e perièqei èna monadikì kÔklwma C ⊆ I ∪ e. Peraitèrw,
e ∈ C.

Apìdeixh. To I ∪ e eÐnai exarthmèno. MporoÔme na afairèsoume apì to I ∪ e ìsa stoiqeÐa
y ∈ I ∪ e qrei�zontai ¸ste na gÐnei elaqistik� exarthmèno. Tìte to sÔnolo C pou ja
prokÔyei, eÐnai kÔklwma. 'Estw loipìn proc �topo ìti (∃C ′ ∈ C(M), C

′ 6= C). Tìte apì
idiìthta (C3) ∃C ′′ ⊆ C∪C

′−e, C
′′ ∈ C(M). Tìte ìmwc C

′′ ⊆ C∪C
′−e ⊆ I ∪e−e = I.

'Ara C
′′ ⊆ I ⇒ �topo. Sunep¸c up�rqei monadikì kÔklwma C t.w. C ⊆ I ∪ e. 'Estw

t¸ra ìti e 6∈ C. Tìte C ⊆ I ⇒ �topo. 'Ara e ∈ C.
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3.3.2 Kuklik��omoiìmorfa mhtroeid 
Prìtash 6. 'Estw G = (V,E) gr�fhma kai èstw C(G) ⊆ 2E to sÔnolo twn kÔklwn tou.
Tìte to C(G) eÐnai to sÔnolo kuklwm�twn enìc mhtroeidoÔc. To mhtroeidèc autì ja to
sumbolÐzoume me M(G) kai ja to apokaloÔme kuklikì   polugwnikì mhtroeidèc tou G.

Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti to C(G) ikanopoieÐ tic (C1)− (C3):
(C1) : O mikrìteroc dunatìc kÔkloc pou mporeÐ na èqei èna gr�fhma eÐnai jhli�, kai aut 
èqei mÐa akm . Sunep¸c ìloi oi kÔkloi eÐnai mh�ken� sÔnola, �ra ∅ 6∈ C(G).
(C2) : 'Estw C1, C2 ∈ C(G) kai C1 ⊆ C2. Proc �topo èstw ìti C1 ( C2. Tìte èstw
e ∈ C2 − C1. Tìte C2 − e den perièqei kÔklouc, sunep¸c �topo. 'Ara C1 = C2.
(C3) : 'Estw C1 6= C2 ∈ C(G) kai e ∈ C1∩C2. 'Estw ìti e = (u, v). 'Estw P, Q monop�tia
apì to u sto v pou kalÔptoun ìlec tic akmèc tou C1−e kai C2−e antÐstoiqa. Xekin¸ntac
apì thn u, diasqÐzoume to P mèqri na broÔme thn pr¸th koruf  w gia thn opoÐa h epìmenh
koruf  an kei sto P all� ìqi sto Q. Aut  h koruf  up�rqei, giatÐ alli¸c C1 = C2, kai
�ra �topo.

w

e

Q

u

C1

P

G[C1 ∪ C2]

C3C2
x

v

Sq ma 3.15: Prìtash 6.

SuneqÐzontac apì thn w, diasqÐzoume to monop�ti tou Q, mèqri na ft�soume se mÐa
koruf  x, sthn opoÐa to Q sunant� xan� to P . Aut  h koruf  up�rqei giatÐ kai ta dÔo
monop�tia katal goun sthn v. Gia na kataskeu�soume ton kÔklo C3, arkeÐ na en¸soume
to monop�ti P apì thn w e¸c thn x me to monop�ti Q apì thn x wc thn w. 'Ara up�rqei
kÔkloc C3 pou perièqetai sto (C1 ∪ C2)− e. Sunep¸c C(G) eÐnai to sÔnolo kuklwm�twn
enìc mhtroeidoÔc, tou M(G).
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Pìrisma 2. 'Estw G gr�fhma kai èstw X ⊆ E. Tìte,

X ∈ I(M(G)) ⇔ G[X] d�soc.

Apìdeixh. 'Estw G[X] d�soc. Tìte kamÐa sunist¸sa tou G[X] den perièqei k�poion kÔklo.
'Ara X ∈ I(M(G)). Antistrìfwc, èstw X ∈ I(M(G)). An G[X] ìqi d�soc, tìte perièqei
k�poio kÔklo/ouc se k�poia sunist¸sa tou. Tìte X exarthmèno, �ra �topo.

T¸ra, gnwrÐzoume ìti èna paragìmeno d�soc se èna gr�fhma G eÐnai èna d�soc me
megistikì arijmì akm¸n. Autì, se sunduasmì me to prohgoÔmeno Pìrisma mac dÐnei to
ex c Pìrisma:

Pìrisma 3. 'Estw G gr�fhma kai èstw X ⊆ E. Tìte,

X ∈ B(M(G)) ⇔ G[X] paragìmeno d�soc tou G.

Prìtash 7. 'Estw akèraioi m,n > 0, m 6 n kai èstw sÔnolo E me n stoiqeÐa. Tìte
to sÔnolo Um,n = (E, Im,n), me Im,n = {I ⊆ E||I| 6 m} eÐnai èna mhtroeidèc me Im,n

na eÐnai to sÔnolo twn anex�rthtwn sunìlwn tou. To Um,n ja to onom�zoume omoiìmorfo
mhtroeidèc, t�xewc m me n stoiqeÐa.

Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti to Im,n ikanopoieÐ tic 3 idiìthtec (I1�I3). 'Eqoume ìti h (I1)
isqÔei profan¸c. Gia thn (I2), an I

′ ⊆ I tìte |I ′| 6 |I| 6 m kai sunep¸c |I ′| 6 m, �ra
I
′ ∈ Im,n. Gia thn (I3), èstw proc �topo ìti

(∃I1, I2 ∈ Im,n, |I1| < |I2|)(∀e ∈ I2 − I1)(I1 ∪ e 6∈ Im,n)

Tìte
|I1 ∪ e| 6 |I2| 6 m

kai �ra
I1 ∪ e ∈ Im,n

�topo. 'Ara Um,n eÐnai mhtroeidèc.

Pìrisma 4. Cm,n = C(Um,n) = {C ⊆ E||C| = m + 1}

Apìdeixh. 'Estw proc �topo ìti up�rqei kÔklwma C t.w. |C| > m + 2   |C| 6 m. An
isqÔei to deÔtero, tìte C eÐnai anex�rthto, opìte anagkastik� prèpei |C| > m + 2. Tìte
ìmwc, gia e ∈ C èqoume ìti C − e anex�rthto kai |C − e| > m + 1, �ra �topo. 'Ara

Cm,n = {C ⊆ E | |C| = m + 1}.
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3.3.3 IsomorfismoÐ mhtroeid¸n
Orismìc 40. 'Estw M1 = (E1, I1) kai M2 = (E2, I2) mhtroeid . OrÐzoume ta M1 kai M2

na eÐnai isìmorfa kai sumbolÐzoume me M1
∼= M2, an up�rqei sun�rthsh θ : E1 → E2 1�1

kai epÐ, tètoia ¸ste

(∀X ⊆ E1)(X anex�rthto sto M1 ⇔ θ(X) anex�rthto sto M2).

Enallaktik�, ìtan gnwrÐzoume thn antistoiqÐa tou isomorfismoÔ, èstw aut  θ, ja sum-
bolÐzoume M1

∼=θ M2.

EÔkola mporeÐ na deiqjeÐ ìti o isomorfismìc θ diathreÐ kai ta kukl¸mata:

Prìtash 8. 'Estw M1 = (E1, I1) kai M2 = (E2, I2). Tìte

M1
∼= M2mèsw thc θ : E1 → E2 ⇔ (∀X ⊆ E1)(X kÔklwma sto M1 ⇔ θ(X) kÔklwma sto M2).

Apìdeixh. (⇒) Gia thn θ isqÔei:

(∀X ⊆ E1)(X anex�rthto sto M1 ⇔ θ(X) anex�rthto sto M2).

i) 'Estw Q kÔklwma tou M1. Tìte an θ(X) ìqi kÔklwma, tìte θ(X) mporeÐ na eÐnai
anex�rthto   exarthmèno. Anex�rthto den mporeÐ na eÐnai ex' orismoÔ, �ra eÐnai exarth-
mèno, m  � kÔklwma. All� tìte afoÔ θ(X) exarthmèno ⇒ θ(X) − f exarthmèno, all�
θ−1(θ(X)−f) = X−θ−1(f) eÐnai anex�rthto. Tìte �topo giatÐ prèpei θ(X)−f anex�rth-
to. 'Ara θ(X) kÔklwma tou M2.

ii) 'Estw θ(X) kÔklwma tou M2. Tìte èstw ìti X ìqi kÔklwma tou M1. Tìte X
eÐnai anex�rthto,   exarthmèno m  kÔklwma. An eÐnai anex�rthto, tìte �topo ex' orismoÔ,
alli¸c, an eÐnai exarthmèno kai m  kÔklwma, tìte an y ∈ X tìte X − y exarthmèno kai
�ra to θ(X − y) = θ(X)− θ(y) perièqei k�poio kÔklwma. 'Ara to θ(X) ìqi kÔklwma, �ra
�topo. Sunep¸c X kÔklwma tou M1.

(⇐) IsqÔei ìti (∀X ⊆ E1)(X kÔklwma sto M1 ⇔ θ(X) kÔklwma sto M2).
i) 'Estw ìti X anex�rthto sto M1. Tìte an θ(X) ìqi anex�rthto, tìte ∃θ(C) ⊆ θ(X),

me θ(C) kÔklwma tou M2. Tìte ìmwc o θ dÐnei ìti C ⊆ X eÐnai kÔklwma tou M1, �ra apì
idiìthta (I2) tou I, �topo.

ii) 'Estw ìti θ(X) anex�rthto sto M2. Tìte an X ìqi anex�rthto, tìte ∃C ⊆ X, me
C kÔklwma tou M1. Tìte ìmwc o θ dÐnei ìti θ(C) ⊆ θ(X) eÐnai kÔklwma tou M2, �ra apì
idiìthta (I2) tou I, �topo.
Prìtash 9. (Anaklastikìthta) 'Estw mhtroeidèc M kai èstw I : E(M) → E(M) tau-
totik  sun�rthsh apì to E(M) sto E(M). Tìte M ∼=I M .

Apìdeixh. 'Eqoume kateujeÐan apì ton orismì thc tautotik c sun�rthshc ìti
(∀X ⊆ E)((X kÔklwma sto M) ⇔ (I(X) kÔklwma sto M )). 'Ara ∼= anaklastik .
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Prìtash 10. (Summetrikìthta) 'Estw mhtroeid  M1, M2 kai èstw antistoiqÐa ψ :
E(M1) → E(M2) t.w. M1

∼=ψ M2. Tìte M2
∼=ψ−1 M1.

Apìdeixh. 'Eqoume ìti M1
∼=ψ M2 ⇔ (∀X ⊆ E1)((X kÔklwma sto M1) ⇔ ψ(X) kÔklwma

sto M2)) (∗). T¸ra epeid  eÐnai antistoiqÐa, h ψ èqei monadik  antÐstrofh, thn ψ−1.
'Estw Y ⊆ E2. Tìte Y = ψ(X), X ∈ E1 ⇒ ψ−1(Y ) = X. Tìte ìmwc, apì (∗), èqoume
Y (= ψ(X)) kÔklwma tou M2 ⇔ ψ−1(Y )(= X) kÔklwma tou M1. 'Ara M2

∼=ψ−1 M1, kai
sunèpwc isqÔei h summetrikìthta.

Prìtash 11. (Metabatikìthta) 'Estw mhtroeid  M1, M2, M3 kai èstw antistoiqÐec
ψ1 : E(M1) → E(M2), ψ2 : E(M2) → E(M3). Tìte an M1

∼=ψ1 M2 kai M2
∼=ψ2 M3, tìte

M1
∼=ψ2◦ψ1 M3.

Apìdeixh. 'Eqoume:

M1
∼=ψ1 M2 ⇔ (∀X ⊆ E1)(X kÔklwma tou M1 ⇔ ψ1(X) kÔklwma tou M2)

M2
∼=ψ2 M3 ⇔ (∀Y ⊆ E2)(Y kÔklwma tou M2 ⇔ ψ2(Y ) kÔklwma tou M3)

'Eqoume ìti h ψ3 ◦ ψ2 : E1 → E3 eÐnai 1�1 kai epÐ. EpÐshc:

X kÔklwma tou M1 ⇔ ψ1(X) kÔklwma tou M2 ⇔ ψ2(ψ1(X)) kÔklwma tou M3

'Ara
X kÔklwma tou M1 ⇔ ψ2(ψ1(X)) kÔklwma tou M3.

SumperaÐnoume ìti M1
∼=ψ2◦ψ1 M3.

Pìrisma 5. H sqèsh ∼= isomorfismoÔ mhtroeid¸n eÐnai sqèsh isodunamÐac.

Apìdeixh. Autì prokÔptei apeujeÐac apì Prot�seic 9, 10 kai 11.

Orismìc 41. 'Ena mhtroeidèc M ja onom�zetai grafikì an eÐnai isìmorfo me k�poio
kuklikì mhtroeidèc.

3.3.4 B�seic mhtroeid¸n
Orismìc 42. MÐa b�sh enìc mhtroeidoÔc M orÐzetai na eÐnai èna megistikì anex�rthto
sÔnolo. San B = B(M) sumbolÐzoume to sÔnolo ìlwn twn b�sewn tou M .

Pìrisma 6. Bm,n = B(Um,n) = {B ⊆ E | |B| = m}

Apìdeixh. ProkÔptei apì to gegonìc ìti mÐa b�sh eÐnai èna megistikì anex�rthto sÔnolo,
kai sta omoiìmorfa mhtroeid  ta mègista anex�rthta sÔnola eÐnai ìla ta uposÔnola tou
E megèjouc m.
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Pìrisma 7. 'Estw B b�sh enìc mhtroeidoÔc M kai èstw e ∈ E(M)−B. Tìte,

(∃1C ∈ C(M))(C ⊆ B ∪ e)

ìpou ∃1C shmaÐnei ìti up�rqei monadikì C. Peraitèrw, e ∈ C.

Apìdeixh. To B eÐnai b�sh �ra B ∪ e eÐnai exarthmèno (AfoÔ B megistikì anex�rthto
sÔnolo). 'Ara apì Prìtash 5, to B ∪ e perièqei èna monadikì kÔklwma C. Peraitèrw,
e ∈ C.

Je¸rhma 2. 'Estw E sÔnolo kai B h sullog  ìlwn twn uposunìlwn tou E pou ikanopoioÔn
tic parak�tw idiìthtec :

(B1) B 6= ∅
(B2) (∀B1, B2 ∈ B)(x ∈ B1 −B2 ⇒ (∃y ∈ B2 −B1)((B1 − x) ∪ y ∈ B))

'Estw ìti I eÐnai to sÔnolo twn sunìlwn pou eÐnai uposÔnola k�poiwn stoiqeÐwn tou B.
Tìte to (E, I) orÐzei èna mhtroeidèc, me to B san to sÔnolo twn b�se¸n tou.

Apìdeixh. ArkeÐ na deÐxoume ìti to I = {X | X ⊆ B,B ∈ B} ikanopoieÐ tic idiìthtec (I1),
(I2), kai (I3):

(I1) ∅ ∈ I. 'Eqoume apì (B1) ìti B 6= ∅ ⇒ ∅ ∈ I.
(I2) I ∈ I ∧ I

′ ⊆ I ⇒ I
′ ∈ I. AfoÔ I ∈ I ⇒ I ⊆ B gia k�poio B ∈ B. Tìte ìmwc

I
′ ⊆ I ⇒ I

′ ⊆ B. 'Ara I
′ ∈ I.

(I3) (I1 ∧ I2 ∈ I) ∧ (|I1| < |I2|) ⇒ (∃e ∈ I2 − I1)(I1 ∪ e ∈ I): Gia na to deÐxoume autì
qreiazìmaste pr¸ta na apodeÐxoume to ex c L mma:

L mma 4. An B1, B2 ∈ B tìte |B1| = |B2|.

Apìdeixh. DouleÔoume me apagwg  se �topo:
'Estw B1, B2 ∈ B, t.w. |B1| > |B2|(qwrÐc periorismì genikìthtac), kai tètoia ¸ste
|B1 − B2| = elaqistikì. 'Estw ìti B1 − B2 = ∅. Tìte ja èprepe B2 ⊇ B1 �ra kai
|B2| > |B1|, �topo lìgw thc arqik c upojèsewc. 'Ara tìte apì (B2),

(∃y ∈ B2 −B1)((B1 − x) ∪ y ∈ B)

Tìte
|(B1 − x) ∪ y| = |B1| > |B2|
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all� tìte blèpoume ìti

|B1 −B2| > |(B1 − x) ∪ y −B2|

antÐfash wc proc thn epilog  twn B1 kai B2 wc elaqistik�.

Epistrèfontac sthn apìdeixh tou Jewr matoc 1, gia na apodeÐxoume to (I3), dou-
leÔoume me apagwg  se �topo. 'Estw ìti to (I3) den isqÔei gia to I. Tìte h �rnhsh
tou (I3) dÐnei:

(∃I1, I2 ∈ I, |I1| < |I2|)(∀e ∈ I2 − I1)(I1 ∪ e 6∈ I).

Ex' orismoÔ, èqoume
(∃B1, B2 ∈ B)(Ii ⊆ Bi), i = 1, 2.

Epilègoume èna tètoio zeÔgoc ¸ste h posìthta |B2 − (I2 ∪B1)| na eÐnai el�qisth.
T¸ra, èqoume ìti

I2 −B1 ⊆ I2 − I1(1).

All� apì epilog  I1 kai I2 èqoume

(∀e ∈ I2 − I1)(I1 ∪ e 6∈ I)

�ra gia to B1 èqoume

(∀e ∈ I2 − I1)(e 6∈ B1 ⇒ (∀e ∈ I2 − I1)(e ∈ I2 −B1) ⇒ I2 −B1 ⊇ I2 − I1(2).

Apì (1) kai (2) prokÔptei ìti I2 −B1 = I2 − I1.
Ja deÐxoume ìti :

A) B2 − (I2 ∪B1) = ∅.
B) B1 − (I1 ∪B2) = ∅.

A) B2 − (I2 ∪B1) = ∅. Proc �topo, èstw ìti B2 − (I2 ∪B1) 6= ∅. Tìte

∃x ∈ B2 − (I2 ∪B1).

All� B2 − I2 ∪B1 ⊆ B2 −B1. 'Ara x ∈ B2 −B1. Apì idiìthta (B2):

(∃y ∈ B1 −B2)((B2 − x) ∪ y ∈ B).

OrÐzoume B
′
2 = (B2−x)∪y. 'Eqoume ìti x ∈ B2−(I2∪B1) kai ìti y ∈ B1−B2,

�ra y ∈ B1 ∪ I2. 'Ara to B
′
2 − (I2 ∪ B1) èqei èna stoiqeÐo ligìtero apì to

B2 − (I2 ∪B1). 'Ara

|B′
2 − (I2 ∪B1)| < |B2 − (I2 ∪B1)|.
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T¸ra,
B2 − x ⊇ I2 ⇒ (B2 − x) ∪ y ⊇ I2

�ra èqoume antÐfash sthn epilog  tou B2 wc elaqistikì. 'Ara

B2 − (I2 ∪B1) = ∅.
T¸ra, B2 − (I2 ∪B1) = ∅ ⇒ B2 ⊆ I2 ∪B1. 'Eqoume

x ∈ B2 −B1 ⇒ x ∈ I2 ∪B1 −B1 ⇒ x ∈ I2 −B1.

'Ara B2 −B1 ⊆ I2 −B1. All� B2 ⊇ I2 ⇒ B2 −B1 ⊇ I2 −B1. Sunep¸c

B2 −B1 = I2 −B1 = I2 − I1.

B) B1 − (I1 ∪B2) = ∅. Proc �topo p�li, èstw ìti ∃x ∈ B1 − (I1 ∪B2). Tìte

x ∈ B1 − (I1 ∪B2) ⊆ B1 −B2.

'Ara apì (B2),

x ∈ B1 −B2 ⇒ ∃y ∈ B2 −B1 : (B1 − x) ∪ y ∈ B.

T¸ra, x ∈ B1−(I1∪B2) ⇒ x 6∈ I1. 'Ara I1 ⊆ B1−x ⇒ I1∪y ⊆ (B1−x)∪y ⇒
I1∪y ∈ I. Telik� y ∈ B2−B1 = I2−I1 apì A), antÐfash sthn arqik  upìjesh.

Sunep¸c, B1 − (I1 ∪B2) = ∅. Me parìmoio trìpo ìpwc kai pio p�nw, prokÔptei ìti
B1 −B2 = I1 −B2 ⊆ I1 − I2. 'Ara B1 −B2 ⊆ I1 − I2. Apì to prohgoÔmeno L mma,

|B1| = |B2|
ìmwc tìte

|B1| = |B1 −B2|+ |B1 ∩B2|
kai sunep¸c

|B2| = |B2 −B1|+ |B1 ∩B2|
⇒ |B1 −B2|+ |B1 ∩B2| = |B2 −B1|+ |B1 ∩B2|
⇒ |B1 −B2| = |B2 −B1|.

'Eqoume loipìn

|I1 − I2| > |B1 −B2| = |B2 −B1| = |I2 − I1|.
'Ara

|I1 − I2| > |I2 − I1|.
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T¸ra èqoume
|I1| = |I1 − I2|+ |I1 ∩ I2| > |I2 − I1|+ |I1 ∩ I2| = |I2|.

'Ara
|I1| > |I2|

to opoÐo antibaÐnei thn arqik  upìjesh.
'Ara telik� isqÔei h idiìthta (I3) gia to sÔnolo I, �ra to (E, I) orÐzei èna mhtroeidèc.
L mma 5. To sÔnolo twn b�sewn B enìc mhtroeidoÔc M ikanopoieÐ thn ex c idiìthta:
(B2)* (∀B1, B2 ∈ B)(x ∈ B2 −B1 ⇒ (∃y ∈ B1 −B2)((B1 − y) ∪ x ∈ B))

Apìdeixh. Apì Pìrisma 7, to B1 ∪ x perièqei monadikì kÔklwma C. Peraitèrw, x ∈ C.
Epeid  t¸ra B2 anex�rthto kai C exarthmèno èpetai ìti C − B2 6= ∅, giatÐ alli¸c an
C−B2 = ∅, �topo giatÐ B2 b�sh, �ra den perièqei kanèna kÔklwma. 'Estw t¸ra y ∈ C−B2.
'Eqoume x ∈ B2 −B1 ⇒ x ∈ B2. T¸ra èqoume

C −B2 ⊆ B1 ∪ x−B2

x∈B2⊆ B1 −B2

'Ara y ∈ C − B2 ⇒ y ∈ B1 − B2. AfoÔ t¸ra C ⊆ B1 ∪ x kai y ∈ C, èpetai kai
ìti (B1 − y) ∪ x 6⊇ C. Lìgw monadikìthtac tou C, èpetai epÐshc ìti (B1 − y) ∪ x eÐnai
anex�rthto. Peraitèrw |(B1− y)∪ x| = |B1|. 'Ara telik� (B1− y)∪ x ∈ B(M) kai isqÔei
h idiìthta.

3.3.5 PeriorismoÐ mhtroeid¸n
Prìtash 12. 'Estw M mhtroeidèc kai èstw X ⊆ E. 'Estw I|X = {I ⊆ X | I ∈ I}. Tìte
to zeÔgoc (X, I|X) orÐzei èna mhtroeidèc. To mhtroeidèc autì kaleÐtai kai { Periorismìc
tou M sto X }   { Diagraf  tou E −X apì to M } kai ja to sumbolÐzoume me M |X  
M\E −X antÐstoiqa.
Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti to (X, I|X) ikanopoieÐ tic idiìthtec (I1)-(I3):
(I1) Profan¸c ∅ ∈ I|X
(I2) 'Estw I

′ ⊆ I ∈ I|X. Tìte I
′ ⊆ I ⊆ X ⇒ I

′ ⊆ X ∧ I
′ ∈ I ⇒ I

′ ∈ I.
(I3) (I1 ∧ I2 ∈ I|X) ∧ (|I1| < |I2|) ⇒ (∃e ∈ I2 − I1)(I1 ∪ e ∈ I|X). Tìte

I1, I2 ∈ I|X ⇒ ∃(e ∈ I2 − I1)(I1 ∪ e ∈ I).

ArkeÐ loipìn I1 ∪ e ⊆ X. 'Eqoume ìti e ∈ X, �ra I1 ∪ e ⊆ X, �ra I1 ∪ e ∈ I|X.
Sunep¸c to (X, I|X) orÐzei mhtroeidèc.
Pìrisma 8. 'Estw M1

∼=θ M2 kai èstw X ⊆ E(M1). Tìte M1|X ∼=θ|X M2|θ(X).
Apìdeixh. 'Estw Y ⊆ X anex�rthto sto M1|X. Autì eÐnai tìte isodÔnama anex�rthto
sto M1, kai �ra isodÔnama θ(Y ) ⊆ θ(X) anex�rthto sto M2, kai afoÔ Y ⊆ X èpetai ìti
θ(Y ) = θ(Y )|X kai �ra θ(Y )|X eÐnai isodÔnama anex�rthto sto M2|θ(X). Sunep¸c gia
k�je uposÔnolo X tou E: M1|X ∼=θ|X M2|θ(X).
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3.3.6 Sunart seic t�xhc�kleistìthtac
Orismìc 43. 'Estw M = (E, I) mhtroeidèc kai èstw X ⊆ E. OrÐzoume san r(X) na eÐnai
to mègejoc mÐac opoiasd pote b�shc sto M |X. H posìthta r(X) eÐnai mÐa sun�rthsh
r = rM : 2E → N− {0}.

Lìgw tou L mmatoc 4, ìlec oi b�seic se èna mhtroeidèc èqoun to Ðdio mègejoc. Sunep¸c
o orismìc thc rM ìpwc d¸jhke èqei nìhma.

Prìtash 13. H rM ikanopoieÐ tic ex c idiìthtec:

(R1) X ⊆ E ⇒ 0 6 r(X) 6 |X|
(R2) X ⊆ Y ⊆ E ⇒ r(X) 6 r(Y )

(R3) (∀X,Y ⊆ E)(r(X ∪ Y ) + r(X ∩ Y ) 6 r(X) + r(Y ))

Apìdeixh. (R1) Profan¸c, mÐa b�sh tou M |X èqei mègejoc to polÔ ìso kai to mègejoc
tou X.

(R2) X ⊆ Y ⊆ E. 'Estw BX b�sh tou M |X. 'Eqoume r(X) = |BX |. Profan¸c BX eÐnai
anex�rthto sÔnolo sto M |Y . An BX eÐnai megistikì, tìte eÐnai b�sh sto M |Y ,
kai �ra r(X) = r(Y ). An BX ìqi megistikì, tìte ∃BY ) BX t.w. r(Y ) = |BY | >
|BX | = r(X) kai �ra r(Y ) > r(X). 'Ara

r(X) 6 r(Y ).

(R3) 'Estw BX∩Y b�sh tou M |X∩Y . Tìte BX∩Y eÐnai anex�rthto sÔnolo sto M |X∪Y .
Tìte ìmwc BX∩Y ⊆ BX∪Y = B, ìpou BX∪Y eÐnai b�sh tou M |X ∪ Y . T¸ra B ∩X
kai B ∩ Y eÐnai anex�rthta sÔnola sta M |X kai M |Y . 'Ara

r(X) > |B ∩X|, r(Y ) > |B ∩ Y |.
'Eqoume loipìn

r(X) + r(Y ) > |B ∩X|+ |B ∩ Y | = |B ∩ (X ∪ Y )|+ |B ∩ (X ∩ Y )|.
'Omwc

B ∩ (X ∪ Y ) = BX∪Y

kai
B ∩ (X ∩ Y ) = BX∩Y

�ra
r(X) + r(Y ) > |BX∪Y |+ |BX∩Y | = r(X ∪ Y ) + r(X ∩ Y )

�ra
r(X) + r(Y ) > r(X ∪ Y ) + r(X ∩ Y ).

Sunep¸c apodeÐxame to zhtoÔmeno.
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Pìrisma 9. 'Estw M(G) kuklikì mhtroeidèc tou G sto E, ω : G → Z+ sun�rthsh
tou arijmoÔ twn sunektik¸n sunistws¸n twn grafhm�twn, ìpou G eÐnai to sÔnolo twn
sunìlwn twn grafhm�twn kai èstw X uposÔnolo tou E. Tìte

r(X) = |V (G[X])| − ω(G[X])

Apìdeixh. O arijmìc twn akm¸n enìc paragìmenou d�souc eÐnai |V (G)| − ω(G), �ra apì
Pìrisma 3 to mègejoc mÐac b�shc tou M(G) eÐnai |V (G)| − ω(G), �ra

r(M(G)) = |V (G)| − ω(G).

'Estw t¸ra X ⊆ E. Tìte logik� prokÔptei pwc to mègejoc mÐac b�shc sto M(G)|X =
M(G[X]) eÐnai |V (G[X])| − ω(G[X]), sunep¸c

r(X) = |V (G[X])| − ω(G[X]).

'Ara teleÐwse h apìdeixh.

Prìtash 14. 'Estw M mhtroeidèc kai èstw X ⊆ E. Tìte

i) r(X) = |X| ⇔ X anex�rthto.

ii) r(X) = |X| − 1 ⇔ X kÔklwma.

Apìdeixh. Apì orismì thc sun�rthshc t�xhc, rM(Y ) = {Mègejoc k�poiac b�shc sto
M |Y }.

i) (⇐) 'Estw X anex�rthto. Tìte X eÐnai b�sh sto M |X, kai m�lista monadik .
Sunep¸c

rM(X) = |X|.
(⇒) 'Estw ìti r(X) = |X|. Tìte to mègejoc k�poiac b�shc sto M |X eÐnai ìso
kai to mègejoc tou X. All� epeid  to X eÐnai to monadikì sÔnolo sto M pou èqei
mègejoc |X|, èpetai kai apì ton orismì thc sun�rthshc t�xhc ìti X eÐnai b�sh sto
M |X ⇒ X eÐnai anex�rthto sto M .

ii) (⇐)'Estw X kÔklwma. Proc �topo, èstw ìti r(X) 6= |X| − 1 . Tìte

a) r(X) > |X|  
b) r(X) 6 |X| − 2

a) r(X) > |X|. Apì (R2), èpetai kai ìti r(X) = |X|. 'Ara apì i), X anex�rthto,
�ra �topo.
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b) r(X) 6 |X| − 2, tìte èstw ìti r(X) = y 6 |X| − 2. Epeid  r(X) 6 |X| − 2,
autì shmaÐnei ìti X den eÐnai b�sh tou M |X. 'Ara ∃Y ( X t.w. Y - b�sh kai
r(Y ) 6 r(X) = y. Tìte ìmwc r(Y ) = |Y |, apì i) kai

|Y | 6 r(X) = y = |X| − 2 ⇒ |X| > |Y |+ 2

⇒ (∃x1, ..., xλ, λ > 2)(x1, ..., xλ ∈ (X − Y )

All� tìte X
′
= Y ∪ xi, i = 1, ..., λ eÐnai kÔklwma kai X

′ ( X, afoÔ |X ′| 6
|X|−1. 'Ara X den eÐnai elaqistikì exarthmèno sÔnolo, ìpwc apaiteÐ o orismìc
tou kukl¸matoc MhtroeidoÔc. Sunep¸c �topo. Sunep¸c r(X) = |X| − 1.

(⇒) 'Estw ìti r(X) = |X| − 1 kai èstw proc �topo pwc X ìqi kÔklwma. Tìte X
eÐnai eÐte anex�rthto eÐte exarthmèno kai ìqi kÔklwma sto M . An X anex�rthto,
tìte r(X) = |X|, apì i), �topo. 'Ara X exarthmèno kai ìqi kÔklwma. T¸ra, èqoume
pwc to rM(X) eÐnai to mègejoc k�poiac b�shc sto M |X, kai afoÔ rM(X) < |X|,
èpetai ìti X ìqi b�sh sto M |X. 'Ara rM(X) = |X ′|, gia k�poio gn sio uposÔnolo
tou X, X

′ . 'Omwc t¸ra |X ′| = |X| − 1, kai �ra to X
′ èqei akrib¸c èna stoiqeÐo

ligìtero apì to X, èstw e autì. 'Epetai ìti X
′ ∪ e = X

AfoÔ loipìn X
′ eÐnai megistikì anex�rthto sÔnolo tou M |X, èpetai kai ìti X eÐnai

kÔklwma tou M |X, �ra kai X eÐnai kÔklwma tou M . 'Atopo. Sunep¸c, to X eÐnai
kÔklwma.

Prìtash 15. 'Estw T ⊆ E. Tìte, gia ìla ta uposÔnola X tou E−T , rM\T (X) = rM(X).

Apìdeixh. OrÐzoume
I\T = {I ⊆ E − T | I ∈ I}.

'Estw X ⊆ E − T. Tìte isqÔei ìti

X ∈ I\T ⇔ X ∈ I.

Tìte an X ∈ I\T tìte
rM\T (X) = |X| = rM(X)

apì Prìtash 14.
An t¸ra X 6∈ I\T , tìte ∃X ′ ( X, X

′ ∈ I\T : rM\T (X
′
) = |X ′| = rM(X

′
).

'Ara
rM\T (X) = rM(X)

sunep¸c isqÔei to zhtoÔmeno

Prìtash 16. 'Estw mhtroeid  M1 = (E, I1), M2 = (E, I2). Tìte an rM1 = rM2 tìte
M1 = M2.
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Apìdeixh. 'Estw proc �topo ìti rM1 = rM2 kai M1 6= M2. Tìte prèpei I1 6= I2. 'Estw
qwrÐc periorismì thc genikìthtac ìti ∃I ∈ I2 − I1. Tìte rM2(I) = |I| kai rM1(I) < |I|,
apì Prìtash 14. 'Ara rM1(I) 6= rM2(I) kai �ra rM1 6= rM2 . 'Atopo wc proc thn arqik 
upìjesh. 'Ara M1 = M2

Orismìc 44. (Sun�rthsh kleistìthtac mhtroeidoÔc). San sun�rthsh kleistìthtac enìc
mhtroeidoÔc M orÐzoume, kai sumbolÐzoume me cl = clM : 2E → 2E, thn sun�rthsh me tÔpo
clM(X) = {x ∈ E : r(X ∪ x) = r(X)}.

3.3.7 Paragìmena sÔnola�uperepÐpeda
Orismìc 45. 'Estw X k�poio uposÔnolo tou E. Tìte, an cl(X) = E(M) kaloÔme to X
paragìmeno sÔnolo kai an X = cl(X)∧ r(X) = r(E)− 1 tìte kaloÔme to X uperepÐpedo.

Prìtash 17. X paragìmeno ⇔ r(X) = r(E(M)).

Apìdeixh. (⇒) To X eÐnai paragìmeno, �ra cl(X) = E(M). 'Estw ìti y1, ..., yl eÐnai mÐa
aparÐjmhsh twn stoiqeÐwn tou E −X. Tìte j.d.o

(∀k 6 l)(r(X ∪
k⋃

i=1

yi) 6 r(X))

giatÐ tìte an k = l, tìte

r(X ∪
l⋃

i=1

yi) = r(X ∪ (E −X)) = r(E) 6 r(X).

All� tìte apì idiìthta (R2) ja prèpei r(X) = r(E). O trìpoc me ton opoÐo ja doulèyoume
eÐnai me epagwg :
B�sh epagwg c: k = 1: Tìte r(X ∪ y1) = r(X), afoÔ X eÐnai paragìmeno. 'Ara kai
r(X ∪ y1) 6 r(X).
Epagwgik  Upìjesh: Gia k = n 6 l − 1 upojètoume pwc r(X ∪⋃n

i=1 yi) 6 r(X).
Epagwgikì B ma: J.d.o. gia n + 1 6 l : r(X ∪⋃n+1

i=1 yi) 6 r(X).
'Eqoume

r(X ∪
n+1⋃
i=1

yi) = r(X ∪X ∪ y1 ∪ ... ∪ yn+1)

= r((X ∪
n⋃

i=1

yi) ∪ (X ∪ yn+1))

6 r(X ∪
n⋃

i=1

yi) + r(X ∪ yn+1)−

r((X ∪
n⋃

i=1

yi) ∩ (X ∪ yn+1))
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apì (R3). All�

(X ∪
n⋃

i=1

yi) ∩ (X ∪ yn+1) = X

sunep¸c

r(X ∪
n+1⋃
i=1

yi) 6 r(X ∪
n⋃

i=1

yi) + r(X ∪ yn+1)− r(X)

Ep. Upìjesh
6 r(X) + r(X ∪ yn+1)− r(X)

= r(X ∪ yn+1)

= r(X)

afoÔ X paragìmeno.
'Ara

(∀k 6 l)(r(X ∪
k⋃

i=1

yi) 6 r(X)).

Sunep¸c ìpwc deÐxame pio p�nw, to zhtoÔmeno èpetai.
(⇐) Upojètoume ìti r(X) = r(E(M)). Tìte prèpei cl(X) = E(M), dhlad 

(∀x ∈ E)(r(X ∪ x) = r(X))

gia na eÐnai to X paragìmeno. DiakrÐnoume peript¸seic:

i) x ∈ X. Tìte r(X ∪ x) = r(X), profan¸c.

ii) x ∈ E −X. Tìte

X ∪ x ⊆ E
(R2)⇒ r(X ∪ x) 6 r(E) = r(X) ⇒ r(X ∪ x) 6 r(X)

All�
X ⊆ X ∪ x ⇒ r(X) 6 r(X ∪ x)

Sunep¸c
r(X ∪ x) = r(X)

kai �ra deÐxame to zhtoÔmeno.

'Ara cl(X) = E(M).

Prìtash 18. X b�sh ⇔ X elaqistikì paragìmeno sÔnolo.
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Apìdeixh. (⇒) X b�sh ⇒ r(X) = r(E) ⇒ X paragìmeno sÔnolo.
'Estw t¸ra proc �topo, ìti X ìqi elaqistikì paragìmeno sÔnolo. Tìte ∃Y ( X
paragìmeno. Tìte |Y | < |X| kai r(Y ) = r(E). Tìte ìmwc Y kai X eÐnai anex�rthta
sÔnola sto M , �ra r(Y ) = |Y | kai r(X) = |X|. Telik�

r(Y ) = |Y | < |X| = r(E) = r(Y ) ⇒ r(Y ) < r(Y ),

�topo. 'Ara to X eÐnai elaqistikì paragìmeno sÔnolo.

(⇐) 'Estw X elaqistikì paragìmeno sÔnolo. 'Estw pwc X ìqi b�sh. Tìte X eÐte
eÐnai anex�rthto mh b�sh,   eÐnai exarthmèno. An isqÔei to pr¸to, èpetai r(X) = r(E)
afoÔ r(E) eÐnai to mègejoc mÐac b�shc sto M , ex' orismoÔ. 'Ara �topo. 'Ara anagkastik�
X exarthmèno. Tìte ìmwc ∃X ′ ( X. t.w. X

′ ∈ B, giatÐ alli¸c r(X) < r(E). 'Omwc tìte,
apì thn (⇒) kateÔjunsh, èpetai ìti X

′ eÐnai elaqistik� paragìmeno sÔnolo kai X
′ ( X.

'Ara X ìqi elaqistikì. 'Ara �topo. Sunep¸c X b�sh.

Prìtash 19. X megistikì mh - paragìmeno sÔnolo ⇔ X uperepÐpedo.

Apìdeixh. (⇒) 'Estw ìti X ìqi uperepÐpedo. Tìte r(X) 6= r(E) − 1   X ( cl(X), ex'
orismoÔ. All� X megistikì mh�paragìmeno, sunep¸c (∀x ∈ E −X)(X ∪ x) paragìmeno,
dhlad  r(X ∪ x) = r(E).

EpÐshc, prèpei E − X 6= ∅, giatÐ alli¸c X = E kai (∃B ⊆ X)(B ∈ B). Tìte, apì
Prìtash 18, B eÐnai elaqistikì paragìmeno sÔnolo, sunep¸c kai X eÐnai paragìmeno,
�topo. 'Ara r(X) 6 r(E) − 1. An t¸ra r(X) = r(E) − 2, tìte gia x ∈ E − X èqoume
r(X ∪ x) = r(E)− 1 < r(E) = r(X ∪ x). 'Ara �topo, sunep¸c r(X) = r(E)− 1.
'Estw t¸ra X ( cl(X). Tìte

(∃y ∈ E −X)(r(X ∪ y) = r(X) = r(E)− 1).

Sunep¸c X ∪ y eÐnai mh - paragìmeno sÔnolo megèjouc megalÔterou tou X. All� X eÐnai
megistikì, �ra �topo. Sunep¸c X = cl(X). Telik�, afoÔ X = cl(X) kai r(X) = r(E)−1
èpetai ìti X uperepÐpedo.

(⇐) 'Estw X uperepÐpedo. Tìte X = clM(X) kai r(X) = r(E) − 1. Tìte X eÐnai mh-
paragìmeno kai ìqi megistikì,   eÐnai paragìmeno. An eÐnai paragìmeno tìte r(X) = r(E),
�topo. 'Ara anagkastik� X eÐnai mh � paragìmeno kai ìqi megistikì. Tìte ìmwc up�rqei
e ∈ E−X, me X∪e mh - paragìmeno. Tìte r(X∪e) < r(E). Tìte ìmwc r(X∪e) > r(X).
An r(X ∪ e) = r(X), tìte prèpei X ∪ e ⊆ cl(X) kai sunep¸c �topo. 'Ara

r(X∪e) > r(X)+1 ⇒ r(X) 6 r(X∪e)−1 ⇒ r(E)−1 6 r(X∪e)−1 ⇒ r(E) 6 r(X∪e)

T¸ra ìmwc, epeid  X ∪ e ⊆ E, apì (R2) èpetai ìti r(X ∪ e) 6 r(E). 'Ara r(X ∪ e) =
r(E), �ra X ∪ e paragìmeno. 'Ara X megistikì mh�paragìmeno. Sunep¸c �topo. 'Ara X
megistikì mh � paragìmeno sÔnolo.
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Prìtash 20. 'Estw G gr�fhma. Tìte H ⊆ E eÐnai uperepÐpedo tou M(G) ann E(G)−H
eÐnai ènac desmìc.

Apìdeixh. (⇐) 'Estw ìti E(G) −H eÐnai ènac desmìc tou G. Tìte mÐa akm  e tou G me
e 6∈ H, en¸nei dÔo sunektikèc sunist¸sec G1, G2 tou G[H]. EpÐshc, k�je �llh akm  tou
E(G)−H en¸nei ta G1 kai G2(giatÐ alli¸c E(G)−H ìqi elaqistikì). T¸ra, to G[H∪e]
èqei ton Ðdio arijmì sunektik¸n sunistws¸n me to G, kai �ra r(H ∪e) = |V (G)|−ω(G) =
r(M(G)), sunep¸c apì Prìtash 17, to H ∪ e eÐnai paragìmeno sÔnolo tou M(G). 'Ara
to H eÐnai megistikì m  - paragìmeno sÔnolo, �ra apì Prìtash 19, to H eÐnai uperepÐpedo.

(⇒) 'Estw H uperepÐpedo. Tìte ex' orismoÔ r(H) = r(M(G))− 1 = |V (G)| − ω(G)− 1,
apì Pìrisma 9. Autì shmaÐnei ìti o arijmìc akm¸n enìc megistikoÔ d�souc sto G[H] eÐnai
|V (G)| − ω(G)− 1. All�, apì Pìrisma 9

r(H) = |V (G[H])| − ω(G[H])
|V (G[H])|=|V (G)|

= |V (G)| − (ω(G) + 1) ⇒ ω(G[H]) = ω(G) + 1

kai �ra G[H] èqei ω(G) + 1 sunektikèc sunist¸sec. Tìte ìmwc k�je e ∈ E(G) − H
prèpei na sundèei mìno dÔo sunektikèc sunist¸sec tou G[H], giatÐ alli¸c to G[H] èqei
> ω(G) + 2 sun. Tìte ìmwc to E(G)−H eÐnai mÐa tom  akm¸n. Mènei n.d.o. E(G)−H
eÐnai elaqistik . 'Estw ìti den eÐnai. Tìte ∃Y ( E(G)−H t.w. E(G)−H − Y desmìc
Tìte, H ∪Y ) H kai r(H ∪Y ) = r(M(G))−1, �ra H ∪Y eÐnai mh � paragìmeno sÔnolo,
gn sio upersÔnolo tou H, �topo giatÐ H eÐnai uperepÐpedo �ra H eÐnai megistikì mh �
paragìmeno sÔnolo, apì Prìtash 19. 'Ara telik� E(G)−H eÐnai desmìc

3.3.8 Duðk� mhtroeid 

Je¸rhma 3. 'Estw mhtroeidèc M kai èstw B∗(M) = {E(M) − B | B ∈ B(M)}. Tìte
to B∗(M) eÐnai to sÔnolo b�sewn enìc mhtroeidoÔc sto E(M). Autì to mhtroeidèc ja to
kaloÔme {Duðkì Mhtroeidèc tou M} kai ja to sumbolÐzoume me M∗, me sÔnolo b�sewn
B(M∗) = B∗(M).

Apìdeixh. EpikaloÔmenoi to Je¸rhma 2, arkeÐ to B∗(M) na ikanopoieÐ tic idiìthtec (B1)
kai (B2).

(B1) B∗(M) 6= ∅ 'Eqoume B(M) = {B | B ∈ B(M)} 6= ∅ apì (B1) gia to M . 'Ara
∃B ∈ B(M). Tìte ìmwc E −B ∈ B∗(M), ex' orismoÔ. 'Ara B∗(M) 6= ∅.

(B2) (∀B∗
1 , B

∗
2 ∈ B∗(M))(x ∈ B∗

1 −B∗
2 ⇒ (∃y ∈ B∗

2 −B∗
1)((B

∗
1 − x) ∪ y ∈ B∗(M)))

'Estw t¸ra B∗
1 , B

∗
2 ∈ B∗(M) kai x ∈ B∗

1 − B∗
2 . OrÐzoume Bi = E − B∗

i , i = 1, 2.
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Tìte

B∗
1 −B∗

2 = (E −B1)− (E −B2)

= {z | z ∈ E −B1 ∧ z 6∈ E −B2}
= {z | z 6∈ B1 ∧ z ∈ B2}
= {z | z ∈ B2 −B1} = B2 −B1

AfoÔ loipìn x ∈ B2 −B1, tìte apì idiìthta (B2), èqoume

(∃y ∈ B1 −B2)((B1 − y) ∪ x ∈ B(M)).

'Omwc B1−B2 = B∗
2−B∗

1 , �ra y ∈ B∗
2−B∗

1 . Tìte ìmwc E(M)−(B1−y)∪x ∈ B∗(M).
Gia suntomÐa jètoume X = (B1 − y) ∪ x. 'Eqoume

E(M)−X = {z | z ∈ E ∧ z 6∈ X}
= {z | z ∈ E ∧ z 6∈ (B1 − y) ∪ x}
= {z | (z ∈ E ∧ z 6∈ B1 ∧ z 6= x) ∨ z = y}
= {z | z ∈ ((E −B1)− x) ∨ z = y}
= {z | z ∈ ((E −B1)− x) ∪ y}
= ((E −B1)− x) ∪ y

= (B∗
1 − x) ∪ y ∈ B∗(M)

'Ara telik�
(∃y ∈ B∗

1 −B∗
2)((B

∗
1 − x) ∪ y ∈ B∗(M).

'Ara B∗(M) ikanopoieÐ idiìthtec (B1) kai (B2), �ra apì Je¸rhma 2, èpetai ìti B∗(M)
orÐzei eÐnai to sÔnolo b�sewn enìc mhtroeidoÔc.

Tic b�seic, anex�rthta sÔnola, kukl¸mata, uperepÐpeda kai paragìmena sÔnola tou duðkoÔ
enìc mhtroeidoÔc M , ja ta onom�zoume sun�b�seic, sun�kukl¸mata, k.t.l. tou M . Epi-
plèon, san r∗ = rM∗ ja sumbolÐzoume thn sun�rthsh t�xhc tou M∗.

Pìrisma 10. An M∗ eÐnai to duðkì tou M , tìte (M∗)∗ = M .

Apìdeixh.

B((M∗)∗) = B∗(M∗)

= {E −B | B ∈ B(M∗)}
= {E − (E −B

′
) | B′ ∈ B(M)}

= {B′ | B′ ∈ B(M)} = B(M).

'Ara (M∗)∗ = M
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Pìrisma 11. U∗
m,n = Un−m,n.

Apìdeixh.

B(U∗
m,n) = {E −B | B ∈ B(Um,n)}

= {E −B | |B| = m}
= {B | |B| = n−m}
= B(Un−m,n)

To zhtoÔmeno èpetai.

Prìtash 21. X sun�anex�rthto ⇔ E −X paragìmeno.

Apìdeixh. (⇒) 'Estw X sun�anex�rthto. J.d.o. E −X eÐnai paragìmeno.
'Eqoume X sun�anex�rthto ⇒ ∃B sun�b�sh : X ⊆ B. Tìte E −X ⊇ E −B.
All� B sun�b�sh ⇒ E −B b�sh, apì orismì tou duðkoÔ mhtroeidoÔc. Apì Prìtash 18,
èpetai ìti E −B eÐnai elaqistikì paragìmeno sÔnolo. 'Ara apì Prìtash 17: r(E−B) =
r(E). T¸ra,

E −B ⊆ E −X ⊆ E
(R2)⇒ r(E −B) 6 r(E −X) 6 r(E)

r(E)=r(E−B)⇒ r(E) 6 r(E −X) 6 r(E)

⇒ r(E −X) = r(E)

'Ara E −X paragìmeno apì Prìtash 17.
(⇐) 'Estw E −X paragìmeno. Tìte to E −X perièqei mÐa b�sh B, epeid  èna sÔnolo
eÐnai elaqistik� paragìmeno ann b�sh, apì Prìtash 18. Tìte ìmwc apì orismì tou duðkoÔ
mhtroeidoÔc, to E − B eÐnai mÐa sun�b�sh tou M . Tìte ìmwc E − B ⊇ X, kai �ra X
sun�anex�rthto.

Prìtash 22. X sun�kÔklwma ⇔ E −X uperepÐpedo.

Apìdeixh. 'Eqoume

X ∈ C∗(M) ⇔ (X 6∈ I∗(M)) ∧ (∀y ∈ X, X − y ∈ I∗(M)) ⇔
⇔ (∀y 6∈ (E −X), r((E −X) ∪ y) = r(E))

apì Prìtash 21. Sunep¸c (E −X) ∪ y paragìmeno apì Prìtash 17.
EpÐshc, p�li apì thn Prìtash 21, X sun�exarthmèno sto M ann E−X ìqi paragìmeno

sto M . 'Ara èpetai ìti E − X ìqi paragìmeno sto M kai ∀y 6∈ (E − X), (E − X) ∪ y
paragìmeno, �ra E−X eÐnai elaqistik� paragìmeno sto M . Apì Prìtash 19, èpetai ìti
E −X uperepÐpedo. Sunep¸c X sun�kÔklwma ⇔ X uperepÐpedo.

L mma 6. 'Estw I, I∗ ⊆ E(M) tètoia ¸ste I ∩ I∗ = ∅ kai I anex�rthto, I∗ sun�
anex�rthto. Tìte up�rqei b�sh B kai sun�b�sh B∗ sto M tètoiec ¸ste I ⊆ B, I∗ ⊆ B∗

kai B ∩B∗ = ∅.
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Apìdeixh. Sto periorismèno mhtroeidèc M |E − I∗, to I diathreÐ thn idiìthta tou wc
anex�rthto, giatÐ I ⊆ E− I∗. 'Ara up�rqei mÐa b�sh B sto E− I∗ t.w. r(B) = r(E− I∗).
T¸ra to I∗ eÐnai sun - anex�rthto sto M , �ra apì Prìtash 21, E− I∗ eÐnai paragìmeno.
Peraitèrw, h Prìtash 17 mac dÐnei ìti r(E − I∗) = r(E) ⇒ r(B) = r(E), �ra to B
eÐnai b�sh tou M . 'Ara B b�sh tou M ⇒ E − B sun�b�sh tou M , apì orismì duðkoÔ
mhtroeidoÔc. All� I ⊆ B kai I∗ ⊆ E − B∗ kai B ∩ (E − B) = ∅, sunep¸c ta sÔnola B
kai E −B eÐnai oi zhtoÔmenh b�sh kai sun�b�sh gia to M.

Prìtash 23. Gia ìla ta uposÔnola X tou E, enìc mhtroeidoÔc M , isqÔei ìti

r∗(X) = |X| − r(M) + r(E −X)

Apìdeixh. 'Estw B∗
X b�sh tou M∗|X kai èstw BE−X b�sh tou M |E −X. Tìte r∗(X) =

|B∗
X | kai r(E − X) = |BE−X |. T¸ra apì L mma 6, epeid  BE−X kai B∗

X eÐnai anex.
kai sun�anex. antÐstoiqa sto M kai BE−X ∩ B∗

X = ∅, èpetai ìti up�rqei B ∈ B(M) kai
B∗ ∈ B∗(M) t.w. B∩B∗ = ∅ kai BE−X ⊆ B, B∗

X ⊆ B∗. Tìte ìmwc B∩(E−X) = BE−X

kai B∗ ∩X = B∗
X (1) apì orismì tou I|Y = {I ⊆ Y | I ∈ I}. 'Ara

B = (B ∩ (E −X)) ] (B ∩X)
(1)
= (BE−X) ] (B ∩X).

ìpou ] eÐnai o telest c xènhc ènwshc dÔo sunìlwn.
Sunep¸c |B| = |BE−X |+ |B ∩X| ⇒ |B ∩X| = |B| − |BE−X | (2). 'Eqoume t¸ra ìti

|X| = |X ∩B|+ |X ∩B∗|
(2)
= |B| − |BE−X |+ |X ∩B∗|
(1)
= |B| − |BE−X |+ |B∗

X |
= r(E)− r(E −X) + r∗(X)

'Ara
r∗(X) = |X| − r(E) + r(E −X)

kai sunep¸c h apìdeixh èqei telei¸sei.

Prìtash 24. 'Estw M1 = (E1, I1), M2 = (E2, I2) isìmorfa mhtroeid  mèsw thc anti-
stoiqÐac θ : E1 → E2. Tìte M∗

1
∼= M∗

2 mèsw thc θ.

Apìdeixh. 'Eqoume ìti èna uposÔnolo X tou E1 eÐnai anex�rthto sto M1 ann to θ(X)
eÐnai anex�rthto sto M2.
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'Estw t¸ra X ⊆ E1, anex�rthto sto M∗
1 . Tìte

X ∈ I(M∗
1 )

Πρ. 21⇔ E1 −X sun�paragìmeno sto M∗
1

⇔ E1 −X paragìmeno sto M1

Πρ. 17⇔ rM1(E1 −X) = rM1(E1) sto M1

⇔ rM2(E2 − θ(X)) = rM2(E2) sto M2

Πρ. 17⇔ E2 − θ(X) paragìmeno sto M2

⇔ E2 − θ(X) sun�paragìmeno sto M∗
2

Πρ. 21⇔ θ(X) ∈ I(M∗
2 )

Sunep¸c M∗
1
∼= M∗

2 mèsw thc θ.

3.3.9 Par�llhla�seiraðk� sÔnola
Orismìc 46. 'Estw M mhtroeidèc sto sÔnolo E kai èstw X ⊆ E. Tìte:

i) To X eÐnai par�llhlo an k�je dÔo stoiqeÐa tou apoteloÔn kÔklwma tou M .

ii) To X eÐnai seiraðkì an k�je dÔo stoiqeÐa tou apoteloÔn sun-kÔklwma tou M .

Apì autìn ton orismì, sumperaÐnoume pwc èna par�llhlo sÔnolo enìc mhtroeidoÔc
eÐnai seiraðkì sto duðkì tou kai antistrìfwc. EpÐshc mporeÐ kaneÐc na epalhjeÔsei ìti ta
par�llhla kai seiraðk� sÔnola se èna kuklikì mhtroeidèc eÐnai oi antÐstoiqec par�llhlec
kai seiraðkèc kl�seic akm¸n tou graf matoc pou to orÐzei.

Prìtash 25. Ta akìlouja eÐnai isodÔnama gia k�poio uposÔnolo X tou sunìlou twn
akm¸n enìc graf matoc G:

i) X kÔklwma tou M∗(G).

ii) X sun�kÔklwma tou M(G).

iii) X desmìc tou G.

Apìdeixh. iii) ⇔ ii) 'Estw X ènac desmìc tou G. Tìte apì Prìtash 20, to E −X eÐnai
isodÔnama uperepÐpedo tou M(G), kai apì Prìtash 22, to X eÐnai isodÔnama sun�kÔklwma
tou M(G).
ii) ⇔ i) 'Estw X sun�kÔklwma tou M(G). Tìte apì orismì tou duðkoÔ tou M(G), to X
eÐnai isodÔnama kÔklwma tou M∗(G).

To parak�tw l mma apodeiknÔei ìti k�je gewmetrikì duðkì gr�fhma eÐnai kai sundu-
astikì:
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L mma 7. An G∗ eÐnai gewmetrikì duðkì enìc epÐpedou graf matoc G, tìte

M(G∗) ∼= M∗(G).

Apìdeixh. 'Estw G0 mÐa enepÐpedh emb�ptish tou G kai èstw G∗ gewmetrikì duðkì thc G0.
Up�rqei antistoiqÐa α metaxÔ twn akm¸n twn G0 kai G∗. Ja deÐxoume ìti

M(G0) ∼=α M∗(G∗)

kai èpeita apì Prìtash 24
M∗(G0) ∼=α M(G∗).

AfoÔ G0
∼= G met� èpetai to zhtoÔmeno. Sunep¸c apì Prìtash 25, ja deÐxoume ìti:

C kÔkloc tou G0 ⇔ α(C) desmìc tou G∗.

'Estw C kÔkloc tou G0. Tìte o C eÐnai mÐa kleist  kampÔlh Jordan sto epÐpedo kai
k�je akm  tou α(C) èqei èna �kro mèsa sthn C kai èna �kro èxw apì thn C. Sunep¸c
to α(C) eÐnai tom  akm¸n tou G∗. 'Estw t¸ra X desmìc tou G∗. J.d.o. a−1(X) perièqei
k�poio kÔklo C. Tìte apì p�nw, prèpei α(C) = X. An t¸ra C eÐnai kÔkloc kai α(C)
ìqi desmìc, tìte α(C) − B eÐnai desmìc gia k�poio uposÔnolo B tou α(C). Tìte ìmwc
to C perièqei k�poion kÔklo mikrìterou megèjouc, �ra �topo. Sunep¸c arkeÐ n.d.o. an X
desmìc tìte α−1(X) perièqei k�poion kÔklo.

To G∗−X apoteleÐtai apì tic sunektikèc sunist¸sec G∗
1, G

∗
2. DiakrÐnoume peript¸seic

sto mègejoc tou X:

i) |X| = 1. Tìte emfan¸c to X eÐnai isjmìc, sunep¸c to α−1(X) eÐnai jhli�.

ii) |X| > 1. 'Estw F mÐa ìyh tou G∗ sthn opoÐa an kei k�poia akm  x thc X, kai èstw
F
′ to sÔnorì thc. To x den eÐnai isjmìc sto G∗, �ra den mporeÐ na eÐnai oÔte isjmìc

sto G∗[F
′
]. Sunep¸c up�rqei kÔkloc Cx sto F

′ o opoÐoc perièqei thn x.
'Estw ìti ta �kra thc x eÐnai oi u, v. AfoÔ X desmìc, oi u, v an koun sthn Ðdia
sunist¸sa tou G∗[(E−X)∪x] all� se diaforetik  tou G∗[E−X]. 'Estw t¸ra ìti
|X ∩ Cx| = 1. Tìte X ∩ Cx = x kai up�rqei monop�ti apì thn u sth v sto Cx − x,
�topo giatÐ G∗ −X mh�sunektikì. Sunep¸c

|X ∩ Cx| > 2.

T¸ra k�je ìyh tou G∗ antistoiqeÐ se mÐa koruf  tou G0, �ra k�je koruf  tou G0[α
−1(X)]

èqei > 2 akmèc. Tìte apì L mma 2, up�rqei kÔkloc pou perièqetai sto α−1(X). 'Ara

M(G0) ∼=α M∗(G∗)

kai èpetai to zhtoÔmeno.
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Pìrisma 12. M(G) ∼=ψ M∗(G
′
), ìpou G

′ sunduastikì duðkì gr�fhma tou G me ψ anti-
stoiqÐa pou orÐzei thn sqèsh touc.

Apìdeixh. 'Estw ìti C(G) eÐnai to sÔnolo twn kÔklwn tou G san sÔnola akm¸n. 'Eqoume

X ∈ C(M(G)) ⇔ X ∈ C(G) ⇔ ψ(X) desmìc sto G
′ ⇔

Prìtash 25⇔ ψ(X) ∈ C∗(G′
)
Prìtash 25⇔ ψ(X) ∈ C(M∗(G

′
))

Sunep¸c
X ∈ C(M(G)) ⇔ ψ(X) ∈ C(M∗(G

′
))

kai �ra M(G) ∼=ψ M∗(G
′
)

Pìrisma 13. An to G
′ eÐnai èna sunduastikì duðkì tou G, tìte o G eÐnai èna sunduastikì

duðkì tou G
′ .

Apìdeixh. Apì Prìtash 24, M(G) ∼=ψ M∗(G
′
) ⇒ M∗(G) ∼=ψ M(G

′
). 'Ara G sundu-

astikì duðkì tou G
′ .

3.3.10 SÔnjliyh mhtroeid¸n
Orismìc 47. 'Estw mhtroeidèc M kai èstw X k�poio uposÔnolo tou E. OrÐzoume san
M/X = (M∗\X)∗ na eÐnai h sÔnjliyh tou X apì to M .

Prìtash 26. An T ⊆ E, tìte gia k�je X ⊆ E − T, rM/T (X) = rM(X ∪ T )− rM(T )

Apìdeixh. 'Eqoume

rM/T (X) = r(M∗\T )∗(X)
Πρoτ. 23

= |X|+ rM∗\T (E − T −X)− rM∗\T (E − T )
Πρoτ. 15

= |X|+ r∗(E − (T ∪X))− r∗(E − T )
Πρoτ. 23

= |X|+ (|E − (T ∪X)|+ rM(E − (E − T ∪X))−
rM(E))− (|E − T |+ rM(T )− rM(E))

= |X|+ |E| − |T | − |X|+ rM(T ∪X)−
rM(E)− |E|+ |T | − rM(T ) + rM(E)

= rM(T ∪X)− rM(T )

Prìtash 27. An T1, T2 eÐnai xèna metaxÔ touc uposÔnola tou E, tìte (M/T1)/T2 =
M/(T1 ∪ T2) = (M/T2)/T1

47



Apìdeixh. ArkeÐ na deÐxoume ìti r(M/T1)/T2 = rM/(T1∪T2) = r(M/T2)/T1 , giatÐ tìte apì Prì-
tash 16 èqoume telei¸sei. 'Estw X ⊆ E. 'Eqoume

r(M/T1)/T2(X)
Πρoτ 26

= rM/T1(X ∪ T2)− rM/T1(T2)
Πρoτ 26

= rM(X ∪ T2 ∪ T1)− rM(T1)− rM(T2 ∪ T1) + rM(T1)

= rM(X ∪ T2 ∪ T1)− rM(T2 ∪ T1)

= rM/(T1∪T2)(X)

Gia ton Ðdio lìgo,

r(M/T2)/T1(X) = rM/T2(X ∪ T1)− rM/T2(T1) = rM/(T1∪T2)(X)

Sunep¸c, r(M/T1)/T2 = rM/(T1∪T2) = r(M/T2)/T1 , kai èktote èqoume telei¸sei.

L mma 8. 'Estw X1, X2, Y1, Y2 ⊆ E(M). Tìte an X1 ⊇ Y1 kai X2 ⊇ Y2, tìte

r(X1) + r(X2)− r(X1 ∪X2) > r(Y1) + r(Y2)− r(Y1 ∪ Y2)

Apìdeixh. 'Eqoume

r(X1) + r(X2)− r(X1 ∪X2) > r(Y1) + r(Y2)− r(Y1 ∪ Y2) ⇔
⇔ (r(X1)− r(Y1)) + (r(X2)− r(Y2)) > r(X1 ∪X2)− r(Y1 ∪ Y2)

T¸ra apì Prìtash 26 èqoume

r(X1)− r(Y1) = rM/Y1(X1 − Y1)

r(X2)− r(Y2) = rM/Y2(X2 − Y2)

kai
r(X1 ∪X2)− r(Y1 ∪ Y2) = rM/(Y1∪Y2)(X1 ∪X2 − (Y1 ∪ Y2)).

'Ara arkeÐ n.d.o.

rM/Y1(X1 − Y1) + rM/Y2(X2 − Y2) > rM/(Y1∪Y2)(X1 ∪X2 − (Y1 ∪ Y2)).

'Eqoume

r(M/Y1)/(Y2−Y1)((X1 − Y1)− (Y2 − Y1))
Πρoτ. 26

= rM/Y1(((X1 − Y1)− (Y2 − Y1)) ∪ (Y2 − Y1))−
rM/Y1(Y2 − Y1)

= rM/Y1(X1 − Y1)− rM/Y1(Y2 − Y1)

6 rM/Y1(X1 − Y1)

OmoÐwc,
r(M/Y2)/(Y1−Y2)((X2 − Y2)− (Y1 − Y2)) 6 rM/Y2(X2 − Y2)
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T¸ra èqoume apì Prìtash 27 ìti

r(M/Y1)/(Y2−Y1)((X1 − Y1)− (Y2 − Y1))
Y1∩(Y2−Y1)=∅

= rM/(Y1∪Y2)((X1 − Y1)− (Y2 − Y1))

= rM/(Y1∪Y2)(X1 − Y1 − Y2)

= rM/(Y1∪Y2)(X1 − (Y1 ∪ Y2))

OmoÐwc,

r(M/Y2)/(Y1−Y2)((X2 − Y2)− (Y1 − Y2)) = rM/(Y1∪Y2)(X2 − (Y1 ∪ Y2))

T¸ra

rM/(Y1∪Y2)((X1 − (Y2 ∪ Y1)) + rM/(Y1∪Y2)(X2 − (Y1 ∪ Y2))
Πρoτ. 13

> rM/(Y1∪Y2)((X1 ∪X2 − (Y2 ∪ Y1)) +

rM/(Y1∪Y2)(X2 ∩X1 − (Y1 ∪ Y2))

> rM/(Y1∪Y2)((X1 ∪X2 − (Y2 ∪ Y1))

'Ara kai

rM/Y1(X1 − Y1) + rM/Y2(X2 − Y2) > rM/(Y1∪Y2)(X1 ∪X2 − (Y1 ∪ Y2))

sunep¸c h apìdeixh èqei telei¸sei.

3.3.11 Sunektikìthta mhtroeid¸n
Orismìc 48. 'Estw mhtroeidèc M . To M eÐnai sunektikì an gia k�je dÔo stoiqeÐa tou
E(M), up�rqei èna kÔklwma pou ta perièqei.

Pìrisma 14. 'Estw gr�fhma G kai èstw M(G) to kuklikì mhtroeidèc tou. Tìte

M(G) sunektikì ⇔ G 2�sunektikì.

Apìdeixh. H apìdeixh gÐnetai kateujeÐan me epÐklhsh thc Prìtashc 1.

MÐa apeujeÐac genÐkeush thc sunektikìthtac twn mhtroeid¸n eÐnai h parak�tw:

Orismìc 49. 'Estw mhtroeidèc M me edafikì sÔnolo E kai èstw k > 0 akèraioc. Tìte
ja onom�zoume thn diamèrish (X, Y ) tou E Tutte k�diaqwrismì (  apl� k�diaqwrismì)
ann

min{|X|, |Y |} > k

r(X) + r(Y )− r(M) 6 k − 1
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OrÐzoume thn Tutte sunektikìthta λ(M) enìc mhtroeidoÔc na eÐnai to el�qisto k gia
to opoÐo to M eÐnai Tutte k�diaqwrÐsimo, an autì up�rqei, alli¸c jètoume λ(M) = ∞.
An λ(M) > 2, tìte to M eÐnai n�sunektikì gia 2 6 n 6 λ(M), alli¸c an λ(M) = 1 tìte
to M eÐnai mh sunektikì.

Parak�tw orÐzoume èna �llo eÐdoc sunektikìthtac:

Orismìc 50. 'Estw mhtroeidèc M me edafikì sÔnolo E kai èstw k > 0 akèraioc. Tìte
ja onom�zoume thn diamèrish (X, Y ) tou E k�jeto k�diaqwrismì ann

min{r(X), r(Y )} > k

r(X) + r(Y )− r(M) 6 k − 1

'Opwc kai me thn Tutte, ètsi kai h k�jeth sunektikìthta κ(M) orÐzetai na eÐnai to
el�qisto k gia to opoÐo to M eÐnai k�jeta k�diaqwrÐsimo, an autì up�rqei. An den up�-
rqei, tìte jètoume κ(M) = r(M). Tèloc, lème ìti to M eÐnai k�jetwc n�sunektikì an
2 6 n 6 κ(M).

ParathroÔme ìti an min{r(X), r(Y )} > k > 1, tìte min{|X|, |Y |} > k. Autì amèswc
sunep�getai ìti h k�jeth sunektikìthta eÐnai pio isqur  apì thn Tutte.

Sto epìmeno kef�laio ja apodeÐxoume ìti h k�jeth sunektikìthta tautÐzetai me thn
grafojewrhtik , gia sunektik� graf mata.

Orismìc 51. 'Estw M mhtroeidèc. OrÐzoume wc perifèreia tou M kai sumbolÐzoume me
g(M), to mègejoc tou mikrìterou kukl¸matoc sto M . Dhlad ,

g(M) = min{|C|/C ∈ C(M)}

Sta graf mata o orismìc thc perifèreiac exeidikeÔetai sto mègejoc tou mikrìterou
kÔklou, kai sumbolÐzetai me g(G) gia suntomÐa, ìpou G eÐnai gr�fhma.

L mma 9. 'Estw M mhtroeidèc kai èstw ìti g(M) > k+1 kai ìti to M eÐnai k�diaqwrÐsimo,
gia k�poion jetikì akèraio k. Tìte to M eÐnai kajètwc k diaqwrÐsimo.

Apìdeixh. 'Estw ènac k�diaqwrismìc (X,Y ). Arqik�, èstw X,Y anex�rthta. Tìte prèpei
r(X) = |X| > k, r(Y ) = |Y | > k �ra min{r(X), r(Y )} > k. An p�li k�poio apì ta X, Y
eÐnai exarthmèno, èstw q.p.g to X, tìte up�rqei kÔklwma C pou perièqetai sto X. Tìte
ìmwc

r(C) = |C| − 1
g(M)>k+1⇒ r(C) > k

All� r(C) 6 r(X), �ra k 6 r(X). Sunep¸c, kai p�li èpetai ìti min{r(X), r(Y )} > k,
�ra to (X,Y ) eÐnai ènac k�jetoc k�diaqwrismìc gia to M .
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Prìtash 28. M eÐnai k�jetwc diaqwrÐsimo gia k�poion jetikì akèraio k ann to M èqei
dÔo sun�kukl¸mata C∗

1 , C
∗
2 me C∗

1 ∩ C∗
2 = ∅.

Apìdeixh. (⇒) 'Estw M k�jetwc diaqwrÐsimo. Tìte up�rqei diamèrish (X,Y ) gia k�poio
jetikì k tètoia ¸ste

min{r(X), r(Y )} > k

r(X) + r(Y )− r(M) 6 k − 1

'Estw ìti to X den perièqei kanèna sun�kÔklwma C∗. Tìte, apì orismì, to X eÐnai
sun�anex�rthto kai �ra r∗(X) = |X|(∗) apì Prìtash 14. Apì Prìtash 6 epÐshc

r∗(X) = |X| − r(E) + r(Y )
(∗)⇒ r(Y ) = r(E)

Sunep¸c r(X) 6 r(Y ) kai �ra min{r(X), r(Y )} = r(X) > k. Sunep¸c èqoume

r(X) + r(Y )− r(E) 6 k − 1 ⇒ r(X) + 1 6 k 6 r(X)

�ra (X, Y ) den eÐnai k�jetoc diaqwrismìc tou M gia kanèna k, �ra �topo. Sunep¸c to
X perièqei èna sun�kÔklwma C∗

1 . Gia ton Ðdio lìgo, prèpei kai to Y na perièqei èna sun�
kÔklwma C∗

2 . 'Ara up�rqoun dÔo sun�kukl¸mata C∗
1 , C

∗
2 sto M , kai afoÔ C∗

1 ⊆ X kai
C∗

2 ⊆ Y (= E −X), èpetai ìti C∗
1 ∩ C∗

2 = ∅. 'Ara apodeÐxame thn pr¸th kateÔjunsh.
(⇐) 'Estw ìti up�rqoun C∗

1 , C
∗
2 sun�kukl¸mata me C∗

1 ∩ C∗
2 = ∅. Tìte èstw X = C∗

1 kai
Y = E − C∗

1 . Tìte, apì Prìtash 22,

C∗
1 sun�kÔklwma⇔ E − C∗

1 uperepÐpedo,

sunep¸c r(Y ) = r(E)− 1, ex' orismoÔ.
T¸ra, epeid  Y ⊇ C∗

2 , èpetai ìti Y sun-exarthmèno sto M kai �ra apì Prìtash 14

r∗(Y ) < |Y | (∗).
EpÐshc, èqoume

r∗(Y ) = |Y | − r(E) + r(X)
(∗)⇒ r∗(Y ) > r∗(Y )− r(E) + r(X) ⇒ r(X) 6 r(E)− 1

'Ara r(X) 6 r(Y ) kai

r(X) + r(Y )− r(E) = r(X)− 1

6 r(E)− 2

6 k − 1

'Ara
r(E)− 1 6 k 6 r(X) 6 r(Y ) = r(E)− 1

�ra k = r(E)−1 kai isqÔei ìti (X, Y ) eÐnai ènac k�jetoc diaqwrismìc gia to M . Sunep¸c
h apìdeixh teleÐwse.
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Prìtash 29. 'Estw M mhtroeidèc. Tìte λ(M) = λ(M∗).

Apìdeixh. 'Estw (X, E − X) mÐa diamèrish tou E. Tìte, k�nontac thn qr sh tou tÔpou
gia thn r∗, èqoume

r∗(X) = |X| − r(E) + r(E −X) ⇔ r∗(X)− |X| = −r(E) + r(E −X)

⇔ r(X) + r∗(X)− |X| = r(X)− r(E) + r(E −X)

MÐa deÔterh efarmog  tou tÔpou sthn (r∗)∗ = r mac dÐnei

r(X) = |X| − r∗(E) + r∗(E −X) ⇔ r(X)− |X| = −r∗(E) + r∗(E −X)

⇔ r∗(X) + r(X)− |X| = r∗(X)− r∗(E) + r∗(E −X)

Sunep¸c prokÔptei ìti

r(X)− r(E) + r(E −X) = r∗(X)− r∗(E) + r∗(E −X)

An loipìn min{|X|, |E −X|} > k, tìte

r(X)− r(E) + r(E −X) 6 k − 1 ⇔ r∗(X)− r∗(E) + r∗(E −X) 6 k − 1

Sunep¸c ta M kai M∗ èqoun touc Ðdiouc diaqwristèc, sunep¸c λ(M) = λ(M∗).

L mma 10. 'Estw M1,M2 mhtroeid  sta sÔnola E1 kai E2 antÐstoiqa. 'Estw ìti M1
∼= M2

mèsw thc antistoiqÐac θ : E1 → E2 kai èstw X, T ⊆ E1, X ⊆ T . Tìte

X ∈ B(M1|T ) ⇔ θ(X) ∈ B(M2|θ(T ))

Apìdeixh. (⇒) 'Estw ìti X ∈ B(M1|T ) kai θ(X) 6∈ B(M2|θ(T )). Tìte θ(X) ∈ I(M2)
giatÐ X ∈ I(M1). Tìte ìmwc up�rqei

θ(Y ) ⊆ θ(T ) : θ(Y ) ) θ(X), θ(Y ) ∈ B(M2|θ(T )).

Tìte ìmwc θ−1(θ(Y )) = Y ) X, T ⊇ Y kai �ra Y ∈ I(M1|T ), �topo giatÐ X megistikì
anex�rthto uposÔnolo tou T .

H summetrÐa thc p�nw apìdeixhc mac dÐnei kai thn antÐjeth kateÔjunsh. Sunep¸c
apodeÐxame to L mma.

Pìrisma 15. 'Estw M1 = (I1, E1) kai M2 = (I2, E2) mhtroeid . Tìte M1
∼= M2 ⇒

M1,M2 èqoun thn Ðdia sunektikìthta.
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Apìdeixh. ArkeÐ na deÐxoume ìti M1 èqei ènan k�diaqwrismì ann M2 èqei ènan k-diaqwrismì.
(⇒) 'Estw (T,E1 − T ) ènac k�diaqwrismìc tou M1. Tìte

min{|T |, |E1 − T |} > k

r1(T ) + r1(E1 − T )− r1(E1) 6 k − 1

All� M1
∼= M2 kai tìte ∃θ : E1 → E2, antistoiqÐa tètoia ¸ste gia k�je uposÔnolo X

tou E1 na isqÔei
X ∈ I(M1) ⇔ θ(X) ∈ I(M2)

'Ara |T | = |θ(T )|, |E1−T | = |θ(E1−T )| = |E2− θ(T )|. Sunep¸c min{|T |, |E1−T |} > k.
SuneqÐzontac thn apìdeixh, to T perièqei k�poia b�sh X tou M1|T ann to θ(T ) perièqei
k�poia b�sh θ(X) tou M2|θ(T ), apì L mma 10, kai �ra r1(T ) = r1(X) kai r2(θ(T )) =
r2(θ(X)). 'Ara afoÔ |X| = |θ(X)|

r1(T ) = r1(X) = |X| = |θ(X)| = r2(θ(X)) = r2(θ(T )) ⇒ r1(T ) = r2(θ(T ))

O Ðdioc sullogismìc gia to E1 − T odhgeÐ sto ìti r1(E1 − T ) = r2(E2 − θ(T )).
Sunep¸c r2(θ(T )) + r2(E2 − θ(T ))− r2(E2) 6 k − 1, �ra M2 eÐnai k�diaqwrÐsimo.
Lìgw summetrÐac thc apìdeixhc kai proc thn antÐjeth kateÔjunsh, èpetai to zhtoÔmeno.

53



54



Kef�laio 4

Proparaskeuastik� jewr mata

4.1 Mhtroeid  me �peirh sunektikìthta
Prìtash 30. 'Estw èna n�sunektikì mhtroeidèc M kai èstw ìti |E(M)| > 2(n − 1).
Tìte ìla ta kukl¸mata kai sun�kukl¸mata èqoun toul�qiston n stoiqeÐa.

Apìdeixh. Proc �topo, èstw ìti up�rqei k�poio X ⊆ E, gia to opoÐo X ∈ C(M)  
X ∈ C∗(M) kai |X| = j < n. Ja deÐxoume ìti tìte to (X,E−X) eÐnai ènac j�diaqwrismìc
tou M .
Arqik� èqoume

|E −X| > 2(n− 1)− j = 2n− 2− j > 2n− 2− n = n− 2

'Ara |E −X| > n− 2 + 1 = n− 1. All� j < n ⇒ j 6 n− 1 ⇒ |E −X| > j. Sunep¸c

min{|X|, |E −X|} > j

Mènei na deÐxoume ìti r(X) + r(E −X)− r(E) 6 j − 1:

i) 'Estw ìti X ∈ C(M). Tìte r(X) = |X|−1 = j−1 apì Prìtash 14. EpÐshc èqoume
ìti

r(E) > r(E −X) ⇒ r(E −X)− r(E) 6 0

'Ara
r(X) + r(E −X)− r(E) = j − 1 + r(E −X)− r(E) 6 j − 1

'Ara to (X, E − X) eÐnai ènac j < n diaqwrismìc, �ra �topo. Sunep¸c, ìla ta
kukl¸mata èqoun > n stoiqeÐa.

ii) 'Estw ìti X ∈ C∗(M). Tìte X ∈ C(M∗). Me thn Ðdia logik  pio p�nw, douleÔontac
sto duðkì mhtroeidèc M∗ me thn sun�rthsh r∗, prokÔptei ìti

r∗(X) + r∗(E −X)− r∗(E) = j − 1 + r∗(E −X)− r∗(E) 6 j − 1

Sunep¸c, ìla ta kukl¸mata tou M∗ èqoun > n stoiqeÐa, to opoÐo fusik� shmaÐnei
ìti ìla ta sun�kukl¸mata tou M èqoun > n stoiqeÐa.
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Sunep¸c, h apìdeixh oloklhr¸jhke.

Parìti h parak�tw prìtash èqei apodeiqjeÐ sta [13] kai [7], emeÐc epilèxame ton dikì
mac trìpo na to apodeÐxoume.

Prìtash 31. 'Estw M mhtroeidèc. Tìte

λ(M) = ∞⇔ M = Ur,n, n = 2r − 1, 2r, 2r + 1

Apìdeixh. (⇒) 'Estw ìti λ(M) = ∞. J.d.o. M = Ur,n, n = 2r − 1, 2r, 2r + 1
'Estw k tètoio ¸ste 2(k − 1) 6 n 6 2k. Tìte, apì Prìtash 30, ìla ta kukl¸mata tou
M èqoun toul�qiston k stoiqeÐa. 'Ara gia k�je sÔnolo I ⊆ E me |I| 6 k − 1 = r, prèpei
I ∈ I. 'Eqoume ìti k = r + 1 kai 2r 6 n 6 2r + 1. Ja deÐxoume ìti an n = 2r, 2r + 1 tìte
M = Ur,n.

i) n = 2r. Tìte èstw pwc M 6= Ur,2r. Tìte up�rqei k�poio I uposÔnolo tou E gia to
opoÐo |I| > r kai I b�sh. Tìte r(I) = r(M). 'Estw I

′ ⊆ I me |I ′| = r. Tìte I
′ ∈ I.

Tìte
r(I

′
) < r(M) ⇒ r(I

′
) 6 r(M)− 1,

�ra

r(I
′
) + r(E − I

′
)− r(M) 6 r(M)− 1 + r(E − I

′
)− r(M) = r(E − I

′
)− 1 6 λ− 1,

�ra
r(E − I

′
) 6 λ,

all�
|I ′| = r ⇒ |E − I

′| = r 6 |I ′|,
�ra jèloume kai λ 6 |E − I

′|. Autì shmaÐnei ìti r(E − I
′
) 6 |E − I

′|, �ra λ(M)
peperasmèno. 'Atopo, �ra k�je uposÔnolo tou E megalÔtero se mègejoc apì to r,
eÐnai exarthmèno. Prin ìmwc apodeÐxame pwc k�je uposÔnolo tou E mikrìtero Ðso
se mègejoc me to r eÐnai anex�rthto. 'Ara èna uposÔnolo tou E eÐnai anex�rthto
ann eÐnai mikrìtero Ðso me to r. Autì ìmwc shmaÐnei akrib¸c ìti M = Ur,2r.

ii) n = 2r+1. P�li proc �topo, èstw ìti M 6= Ur,2r+1. Tìte ìpwc kai pio p�nw, up�rqei
k�poio I uposÔnolo tou E gia to opoÐo |I| > r kai I b�sh. Tìte èstw ìti |I| > r+2.
Tìte up�rqei I

′ ( I to opoÐo eÐnai anex�rthto kai |I|− 1 = r(M)− 1 = |I ′ | > r +1.
Tìte ìmwc |E − I

′| < |I ′|. K�nontac akrib¸c tic Ðdiec pr�xeic me pio p�nw, èpetai
ìti M = Ur,2r+1.
San teleutaÐa perÐptwsh, èstw pwc |I| = r+1. Tìte epeid  M 6= Ur,2r+1, an I

′ ⊆ E
me |I ′| = r + 1 prèpei I

′ 6∈ I. Tìte

r(I
′
) 6 |I ′| − 1 = r = r(M)− 1.
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Tìte |E − I
′ | < |I ′| kai èqoume ìti

r(I
′
) + r(E − I

′
)− r(M) 6 r(M)− 1 + r(E − I

′
)− r(M)

= r(E − I
′
)− 1

6 λ− 1

�ra
r(E − I

′
) 6 λ 6 |E − I

′|.
�ra λ(M) peperasmèno, �ra �topo. 'Ara k�je uposÔnolo megèjouc r + 1 eÐnai
anex�rthto, �ra M = Ur+1,2(r+1)−1 (giatÐ r(M) = r+1 kai n = 2r+1 = 2(r+1)−1).
Sunep¸c to zhtoÔmeno èpetai.

(⇐) 'Estw mÐa tuqoÔsa diamèrish (X, E − X) = (X,Y ) tou E. 'Estw ìti |X| = x kai
|Y | = y, en¸ isqÔei ìti x + y = n, afoÔ (|X| + |E −X| = |E|). 'Estw q.p.g. ìti x > y.
Gia na eÐnai to (X, Y ) ènac λ diaqwrismìc tou M , prèpei

min{|X|, |Y |} = y > λ

r(X) + r(Y )− r(M) 6 λ− 1.

DiakrÐnoume peript¸seic:

i) n = 2r, 2r + 1, 2r − 1: Tìte epeid  x > y, èpetai ìti x > r kai y 6 r. Tìte

r(X) + r(Y )− r(M) = r + y − r 6 λ− 1

⇒ y + 1 6 λ 6 y

'Ara gia kamÐa diamèrish kai gia kanèna λ den up�rqei λ diaqwrist c tou Ur,n.
Sunep¸c an n = 2r, 2r + 1, 2r − 1 èpetai ìti λ(Ur,n) = ∞.

ii) n 6 2r − 2: Tìte 2r > n + 2 ⇔ r > n
2

+ 1. An n = 2k tìte r > k + 1, an p�li
n = 2k + 1, tìte r > 2k+1

2
+ 1 = k + 3

2
, �ra r > k + 2, afoÔ r akèraioc. T¸ra

an n = 2k tìte r > k + 1 ⇒ r − 1 > k kai afoÔ x > k, mporoÔme na epilèxoume
x = r− 1. An p�li n = 2k + 1 tìte r > k + 2 ⇒ r− 1 > k + 1 kai afoÔ x > k + 1,
tìte mporoÔme p�li na epilèxoume x = r − 1. 'Ara jewroÔme x = r − 1. Tìte
y = n− r + 1. Tìte

r(X) + r(Y )− r(E) = r − 1 + y − r = y − 1 6 λ− 1 ⇒ y 6 λ 6 y

'Ara an λ = y = n− r + 1, tìte to (X,Y ) eÐnai ènac λ diaqwrismìc tou M kai �ra
λ(Ur,n) 6 n− r + 1 gia n 6 2r − 2.
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iii) n > 2r + 2: Tìte 2r 6 n − 2 ⇒ r 6 n
2
− 1. An n = 2k   n = 2k + 1 prokÔptei

ìti r 6 k − 1 ⇒ k > r + 1. Epeid  y 6 k mporoÔme na epilèxoume y = r + 1. Tìte
x = n− r − 1 > r + 1 > r kai èktote

r(X) + r(Y )− r(M) = r + r − r 6 λ− 1 ⇒ r + 1 6 λ 6 y = r + 1

'Ara to (X, Y ) eÐnai ènac r + 1 diaqwrist c tou M kai �ra λ(Ur,n) 6 r + 1 gia
n > 2r + 2.

Telik� apodeÐxame to zhtoÔmeno.

4.2 'Enac tÔpoc gia thn Tutte sunektikìthta
Je¸rhma 4. 'Estw M mhtroeidèc kai èstw ìti gia k�je omoiìmorfo mhtroeidèc Ur,n me
n > 2r − 1, M � Ur,n. Tìte

λ(M) = min{κ(M), g(M)}

Apìdeixh. 'Eqoume ìti M � Ur,n gia n > 2r−1. 'Ara, an M ∼= Ur,n tìte prèpei n 6 2r−2.
All� tìte λ(M) < ∞ apì Prìtash 31. An p�li M � Ur,n, tìte prèpei p�li λ(M) < ∞
apì Prìtash 31. 'Estw loipìn ìti λ(M) = k gia k�poio jetikì akèraio k. Tìte up�rqei
k diaqwrismìc tou E, (X, E −X) = (X,Y ). Tìte ìmwc

min{|X|, |Y |} > k

|E(M)| = |X|+ |E −X| = |X|+ |Y | > 2k > 2(k − 1)

'Ara epeid  λ(M) = ∞ kai apì Prìtash 30, èpetai ìti

girth(M) = g(M) = min{|C| : C κύκλωµα} > k

Ja diakrÐnoume peript¸seic gia to g(M) :
i) g(M) > k +1. Tìte apì pio p�nw L mma, èpetai ìti to M eÐnai kajètwc k�diaqwrÐsimo.
Sunep¸c prèpei κ(M) 6 λ(M). 'Omwc ex' orismoÔ, ìloi oi k�jetoi diaqwrismoÐ enìc
mhtroeidoÔc eÐnai kai diaqwrismoÐ kat� Tutte. Autì shmaÐnei ìti κ(M) > λ(M). Sunep¸c,
λ(M) = κ(M) = k kai �ra

λ(M) = min{κ(M), g(M)}.

ii) g(M) = λ(M) = k Ja diakrÐnoume �llec 2 upopeript¸seic:
A) To M èqei dÔo sun�kukl¸mata X, Y gia ta opoÐa X ∩Y = ∅. Tìte up�rqei (X, Y )

k�jetoc j�diaqwrismìc, apì Prìtash 28. Ex' orismoÔ loipìn,

(κ(M) > λ(M)) ∧ (g(M) = k) ⇒ λ(M) = min{κ(M), g(M)}.
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B) 'Estw t¸ra ìti to M den èqei dÔo sun�kukl¸mata xèna metaxÔ touc. Tìte apì
Prìtash 28, to M den eÐnai kajètwc diaqwrÐsimo gia kanèna jetikì akèraio k. Sunep¸c
κ(M) = r(M), ex' orismoÔ.
'Estw proc �topo loipìn ìti r(M) < g(M) = k. Tìte g(M) > r(M) + 1. 'Omwc gia ìla
ta kukl¸mata sto M , r(C) = |C| − 1. 'Ara

|C| = r(C) + 1 6 r(M) + 1
C τυχóν⇒ g(M) 6 r(M) + 1.

Sunep¸c g(M) = r(M)+1 kai �ra ìla ta kukl¸mata èqoun mègejoc Ðso me r(M)+1. Tìte
ìmwc prèpei M ∼= Ur(M),|E(M)|, giatÐ alli¸c an M � Ur(M),|E(M)| tìte prèpei na up�rqei
k�poio I ⊆ E gia to opoÐo |I| 6 r(M) kai I 6∈ I. Tìte ìmwc I exarthmèno kai �ra perièqei
k�poio kÔklwma C. Tìte ìmwc |C| 6 r(M), �topo giatÐ isqÔei ìti |C| = r(M) + 1, apì
pio p�nw. Sunep¸c r = r(M), n = |E(M)| kai M ∼= Ur,n.

'Eqoume t¸ra ìti
(∀X, Y ∈ C∗)(X ∩ Y 6= ∅).

Ja deÐxoume ìti 2(n− r + 1) > n. 'Estw X ∈ C∗. Tìte E−X ∈ I∗, afoÔ an E−X 6∈ I∗
tìte up�rqei X

′ ⊆ E −X me X
′ ∈ C∗ kai X

′ ∩X = ∅. 'Atopo. 'Ara E −X ∈ I∗. Fusik�

∃X ′′ ) E −X, X
′′ ∈ C∗

kai �ra
|X|+ |X ′′ | > |X|+ |E −X| = n

kai apì Pìrisma 11, èqoume ìti

|X| = |X ′′ | = n− r + 1

�ra
|X|+ |X ′′| = 2(n− r + 1) > n.

'Ara
2(n− r + 1) > n

kai sunep¸c apodeÐxame autì pou jèlame. T¸ra èqoume

2(n− r + 1) > n ⇒ 2n− 2r + 2 > n ⇒ n > 2r − 2 ⇒ n > 2r − 1

'Ara n > 2r − 1 kai M ∼= Ur,n sunep¸c èqoume �topo wc proc thn arqik  upìjesh. 'Ara

κ(M) = r(M) > g(M) = k ⇒ λ(M) = min{κ(M), g(M)}

Sunep¸c apodeÐxame gia ìlec tic peript¸seic to zhtoÔmeno.
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4.3 Sqèsh thc k�jethc sunektikìthtac me thn grafo-
jewrhtik 

L mma 11. 'Estw (E1, E2) mÐa diamèrish tou sunìlou twn akm¸n enìc sunektikoÔ graf -
matoc G. Tìte

|V (G[E1])|+ |V (G[E2])| − |V (G)| = |V (G[E1]) ∩ V (G[E2])|.
Apìdeixh. Gia aplìthta, èstw G[E1] = G1, G[E2] = G2. AparijmoÔme tic korufèc tou G
mÐa�mÐa. 'Estw v1, v2, v metablhtèc pou dhl¸noun ton arijmì twn koruf¸n pou èqoume brei
na an koun sta sÔnola koruf¸n twn V (G1), V (G2) kai V (G) antÐstoiqa. Oi metablhtèc
autèc èqoun arqikèc timèc 0. 'Estw loipìn koruf  u tou G. An èqoume ìti u ∈ V (G1)−
V (G2), tìte

v1 ← v1 + 1, v2 ← v2, v ← v + 1.

An p�li u ∈ V (G1)− V (G2) tìte

v1 ← v1, v2 ← v2 + 1, v ← v + 1.

Tèloc, an u ∈ V (G1) ∩ V (G2) tìte p�li èqoume:

v1 ← v1 + 1, v2 ← v2 + 1, v ← v + 1.

Blèpoume loipìn ìti oi korufèc pou an koun brÐskontai sto V (G1)∩V (G2) kai mìno autèc
prosmetr¸ntai dÔo forèc sto �jroisma |V (G1)|+ |V (G2)|. Sunep¸c

|V (G1)|+ |V (G2)| = |V (G)|+ |V (G1) ∩ V (G2)|.
Fèrnontac to |V (G)| sto pr¸to mèloc, to zhtoÔmeno èpetai.

L mma 12. 'Estw (E1, E2) mÐa diamèrish tou sunìlou twn akm¸n enìc sunektikoÔ graf -
matoc G. Tìte

r(E1) + r(E2)− r(M(G)) 6 |V (G[E1]) ∩ V (G[E2])| − 1.

H isìthta sth sqèsh aut  isqÔei ìtan G[Ei] = Gi, i = 1, 2 sunektikì.

Apìdeixh. Apì Prìtash 9, isqÔei ìti r(X) = |V (G[X])| − ω(G[X]) gia to M(G). Tìte

r(Ei) = |V (Gi)| − ω(Gi), ω(Gi) > 1

r(M(G)) = |V (G)| − ω(G)
G συνεκτικó

= |V (G)| − 1.

'Eqoume loipìn

r(E1) + r(E2)− r(M(G)) = |V (G1)|+ |V (G2)| − |V (G)|+ 1− ω(G1)− ω(G2)
G1,G2 συνεκτικá

6 |V (G1)|+ |V (G2)| − |V (G)|+ 1− 1− 1

= |V (G1)|+ |V (G2)| − |V (G)| − 1.
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Apì L mma 11, èqoume ìti

|V (G1)|+ |V (G2)| − |V (G)| = |V (G1 ∩G2)|
sunep¸c

r(E1) + r(E2)− r(M(G)) 6 |V (G1 ∩G2)| − 1

ParathroÔme ìti an ta G1, G2 eÐnai sunektik�, tìte stic pr�xeic pio p�nw oi anis¸seic
gÐnontai isìthtec. Sunep¸c teleÐwse h apìdeixh.

L mma 13. 'Estw G sunektikì gr�fhma kai èstw V
′ ènac elaqistikìc diaqwrist c megè-

jouc k kai èstw H1, H2 dÔo sunektikèc sunist¸sec tou G[V − V
′
]. Tìte, an Ei =

E(G[V (Hi) ∪ V
′
]) gia i = 1, 2 kai E

′
= E(G[V

′
]), tìte r(E2 − E

′
) = r(E2) .

Apìdeixh. Proc �topo, èstw r(E2−E
′
) < r(E2). Autì shmaÐnei ìti ta G[E2] kai G[E2−E

′
]

èqoun diaforetikoÔ megèjouc paragìmena dèntra. ParathroÔme arqik� ìti

(∀u ∈ V
′
)(∃v ∈ V (H2))({u, v} ∈ E2).

An den Ðsque autì, dhlad  an up rqe k�poia koruf  w ∈ V
′ gia thn opoÐa {w, v} 6∈

E(H2) gia k�je v ∈ V (H2), tìte to V
′ − w ja  tan diaqwrist c, �ra h V

′ den ja  tan
elaqistik .

Sunep¸c, gia autì to lìgo, h afaÐresh tou E
′ apì to E2 den dÐnei gr�fhma me peri-

ssìterec tou enìc sunist¸sec. 'Ara ta graf mata G[E2] kai G[E2 − E
′
] èqoun ton Ðdio

arijmì koruf¸n kai eÐnai sunektik�. Sunep¸c èqoun paragìmena dèntra Ðdiou megèjouc.
'Ara r(E2 − E

′
) = r(E2).

L mma 14. 'Estw G sunektikì gr�fhma kai èstw ìti èqei elaqistikì diaqwrist  V
′ megè-

jouc k. Tìte to M(G) eÐnai k�jeta k�diaqwrÐsimo.

Apìdeixh. 'Estw H1, H2 dÔo sunektikèc sunist¸sec tou G. 'Estw

Gi = G[V
′ ∪ V (Hi)], Ei = E(Gi), i = 1, 2

Efìson Gi eÐnai sunektik� kai afoÔ |V (Gi)| > k + 1, èpetai ìti o arijmìc akm¸n enìc
paragìmenou dèntrou ja èqei toul�qiston k akmèc. 'Ara r(Ei) > k. 'Eqoume t¸ra

E
′
= E(G[V

′
])

kai
E
′
2 = E(G)− E1 ⊇ E2 − E

′
.

Apì prohgoÔmeno L mma, èpetai ìti

r(E2) > r(E2 − E
′
) = r(E2) > k
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�ra kai
r(E

′
2) > k.

Apì L mma 12, èpetai ìti

r(E1) + r(E
′
2)− r(M(G)) 6 |V (G1) ∩ V (G2)| − 1 6 |V ′| − 1 6 k − 1

All� kai min{r(E1), r(E
′
2)} > k. Sunep¸c

min{r(E1), r(E
′
2)} > k

r(E1) + r(E
′
2)− r(M(G)) 6 k − 1

kai �ra to M(G) eÐnai k�jeta k�diaqwrÐsimo.

Orismìc 52. 'Estw G gr�fhma kai èstw u, v ∈ V (G). Ja lème ìti oi u kai v eÐnai
sundedemènec ann oi u kai v an koun sthn Ðdia sunektik  sunist¸sa tou G.

L mma 15. An G eÐnai èna n�sunektikì gr�fhma, tìte to M(G) den eÐnai k�jeta diaqw-
rÐsimo gia kanèna k < n.

Apìdeixh. Ja doulèyoume me apagwg  se �topo:
'Estw ìti up�rqei k < n t.w. na up�rqei k�jetoc k�diaqwrismìc tou M(G), (E1, E2).
OrÐzoume Gi = G[Ei], i = 1, 2. Ja deÐxoume arqik� ìti k�je dÔo korufèc tou G eÐnai
sundedemènec se k�poio apì ta G1, G2. 'Estw proc �topo ìti den isqÔei autì, dhlad 
èstw ìti up�rqoun korufèc u, v oi opoÐec den an koun tautìqrona sthn Ðdia sunektik 
sunist¸sa tou G1   tou G2. Tìte profan¸c {u, v} 6∈ E(G).

E2

u

v

E1

E2

u

v

E1

G

Y2

Y1

Y2

P1

P2

P1

P2

Pn
Y1

Pn

. . ..

Sq ma 4.1: L mma 15 peript¸seic.
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Sundu�zontac t¸ra to gegonìc ìti to G eÐnai n�sunektikì, apì J.Menger èpetai ìti
up�rqoun eswterik¸c diakekrimèna monop�tia P1, P2, ..., Pn apì to u sto v. 'Eqoume t¸ra
ìti E(Pj) 6⊆ Ei, j = 1, 2.., n, i = 1, 2, apì to Sq ma 4.1. Jètoume t¸ra

Yi = Ei ∩
n⋃

i=1

E(Pj).

Apì Sq ma 4.1, parathroÔme ìti Yi eÐnai dèntro. Sunep¸c eÐnai anex�rthto sÔnolo kai
�ra

r(Yi) = |Yi|.
T¸ra Y1 ∪ Y2 =

⋃n
i=1 E(Pj) kai p�li apì Sq ma 4.1 blèpoume ìti gia na kataskeu�soume

èna paragìmeno dèntro tou G[
⋃n

i=1 E(Pj)], arkeÐ na afairèsoume n− 1 exerqìmenec akmèc
apì thn v. Sunep¸c tìte

r(Y1)+r(Y2)−r(Y1∪Y2) = |Y1|+|Y2|−|Y1∪Y2|+n−1
Y1∩Y2=∅

= |Y1|+|Y2|−|Y1|−|Y2|+n−1 = n−1.

All� Ei ⊇ Yi kai E(G) ⊇ Y1 ∪ Y2, sunep¸c apì L mma 8 èqoume ìti

r(E1) + r(E2)− r(E(G)) > r(Y1) + r(Y2)− r(Y1 ∪ Y2).

Tìte ìmwc k < n ⇒ k 6 n− 1. Sunep¸c

r(E1) + r(E2)− r(E(G)) > n− 1 > k.

�topo wc proc thn arqik  upìjesh ìti to M(G) eÐnai k�diaqwrÐsimo. Sunep¸c, k�je
zeÔgoc koruf¸n u, v, eÐnai sundedemèno se toul�qiston 1 apì ta G1, G2.
SuneqÐzontac èqoume ìti min{r(E1), r(E2)} > k kai r(E1) + r(E2) − r(E(G)) 6 k − 1.
'Ara

r(E1) + r(E2) 6 r(E(G)) + k − 1.

Q.p.g. èstw ìti r(E1) = max{r(E1), r(E2)}. Tìte

max{r(E1), r(E2)} = r(E1) 6 r(E(G))− r(E2) + k − 1
−r(E2)6−k

6 r(E(G))− k + k − 1

= r(E(G))− 1 < r(E(G))

�ra kai
max{r(E1), r(E2)} < r(E(G))

Sunep¸c oÔte to E1 oÔte to E2 eÐnai paragìmena sÔnola, apì Prìtash 17, �ra oÔte to
G1 oÔte to G2 par�goun èna gr�fhma pou perièqei k�poio paragìmeno dèntro tou G.

Ac upojèsoume t¸ra ìti k�je dÔo korufèc pou eÐnai sundedemènec se mÐa sunektik 
sunist¸sa H1 tou G1 eÐnai kai sundedemènec se k�poia sunektik  sunist¸sa H2 tou G2.
Autì ìmwc sunep�getai ìti V (H1) ⊆ V (H2). All� tìte |V (G2)| = |V (G)| kai �ra
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to G2 perièqei èna paragìmeno dèntro tou G, �topo. Sunep¸c, up�rqoun dÔo korufèc
u, v ∈ V (G) oi opoÐec eÐnai sundedemènec sto G1 kai ìqi sto G2.

'Estw t¸ra w ∈ V (G) me w 6∈ V (H1). Tìte u kai w den eÐnai sundedemènec sto G1,
�ra, apì pio p�nw, anagkastik� eÐnai sundedemènec sto G2 mèsw enìc monopatioÔ P1.
OmoÐwc oi v kai w eÐnai sundedemènec sto G2 mèsw enìc monopatioÔ P2. 'Ara en¸nontac
ta P1 kai P2, sumperaÐnoume ìti to monop�ti P1 ∪ P2 sundèei tic u kai v sto G2. 'Atopo.
Sunep¸c telik� sumperaÐnoume pwc to M(G) den eÐnai k�jeta k�diaqwrÐsimo gia kanèna
k < n

L mma 16. 'Estw G pl rec gr�fhma me n = |V (G)| > 2 kai èstw X ⊆ E(G). Tìte to
X eÐnai ènac desmìc ann to G[E(G) −X] èqei san sunektikèc sunist¸sec ta Kr kai Kq,
gia k�poiouc akeraÐouc me r, q > 1 kai r + q = n.

Apìdeixh. (⇐) 'Eqoume ìti afoÔ G[E(G)−X] mh�sunektikì kai G sunektikì, tìte to X
eÐnai tom  akm¸n. 'Estw t¸ra X ìqi elaqistik . Tìte up�rqei e ∈ X t.w. G[(E(G)−X)∪
e] mh sunektikì. All� afoÔ G eÐnai pl rec gr�fhma, èpetai ìti G = Kr ∗Kq. Sunep¸c

X = {{u, v}/u ∈ V (Kr), v ∈ V (Kq)}

�ra prèpei G[(E(G) − X) ∪ e] sunektikì. 'Ara X − e ìqi tom  akm¸n, gia k�je e ∈ X,
�ra X eÐnai desmìc

(⇒) 'Estw ìti X desmìc. J.d.o. G[E(G) − X] èqei san sunektikèc sunist¸sec ta
Kr, Kq gia k�poia r, q > 1 me r + q = n.

Proc �topo, èstw ìti to X den dÐnei tic zhtoÔmenec sunektikèc sunist¸sec all� k�poiec
H1, H2, .., H`, ` > 2. Arqik�, prèpei Hi = K|V (Hi)|. Autì, giatÐ an Hi 6= K|V (Hi)|, tìte
up�rqei {u, v} ∈ E(G), {u, v} 6∈ E(Hi). Tìte ìmwc {u, v} ∈ X kai X − e eÐnai epÐshc
tom  akm¸n. 'Ara X ìqi elaqistik . 'Ara prèpei Hi = K|V (Hi)|.

T¸ra j.d.o. ` = 2. 'Estw proc �topo ìti ` > 3. Tìte G[E − X] apoteleÐtai apì
Kr1 , Kr2 , ..., Kr`

sunektikèc sunist¸sec. Tìte gia k�je Kri
, Krj

, i 6= j up�rqoun ìlec oi
dunatèc akmèc metaxÔ touc, afoÔ G pl rec. 'Estw Xij na eÐnai autèc. Tìte Xij ⊆ X.
Tìte ìmwc an

Y = {{u, v}/u ∈ V (Kr1), v ∈ V (Krj
), 2 6 j 6 `} ( X

tìte Y eÐnai tom  akm¸n tou G. 'Ara X ìqi elaqistik , �ra �topo. 'Ara ` = 2.
Sunep¸c apodeÐxame to zhtoÔmeno.

Je¸rhma 5. 'Estw G sunektikì gr�fhma. Tìte

κ(M(G)) = κ(G)

Apìdeixh. Arqik�, èstw G̃ na eÐnai to aplì gr�fhma tou G. DiakrÐnoume peript¸seic:

i) G̃ ìqi pl rhc.

64



ii) G̃ pl rhc.

i) 'Estw ìti G̃ ìqi pl rhc. Tìte up�rqoun korufèc u kai v t.w. {u, v} 6∈ E(G̃). Tìte ìmwc
{u, v} 6∈ E(G) ex' orismoÔ gia to G. 'Ara kai G ìqi pl rhc. 'Estw ìti κ(G) = n. Tìte to
G èqei mÐa elaqistikì diaqwrist  megèjouc n. Tìte ìmwc apì L mma 14, to M(G) eÐnai
k�jeta k�diaqwrÐsimo. 'Ara κ(M(G)) 6 n = κ(G). Apì prohgoÔmeno L mma t¸ra, epeid 
to G eÐnai n�sunektikì èpetai ìti to M(G) den eÐnai k�jeta k-diaqwrÐsimo gia kanèna
k < n. Dhlad  κ(M(G)) > κ(G). 'Ara κ(M(G)) = κ(G) se aut  thn perÐptwsh.

ii) 'Estw ìti G̃ pl rhc. Tìte G̃ = Kn. Tìte prèpei ex' orismoÔ κ(G) = |V (G)| − 1. Ja
deÐxoume ìti èna pl rec gr�fhma den èqei dÔo desmoÔc pou na mhn èqoun koin� stoiqeÐa.
Proc �topo, èstw X1, X2 desmoÐ me X1 ∩ X2 = ∅. Arqik�, parathroÔme ìti h afaÐresh
enìc desmoÔ tou G̃, dhmiourgeÐ dÔo pl rh graf mata Kr kai Kq me r + q = n, r, q > 1.
'Estw ìti Kr1 , Kq1 kai Kr2 , Kq2 , r1+q1 = n, r2+q2 = n, r1, q1, r2, q2 > 1 eÐnai ta graf mata
pou prokÔptoun me thn afaÐresh twn X1 kai X2 antÐstoiqa apì to G̃.

e2

e1

Kq2

Kq1

Kr2

G = Kr1
∗Kq2

= Kr2
∗Kq1

e`

Kr1

H

Sq ma 4.2: Je¸rhma 5. H aposÔnjesh tou G sta Kr1 , Kq2 kai Kr2 , Kq1 antÐstoiqa.

AfoÔ X1 ∩ X2 = ∅, tìte q.p.g to X2 prèpei na eÐnai uposÔnolo tou E(Kq1). 'Omwc
tìte up�rqoun akmèc e1, e2, .., e`, ` > 1 oi opoÐec me thn afaÐres  touc dÐnoun mÐa nèa tom 
akm¸n X

′
1 ( X1. Autì shmaÐnei ìti X1 den eÐnai desmìc, �ra �topo.

Sunep¸c, to G̃ den èqei dÔo xènouc metaxÔ touc desmoÔc. Gia na epekteÐnoume to
sumpèrasm� mac sto G, parathroÔme arqik� ìti to G eÐnai èna gr�fhma pou perièqei
san paragìmeno upogr�fhma èna pl rec gr�fhma. Sunep�getai apì L mma 16 ìti an X
eÐnai desmìc gia to G, tìte G[E(G)−X] èqei san sunektikèc sunist¸sec k�poia G1, G2

ta opoÐa perièqoun pl rh graf mata san paragìmena upograf mata. Autì shmaÐnei ìti
an afairèsoume tic par�llhlec akmèc tou X, tìte apokalÔptetai ènac desmìc tou G̃.
Sunep¸c ènac desmìc tou G eÐnai upersÔnolo enìc desmoÔ tou G̃. Sunep¸c to G den
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èqei dÔo xènouc metaxÔ touc desmoÔc, �ra apì Prìtash 15, èpetai ìti to M(G) den eÐnai
k�jeta k-diaqwrÐsimo gia kanèna k, �ra κ(M(G)) = r(M(G)) = |V (G)| − 1. All� tìte
κ(M(G)) = κ(G) kai sunep¸c apodeÐxame aut  thn perÐptwsh.
Sunep¸c apodeÐxame ìti κ(M(G)) = κ(G).

4.4 H kl�sh twn omoiìmorfwn mh�grafik¸n mhtroei-
d¸n

L mma 17. Kanèna mhtroeidèc Ur,n me r > 2, n − r > 2 den eÐnai isìmorfo me k�poio
grafikì mhtroeidèc.

Apìdeixh. 'Estw proc �topo ìti up�rqei k�poio G me M(G) ∼= Ur.n, r > 2, n−r > 2. Tìte
prèpei gia ìlouc touc kÔklouc C tou G, na isqÔei ìti |C| > r +1, giatÐ alli¸c an |C| 6 r
tìte C ∈ Ir,n, �topo apì orismì tou Ur,n. 'Oloi loipìn oi kÔkloi èqoun > r + 1 stoiqeÐa.

'Estw t¸ra èna paragìmeno d�soc tou G. Tìte

|X| = r(X) = r(M)
n−r>2

6 |E(M)| − 2 = n− 2.

'Ara |E − X| > 2 kai èstw e1, e2, ..., e`, ` > 2 mÐa aparÐjmhsh twn akm¸n tou E − X.
'Estw ìti to G[X] èqei ta H1, H2, ..., H` wc sunektikèc sunist¸sec. Tìte kanèna ei den
sundèei k�poia apì ta Hj, Hk sto G. PaÐrnoume to gr�fhma G[X ∪ ei]. Ac poÔme ìti h
ei pèftei sthn Hj. Tìte afoÔ Hj dèntro, èpetai ìti up�rqei kÔkloc C ⊆ E(Hj) ∪ ei me
|C| 6 r + 1. AfoÔ ìmwc |C| > r + 1, apì pio p�nw, èpetai ìti |C| = r + 1. Autì gÐnetai
mìno an to G[X] èqei mìno mÐa sunektik  sunist¸sa kai aut  eÐnai monop�ti. Ac poÔme
ìti to G[X] èqei èna monop�ti me �kra ta u kai v. Tìte ei = {u, v}. Ac p�roume t¸ra
k�poio ej 6= ei. Tìte epeid  |C| > r + 1 > 3, to ej den mporeÐ na eÐnai jhli�(m koc 1),
oÔte na eÐnai par�llhlh akm (m koc 2). EpÐshc, oi akmèc autèc den mporoÔn na k�noun
parakl�dia ston kÔklo, giatÐ tìte anebaÐnei h t�xh tou graf matoc. Sunep¸c den mporeÐ
na up�rxei tètoio gr�fhma.

Sunep¸c den up�rqei omoiìmorfo mhtroeidèc me r > 2, n − r > 2 to opoÐo na eÐnai
isìmorfo me k�poio grafikì mhtroeidèc.

4.5 Sunduastik� duðk� graf mata kai 3�sunektikìthta
Pìrisma 16. 'Estw G sunektikì gr�fhma me |V (G)| > 3 kai èstw G � K3. Tìte

λ(M(G)) = min{κ(G), g(G)}

Apìdeixh. To G eÐnai sunektikì kai |V (G)| > 3, �ra prèpei

r(M(G))
Pìrisma 9

= |V (G)| − 1 > 3− 1 = 2.
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Sunep¸c r(M(G)) > 2. Epiplèon, afoÔ G sunektikì kai |V (G)| > 3, èpetai ìti sthn
qeirìterh perÐptwsh(|V (G)| = 3) to gr�fhma ja prèpei na èqei > 2 akmèc. J.d.o

M(G) � Ur,n, n > 2r − 1

Apì antijetoanastrof  arkeÐ n.d.o. M(G) ∼= Ur,n ⇒ n 6 2r − 2. 'Estw loipìn ìti
M(G) ∼= Ur,n, gia k�poia r, n, r 6 n. Tìte, apì prohgoÔmeno L mma, afoÔ r > 2 èpetai
ìti n − r 6 1 ⇒ n − 1 6 r. An r = n tìte n > 2r − 1 ⇒ n > 2n − 1 ⇒ n 6 1, �topo.
'Ara n 6 2r − 2 se aut  thn perÐptwsh. An p�li r = n − 1, tìte n > 2r − 1 ⇒ n >
2n− 3 ⇒ n 6 3. All� r > 2 kai �ra an n 6 2 ⇒ r 6 1, �topo. 'Ara tìte n = 3. 'Omwc
tìte G ∼= K3, �ra �topo wc proc thn arqik  upìjesh. 'Ara kai p�li n 6 2r− 2. Sunep¸c
n 6 2r − 2 kai �ra èpetai to zhtoÔmeno.

Apì Je¸rhma 4 èqoume

λ(M(G)) = min{κ(M(G)), g(G)}

'Omwc apì Je¸rhma 5, κ(M(G)) = κ(G) kai èktote

λ(M(G)) = min{κ(G), g(G)}

Pìrisma 17. 'Estw G sunektikì gr�fhma qwrÐc apomonwmènec korufèc me |V (G)| > 3
kai èstw G � K3. Tìte

λ(M(G)) > 3 ⇔ κ(G) > 3 kai aplì

Apìdeixh. (⇐) Ac p�roume to G na eÐnai 3�sunektikì kai aplì. Autì shmaÐnei ìti to G
den èqei jhlièc   par�llhlec akmèc. H jhli� eÐnai kÔkloc m kouc 1 en¸ dÔo par�llhlec
akmèc sqhmatÐzoun kÔklo m kouc 2. 'Ara an C eÐnai kÔkloc tou G, tìte |C| > 3. AfoÔ
G sunektikì tìte kai κ(M(G)) = κ(G) > 3. 'Ara apì prohgoÔmeno Pìrisma, λ(M(G)) =
min{κ(G), g(G)} kai sunep¸c λ(M(G)) > 3.

(⇒) 'Estw ìti λ(M(G)) > 3. Tìte apì Je¸rhma 4, κ(M(G)) > 3 kai g(G) > 3. Apì
to gegonìc ìti g(G) > 3 èpetai ìti to G den èqei jhlièc kai par�llhlec akmèc, �ra to G
eÐnai aplì. T¸ra apì Prìtash 1, M(G) sunektikì ann G 2�sunektikì �ra G sunektikì.
Sunep¸c κ(M(G)) = κ(G), apì Je¸rhma 5 kai �ra κ(G) > 3.

Je¸rhma 6. 'Estw G
′ èna sunduastikì duðkì gr�fhma enìc 3�sunektikoÔ, aploÔ kai

epÐpedou graf matoc G kai èstw ìti to G
′ den èqei apomonwmènec korufèc. Tìte to G

′

eÐnai 3�sunektikì kai aplì.

Apìdeixh. Arqik�, èqoume ìti G 3�sunektikì kai K3 ìqi 3�sunektikì. 'Ara den mporeÐ
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G ∼= K3. 'Ara mporoÔme na qrhsimopoi soume to prohgoÔmeno Pìrisma. 'Eqoume loipìn

G 3�sunektikì kai aplì
Pìrisma 17⇔ 3�sunektikì
Pìrisma 15⇔ M∗(G

′
) 3�sunektikì

λ(M∗(G
′
))=λ(M(G

′
))⇐⇒ M(G

′
) 3�sunektikì

Pìrisma 17⇔ G
′ 3�sunektikì kai aplì

Gia na isqÔei h teleutaÐa isodunamÐa sthn kateÔjunsh(⇐), prèpei na isqÔei ìti G′ � K3

kai |V (G
′
)| > 3. An G

′ ∼= K3 tìte to monadikì kÔklwma sto G
′ prèpei na eÐnai kai monadikì

sun�kÔklwma sto G. Tìte ìmwc prèpei |V (G)| = 4. Autì giatÐ an |V (G)| 6 2, tìte to G
ja prèpei na èqei jhlièc   par�llhlec akmèc, an |V (G)| = 3 tìte G ∼= K3 kai �ra prèpei
|V (G)| > 4. Tìte ìmwc afoÔ G eÐnai sunektikì me treic akmèc, èpetai ìti |V (G)| = 4
kai �ra to G eÐnai èna monop�ti, �topo giatÐ den eÐnai 3�sunektikì. 'Ara G

′ � K3. An
t¸ra |V (G

′
)| 6 2, tìte an |V (G

′
)| = 1, tìte ìlec oi akmèc tou G

′ eÐnai jhlièc, �ra sun�
jhlièc sto G kai �ra G ìqi 3�sun. An p�li |V (G

′
)| = 2, tìte oi dÔo korufèc tou G

′

en¸nontai me par�llhlec akmèc, oi opoÐec sqhmatÐzoun èna monop�ti sto G. 'Ara tìte G
ìqi 3�sunektikì. 'Ara |V (G

′
)| > 3.

Sunep¸c to G
′ eÐnai 3�sunektikì kai aplì.

Na shmei¸soume ìti mÐa apìdeixh tou prohgoÔmenou jewr matoc up�rqei kai sto [3],
ìmwc me formalismì palaiotèrwn et¸n.
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Kef�laio 5

To je¸rhma tou Whitney kai oi
sunèpeièc tou

5.1 Je¸rhma Whitney

To parak�tw l mma èqei apodeiqjeÐ sto [9]. 'Olo ìmwc to upìloipo kef�laio eÐnai apo-
kleistik� apì to [8].

L mma 18. 'Estw G,H graf mata qwrÐc jhlièc kai θ : E(G) → E(H) antistoiqÐa t.w.
M(G) ∼=θ M(H). Tìte an G eÐnai 3�sunektikì, ta G kai H eÐnai θ�isìmorfa.

Apìdeixh. 'Estw u ∈ V (G) kai èstw E = E(G), Eu = E(u) oi akmèc pou prospÐptoun
sthn u. AfoÔ to G eÐnai 3�sunektikì, tìte G[E − Eu] eÐnai 2�sunektikì. Tìte apì
Prìtash 25, to Eu eÐnai ènac desmìc. T¸ra, M(G) ∼=θ M(H), �ra apì Prìtash 24,
M∗(G) ∼=θ M∗(H), dhlad  gia to Eu isqÔei:

Eu desmìc tou G ⇔ θ(Eu) desmìc tou H

Apì Prìtash 1,

G[E − Eu] 2�sunektikì⇔ M(G[E − Eu]) sunektikì

EpÐshc,
M(G[E − Eu]) ∼=θ|E−Eu M(H[θ(E − Eu)])

lìgw PorÐsmatoc 8 kai �ra apì Pìrisma 15 kaÐ to M(H[θ(E − Eu)] eÐnai sunektikì.
IsodÔnama loipìn kai to H[θ(E − Eu)] eÐnai 2�sunektikì. Sunep¸c

G[E − Eu] 2�sunektikì⇔ H[θ(E − Eu)] 2�sunektikì

gia k�je koruf  u ∈ V (G). 'Ara H[θ(E −Eu)] 2�sunektikì kai θ(Eu) eÐnai desmìc Autì
shmaÐnei ìti to θ(Eu) eÐnai èna astèri tou H giatÐ an den  tan, tìte to θ(Eu) ja diaq¸rize
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to gr�fhma se parap�nw apì mÐa sunektikèc sunist¸sec kai �ra den ja  tan 2�sunektikì.
Sunep¸c gia k�je koruf  u ∈ V (G):

Eu astèri tou G ⇔ θ(Eu) astèri tou H

θ(Eu)

G H

θ

Eu

u e

v

Ev θ(Ev)

θ(e)
v
′

u
′

Sq ma 5.1: L mma 18.

T¸ra, up�rqei mÐa antistoiqÐa σ1 : V (G) → 2E(G) metaxÔ twn koruf¸n tou G kai twn
asteri¸n tou, kai mÐa antistoiqÐa σ2 : 2E(H) → V (H) metaxÔ twn asteri¸n tou H kai
twn koruf¸n touc. EpÐshc orÐzoume φ : 2E(G) → 2E(H) t.w. gia k�je uposÔnolo X tou
E : φ(X) = θ(X). Jètontac

ψ = σ2 ◦ φ ◦ σ1 : V (G) → V (H)

tìte gia tic antistoiqÐec θ, ψ isqÔei ìti gia k�je u ∈ V (G), e ∈ E(G),

u ∈ e ⇔ ψ(u) ∈ θ(e)

'Ara G ∼=θ H.

L mma 19. 'Estw G 2�sunektikì gr�fhma me toul�qiston 4 korufèc kai èstw ìti to G
den eÐnai 3�sunektikì. Tìte to G èqei anapar�stash genikeumènou kÔklou, k�je tm ma
tou opoÐou eÐnai tem�qio.

Apìdeixh. 'Estw {u, v} ènac 2�diaqwrist c tou G. 'Estw ìti to G − {u, v} èqei san
sunektikèc sunist¸sec ta H1, H2, ..., Hλ, λ > 1. OrÐzoume G1 = G[V (H1) ∪ {u, v}] kai
G2 = G[V (H−1) ∪ {u, v}], ìpou H−1 = G− {u, v} − V (H1). Gia na mhn up�rqoun koinèc
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akmèc me to G1, afairoÔme apì to G2 ìlec tic akmèc apì to u sto v. 'Estw G
′
2 to nèo

gr�fhma pou prokÔptei. To G
′
2 eÐnai 2�sunektikì. Ta G1, G2 èqoun > 3 korufèc to

kajèna, diamerÐzoun to sÔnolo akm¸n tou G, èqoun akrib¸c dÔo koinèc korufèc kai an
antikatast soume ta G1, G

′
2 me dÔo akmèc eG1 , eG

′
2
me �kra ta u kai v, tìte paÐrnoume ènan

kÔklo. Sunep¸c G1, G
′
2 apoteloÔn genikeumèno kÔklo tou G.

'Estw t¸ra ìti to G1 den eÐnai 2�sunektikì. Tìte to G1 apoteleÐtai apì dÔo suni-
st¸sec G1,1, G1,2 oi opoÐec èqoun mÐa monadik  koin  koruf , thn x. 'Estw ìti x = u
  x = v. Tìte to G den eÐnai 2�sunektikì, �ra �topo. An t¸ra oi u, v an koun ex'
olokl rou sto G1,1   G1,2, tìte to G perièqei ènan diaqwrist  megèjouc 1, thn {x},
�ra p�li �topo. Sunep¸c ta G1,1, G1,2, G

′
2 diamerÐzoun p�li to sÔnolo akm¸n tou G, to

kajèna èqei akrib¸c dÔo koinèc korufèc me to upìloipo gr�fhma kai h antikat�stash
twn G1,1, G1,2, G

′
2 me akmèc stic korufèc epaf c touc dÐnoun to K3, to opoÐo eÐnai kÔkloc.

'Ara G1,1, G1,2, G
′
2 apoteloÔn p�li genikeumèno kÔklo. SuneqÐzontac aut  th diadikasÐa,

elègqoume an ta G1,1 kai G1,2 eÐnai 2�sunektik� kai an k�poio den eÐnai, tìte pr�ttoume
ìpwc me to G1. Telik� prokÔptei anadromik� ìti to G1 mporeÐ na diaspasteÐ se tem�qia
ta opoÐa mazÐ me to tem�qio G

′
2 dÐnoun ènan genikeumèno kÔklo.

L mma 20. 'Estw G 2�sunektikì gr�fhma me genikeumènh anapar�stash kÔklou G1, G2, ..., Gk.
'Estw gr�fhma H gia to opoÐo M(G) ∼=θ M(H), ìpou θ : E(G) → E(H) antistoiqÐa. Tìte
to H èqei anapar�stash genikeumènou kÔklou H1, H2, ..., Hk, ìpou Hi = H[θ(E(Gi))].

Apìdeixh. Gia k�poio j ∈ {1, 2, ..., k}, èstw G−j =
⋃

i6=j Gi, H−j =
⋃

i6=j Hi. Gia na
apodeÐxoume ìti ta H1, H2, ..., Hk apoteloÔn mÐa anapar�stash genikeumènou kÔklou gia
to H, prèpei arqik� n.d.o.

|V (Hj) ∩ V (H−j)| = 2

Arqik�, parathroÔme ìti efìson ta G,G1, G2, ..., Gk eÐnai tem�qia èpetai kai ìti ta H, H1, H2, ..., Hk

eÐnai tem�qia, lìgw Prìtashc 15.
To G èqei èna kÔklo C o opoÐoc tèmnei ìla ta sÔnola E(G1), E(G2), ..., E(Gk),

sunep¸c kai to θ(C) eÐnai kÔkloc kai tèmnei ìla ta E(H1), E(H2), ..., E(Hk). Autì mac
k�nei na sumper�noume ìti to H−j èqei mÐa akm  e me k�poio �kro x sto Hj. 'Estw t¸ra
k�poio f ∈ E(Hj). Tìte, afoÔ to H eÐnai tem�qio, up�rqei kÔkloc C1 pou perièqei tic e
kai f .
T¸ra, xekin¸ntac apì to x kai diatrèqontac pr¸ta thn akm  e, diatrèqoume ton kÔklo C1

mèqri thn pr¸th for� pou ja broÔme k�poia koruf  tou Hj. Efìson o C1 perièqei thn
akm  f sto Hj prèpei na up�rqei aut  h koruf . 'Estw y aut . OrÐzoume P na eÐnai to
monop�ti apì thn x sthn y. Tìte

y ∈ V (Hj) ∩ V (H−j)− x

Sunep¸c prokÔptei ìti
|V (Hj) ∩ V (H−j)| > 2
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H3

G1,2

H−1

H1

G1,1

Hλ

x

v

uG1

G′
2

G

Sq ma 5.2: L mma 19. H aposÔnjesh tou G sta G1, kai G
′
2.

An apodeÐxoume ìti
V (Hj) ∩ V (H−j) = {x, y} (*)

tìte èqoume telei¸sei.
'Estw u ènac apì touc dÔo diaqwristèc tou Gj. AfoÔ to Gj eÐnai tem�qio, to astèri

gÔrw apì thn u, Eu, eÐnai ènac desmìc gia to Gj. Sunep¸c to θ(Eu) eÐnai epÐshc desmìc
gia to Hj, �ra to Hj\θ(Eu) èqei dÔo sunektikèc sunist¸sec. Ja qrhsimopoi soume to
parak�tw L mma:

L mma 21. K�je kÔkloc tou H pou perièqei mÐa akm  tou Hj kai tou H−j perièqei epÐshc
kai mÐa akm  tou θ(Eu).

Apìdeixh. ProkÔptei apì to gegonìc ìti k�je kÔkloc tou G pou perièqei mÐa akm  tou
Gj kai mÐa akm  tou G−j perièqei epÐshc mÐa akm  tou Eu. Autì èqei san sunèpeia lìgw
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isomorfismoÔ na isqÔei kai gia to H to Ðdio.

'Estw t¸ra ìti ta x, y sundèontai me èna monop�ti sto Hj\θ(Eu). Tìte h ènws  tou
me to P eÐnai ènac kÔkloc C

′ sto H. Epeid  E(P )∩E(H−j) 6= ∅ to C
′ perièqei akmèc tou

Hj kaÐ tou H−j. All� tìte to C
′ den pern�ei apì to θ(Eu), �topo apì p�nw L mma.

T¸ra èstw ìti ta x, y perièqontai sta Hx
j kai Hy

j , sunist¸sec tou Hj\θ(Eu). 'Estw
t¸ra proc �topo ìti den isqÔei to (*). Tìte to V (Hj) ∩ V (H−j)− {x, y} perièqei k�poia
koruf  z. 'Estw ìti g, h eÐnai exerqìmenec akmèc tou z pou an koun sta H−j kai Hj

antÐstoiqa. Epeid  to H eÐnai tem�qio, èpetai ìti up�rqei kÔkloc C2 pou perièqei tic g, h,
apì Prìtash 1. Diatrèqoume ton C2 xekin¸ntac apì thn koruf  z kai kalÔptontac thn
akm  g pr¸ta. 'Estw ìti to w eÐnai to pr¸to shmeÐo ìpou to C2 sunant� to V (P )∪V (Hj).
An w = z, tìte to C2 den diatrèqei kajìlou thn h, �ra w 6= z. 'Estw ìti Q eÐnai to
monop�ti apì thn z sthn w pou diatrèxame.
Ja diakrÐnoume 3 peript¸seic stic opoÐec se k�je mÐa ja broÔme ìti to H èqei èna kÔklo
C3 o opoÐoc diatrèqei ta Hj, H−j all� ìqi to θ(Eu). Autì mac fèrnei antÐfash sto pio
p�nw L mma, �ra den isqÔei to (*) kai isqÔei ìti

|V (Hj) ∩ V (H−j)| = 2.

'Estw loipìn q.p.g. ìti z ∈ Hx
j . Tìte:

i) w ∈ V (P ). Tìte sundèontac to Q me to P apì thn x sthn z, paÐrnoume èna monop�ti
apì thn z sthn x. To sundèoume me èna monop�ti tuqaÐo monop�ti sto Hj apì thn x
sthn z kai prokÔptei o kÔkloc C3.

ii) w ∈ V (Hx
j ) − V (P ). Sundèoume to Q me èna tuqaÐo monop�ti sto Hx

j apì thn x
sthn z, par�gontac ton C3.

iii) w ∈ V (Hy
j ) − V (P ). Ed¸ o C3 par�getai sundèontac ta Q,P kai dÔo tuqaÐa

monop�tia, to èna sto Hx
j apì thn x sthn z kai to �llo sto Hy

j apì thn y sthn w.

Sunep¸c sumperaÐnoume ìti kai stic 3 peript¸seic lìgw tou p�nw L mmatoc h upìjesh
(*) den isqÔei, �ra

|V (Hj) ∩ V (H−j)| = 2.

Sunep¸c to H èqei anapar�stash genikeumènou kÔklou ta H1, H2, ..., Hk, ìpou

Hi = H[θ(E(Gi))].

Je¸rhma 7. (Whitney 1933). 'Estw G kai H graf mata qwrÐc apomonwmènec korufèc.
Tìte

M(G) ∼= M(H) ⇔ G kai H 2�isìmorfa.
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ii) iii)i) H−j
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h

P
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P
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z
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w h
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P

g
z

x
wx

Sq ma 5.3: Peript¸seic i)w ∈ V (P ),ii)w ∈ V (Hx
j )− V (P ),iii)w ∈ V (Hy

j )− V (P )

Apìdeixh. (⇐) 'Estw ìti G kai H 2�isìmorfa. Tìte prèpei na èqoun touc Ðdiouc kÔklouc.
'Ara

M(G) ∼= M(H).

(⇒) 'Estw ìti M(G) ∼= M(H). Tìte k�noume di�spash stouc 1�diaqwristèc twn G kai
H, par�gontac ta graf mata G+ kai H+. Ta G kai G+ èqoun touc Ðdiouc kÔklouc.
'OmoÐwc kai ta H kai H+. Sunep¸c M(G) ∼= M(G+) kai M(H) ∼= M(H+), sunep¸c
M(G+) ∼= M(H+).

An t¸ra apodeÐxoume ìti G+ kai H+ 2�isìmorfa, tìte èqoume telei¸sei giatÐ mporoÔme
me ènwsh koruf¸n na par�goume ta G kai H. PeriorÐzoume loipìn thn apìdeixh se G kai
H 2�sunektik�.

Ja apodeÐxoume ìti an G 2�sunektikì kai M(G) ∼= M(H), tìte mporoÔme na p�roume
to G apì to H me mÐa peperasmènh akoloujÐa apì strèyeic. DouleÔoume me epagwg  ston
arijmì twn koruf¸n tou G, |V (G)|:

Gia thn b�sh thc epagwg c, exet�zoume ìla ta 2�sunektik� graf mata me arijmì
koruf¸n 6 4. Aut� mporeÐ na eÐnai ta parak�tw.

Tìte to G eÐnai isìmorfo me to H, �ra gia |V (G)| 6 4 isqÔei to Je¸rhma.
T¸ra upojètoume ìti gia n > 5, ìla ta 2�sunektik� graf mata me arijmì koruf¸n

mikrìtero tou n isqÔei to Je¸rhma. Ja apodeÐxoume ìti isqÔei kai |V (G)| = n.
ParathroÔme arqik� ìti an ta G,H eÐnai 3�sunektik�, tìte lìgw L mmatoc 18 eÐnai

isìmorfa. 'Ara gia 3�sunektik� graf mata to Je¸rhma isqÔei.
'Estw t¸ra ìti to G eÐnai 2�sunektikì kai ìqi 3�sunektikì. Apì L mma 19 to G èqei

genikeumènh anapar�stash kÔklou G1, G2, ..., Gk, k > 2 ìpou Gi, i 6 k tem�qia. 'Ara apì
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G+G

u2 v2

v1

z1

z2

u1v

z

u

Sq ma 5.4: Di�spash tou G sto G+.

K3 C4 K4

Sq ma 5.5: 'Ola ta 2�sunektik� graf mata me |V (G)| 6 4.

L mma 20 to H èqei genikeumènh anapar�stash kÔklou H1, H2, ..., Hk me

Hi = H[θ(E(Gi)].

T¸ra, orÐzoume gia k�je Gi to Gi + ei kai omoÐwc gia to Hi to Hi + fi, ìpou oi ei kai
fi pernoÔn apì tic korufèc epaf c twn Gi kai Hi. ParathroÔme ìti k�je 2�diaqwrist c
tou Gi + ei eÐnai kai 2�diaqwrist c tou G, sunep¸c, an p�roume apì to Hi + fi gr�fhma
isìmorfo me to Gi + ei me strèyeic, tìte mporoÔme na p�roume me strèyeic to G apì to
H.

Ja deÐxoume t¸ra ìti an M(Gi) ∼=θ M(Hi) ìpou θ : E(Gi) → E(Hi) antistoiqÐa, tìte
h epèktas  thc sto E(Gi) ∪ ei, θ

′ , orÐzei ènan isomorfismì metaxÔ twn M(Gi + ei) kai
M(Hi + fi).

'Estw C kÔkloc tou Gi + ei. An o C perièqei thn ei, tìte C − ei eÐnai monop�ti me
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ei

G

Gi

u

v

z

Sq ma 5.6: To {u, v} eÐnai ènac 2�diaqwrist c tou Gi all� ìqi tou G kai tou Gi + ei en¸
to {v, z} eÐnai 2�diaqwrist c kai tou Gi kai tou G.

arq  kai tèloc tic korufèc epaf c tou Gi + ei. Tìte ìmwc θ
′
(C) − fi monop�ti me arq 

kai tèloc tic korufèc epaf c tou Hi + fi. 'Ara θ
′
(C) eÐnai kÔkloc. An C den perièqei thn

ei, tìte θ
′
(C) kÔkloc tou Hi + fi. Sunep¸c

M(Gi + ei) ∼=θ
′ M(Hi + fi).

'Omwc epeid  |V (Gi+ei)| < |V (G)| isqÔei h epagwgik  upìjesh sunep¸c k�nontac strèyeic
sto Hi + fi to metasqhmatÐzoume se èna gr�fhma isìmorfo tou Gi + ei, �ra k�nontac
strèyeic sto H paÐrnoume èna gr�fhma H

′ me H
′
1, H

′
2, ..., H

′
k anapar�stash genikeumènou

kÔklou kai Gi isìmorfa me H
′
i .

San teleutaÐo b ma thc apìdeixhc, prèpei na k�noume strèyeic se korufèc epaf c
tou H

′ . 'Estw G1, G2, ..., Gk kai H
′
1, H

′
σ(2), ..., H

′
σ(k) oi seirèc stic opoÐec emfanÐzontai ta

tem�qia twn G kai H
′ , ìpou σ met�jesh tou {2, 3, ..., k}. Tìte an H

′
2 = H

′
σ(`), ` > 3 kai

u, v eÐnai oi korufèc epaf c pou sundèoun ta H
′
σ(2), H

′
σ(`) me ta H

′
1 kai H

′
σ(`+1) antÐstoiqa,

tìte k�noume strèyh stic u, v kai par�goume to gr�fhma H
′′ . SuneqÐzoume y�qnontac na

broÔme to deÐkth thc H
′
3 sthn di�taxh σ kai epanalamb�noume thn diadikasÐa gia ìla ta

i. Telik� k�noume merikèc strèyeic gÔrw apì tic korufèc epaf c k�poiwn H
′
i . Telik�

prokÔptei ìti ta G kai H eÐnai 2�isìmorfa.
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5.2 Je¸rhma topologikoÔ isomorfismoÔ
Je¸rhma 8. An G eÐnai 3�sunektikì epÐpedo kai aplì gr�fhma, tìte k�je dÔo enepÐpedec
embaptÐseic tou eÐnai topologik� isìmorfec.

Apìdeixh. Gia na apodeÐxoume to Je¸rhma, pr¸ta ja apodeÐxoume thn asjen  morf  tou:

L mma 22. K�je dÔo enepÐpedec embaptÐseic tou G eÐnai asjen¸c topologik� isìmorfec.

Apìdeixh. 'Estw dÔo embaptÐseic tou G sto epÐpedo, G1 kai G2 gia tic opoÐec G1 �atp G2

kai èstw G∗
1, G

∗
2 gewmetrik� duðk� graf mat� touc. Apì Je¸rhma 6 ta G∗

1, G
∗
2 eÐnai 3�

sunektik� kai apl�.
Gia aplìthta jewroÔme ìti ta G1, G2, G

∗
1, G

∗
2 èqoun san sÔnolo akm¸n to E(G). 'E-

qoume ìti
M(G1) ∼= M(G2)

�ra kai
M∗(G1) ∼= M∗(G2)

apì Prìtash 24. Apì L mma 2

M∗(G1) ∼= M(G∗
1)

kai
M∗(G2) ∼= M(G∗

2)

�ra
M(G∗

1)
∼= M(G∗

2).

'Omwc tìte ikanopoioÔntai oi proupojèseic thc Prìtashc 18 kai sunep¸c

G∗
1
∼= G∗

2.

T¸ra G1 �atp G2 sunep¸c up�rqei k�poio X uposÔnolo akm¸n to opoÐo eÐnai sÔnoro
mÐac ìyhc F tou G1 all� ìqi tou G2. Tìte h ìyh F antistoiqÐzetai se mÐa koruf  v(F )
tou G∗

1 apì thn opoÐa exèrqontai oi akmèc tou X. Epeid  G∗
1 3�sunektikì, èpetai ìti X

eÐnai desmìc, apì Prìtash 2. All� G∗
1
∼= G∗

2 �ra prèpei to X na eÐnai kai desmìc sto G∗
2,

all� autì den gÐnetai giatÐ to X den eÐnai sÔnoro kamÐac ìyhc tou G∗
2, �topo. Sunep¸c

G1
∼=atp G2.

'Ara apodeÐxame thn asjen  morf  tou jewr matoc.

'Eqoume loipìn G1
∼=atp G2. Up�rqei antistoiqÐa σ metaxÔ twn sunìlwn twn ìyewn

twn G1 kai G2 t.w. k�je sÔnolo akm¸n X eÐnai to sÔnoro thc F ann to X eÐnai to sÔnoro
thc σ(F ). 'Estw F, X ìyh tou G1 kai sÔnorì thc. T¸ra èstw dÔo kuklikèc parajèseic

π(F ) =< u1, u2, u3, ..., u1 >
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kai
π(σ(F )) =< u1, uτ(2), uτ(3), ..., u1 >

ìpou τ anadi�taxh tou {2, 3, ..., |X|}. Tìte apì L mma 3 ta π(F ) kai π(σ(F )) eÐnai kÔkloi.
Proc �topo èstw ìti π(F ) 6= π(σ(F )) kai èstw j = min{k | uk 6= uτ(k)}. To uj apant�tai
pio met� sthn π(σ(F )) apì to uτ(j). All� G1

∼= G2, �ra h akm  {uj−1, uj} dhmiourgeÐ ton
kÔklo < uj−1, uτ(j), uτ(j+1), ..., uj, uj−1 >, sunep¸c to F den eÐnai kÔkloc, �topo. Sunep¸c

G1
∼=tp G2.

Sunep¸c teleÐwse h apìdeixh.

G2[F ]

u1
uτ(3)

uj

uj−1

F

uτ(2)

uτ(j)

u1

u2

u3

uj−1

F

uj

G1[F ]

Sq ma 5.7: Je¸rhma 22. Me thn upìjesh ìti den diathroÔntai oi kuklikèc parajèseic,
katal goume se �topo.

San parat rhsh se aut  thn apìdeixh, parathroÔme ìti to je¸rhma mporeÐ na genikeuteÐ
kai gia polugraf mata qwrÐc jhlièc. DÐnoume parak�tw thn apìdeixh:

Pìrisma 18. An G eÐnai 3�sunektikì epÐpedo kai gr�fhma qwrÐc jhlièc, tìte k�je dÔo
enepÐpedec embaptÐseic tou eÐnai topologik� isìmorfec.

Apìdeixh. Epilègoume to aplì gr�fhma tou G, èstw autì na eÐnai to G−. 'Estw dÔo
enepÐpedec embaptÐseic tou G, G1 kai G2. PaÐrnoume ta apl� graf mata twn G1, G2 èstw
G−

1 kai G−
2 . Tìte apì to prohgoÔmeno je¸rhma ta G−

1 kai G−
2 eÐnai topologik¸c isìmorfa

mèsw k�poiwn antistoiqi¸n ρ− : V (G1) → V (G2), σ− : F (G−
1 ) → F (G−

2 ). 'Estw e mÐa
akm  tou G−

1 h opoÐa an kei se mÐa par�llhlh kl�sh sto G1. ParathroÔme ìti h e brÐsketai
sto sÔnoro akrib¸c dÔo ìyewn, èstw twn F1 kai F2. Autèc oi ìyeic antistoiqoÔn se dÔo
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ìyeic F
′
1 kai F

′
2 sto G1 kai tèmnontai h k�je mÐa me akrib¸c mÐa akm  thc par�llhlhc

kl�shc pou orÐzei h e. 'Estw a kai z oi akmèc gia ta F
′
1 kai F

′
2 antÐstoiqa. ParathroÔme

ìti oi eswterikèc ìyeic pou dhmiourgoÔn oi par�llhlec akmèc èqoun mon�qa dÔo korufèc.
Sunep¸c tetrimmèna, up�rqei antistoiqÐa σ1 metaxÔ twn ìyewn aut¸n sta G1 kai G2 pou
na diathreÐ tic kuklikèc parajèseic. Epiplèon, sto upìloipo gr�fhma, lìgw topologik c
isomorfÐac twn G−

1 kai G−
2 , up�rqei antistoiqÐa σ2 h opoÐa diathreÐ tic kuklikèc parajèseic

sta G1 kai G2. OrÐzoume thn antistoiqÐa σ : F (G1) → F (G2) na eÐnai h ènwsh twn σ1 kai
σ2. Oi antistoiqÐec ρ = ρ− kai σ : F (G1) → F (G2) orÐzoun ton topologikì isomorfismì.

G−
1 G1

a

z

F
′
1

e

F
′
2

e

F1

F2

Sq ma 5.8: Pìrisma 18. Ta diagr�mmata ìyewn twn G−
1 kai G1.

5.3 Je¸rhma monadikìthtac duðsmoÔ
Je¸rhma 9. 'Estw G 3�sunektikì epÐpedo gr�fhma qwrÐc jhlièc. An G1, G2 eÐnai sund-
uastik� duðk� tou G, kai an G1, G2 den èqoun apomonwmènec korufèc, tìte G1

∼= G2.

Apìdeixh. OrÐzoume E = E(G), E1 = E(G1), E2 = E(G2). DiakrÐnoume dÔo peript¸seic
gia to G, h mÐa eÐnai na eÐnai aplì kai h �llh mh�aplì.
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i) 'Estw ìti G aplì. Tìte apì Pìrisma 13, to G eÐnai sunduastikì duðkì twn G1, G2,
sunep¸c isqÔei ìti M∗(G) ∼= M(G1),M

∗(G) ∼= M(G2), �ra kai

M(G1) ∼= M(G2).

T¸ra, to G eÐnai 3�sunektikì kai epÐpedo. Tìte, apì Je¸rhma 6, èqoume ìti G1, G2,
3�sunektik� kai apl�. AfoÔ G1, G2 eÐnai apl�, ikanopoioÔn tic proupojèseic thc
Prìtashc 18 kai an ψ : E1 → E2 en�gei ton isomorfismì gia ta M(G1),M(G2),
èpetai ìti G1

∼= G2.

ii) 'Estw ìti G ìqi aplì. Apì k�je par�llhlh kl�sh afairoÔme mÐa akm , kai èstw X
ìti eÐnai h ènwsh twn sunìlwn aut¸n twn meiwmènwn par�llhlwn kl�sewn. OrÐzoume
G− = G\X. Tìte G− eÐnai aplì, 3�sunektikì kai epÐpedo.
T¸ra M∗(G) ∼=ψ1 M(G1) kai M∗(G) ∼=ψ2 M(G2), ìpou

ψ1 : E → E1, ψ2 : E → E2

antistoiqÐec. Ja qrhsimopoi soume to parak�tw L mma, afoÔ to apodeÐxoume:

L mma 23. Ta G−
1 = G1/ψ1(X), G−

2 = G2/ψ2(X) èqoun san sunduastikì duðkì to G−.

Apìdeixh. Arqik�, j.d.o. gia k�je e ∈ E,

G1/ψ1(e) sunduastikì duðkì tou G\e

'Estw loipìn e ∈ E, Y ⊆ E − e. DiakrÐnoume peript¸seic gia to Y ∪ e:

i) Y ∪ e ìqi desmìc tou G. Tìte

Y desmìc tou G\e ⇔ Y desmìc tou G
Pr. 25⇔ Y sun�kÔklwma tou M(G)
Pr. 25⇔ Y kÔklwma tou M∗(G)

⇔ ψ1(Y ) kÔklwma tou M(G1)

⇔ ψ1(Y ) kÔklwma tou M(G1/ψ1(e))
Pr. 25⇔ ψ1(Y ) kÔkloc tou G1/ψ1(e).
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ii) Y ∪ e desmìc tou G. Tìte èqoume

Y desmìc tou G\e ⇔ Y ∪ e desmìc tou G
Pr. 25⇔ Y ∪ e sun�kÔklwma tou M(G)
Pr. 25⇔ Y ∪ e kÔklwma tou M∗(G)

⇔ ψ1(Y ∪ e) kÔklwma tou M(G1)

⇔ ψ1(Y ) kÔklwma tou M(G1/ψ1(e))
Pr. 25⇔ ψ1(Y ) kÔkloc tou G1/ψ1(e).

Sunep¸c G\e sunduastikì duðkì tou G1/ψ1(e) mèsw thc ψ1|E − e. 'Ara apodeÐxame
to zhtoÔmeno.

Pio p�nw loipìn apodeÐxame ìti an G eÐnai sunduastikì duðkì tou G1 kai e ∈ E, tìte G\e
eÐnai gen. duðkì tou G1/ψ1(e). 'Estw t¸ra k�poio f ∈ E(G)− e. Tìte prèpei epagwgik�
na isqÔei ìti

G\(e ∪ f) sunduastikì duðkì tou G1/ψ1(e ∪ f)

Epanalamb�nontac epagwgik� thn Ðdia diadikasÐa gia k�je stoiqeÐo tou X, prokÔptei ìti

G− sunduastikì duðkì tou G−
1

�ra o G− eÐnai sunduastikì duðkì twn G−
1 , G−

2 .

SuneqÐzoume t¸ra me thn apìdeixh tou Jewr matoc 7. OrÐzoume ψ−i = ψi|E − X. Apì
Prìtash 12 èqoume ìti

M∗(G−) ∼=ψ−1
M(G−

1 )

kai
M∗(G−) ∼=ψ−2

M(G−
2 ).

'Epetai ìti
M(G−

1 ) ∼=(ψ−1 )−1 M∗(G−)

lìgw summetrikìthtac (Prìtash 10). 'Epeita, lìgw metabatikìthtac (Prìtash 11), èpetai
ìti

M(G−
1 ) ∼=ψ−2 ◦(ψ−1 )−1 M(G−

2 )

T¸ra, apì Je¸rhma 6, ta G−
1 kai G−

2 eÐnai 3-sunektik� kai apl� �ra ikanopoioÔntai
oi proôpojèseic tou L mmatoc 18 kai sunep¸c ta G−

1 kai G−
2 eÐnai ψ−2 ◦ (ψ−1 )−1�isìmorfa,

ìpou
ψ−2 ◦ (ψ−1 )−1 = ψ2 ◦ ψ−1

1 |ψ1(E −X)
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T¸ra parathroÔme ìti k�je akm  f ∈ ψi(X) brÐsketai se seir� me k�poia akm  e ∈
E(Gi) − ψi(X) sto Gi. Ja apodeÐxoume ìti gia na p�roume to Gi, arkeÐ na k�noume
upodiairèseic stic akmèc tou Gi/ψi(X) oi opoÐec brÐskontai se seir� me k�poia akm  tou
ψi(X),   alli¸c an S eÐnai seiraðk  kl�sh tou Gi tìte Gi[S] eÐnai monop�ti.

'Estw loipìn mÐa seiraðk  kl�sh S tou Gi. 'Estw f ∈ ψi(X) kai e ∈ E(Gi)− ψi(X),
me f, e ∈ S. 'Estw ìti f = {u′ , v′} kai ìti h sÔnjliyh thc f sto Gi/ψi(X) dÐnei thn
koruf  u. Proc �topo, èstw ìti to f den par�getai me upodiaÐresh tou e sto Gi/ψi(X).
To Gf = Gi/ψi(X − f)−{e, f} eÐnai mh�sunektikì. 'Estw H1, H2 sunektikèc sunist¸sec
tou Gf kai èstw w ∈ V (H1), z ∈ V (H2). Tìte, apì Je¸rhma Menger, up�rqoun 3
eswterik¸c diakekrimèna monop�tia, to èna apì aut� pern�ei anagkastik� apì thn e kai
to �llo anagkastik� apì thn u sto Gi/ψi(X), �ra anagkastik� apì thn f sto Gf .
'Omwc tìte to trÐto monop�ti sundèei tic w kai z sto Gf . 'Atopo giatÐ Gf mh�sunektikì.
SuneqÐzontac gia ìlec tic akmèc tou S kai èpeita gia ìlec tic seiriakèc kl�seic tou Gi,
epagwgik� katal goume sto zhtoÔmeno.

Gia na telei¸sei h apìdeixh, parathroÔme ìti an S eÐnai seiraðk  kl�sh tou G1, tìte

ψ−2 ◦ (ψ−1 )−1

ψ−1
1 ψ2

ψ2 ◦ ψ−1
1

ψ−2

G−
2

GG1

G−
1 G−

G2

(ψ−1 )−1

Sq ma 5.9: Je¸rhma 9, sqedi�gramma eikìnwn twn sunart sewn.

82



G1[S] ∼=ψ2◦ψ−1
1 |S G2[ψ2 ◦ ψ−1

1 (S)]

Autì sunep�getai ìti an antikatast soume k�je akm  e tou G−
1 pou an kei se k�poia

seiraðk  kl�sh sto G1 me to monop�ti pou orÐzei h kl�sh aut  kai se sunduasmì me to
ìti

G−
1
∼=ψ2◦ψ−1

1 |ψ1(E−X) G−
2

èpetai ìti
G1

∼=ψ2◦ψ−1
1

G2

Sunep¸c teleÐwse h apìdeixh.
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