μΠλ∀

{To prìblhma eÔreshs tou k-Puknìterou UpogrĹfou}

Diplwmatikă ErgasÐa MarÐa LiĹzh IoÔlioc 2002

Diapanepisthmiakì Prìgramma Metaptuqiakÿn Spoudÿn sth Logikă kai JewrÐa AlgorÐjmwn kai UpologismoÔ

Perieqìmena

1 Eisagwgă 5

2 Efarmogèc tou DkS 7

3 OrismoÐ 9 3.1 To prìblhma eÔreshc tou puknìterou upogrĹfou (DS) . . . . 9 3.2 To prìblhma eÔreshc tou k-puknìterou upogrĹfou (DkS) . . 10 3.3 GenikoÐ OrismoÐ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

4 EÔresh puknìterou upogrĹfou 13 4.1 Akribăc algìrijmoc gia thn eÔresh puknìterou

upogrĹfou se èna mh kateujunìmeno grĹfo . . . . . . . . . . . 13 4.2 2-proseggistikìc algìrijmoc gia thn eÔresh

puknìterou upogrĹfou se èna mh kateujunìmeno grĹfo . . . . 15 4.3 Akribăc algìrijmoc gia thn eÔresh puknìterou

upogrĹfou se ènan kateujunìmeno grĹfo . . . . . . . . . . . . 18 4.4 2-proseggistikìc algìrijmoc gia thn eÔresh

puknìterou upogrĹfou se ènan kateujunìmeno grĹfo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5 NP-hardness tou DkS 26 5.1 To DkS eÐnai NP-hard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 5.2 To DkS ìtan o grĹfoc G èqei mia k-klÐka . . . . . . . . . . . 27 5.3 To DkS se araioÔc grĹfouc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

6 O(n^{1/3})-proseggistikìc algìrijmoc gia to DkS 34 6.1 DiadikasÐa A_1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 6.2 DiadikasÐa A_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 6.3 DiadikasÐa A_3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 6.4 Algìrijmoc A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

7 Beltiÿnontac pĹnw apo to O(n^{1/3}) 40 7.1 DiadikasÐa A_4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 7.2 DiadikasÐa A_5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

8 ’Ena PTAS gia to DkS 47 8.1 GenikĹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

8.2 DkS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 9 SumperĹsmata 51 10 AnoiqtĹ Erwtămata 52

PerÐlhyh

MeletĹme to prìblhma thc eÔreshc uyhlĹ sunektikÿn upogrĹfwn se kateujunìmenouc kai mh kateujunìmenouc grĹfouc kajÿc kai to sqetikì prìblhma upologismoÔ tou k-puknìterou upogrĹfou enìc dojèntoc grĹfou.

ParousiĹzoume diĹforouc proseggistikoÔc algìrijmouc gifl autĹ ta problămata beltistopoÐhshc kajÿc kai kĹpoia apotelèsmata sqetikĹ me th duskolÐa prosèggishc tou problămatoc tou k-puknìterou upogrĹfou.

Lèxeic kleidiĹ: proseggistikoÐ algìrijmoi, puknìteroc upogrĹfoc, kpuknìteroc upogrĹfoc, NP-hardness, PTAS.

Abstract

We study the problem of finding highly connected subgraphs of undirected and directed graphs and the relative problem of computing the densest k-subgraph of a given graph.

We present some approximation algorithms for these optimization problems as well as some results about the NP-hardness of approximation of the k-densest subgraph problem.

Key words: approximation algorithms, densest subgraph, k-densest subgraph, NP-hardness, PTAS.

1 Eisagwgă

To prìblhma eÔreshc tou puknìterou upogrĹfou enìc dojèntoc grĹfou eÐnai gnwstì san Densest Subgraph problem (DS) kai ìtan to prìblhma anafèretai se mh kateujunìmenouc grĹfouc mporeÐ na lujeÐ me flow techniques . O grhgorìteroc gnwstìc algìrijmoc gia to DS dÐnetai sto [7] kai ekteleÐtai se qrìno O(mn log n^2/m). Edÿ parousiĹzoume ènan greedy 2-proseggistikì algìrijmo gia to DS gia kateujunìmenouc kai mh grĹfouc. ’Iswc kĹpoioc na anarwthjeÐ th qrhsimìthta enìc tètoiou algorÐjmou gia to DS se mh kateujunìmenouc grĹfouc th stigmă pou upĹrqei poluwnumikoÔ qrìnou algìrijmoc gia thn epilusă tou. O mìnoc lìgoc pou anaferìmaste se ènan tètoio algìrijmo eÐnai gia na mac bohjăsei na odhghjoÔme ston antÐstoiqo algìrijmo pou aforĹ to DS gia thn perÐptwsh twn kateujunìmenwn grĹfwn ìpou ekeÐ den upĹrqei antÐstoiqo poluwnumikoÔ qrìnou apotèlesma.

’Ena sqetikì me autì prìblhma kai Ðswc kai pio shmantikì eÐnai to k- Densest Subgraph problem (DkS) ìpou stìqoc eÐnai na broÔme èna epagìmeno upogrĹfo me k korufèc kai mègisto mèso bajmì. To prìblhma autì eÐnai NPhard. Gia autì to prìblhma parousiĹzoume ènan proseggistikì algìrijmo me proseggistikì lìgo O(n^δ) gia kĹpoio δ <^1_3 . Dustuqÿc den xèroume kĹpoio sumplhrwmatikì arnhtikì apotèlesma pou na mac dÐnei endeÐxeic ìti gia kĹpoio ϵ > 0 to na epitÔqoume ènan proseggistikì lìgo O(n^ϵ) eÐnai NP-hard.

KĹpoioc mporeÐ na anarwthjeÐ an mporoÔme na qrhsimopoiăsoume kĹpoiec apo tic algorijmikèc teqnikèc pou qrhsimopoiăjhkan gia thn epÐlush tou DS gia na petÔqoume kĹpoia prosèggish gia to DkS. KĹti tètoio ìmwc faÐnetai na èqei megĹlec duskolÐec. Ac jewrăsoume gia parĹdeigma thn perÐptwsh twn kanonikÿn (regular) grĹfwn. O puknìteroc upogrĹfoc enìc kanonikoÔ grĹfou eÐnai o Ðdioc o grĹfoc, kai ètsi kamÐa algorijmikă idèa den emplèketai gia thn epÐlush tou DS se kanonikoÔc grĹfouc. Apo thn Ĺllh meriĹ h eÔresh tou puknìterou k-korufÿn upogrĹfou paramènei NP-hard afoÔ to prìblhma thc klÐkac paramènei NP-hard stouc kanonikoÔc grĹfouc.

EpÐshc ja parousiĹsoume kĹpoia apotelèsmata sqetikĹ me th duskolÐa prosèggishc tou DkS problămatoc kai katĹ pìso ta apotelèsmata autĹ mac bohjĹne na bgĹloume kĹpoia sumperĹsmata gia th duskolÐa prosèggishc autoÔ tou problămatoc. Ja doÔme ìti akìma kai sthn perÐptwsh araiÿn grĹfwn h NP-hardness tou DkS apodeiknÔetai akìma me anagwgă apo to Clique.

Tèloc anafèroume epigrammatikĹ èna apotèlesma pou aforĹ to DkS allĹ me kĹpoiouc periorismoÔc. Sugkekrimèna eĹn to k = Ω(n) kai o arijmìc twn akmÿn eÐnai Ω(n^2) tìte to DkS èqei èna poluwnumikoÔ qrìnou proseggistikì sqăma (P T AS), dhladă gia kĹje ϵ upĹrqei poluwnumikoÔ qrìnou algìrijmoc pou proseggÐzei to DkS me ènan proseggistikì lìgo 1 + ϵ.

2 Efarmogèc tou DkS

’Enac grĹfoc suqnĹ susqetÐzetai me mia sqèsh anĹmesa se èna sÔnolo atìmwn, dhladă èna Ĺtomo antistoiqeÐ se mia korufă kai mia akmă metaxÔ dÔo korufÿn upodeiknÔei kĹpoia flkalăfl sqèsh metaxÔ autÿn twn dÔo atìmwn. ’Etsi mia klÐka (clique) eÐnai èna uposÔnolo atìmwn, tètoio pou kĹje Ĺtomo se autì to sÔnolo èqei mia flkalăfl sqèsh me kĹje Ĺllo Ĺtomo se autì to sÔnolo. Wstìso lambĹnontac mia klÐka ston pragmatikì kìsmo, aută h sunjăkh moiĹzei na eÐnai arketĹ isqură; ètsi eÐnai perissìtero san èna uposÔnolo atìmwn sto opoÐo upĹrqoun sqetikĹ pollĹ zeÔgh flkalĹfl susqetismènwn atìmwn. Me touc ìrouc enìc grĹfou, to sÔnolo autì eÐnai ènac upogrĹfoc pou perilambĹnei sqetikĹ pollèc akmèc kai ènan tètoio upogrĹfo endiaferìmaste na broÔme.

To prìblhma eÔreshc sunektikÿn upogrĹfwn enìc grĹfou èqei melethjeÐ diexodikĹ. Ereunhtèc èqoun diereunăsei diaforetikoÔc orismoÔc thc puknìthtac kai èqoun meletăsei problămata beltistopoÐhshc pou antistoiqoÔn sthn eÔresh upodomÿn pou megistopoioÔn th dojeÐsa ènnoia thc puknìthtac kĹje forĹ. H poluplokìthta twn problhmĹtwn beltistopoÐhshc diafèrei anĹloga tou orismoÔ thc puknìthtac pou ja qrhsimopoihjeÐ.

To prìblhma eÔreshc uyhlĹ sunektikÿn upodomÿn sto Web èqei lĹbei arketă prosoqă. Eidikìtera tètoiec upodomèc antistoiqoÔn se koinìththtec (communities) sto Web , dhladă sullogèc apo selÐdec (pages) sqetikèc me to Ðdio jèma. Peraitèrw h parousÐa megĹlhc puknìthtac sundèsmwn (links) mèsa se èna sugkekrimèno sÔnolo selÐdwn lambĹnetai wc èndeixh thc spoudaiìthtac twn selÐdwn.

O algìrijmoc tou Kleinberg (blèpe [8]) anagnwrÐzei kìmbouc (hubs) kai phgèc (authorities) metaxÔ tou sunìlou twn pijanÿn selÐdwn sqetikÿn me èna erÿthma. Oi kìmboi qarakthrÐzontai apo thn parousÐa megĹlou arijmoÔ sundèsmwn stic phgèc kai oi phgèc qarakthrÐzontai apo thn parousÐa megĹlou arijmoÔ sundèsmwn apo touc kìmbouc. Oi kìmboi kai oi phgèc epideiknÔoun mia amoibaÐa enisqÔousa sqèsh (mutually reinforcing relationship) : ènac kalìc kìmboc deÐqnei se pollèc kalèc phgèc kai mia kală phgă upodeiknÔetai apo polloÔc kaloÔc kìmbouc.

O orismìc thc puknìthtac gia kateujunìmenouc grĹfouc, ton opoÐo anafèroume parakĹtw, eÐnai katĹllhloc gia araioÔc kateujunìmenouc grĹfouc ìpwc eÐnai o grĹfoc tou W eb. Autì parakineÐtai apo thn prospĹjeia diatÔpwshc thc idèac thc eÔreshc sunìlwn kìmbwn kai phgÿn pou èqoun megĹlh sunektikìthta se sqèsh me ton upìloipo grĹfo.

Ektìc apo to W eb grĹfo kĹpoioc ja mporoÔse na skefteÐ arketèc efarmogèc tou DS kai tou DkS. EndeiktikĹ anafèroume thn efarmogă touc sthn asfĹleia thc paragwgăc stigiotÔpwn tuqaÐwn dokimÿn. ’Otan parĹgontai tuqaÐa stigmiìtupa gia na ektimhjeÐ empeirikĹ h apìdosh algorÐjmwn beltistopoÐhshc, o algìrijmoc ja mporoÔse na suntonisteÐ ètsi ÿste na trèqei grăgora, eidikĹ gia th dokimasÐa twn epidìseÿn tou, eĹn ekmetalleutoÔme th mèjodo paragwgăc twn dokimasiÿn (gia perissìterec plhroforÐec blèpe [10]).

3 OrismoÐ

3.1 To prìblhma eÔreshc tou puknìterou upogrĹfou (DS) Orismìc 1 ’Estw G = G(V, E) ènac mh kateujunìmenoc grĹfoc kai S ⊆ V . OrÐzoume E(S) na eÐnai oi akmèc pou epĹgontai apo to S ,dhladă E(S) = {ij ∈ E : i ∈ S, j ∈ S}. OrÐzoume thn puknìthta f(S) tou uposunìlou S na eÐnai: f(S) = |E(S)| |S| OrÐzoume thn puknìthta f(G) mh kateujunìmenou grĹfou G = G(V, E) na eÐnai: f(G) = max_{S⊆V} {f(S)} Paratărhsh 1 O mèsoc bajmìc tou upogrĹfou pou epĹgetai apo to S eÐnai 2f(S) enÿ 2f(G) eÐnai o mègistoc mèsoc bajmìc anĹmesa se ìlouc touc epagìmenouc upogrĹfouc.

Orismìc 2 ’Estw G = G(V, E) ènac kateujunìmenoc grĹfoc kai S, T ⊆ V . OrÐzoume E(S, T ) na eÐnai to sÔnolo twn akmÿn pou phgaÐnoun apo to S sto T , dhladă E(S, T ) = {ij ∈ E : i ∈ S, j ∈ T }. OrÐzoume thn puknìthta d(S, T ) twn sunìlwn S, T na eÐnai: d(S, T ) = |E(S, T )| √ |S||T | OrÐzoume thn puknìthta d(G) kateujunìmenou grĹfou G = G(V, E) na eÐnai: d(G) = max_{S,T ⊆V} {d(S, T )} Paratărhsh 2 An |S| = |T | tìte d(S, T ) eÐnai o mèsoc bajmìc akmÿn apo mia korufă tou S sto T .

Paratărhsh 3 Ta sÔnola S,T den eÐnai aparaÐthta xèna.

Orismìc 3 To prìblhma eÔreshc tou puknìterou upogrĹfou Densest subgraph problem (DS) èqei san eÐsodo èna grĹfo G = G(V, E) (me n korufèc). H èxodoc eÐnai ènac upogrĹfoc tou G, o opoÐoc èqei megisth puknìth- ta. 3.2 To prìblhma eÔreshc tou k-puknìterou upogrĹfou (DkS) Orismìc 4 H puknìthta d_G enìc grĹfou G = G(V, E) eÐnai o mèsoc bajmìc tou, dhladă d_G =^{2|E|}_{|S|} .

Orismìc 5 To prìblhma tou k-puknìterou upogrĹfou Densest k- subgraph (DkS) èqei san eÐsodo èna grĹfo G = G(V, E) (me n korufèc) kai mia parĹmetro k, 1 ≤ k ≤ n. H èxodoc eÐnai ènac upogrĹfoc tou G epagìmenoc apo tic k korufèc, o opoÐoc èqei mègisth puknìthta.

3.3 GenikoÐ OrismoÐ

Orismìc 6 H klĹsh poluplokìthtac NP eÐnai h klĹsh twn glÿssÿn pou mporoÔn na pistopoihjoÔn apo ènan poluwnumikoÔ qrìnou algìrijmo. Eidikìtera mia glÿssa L anăkei sthn NP an kai mìno an upĹrqei ènac diplăc eisìdou poluwnumikoÔ qrìnou algìrijmoc A kai mia stajerĹ c ètsi ÿste L = {x ∈ {0, 1}^∗: upĹrqei èna pistopoihtikì y me |y| = O(|x|^c) tètoio ÿste A(x, y) = 1}.

Lème ìti o algìrijmoc A pistopoieÐ th glÿssa L se poluwnumikì qrìno.

Orismìc 7 Mia glÿssa L ⊆ {0, 1}^∗ eÐnai NP-complete eĹn

1. L ∈ NP kai

2. L^′ ≤_P L gia kĹje L^′ ∈ NP , dhladă kĹje glÿssa L^′ pou anăkei sto NP anĹgetai poluwnumikĹ sth glÿssa L.

EĹn mia glÿssa L ikanopoieÐ mìno th deÔterh idiìthta, allĹ ìqi aparaÐthta thn prÿth idiìthta, lème ìti h L eÐnai NP-hard

Orismìc 8 Ac upojèsoume ìti A eÐnai èna prìblhma beltistopoiăshc; autì shmaÐnei ìti gia kĹje stigmiìtupo x èqoume èna sÔnolo efiktÿn lÔsewn, èstw F (x), kai gia kĹje tètoia lÔsh s ∈ F (x) èqoume èna jetikì akèraio, to kìstoc thc c(s). H bèltisth lÔsh orÐzetai wc OP T (x) = min_{s∈F (x)} c(s) (ă max_{s∈F (x)} c(s), eĹn to A eÐnai prìblhma megistopoÐhshc). ’Estw M ènac algìrijmoc o opoÐoc dojèntoc enìc stigmiotÔpou x, epistrèfei mia efiktă lÔsh M(x) ∈ F (x). Lème ìti o M eÐnai ènac ϵ-proseggistikìc algìrijmoc (ϵ-approximation algorithm), ìpou 1 ≥ ϵ ≥ 0, eĹn gia ìla ta x èqoume |c(M(x)) − OP T (x)| max{OP T (x), c(M(x))} ≤ ϵ. Orismìc 9 Lème ìti ènac proseggistikìc algìrijmoc gia èna prìblhma èqei èqei proseggistikì lìgo (approximation ratio) ρ ìpou ρ ≥^{OP T}_A gia problămata megistopoÐhshc (kai ρ ≥^A_{OP T} gia problămata elaqistopoÐshc antÐstoiqa).

Orismìc 10 ’Ena PTAS (Polynomial Time Approximation Scheme) eÐnai ènac algìrijmoc tètoioc pou gia kĹje kajorismèno ϵ > 0, epitugqĹnei proseggistikì lìgo 1 + ϵ se qrìno poluwnumikì se sqèsh me to mègejoc thc eisìdou (allĹ pou auxĹnei ekjetikĹ wc proc^1_ϵ , ìpwc O(n^1ϵ )).

Orismìc 11 Mia klÐka (Clique) se èna mh kateujunìmeno grĹfo G = G(V, E) eÐnai èna uposÔnolo korufÿn V^′ ⊆ V , ètsi ÿste kĹje zèugoc korufÿn tou na sundèetai me mia akmă tou E. To mègejoc thc klÐkac eÐnai o arijmìc twn korufÿn pou perièqei. To prìblhma thc klÐkac eÐnai to prìblhma (beltistopoÐshc) thc eÔreshc miac klÐkac megÐstou megèjouc se èna grĹfo. San prìblhma apìfashc aplĹ rwtĹme an upĹrqei klÐka megèjouc toulĹqiston k sto grĹfo, dhladă CLIQUE = {⟨G, k⟩:o G èinai ènac grĹfoc me klÐka megèjouc toulĹqiston k}. To prìblhma thc klÐkac eÐnai NP-complete.

Orismìc 12 ’Ena stigmiìtupo tou 3SAT eÐnai mia 3CNF fìrmoula f = C_1, C_2, ..., C_n ìpou kĹje clause C_i eÐnai thc morfăc (x^′_i, x^′_j , x^′_k). To 3SAT eÐnai NP-complete.

Orismìc 13 ’Ena LP (Linear Programming) sthn kanonikă tou morfă eÐnai thc morfăc: min c^′x Ax ≥ b x ≥ 0

Orismìc 14 Dojèntoc enìc LP sth kanonikă tou morfă, pou kaleÐtai prwtogenèc (primal) , to antÐstoiqo duðkì tou (dual) orÐzetai wc exăc: max d^′b d^′A ≤ c^′ d^′ ≥ 0

4 EÔresh puknìterou upogrĹfou

4.1 Akribăc algìrijmoc gia thn eÔresh puknìterou upogrĹfou se èna mh kateujunìmeno grĹfo

Skopìc mac eÐnai na broÔme ton puknìtero upogrĹfo enìc dojèntoc mh kateujunìmenou grĹfou, dhladă na upologÐsoume thn posìthta f(G). Ja deÐxoume ìti to prìblhma upologismoÔ thc f(G) mporeÐ na ekfrasjeÐ san èna grammikì prìgramma (LP ) kai ja parousiĹsoume ènan aplì greedy 2-proseggistikì algìrijmo gia autì to prìblhma. Se autì to shmeÐo prèpei na tonÐsoume ìti to apotèlesma autì apo mìno tou Ðswc na mhn eÐnai tìso endiafèron afoÔ ìpwc anafèrame kai sthn eisagwgă upĹrqei akribăc algìrijmoc gia ton upologismì thc f(G) basismènoc se flow techniques, wstìso h teqnikă thc apìdeixhc pou ja qrhsimopoiăsoume ja mac bohjăsei argìtera se pio polÔplokec apodeÐxeic gia ton upologismì thc d(G) se kateujunìmenouc grĹfouc. QrhsimopoioÔme to exăc LP : max ∑ i,j x_{ij} (1) ∀ij ∈ E x_{ij} ≤ y_i (2) ∀ij ∈ E x_{ij} ≤ y_j (3) ∑ i y_i ≤ 1 (4)

x_{ij} , y_i ≥ 0 (5)

Lămma 1 Gia kĹje S ⊆ V , h timă tou LP (1)-(5) eÐnai toulĹqiston f(S).

Apìdeixh: Ja dÿsoume mia efiktă lÔsh gia to LP me timă f(S).’Estw x = 1 |S| . Gia kĹje i ∈ S, jètoume ȳ_i = x. Gia kĹje ij ∈ E(S), jètoume x̄_{ij} = x. ’Olec tic enapomènousec metablătèc tic jètoume Ðsec me to 0. ’Etsi èqoume, ∑ i ȳ_i = |S| · x = 1. ’Ara h (x̄, ȳ) eÐnai efiktă lÔsh gia to LP .

H timă autăc thc lÔshc eÐnai: |E(S)| · x = |E(S)| |S| = f(S). ♦

Lămma 2 DojeÐshc miac efiktăc lÔshc gia to LP (1)-(5) me timă υ mporoÔme na kataskeuĹsoume S ⊆ V tètoio ÿste f(S) ≥ υ.

Apìdeixh: JewroÔme mia efiktă lÔsh (x̄, ȳ) gia to LP (1)-(5). QwrÐc na qĹnetai h genikìthta, mporoÔme na upojèsoume ìti gia ìla ta ij, x̄_{ij} = min(ȳ_i, ȳ_j). OrÐzoume mia sullogă sunìlwn S deiktodotoÔmena apo mia parĹmetro r ≥ 0. ’Estw S(r) = {i : ȳ_i ≥ r} kai E(r) = {ij : x̄_{ij} ≥ r}. AfoÔ x̄_{ij} ≤ ȳ_i kai x̄_{ij} ≤ ȳ_j, ij ∈ E(r) ⇒ i ∈ S(r), j ∈ S(r). EpÐshc afoÔ x̄_{ij} = min(ȳ_i, ȳ_j), i ∈ S(r), j ∈ S(r) ⇒ ij ∈ E(r). ’Etsi to E(r) eÐnai akribÿc to sÔnolo twn akmÿn pou epĹgontai apo to S(r). ’Eqoume ìti ∫_∞ 0 |S(r)|dr = ∑ i ȳ_i ≤ 1. ParathroÔme ìti ∫_∞ 0 |E(r)|dr = ∑ ij x̄_{ij} , pou eÐnai h timă thc antikeimenikăc sunĹrthshc thc lÔshc tou LP .

’Estw ìti aută h timă eÐnai υ.

Isqurismìc: UpĹrqei r tètoio pou^{|E(r)|}_{|S(r)|} ≥ υ. Ac upojèsoume ìti den upĹrqei tètoio r. Tìte ∫_∞ 0 |E(r)|dr < υ ∫_∞ 0 |S(r)|dr ≤ υ. ’Etsi katalăgoume se antÐfash. Gia na broÔme èna tètoio r, parathroÔme ìti mporoÔme na elègxoume ìla ta sunduastikÿc xèna sÔnola S(r), elègqontac aplĹ ta sÔnola S(r) pou prokÔptoun jètontac r = ȳ_i, gia kĹje i ∈ V . ♦

Jeÿrhma 1 max_{S⊆V} {f(S)} = OP T (LP ) (6) ìpou OP T (LP ) dhlÿnei thn timă thc bèltisthc lÔshc tou LP (1)-(5). Peraitèrw èna sÔnolo S pou megistopoieÐ thn f(S) mporeÐ na upologisteÐ apo th bèltisth lÔsh tou LP .

Apìdeixh: JewroÔme to sÔnolo S pou megistopoieÐ thn f(S) kai èstw z h timă thc antikeimenikăc sunĹrthshc thc lÔshc tou LP .

Apo to Lămma 1 èqoume ìti gia kĹje S ⊆ V isqÔei ìti f(S) ≤ z. AfoÔ gia kĹje z isqÔei ìti z ≤ OP T (LP ) èqoume ìti f(S) ≤ OP T (LP ). Apo to Lămma 2 èqoume ìti gia kĹje z upĹrqei S ⊆ V tètoio ÿste f(S) ≥ z. AfoÔ isqÔei gia kĹje z ja isqÔei kai gia thn OP T (LP ), dhladă f(S) ≥ OP T (LP ). ’Ara f(S) = OP T (LP ). H apìdeixh tou lămmatoc 2 dÐnei mia kataskeuă tou sunìlou S pou megistopoieÐ thn f(S) apo th bèltisth lÔsh tou LP . ♦

4.2 2-proseggistikìc algìrijmoc gia thn eÔresh puknìterou upogrĹfou se èna mh kateujunìmeno grĹfo

Skopìc mac eÐnai na parĹgoume ènan upogrĹfo tou G me megĹlo mèso bajmì. DiaisjhtikĹ gia na parĹgoume ènan tètoio upogrĹfo prèpei na xefortwjoÔme ìlec tic qamhloÔ bajmoÔ korufèc. Autì mac odhgeÐ se ènan greedy algìrijmo.

ALGORIJMOS 1 O algìrijmoc diathreÐ èna uposÔnolo S twn korufÿn kĹje forĹ. 1.ArqikĹ S ← V 2.An to S ≠ ∅ tìte

brec to i_{min}, ìpou i_{min}= korufă me to mikrìtero bajmì sto S afaÐrese to i_{min} apo to sÔnolo S 3.Apo ìla ta sÔnola pou kataskeuĹsthkan katĹ th diĹrkeia ektèleshc tou algorÐjmou, epèstreye san èxodo to sÔnolo S pou megistopoieÐ thn f(S), dhladă to sÔnolo me to mègisto mèso bajmì.

Ja apodeÐxoume ìti o ALGORIJMOS 1 dÐnei mia prosèggish 2 gia thn f(G). Gia na analÔsoume ton algìrijmo, parĹgoume èna Ĺnw frĹgma gia th bèltisth lÔsh. To Ĺnw frĹgma èqei thn exăc morfă:

Anajètoume kĹje akmă ij eÐte sthn i eÐte sthn j korufă. Gia kĹje korufă i, d(i) eÐnai o arijmìc twn akmÿn ij ă ji pou anatèjhkan sthn i. ’Estw d^{max} = max_i{d(i)}.

H anĹjesh twn akmÿn se kĹpoia korufă gÐnetai kajÿc ekteleÐtai o algìrijmoc. ArqikĹ ìlec oi akmèc den èqoun anatejeÐ. ’Otan h elaqÐstou bajmoÔ korufă afaireÐtai apo to S thc anatÐjentai ìlec oi akmèc pou sundèoun th sugkekrimènh korufă me ìlec tic upìloipec korufèc tou S. DiathroÔme thn analloÐwth sunjăkh ìti ìlec oi akmèc metaxÔ dÔo korufÿn sto trèqon sÔnolo S den èqoun anatejeÐ akìma, enÿ ìlec oi Ĺllec akmèc èqoun anatejeÐ. Sto tèloc thc ektèleshc tou algorÐjmou ìlec oi akmèc èqoun anatejeÐ se kĹpoia korufă.

To akìloujo lămma deÐqnei ìti to f(S) frĹssetai apo to d^{max}.

Lămma 3 max_{S⊆V} {f(S)} ≤ d^{max}

Apìdeixh: JewroÔme to sÔnolo S pou megistopoieÐ thn f(S). KĹje akmă sto E(S) prèpei na èqei anatejeÐ se kĹpoia korufă sto S. ’Etsi èqoume: |E(S)| ≤ |S| · d^{max} f(S) = |E(S)| |S| ≤ d^{max} ♦ Lămma 4 ’Estw υ h mègisth timă thc f(S) gia ìla ta sÔnola S pou kataskeuĹzontai kata th diĹrkeia ektèleshc tou greedy algorÐjmou, tìte: d^{max} ≤ 2υ Apìdeixh: JewroÔme mia epanĹlhyh tou algorÐjmou. AfoÔ i_{min} eÐnai h elaqÐstou bajmoÔ korufă tou S, o bajmìc thc ja eÐnai to polÔ^{2|E(S)|}_{|S|} ≤ 2υ. ParathroÔme ìti se mia korufă anatÐjentai akmèc ìtan aută afaireÐtai apo to S. Autì apodeiknÔei ìti d^{max} ≤ 2υ. ♦ Jeÿrhma 2 O greedy algìrijmoc dÐnei mia prosèggish 2 gia thn f(G). Apìdeixh: Apo to Lămma 3 èqoume: max_{S⊆V} {f(S)} ≤ d^{max}. Apo to Lămma 4 èqoume: d^{max} ≤ 2υ. ’Ara max_{S⊆V} {f(S)} ≤ 2υ. ♦

Poluplokìthta algorÐjmou:

EÔkola blèpoume pwc o algìrijmoc mporeÐ na ektelesjeÐ se qrìno O(n^2) gia èna grĹfo me n korufèc kai m akmèc. MporoÔme na diathroÔme touc bajmoÔc twn korufÿn ston upogrĹfo pou epĹgetai apo to S. Se kĹje epanĹlhyh entopÐzetai kai afaireÐtai h elaqÐstou bajmoÔ korufă kai enhmerÿnontai oi bajmoÐ twn enapomènouswn korufÿn; kai ta dÔo mporoÔn na gÐnoun se qrìno O(n). Sthn pragmatikìthta mporoÔme na ulopoiăsoume ton algìrijmo na trèqei se grammikì qrìno. AfoÔ o bajmìc miac korufăc eÐnai ènac akèraioc ∈ {0, n}, mporoÔme na diathroÔme lÐstec twn korufÿn me ton Ðdio bajmì, dhladă mia lÐsta korufÿn bajmoÔ 0,1,2, k.t.l. Se kĹje epanĹlhyh h elaqÐstou bajmoÔ korufă afaireÐtai kai oi bajmoÐ twn geitonikÿn korufÿn enhmerÿnontai, apaitÿntac na metakinhjoÔn se kainoÔrgiec lÐstec. O sunolikìc qrìnoc ergasÐac gifl autèc tic enhmerÿseic eÐnai O(m). ParathroÔme ìti o elĹqistoc bajmìc meiÿnetai to polÔ kata 1 se kĹje epanĹlhyh. EĹn o elĹqistoc bajmìc se mia sugkekrimènh epanĹlhyh ătan d, h elaqÐstou bajmoÔ korufă gia thn epìmenh epanĹlhyh lambĹnetai diereunÿntac tic lÐstec gia bajmoÔc d − 1, d, d + 1 k.t.l. O sunolikìc qrìnoc diereÔnhshc stic lÐstec eÐnai O(n). ’Ara o algìrijmoc trèqei se qrìno O(m + n).

DiaÐsjhsh pÐsw apo to Ĺnw frĹgma:

’Iswc kĹpoioc na anarwtiètai gia thn proèleush tou Ĺnw frĹgmatoc thc bèltisthc lÔshc pou qrhsimopoiăsame stic prohgoÔmenec apodeÐxeic. To Ĺnw frĹgma eÐnai stenĹ sundedemèno me to duðkì tou LP (1)-(5). Sugkekrimèna to duðkì tou LP (1)-(5) eÐnai to exăc:

min γ (7) ∀ij ∈ E α_{ij} + β_{ij} ≥ 1 (8) ∀i γ ≥ ∑ j α_{ij} + ∑ j β_{ji} (9)

α_{ij} , γ ≥ 0 (10)

To Ĺnw frĹgma antistoiqeÐ sth lÔsh tou duðkoÔ, ìpou α_{ij},β_{ij} eÐnai 0- 1 metablătèc, α_{ij} = 1 antistoiqeÐ sto ìti h akmă ij èqei anatejeÐ sto i enÿ β_{ij} = 1 antistoiqeÐ sto ìti h akmă ij èqei anatejeÐ sto j kai Ĺra to γ antistoiqeÐ sto d^{max}. OusiastikĹ h parapĹnw apìdeixh kataskeuĹzei mia lÔsh gia to duðkì kajÿc ekteleÐtai o greedy algìrijmoc. H timă autăc thc duðkăc lÔshc eÐnai to d^{max}, to Ĺnw frĹgma sÔmfwna me to Lămma 3.

4.3 Akribăc algìrijmoc gia thn eÔresh puknìterou upogrĹfou se ènan kateujunìmeno grĹfo

Skopìc mac eÐnai na broÔme ton puknìtero upogrĹfo enìc dojèntoc kateujunìmenou grĹfou, dhladă na upologÐsoume thn posìthta d(G). UpenjumÐzoume ìti d(G) eÐnai h mègisth timă tou d(S, T ) pĹnw se ìla ta uposÔnola korufÿn S, T . ArqikĹ parousiĹzoume èna LP relaxation gia to d(G), to opoÐo exartĹtai apo thn timă tou |S|/|T | gia to zeÔgoc S, T pou megistopoieÐ to d(S, T ). Epeidă den xèroume auton to lìgo exarqăc grĹfoume èna xeqwristì LP gia kĹje dunată timă autoÔ tou lìgou; upĹrqoun O(n^2) dunatèc timèc. Gia |S|/|T | = c, qrhsimopoioÔme to akìloujo LP relaxation LP (c): max ∑ i,j x_{ij} (11) ∀ij x_{ij} ≤ s_i (12) ∀ij x_{ij} ≤ t_j (13) ∑ i s_i ≤ √ c (14) ∑ j t_j ≤ 1 √ c (15)

x_{ij} , s_i, t_j ≥ 0 (16)

Lămma 5 JewroÔme S, T ⊆ V . ’Estw c = |S|/|T |, tìte h bèltisth timă tou LP (c) eÐnai toulĹqiston d(S, T ).

Apìdeixh: DÐnoume mia efiktă lÔsh (x̄, s̄, t̄) gia to LP (C) (11)-(16) me timă d(S, T ). ’Estw x =^{√c}_{|S|} =^{1√}_{c|T |} . Gia kĹje i ∈ S, jètoume s̄_i = x. Gia kĹje j ∈ T , jètoume t̄_j = x. Gia kĹje ij ∈ E(S, T ), jètoume x̄_{ij} = x. ’Olec tic enapomènousec metablătèc tic jètoume Ðsec me 0. ’Etsi èqoume ∑ i s̄_i = |S| · x = √ c kai ∑ j t̄_j = |T | · x = 1/√c. ’Ara h (x̄, s̄, t̄) eÐnai mia efiktă lÔsh gia to LP (c). H timă autăc thc lÔshc eÐnai: |E(S, T )| · x = |E(S, T )| √ c · |T | = |E(S, T )| √ |S||T | = d(S, T ). ♦ Lămma 6 DojeÐshc mia efiktăc lÔshc gia to LP (c) me timă υ mporoÔme na kataskeuĹsoume S, T ⊆ V tètoia pou d(S, T ) ≥ υ.

Apìdeixh: JewroÔme mia efiktă lÔsh (x̄, s̄, t̄) gia to LP (C) (11)-(16). QwrÐc na qĹnetai h genikìthta, mporoÔme na upojèsoume ìti gia ìla ta i, j, x̄_{ij} = min(s̄_i, t̄_j ).

OrÐzoume mia sullogă sunìlwn S, T deiktodotoÔmena apo mia parĹmetro r ≥ 0. ’Estw S(r) = {i : s̄_i ≥ r}, T (r) = {j : t̄_j ≥ r} kai E(r) = {ij : x̄_{ij} ≥ r}. AfoÔ x̄_{ij} ≤ s̄_i kai x̄_{ij} ≤ t̄_j, ij ∈ E(r) ⇒ i ∈ S(r), j ∈ T (r). EpÐshc afoÔ x̄_{ij} = min(s̄_i, t̄_j), i ∈ S(r), j ∈ T (r) ⇒ ij ∈ E(r). ’Etsi to E(r) eÐnai akribÿc to sÔnolo twn akmÿn pou phgaÐnoun apo to S(r) sto T (r). Tÿra èqoume ìti ∫_∞ 0 |S(r)|dr = ∑ i s̄_i ≤ √ c. EpÐshc ∫_∞ 0 |T (r)|dr = ∑ j t̄_j ≤ 1/ √ c. Apo thn anisìthta tou Schwarz èqoume, ∫_∞ 0 √ |S(r)||T (r)dr = √(∫_∞ 0 |S(r)|dr )(∫_∞ 0 |T (r)|dr ) ≤ 1. ParathroÔme ìti ∫_∞ 0 |E(r)|dr = ∑ ij x̄_{ij} , pou eÐnai h timă thc antikeimenikăc sunĹrthshc thc lÔshc tou LP (c). ’Estw ìti aută h timă eÐnai υ. Isqurismìc: UpĹrqei r tètoio pou^{|E(r)|}√_{|S(r)||T )r)|} ≥ υ.

Ac upojèsoume ìti den upĹrqei tètoio r. Tìte ∫_∞ 0 |E(r)|dr < υ ∫_∞ 0 √ |S(r)||T (r)|dr ≤ υ. ’Etsi katalăgoume se antÐfash. Gia na broÔme èna tètoio r, parathroÔme ìti mporoÔme na elègxoume ìla ta sunduastikÿc xèna sÔnola S(r),T (r) elègqontac aplĹ ta sÔnola S(r),T (r) pou prokÔptoun jètontac r = s̄_i kai r = t̄_j , gia kĹje i ∈ V, j ∈ V . ♦

Paratărhsh 4 Ta zeÔgh sunìlwn S, T pou egguÿntai apo thn parapĹnw apìdeixh den ikanopoioÔn th |S|/|T | = c.

Jeÿrhma 3 max S,T ⊆V {d(S, T )} = max_c {OP T (LP (c))} (17) ìpou OP T (LP (c)) dhlÿnei thn timă thc bèltisthc lÔshc tou LP (c) (11)-(16). Peraitèrw ta sÔnola S, T pou megistopoioÔn thn d(S, T ) mporoÔn na upologistoÔn apo tic bèltistec lÔseic tou sunìlou twn grammikÿn programmĹtwn LP (c). Apìdeixh: JewroÔme ta sÔnola S, T pou megistopoioÔn thn d(S, T ). Apo to Lămma 5 èqoume ìti max_{S,T ⊆V} {d(S, T )} ≤ OP T (LP (c)). ’Ara max_{S,T ⊆V} {d(S, T )} ≤ max_c{OP T (LP (c))}. Jètoume c na eÐnai h timă pou megistopoieÐ thn OP T (LP (c)). Apo to Lămma 6 èqoume ìti d(S, T ) ≥ max_c{OP T (LP (c))}. ’Ara max_{S,T ⊆V} {d(S, T )} ≥ d(S, T ) ≥ max_c{OP T (LP (c))}. ’Ara max_{S,T ⊆V} {d(S, T )} = max_c{OP T (LP (c))}. H apìdeixh tou lămmatoc 6 dÐnei mia kataskeuă twn sunìlwn S, T pou megistopoioÔn thn d(S, T ) apo thn LP lÔsh pou megistopoieÐ thn OP T (LP (c)). ♦ Paratărhsh 5 O protajeÐc algìrijmoc perilambĹnei thn epÐlush O(n^2) LP s, èna gia kĹje pijană timă tou lìgou c = |S|/|T |. Sthn pragmatikìthta mporoÔme na mantèyoume autì to lìgo me èna parĹgonta (1 + ϵ) qrhsimopoiÿntac mìno O(^{log n}_ϵ ) timèc. Den eÐnai idiaÐtera dÔskolo na deÐxoume ìti autì apodÐdei ènan (1 + ϵ) parĹgonta sthn prosèggish. To Lămma 5 mporeÐ na tropopoihjeÐ ètsi ÿste na enswmatÿnei ton (1 + ϵ) parĹgonta.

4.4 2-proseggistikìc algìrijmoc gia thn eÔresh puknìterou upogrĹfou se ènan kateujunìmeno grĹfo

An ekmetalleutoÔme thn anĹlush tou greedy algorÐjmou gia thn prosèggish tou f(G), tìte exetĹzontac to duðkì tou LP (11)-(16) ja mporoÔsame na pĹroume kĹpoiec endeÐxeic gia to pwc prèpei na kataskeuasteÐ kai na analujeÐ ènac greedy algìrijmoc gia to d(G). To duðkì tou LP (c) (11)-(16) eÐnai to exăc: min √ c · γ + δ √ c (18) ∀ij α_{ij} + β_{ij} ≥ 1 (19) ∀i γ ≥ ∑ j α_{ij} (20) ∀j δ ≥ ∑ i α_{ij} (21) α_{ij} , γ, δ ≥ 0 (22) KĹje efiktă lÔsh tou duðkoÔ eÐnai èna Ĺnw frĹgma thc akèraiac lÔshc tou arqikoÔ problămatoc. Autì upodeiknÔei èna Ĺnw frĹgma pou antistoiqeÐ sth duðkă lÔsh, ìpou α_{ij} , β_{ij} eÐnai 0-1 metablhtèc. To α_{ij} = 1 antistoiqeÐ sto ìti h akmă ij èqei anatejeÐ sto i enÿ β_{ij} = 1 antistoiqeÐ sto ìti h akmă ij èqei anatejeÐ sto j. Tìte to γ eÐnai o mègistoc arijmìc akmÿn ij pou èqoun anatejeÐ sthn korufă i (maximum out-degree) enÿ to δ eÐnai o mègistoc arijmìc akmÿn ij pou èqoun anatejeÐ sthn korufă j (maximum in-degree). Tìte h timă thc duðkăc lÔshc √ c · γ +^{δ√}_c eÐnai èna Ĺnw frĹgma epÐ tou d(S, T ) gia ìla ta zeÔgh sunìlwn S, T tètoia pou |S|/|T | = c.

Greedy proseggistikìc algìrijmoc

QrhsimopoioÔme th gnÿsh pou kerdÐsame exetĹzontac to duðkì tou LP (c) gia na kataskeuĹsoume kai na analÔsoume èna greedy proseggistikì algìrijmo. ’Opwc ston akribă algìrijmo prèpei na mantèyoume thn timă tou c = |S|/|T |. Gia kĹje tètoia timă tou c, trèqoume ènan greedy algìrijmo. To kalÔtero zeÔgoc S, T (dhladă autì pou megistopoieÐ to d(S, T )) pou parĹgetai apo ìlouc autoÔc touc greedy algorÐjmouc, eÐnai h èxodoc tou algorÐjmou mac.

Ja perigrĹyoume èna greedy algìrijmo gia mia sugkekrimènh timă tou c. O algìrijmoc diathreÐ dÔo sÔnola S kai T kai se kĹje fĹsh afaireÐ eÐte thn elaqÐstou bajmoÔ korufă apo to S eÐte thn elaqÐstou bajmoÔ korufă apo to T . (O bajmìc miac korufăc i sto S eÐnai o arijmìc twn akmÿn apo to i sto T kai o bajmìc miac korufăc j sto T eÐnai o arijmìc twn akmÿn apo to j sto S.) ALGORIJMOS 2 O algìrijmoc diathreÐ dÔo uposÔnola S, T twn korufÿn kĹje forĹ. 1.ArqikĹ S ← V ,T ← V 2.’Estw ìti i_{min} eÐnai h korufă i ∈ S pou elaqistopoieÐ to |E({i}, T )|.

’Estw d_S ← |E({i_{min}}, T )|.

3.’Estw ìti j_{min} eÐnai h korufă j ∈ T pou elaqistopoieÐ to |E(S, {j})|.

’Estw d_T ← |E(S, {j_{min}})|. 4.EĹn √ c · d_S ≤^{1√}_c · d_T tìte S ← S − {i_{min}} alliÿc T ← T − {j_{min}}.

5.EĹn amfìtera ta S kai T den eÐnai kenĹ, păgaine pÐsw sto BHMA 2.

Apo ìla ta sÔnola S, T pou parĹgontai kata th diĹrkeia ektèleshc tou parapĹnw algorÐjmou, to zeÔgoc pou megistopoieÐ to d(S, T ) epistrèfetai san èxodoc tou algorÐjmou.

Gia na analÔsoume ton algìrijmo, parĹgoume èna Ĺnw frĹgma thc bèltisthc lÔshc. To Ĺnw frĹgma èqei thn akìloujh morfă, h opoÐa proteÐnetai apo to duðkì tou LP (c):

Anajètoume kĹje (kateujunìmenh) akmă ij eÐte sto i eÐte sto j. Gia mia korufă i, d_{out}(i) eÐnai o arijmìc twn akmÿn ij^′ pou èqoun anatejeÐ sto i. Gia mia korufă j, d_{in}(j) eÐnai o arijmìc twn akmÿn i^′j pou èqoun anatejeÐ sto j. ’Estw d^{max}_{out} = max{d_{out}(i)} kai d^{max}_{in} = max{d_{in}(j)}. To akìloujo lămma dÐnei to Ĺnw frĹgma gia to d(S, T ), gia ìla ta zeÔgh S, T tètoia ÿste |S|/|T | = c kai se sqèsh me tic paramètrouc d^{max}_{out} kai d^{max}_{in} .

Lămma 7 max |S|/|T |=c {d(S, T )} ≤ √ c · d^{max}_{out} + 1 √ c · d^{max}_{in} Apìdeixh: H apìdeixh prokÔptei apeujeÐac apo to gegonìc ìti h anĹjesh twn akmÿn stic korufèc antistoiqeÐ se mia 0-1 lÔsh tou duðkoÔ tou LP (c). ParathroÔme ìti h timă thc antÐstoiqhc lÔshc eÐnai akribÿc √ c·d^{max}_{out} +^{1√}_c ·d^{max}_{in} .

DÐnoume mia enallaktikă sunduastikă apìdeixh autoÔ tou gegonìtoc: JewroÔme to zeÔgoc sunìlwn S, T pou megistopoieÐ to d(S, T ) apo ìla ta zeÔgh S, T tètoia pou |S|/|T | = c. KĹje akmă sto E(S, T ) prèpei na anatejeÐ se mia korufă sto S ă se mia korufă sto T . ’Etsi èqoume |E(S, T )| ≤ |S| · d^{max}_{out} + |T | · d^{max}_{in}

d(S, T ) = |E(S, T )| √ |S||T | ≤ √ |S| |T | d^{max}_{out} + √ |T | |S| d^{max}_{in} = √ c · d^{max}_{out} + 1 √ c · d^{max}_{in} ♦ H anĹjesh twn akmÿn se èna apo ta Ĺkra touc kataskeuĹzetai kajÿc ekteleÐtai o algìrijmoc. ParathroÔme ìti lambĹnetai mia xeqwristă anĹjesh gia kĹje diaforetikă timă tou c. ArqikĹ ìlec oi akmèc den èqoun anatejeÐ. ’Otan mia korufă diagrĹfetai apo to S ă to T sto băma 4, sthn korufă anatÐjentai ìlec oi akmèc pou phgaÐnoun apo thn korufă sto Ĺllo sÔnolo (dhladă eĹn h i_{min} diagrafeÐ thc anatÐjentai ìlec oi akmèc apo to i_{min} sto T kai omoÐwc eĹn diagrafeÐ h j_{min}). DiathroÔme thn analloÐwth sunjăkh ìti ìlec oi akmèc pou phgaÐnoun apo to trèqon sÔnolo S sto trèqon sÔnolo T den èqoun anatejeÐ se kĹpoia korufă akìma; ìlec oi Ĺllec akmèc èqoun anatejeÐ. Sto tèloc thc ektèleshc tou algorÐjmou, ìlec oi akmèc èqoun anatejeÐ se kĹpoia korufă.

’Estw ìti ta d^{max}_{out} kai d^{max}_{in} orÐzontai ìpwc prin, gia th sugkekrimènh anĹjesh pou kataskeuĹsthke apo thn ektèlesh tou greedy algorÐjmou. To akìloujo lămma susqetÐzei thn timă thc lÔshc pou kataskeuĹzetai apo to greedy algìrijmo me ta d^{max}_{out} kai d^{max}_{in} .

Lămma 8 ’Estw υ h mègisth timă tou d(S, T ) gia ìla ta zeÔgh S, T pou lambĹnontai kata th diĹrkeia ektèleshc tou greedy algorÐjmou gia mia sugkekrimènh timă tou c. Tìte √ c · d^{max}_{out} ≤ υ kai^{1√}_c · d^{max}_{in} ≤ υ.

Apìdeixh: JewroÔme mia ektèlesh twn bhmĹtwn 2 ewc 5 se opoiodăpote shmeÐo tou algìrijmou. AfoÔ to i_{min} epilègetai na eÐnai h elaqÐstou bajmoÔ korufă sto S, o bajmìc thc eÐnai to polÔ |E(S, T )|/|S|, dhladă d_S ≤ |E(S, T )|/|S|. OmoÐwc d_T ≤ |E(S, T )|/|T |. ’Etsi èqoume min( √ c · d_S , 1 √ c · d_T ) ≤ √ d_S d_T ≤ |E(S, T )| √ |S||T | ≤ υ. EĹn √ c · d_S ≤^{1√}_c · d_T , tìte h i_{min} diagrĹfetai kai tic anatÐjentai oi akmèc pou phgaÐnoun apo to i_{min} sto T . Se autăn thn perÐptwsh √ c · d_S ≤ υ. EĹn √ c · d_S >^{1√}_c · d_T tìte h j_{min} diagrĹfetai kai tic anatÐjentai oi akmèc pou phgaÐnoun apo to S sto j_{min}. Se autăn thn perÐptwsh^{1√}_c · d_T ≤ υ. ParathroÔme ìti se mia sugkekrimènh korufă anatÐjentai akmèc mìno ìtan afaireÐtai apo to S ă to T sto băma 4. Autì apodeiknÔei ìti √ c · d^{max}_{out} ≤ υ kai^{1√}_c · d^{max}_{in} ≤ υ. ♦

’Amesh sunèpeia twn lhmmĹtwn 7 kai 8 eÐnai to parakĹtw lămma.

Lămma 9 ’Estw υ h mègisth timă tou d(S, T ) gia ìla ta zeÔgh S, T pou lambĹnontai kata th diĹrkeia ektèleshc tou greedy algorÐjmou gia mia sugkekrimènh timă tou c. Tìte υ ≥ 1 2 max |S||T |=c {d(S, T )}. Paratărhsh 6 To bèltisto zeÔgoc sto parapĹnw lămma de qreiĹzetai na ikanopoieÐ to |S|/|T | = c.

H èxodoc tou algorÐjmou eÐnai to kalÔtero zeÔgoc S, T pou parĹgetai apo to greedy algìrijmo apo ìlec tic ektelèseic (gia diaforetikèc timèc tou c). ’Estw S^∗, T^∗ ta sÔnola pou megistopoioÔn to d(S, T ) apo ìla ta zeugĹria S, T . Efarmìzontac to parapĹnw lămma gia th sugkekrimènh timă tou c = |S^∗|/|T^∗| paÐrnoume to akìloujo frĹgma ston proseggistikì lìgo tou algìrijmou.

Jeÿrhma 4 O greedy algìrijmoc dÐnei mia prosèggish 2 gia to mègisto mèso bajmì d(G) sto grĹfo G.

Paratărhsh 7 ’Opwc ston akribă algìrijmo pou basÐzetai sto LP , antÐ na trèxoume ton algìrijmo gia ìlec tic Ω(n^2) timèc tou c, mporoÔme na mantèyoume thn timă tou c sth bèltisth lÔsh me ènan (1+ϵ) parĹgonta, qrhsimopoiÿntac mìno O(^{log n}_ϵ ) timèc. Den eÐnai idiaÐtera dÔskolo na deÐxoume ìti autì ja kìstize ènan (1 + ϵ) parĹgonta ston proseggistikì lìgo.

Poluplokìthta algorÐjmou:

’Omoia me thn ulopoiăsh tou greedy algorÐjmou gia to f(G), o greedy algìrijmoc gia to d(G) gia mia sugkekrimènh timă tou c mporeÐ na ulopoihjeÐ gia na trèqei se qrìno O(m + n). SÔmfwna me thn parapĹnw paratărhsh qreiĹzetai na trèxoume to greedy algìrijmo gia O(^{log n}_ϵ ) timèc tou c gia na pĹroume mia (2 + ϵ) prosèggish.

5 NP-hardness tou DkS

EÐdame sta prohgoÔmena ìti h eÔresh tou puknìterou upogrĹfou se mh kateujunìmenouc grĹfouc eÐnai èna poluwnumikì prìblhma enÿ stouc kateujunìmenouc grĹfouc dÿsame ènan proseggistikì algìrijmo me proseggistikì lìgo 2+ϵ. Sth sunèqeia ja exetĹsoume to prìblhma tou k-puknìterou upogrĹfou.

5.1 To DkS eÐnai NP-hard

Jeÿrhma 5 To DkS eÐnai NP-hard.

Apìdeixh: EĹn mporoÔsame na lÔsoume to DkS se poluwnumikì qrìno, tìte paÐrnontac k apo 1 ewc |V | ja mporoÔsame na broÔme th mègisth klÐka se poluwnumikì qrìno. ♦

To antÐstoiqo prìblhma apìfashc tou DkS orÐzetai wc exăc: Orismìc 15 To prìblhma apìfashc DSG rwtĹei eĹn dojèntwn enìc grĹfou n korufÿn kai m akmÿn kai dÔo akeraÐwn K_1 kai K_2 upĹrqei upogrĹfoc tou G o opoÐoc èqei to polÔ K_1 korufèc kai toulĹqiston K_2 akmèc.

Paratărhsh 8 ’Otan K_2 = K_1(K_1 − 1)/2 to DSG eÐnai isodÔnamo me to Clique kai gifl autì to genikì DSG eÐnai NP-complete.

ParakĹtw anafèroume kĹpoia jewrămata pou deÐqnoun ìti to DSG paramènei NP-complete akìma ki an periorÐsoume to K_2.

Jeÿrhma 6 To DSG eÐnai NP-complete gia to sÔnolo twn stigmiotÔpwn (G, K_1, K_2) tètoia pou K_1 ≤^n_2 ,K_2 ≤ K^{(1+ϵ)}_1 kai K_2 ≤^m_4 (1 +^9_{20} + o(1)). Apìdeixh: Anagwgă apo to 3SAT. H apìdeixh epitugqĹnetai dÔskola. Gia thn plărh apìdeixh parapèmpoume sto [1]. ♦

ParakĹtw anafèroume kĹpoia jewrămata. Gia tic apodeÐxeic twn parakĹtw jewrhmĹtwn parapèmpoume sto [1].

Jeÿrhma 7 To DSG eÐnai NP-complete akìma kai eĹn K_1 =^n_2 kai K_2 ≤^m_4 (1 + O(^{1√}_n )).

Jeÿrhma 8 To DSG eÐnai NP-complete akìma kai eĹn K_1 ≤ |V |^{ε1} kai K_2 ≤ K^{1+ε2}_1 gia kĹje (mikrĹ) ε_1, ε_2 > 0.

Jeÿrhma 9 KĹtw apo tic Ðdiec sunjăkec wc Ĺnw, to DSG eÐnai NP-complete akìma ki an o grĹfoc eÐnai |V |^{ε3} -kanonikìc (regular).

5.2 To DkS ìtan o grĹfoc G èqei mia k-klÐka

’Opwc deÐxame parapĹnw h NP-hardness tou DkS mporeÐ na apodeiqjeÐ me anagwgă apo to Clique. MporeÐ aută h anagwgă na qrhsimopoihjeÐ apeujeÐac gia na deÐxoume ìti to DkS eÐnai dÔskolo na proseggisteÐ? Dhladă, eÐnai NPhard na diakrÐnoume metaxÔ grĹfwn pou èqoun mia k-klÐka kai grĹfwn stouc opoÐouc o puknìteroc k-korufÿn upogrĹfoc perièqei (1 − ϵ) (_k 2 ) akmèc gia kĹpoio sugkekrimèno ϵ? Ja deÐxoume ìti autì to prìblhma den eÐnai kai tìso dÔskolo.

ExetĹzoume to DkS, ìtan gnwrÐzoume ìti o G perièqei mia K_k-klÐka me k ≥ 1 korufèc. JewreÐste ton akìloujo algìrijmo:

DenseSubgraph (G = (V, E), k) 1.Dălwse me n ton arijmì twn korufÿn tou G.

EĹn n ≤ k tìte eĹn G = K_k tìte epèstreye to G

alliÿc epèstreye ènan Ĺdeio grĹfo.

2.Brec thn korufă υ me to mikrìtero bajmì. ’Estw h o bajmìc thc. 3.EĹn h < (1 − ϵ)n tìte dhmioÔrghse dÔo grĹfouc: G_υ kai G_{−υ}.

G_υ eÐnai ènac upogrĹfoc tou G epagìmenoc apo thn υ kai touc geÐtonec thc.

G_{−υ} eÐnai o grĹfoc pou apomènei an afairèsoume to υ apo ton G. KĹlese ton DenseSubgraph (G_υ, k).

EĹn o DenseSubgraph epistrèyei mh kenă èxodo tìte stamĹta, alliÿc kĹlese ton DenseSubgraph (G_{−υ}, k).

4.EĹn h ≥ (1 − ϵ)n tìte epaneilhmmèna afaÐrese apo ton G thn korufă me ton elĹqisto bajmì ston enapomènonta kĹje forĹ grĹfo, mèqri na meÐnoun akribÿc k korufèc.

Dălwse me H to grĹfo pou epĹgetai apo autèc tic korufèc. Epèstreye to H.

KaloÔme èna grĹfo me k korufèc kai toulĹqiston (1−ϵ) (_k 2 ) akmèc {epijumhtì} grĹfo.

Isqurismìc: EĹn o G perièqei mia k-klÐka, tìte o DenseSubgraph (G, k) epistrèfei ènan {epijumhtì} grĹfo.

Apìdeixh: FixĹroume to k. Ja apodeÐxoume ènan isqurìtero isqurismì, dhladă

1. EĹn o G perièqei mia k-klÐka tìte h èxodoc tou algorÐjmou eÐnai ènac {epijumhtìc} grĹfoc.

2. EĹn h èxodoc tou DenseSubgraph (G, k) eÐnai ènac mh kenìc grĹfoc, tìte autìc eÐnai ènac {epijumhtìc} grĹfoc.

Ja apodeÐxoume ton isqurismì me epagwgă sto n. O isqurismìc eÐnai alhjăc gia n ≤ k, afoÔ se autăn thn perÐptwsh G = K_k (alliÿc h èxodoc eÐnai kenă). Upojètoume ìti o isqurismìc eÐnai alhjăc gia n^′ < n kai ton apodeiknÔoume gia n. Katarqăn upojètoume ìti h ≥ (1 − ϵ)n (∗) kai akoloujoÔme to 4^o băma tou algorÐjmou. QrhsimopoioÔme to akìloujo bohjhtikì lămma.

Lămma 10 EĹn o grĹfoc U = (V, E) me |V | = q, èqei toulĹqiston (1 − ϵ) (_q 2 ) akmèc, gia kĹpoio 1 > ϵ > 0 kai afairèsoume apo ton U thn elaqÐstou bajmoÔ korufă tìte o enapomènwn grĹfoc U^′ èqei toulĹqiston (1 − ϵ) (_{|V (U ′)|} 2 ) akmèc.

Apìdeixh: EĹn afairèsoume thn elaqÐstou bajmoÔ korufă, tìte ja qĹsoume to polÔ 2^{|E|}_q akmèc, afoÔ o bajmìc thc ja eÐnai to polÔ ìsoc o mèsoc bajmìc. ’Etsi paramènoume me toulĹqiston

(1 − ϵ) ( q 2 ) − 2 q |E| ≤ (1 − ϵ) ( q 2 ) − 2 q (1 − ϵ) ( q 2 ) =

(1 − ϵ) ( q 2 ) (1 − 2 q ) = (1 − ϵ) ( q 2 ) q − 2 q = (1 − ϵ) ( q − 1 2 ) = (1 − ϵ) ( |V (U^′)| 2 )

akmèc. ♦

ParathroÔme ìti eĹn isqÔei h (∗) tìte o grĹfoc G èqei toulĹqiston (1−ϵ) (_n 2 ) akmèc kai an efarmìsoume epaneilhmmèna to parapĹnw lămma epitugqĹnoume ton epijumhtì upogrĹfo H. ’Ara se autăn thn perÐptwsh, ìpote o algìrijmoc epistrèfei mh kenì grĹfo, autìc o grĹfoc eÐnai {epijumhtìc}.

Upojètoume tÿra ìti h < (1 − ϵ)n. ParathroÔme ìti o arijmìc twn korufÿn stouc grĹfouc G_υ kai G_{−υ} eÐnai austhrĹ mikrìteroc tou n. Epiplèon ènac toulĹqiston apo touc dÔo autoÔc grĹfouc perièqei mia k-klÐka, lìgw upìjeshc.

’Etsi h epagwgikă upìjesh isqÔei gia kĹje èna apo autoÔc touc grĹfouc. ’Ara h èxodoc tou DenseSubgraph (G, k) eÐnai ènac {epijumhtìc} grĹfoc. Sunepÿc o isqurismìc eÐnai alăjăc kai gia n. ♦

Etsi èqoume èna nteterministikì algìrijmo, o opoÐoc me eÐsodo ènan arijmì k kai èna grĹfo G pou na perièqei mia k- klÐka, brÐskei ènan k-korufÿn upogrĹfo me toulĹqiston (1 − ϵ) (_k 2 ) akmèc.

Poluplokìthta algorÐjmou:

To 4^o băma tou algìrijmou paÐrnei poluwnumikì qrìno. Sto 3^o băma diairoÔme to prìblhma se dÔo upoproblămata, èna megèjouc (n − 1) kai èna megèjouc to polÔ (1 − ϵ)n + 1. ’Etsi, an T (n) eÐnai o qrìnoc tou algìrijmou gia grĹfouc me n korufèc èqoume:

T (n) ≤ n^c + T (n − 1) + T ((1 − ϵ)n + 1)

ìpou o ìroc n^c perilambĹnei ìlouc touc poluwnumikoÔc upologismoÔc diaforetikÿn stadÐwn tou algìrijmou.

’Ara o qrìnoc tou algìrijmou eÐnai to polÔ n^{O((1+log n}k^{)/ϵ)}

Jeÿrhma 10 Dojèntwn k,ϵ > 0 kai enìc grĹfou G me mia k-klÐka, upĹrqei ènac n^{O((1+log n}k^{)/ϵ)} qrìnou algìrijmoc pou epistrèfei ènan upogrĹfo epagìmeno apo k korufèc kai me toulĹqiston (1 − ϵ) (_k 2 ) akmèc.

’Ara den eÐnai NP-hard to na diakrÐnoume metaxÔ grĹfwn pou perièqoun mia k-klÐka kai grĹfwn stouc opoÐouc o puknìteroc k-korufÿn upogrĹfoc èqei toulĹqiston (1 − ϵ) (_k 2 ) akmèc, ektìc eĹn NP ⊆TIME (n^{O(logn)}).

5.3 To DkS se araioÔc grĹfouc

Ja deÐxoume ìti to DkS paramènei NP-hard se grĹfouc me mègisto bajmì 3. Gia grĹfouc me mègisto bajmì 2 upĹrqei poluwnumikoÔ qrìnou algìrijmoc pou basÐzetai sto dunamikì programmatismì.

JewroÔme to prìblhma DkS, ìpou o grĹfoc pou dÐnetai san eÐsodoc tou problămatoc èqei mègisto bajmì 3. KaloÔme autì to prìblhma 3DkS. Ja deÐxoume ìti to antÐstoiqo prìblhma apìfashc eÐnai NP-complete kai katĹ sunèpeia to 3DkS ja eÐnai NP-hard .

EÐnai gnwstì ìti to prìblhma thc klÐkac eÐnai NP-complete . Ja anĹgoume to Clique prìblhma sto 3DkS. Ac upojèsoume ìti èqoume (G, k) -èna stigmiìtupo tou Clique me G = (V, E), |V | = n, V = (υ_1, υ_2, ..., υ_n). DhmiourgoÔme èna stigmiìtupo tou 3DkS wc exăc:

Gia kĹje 1 ≤ i ≤ n dhmiourgoÔme èna C^i, dhladă ènan kÔklo qwrÐc qordèc me n korufèc (υ^i_1, υ^i_2, ..., υ^i_n). Ja kaloÔme tic korufèc tou {kuklikèc} korufèc. Gia kĹje akmă tou G, e = {υ_i, υ_j} me i < j, dhmiourgoÔme èna aplì monopĹti P^{ij} megèjouc kn + 3 me P^{ij} = (υ^i_j, u^{ij}_1 , .., u^{ij}_{kn+1}, υ^j_i ). KaloÔme tic korufèc tou korufèc {monopatioÔ}. ’Estw ìti h ènwsh ìlwn twn korufÿn pou èqoun oristeÐ wc {kuklikèc} kai {monopatiÿn} apoteloÔn to grĹfo H. Ja pĹroume thn triĹda (H, t := kn + (_k 2 ) (kn + 1), m := kn + (_k 2 ) (kn + 2)) san èna stigmiìtupo tou 3DkS, sto opoÐo anazhtoÔme ènan upogrĹfo me t korufèc kai m akmèc.H kataskeuă paÐrnei poluwnumikì qrìno kai kĹje korufă tou H èqei to polÔ 3 geÐtonec.

Ja deÐxoume ìti ston G upĹrqei klÐka k korufÿn an kai mìno an to H èqei ènan upogrĹfo t korufÿn me toulĹqiston m akmèc.

→ Upojètoume ìti o G èqei mia klÐka k korufÿn. QwrÐc na qĹnetai h genikìthta, èstw ìti autèc eÐnai oi υ_1, υ_2, ..., υ_k. Tìte o upogrĹfoc tou H pou epĹgetai apo thn ènwsh twn C^1, C^2, ..., C^k, ⋃ 1≤i<j≤k P^{ij} èqei t korufèc kai m akmèc.

← Upojètoume ìti o H èqei èna epagìmeno upogrĹfo me kn + (_k 2 ) (kn + 1) korufèc kai toulĹqiston kn+ (_k 2 ) (kn+2) akmèc. ’Estw ìti S = (V (S), E(S)) dhlÿnei ènan tètoion upogrĹfo. Se ìti akoloujeÐ parakĹtw sthn apìdeixh ìloc o sullogismìc sqetikĹ me touc bajmoÔc twn korufÿn ja eÐnai sqetikìc me ton S.

Ja qrhsimopoiăsoume to akìloujo bohjhtikì gegonìc:

Isqurismìc: Den upĹrqoun dÔo diaforetikèc korufèc υ_1, υ_2 ∈ V (S) bajmoÔ 3 kai mia korufă u ∈ V (S) bajmoÔ 1, tètoiec pou υ_1 ⇝ u, υ_2 ⇝ u. Edÿ to α ⇝ b shmaÐnei ìti upĹrqei èna aplì monopĹti α ≡ x_1, x_2, ..., x_k ≡ b ∈ V (S) tètoio pou o bajmìc kĹje korufăc kata măkoc tou monopatioÔ (ektìc twn α kai b) eÐnai 2.

KaloÔme mia korufă υ bajmoÔ 3 sto S {kală} eĹn den upĹrqei kamÐa korufă u bajmoÔ 1 sto S tètoia pou υ ⇝ u.

Prìtash 1 ’Estw U ⊆ V (S) to sÔnolo twn {kalÿn} korufÿn bajmoÔ 3 sto S. Tìte |U| ≥ 2 (_k 2 ) . Apìdeixh: ’Estw ìti m_1 = |U| < 2 (_k 2 ) . UpologÐzoume to D, dhladă to Ĺjroisma twn bajmÿn twn korufÿn tou S. Ex orismoÔ , D = 3n_3 + 2n_2 + n_1, ìpou n_i eÐnai o arijmìc twn korufÿn bajmoÔ i. n_3 = m_1 + m_2, ìpou m_2 eÐnai o arijmìc twn korufÿn bajmoÔ 3 pou den eÐnai {kalèc}. Lìgw tou parapĹnw isqurismoÔ m_2 ≤ n_1, ètsi èqoume:

D = 3m_1 + 3m_2 + 2n_2 + n_1 = 3m_1 + 2m_2 + 2n_2 + m_2 + n_1 ≤

3m_1 + 2m_2 + 2n_2 + 2n_1 ≤ 2t + m_1 < 2 ( k 2 ) + 2(kn + ( k 2 ) (kn + 1)) = 2(kn + ( k 2 ) (kn + 2)) = 2m.

’Ara o arijmìc twn akmÿn tou S eÐnai^D_2 < m, kĹti pou antitÐjetai sthn epilogă tou S. Sunepÿc upojètontac ìti m_1 = |U| < 2 (_k 2 ) katalăxame se antÐfash, Ĺra h prìtash isqÔei. ♦

Lìgw thc kataskeuăc tou H, mìno oi korufèc pou anăkoun sto ⋃_n i=1 C^i mporeÐ na èqoun bajmì 3. Epomènwc kĹje korufă tou U brÐsketai se kĹpoion apo autoÔc touc kÔklouc.

’Estw υ ∈ U. Ek kataskeuăc upĹrqoun i, j tètoia pou υ ∈ C^i, υ ∈ P^{ij}. ’Estw u_1 eÐnai o geÐtonac tou υ se autì to monopĹti (upĹrqei mìno mia tètoia korufă). Deg(υ) = 3 epomènwc u_1 ∈ S. Lìgw thc epilogăc tou υ kai thc domăc tou S, deg(u_1) = 2. ’Etsi o deÔteroc geÐtonac tou u_1, o u_2 anăkei ki autìc sto S. Proqwrÿntac me autìn ton trìpo anakalÔptoume ìti ìla ta monopĹtia P^{ij} anăkoun sto S. ParathroÔme ìti to S perièqei to polÔ (_k 2 ) tètoia monopĹtia, diìti to măkoc kĹje monopatioÔ (qwrÐc tic {kuklikèc} korufèc tou) eÐnai kn + 1.

Apo thn Ĺllh meriĹ, ìpwc anafèrjhke parapĹnw, to S prèpei na perièqei toulĹqiston èna tètoio monopĹti gia kĹje korufă apo to U kai kĹje monopĹti perièqei to polÔ dÔo korufèc apo to U. ’Ara to S perièqei akribÿc (_k 2 ) tètoia monopĹtia kai metaxÔ {kuklikÿn} korufÿn mìno korufèc tou U mporoÔn na eÐnai korufèc {monopatioÔ}.

Tÿra epistrèfoume stic geitonikèc korufèc tou υ ston kÔklo C^i. To gegonìc ìti to υ ∈ U uponoeÐ ìti kai oi dÔo anăkoun sto S kai ìti kajemÐa èqei bajmì toulĹqiston 2. Gia kajemÐa apo autèc upĹrqoun dÔo pijanìthtec:

• Na eÐnai korufă {monopatioÔ}. Tìte, ìpwc anafèrjhke parapĹnw, prèpei na anăkei sto U kai Ĺra na èqei bajmì 3. ’Etsi oi {kuklikèc} geitonikèc korufèc thc anăkoun sto S.

• Na mhn eÐnai korufă {monopatioÔ}. Tìte o bajmìc thc eÐnai akribÿc 2 kai ètsi oi {kuklikèc} geitonikèc korufèc thc anăkoun epÐshc sto S.

Proqwrÿntac kata măkoc tou C^i ja pĹroume telikĹ ìti ìlec oi korufèc tou anăkoun sto S. KĹje tètoioc kÔkloc C^i antistoiqeÐ sthn korufă υ_i tou G kai kĹje P^{ij} antistoiqeÐ sthn akmă {υ_i, υ_j} tou G. ’Opwc prokÔptei apo ta parapĹnw, katĹ măkoc kĹje tètoiac {akmăc} to S perièqei kai tic dÔo {korufèc} thc {akmăc}. ’Eqoume (_k 2 ) {akmèc}. ’Ara to S prèpei na perièqei toulĹqiston k diaforetikèc {korufèc}. AllĹ kĹje tètoia {korufă} shmaÐnei n korufèc tou S kai èna arijmăsimo epiqeÐrhma mac epitrèpei na sumperĹnoume ìti to S apoteleÐtai akribÿc apo k tètoiec {korufèc}-kÔklouc kai ìti metaxÔ kĹje dÔo {korufÿn} upĹrqei mia {akmă}. Sunepÿc to G èqei mia k-korufÿn klÐka. ♦

Jeÿrhma 11 To DkS paramènei NP-hard gia dimereÐc (bipartite) grĹfouc me mègisto bajmì 3.

Apìdeixh: Diaspÿntac kĹje akmă tou H me mia prìsjeth korufă kai allĹzontac asămanta ta t kai m paÐrnoume amèswc to parapĹnw jeÿrhma. ♦

Sthn enìthta 5.2 deÐxame ìti gia na apodeÐxoume duskolÐa sta proseggistikĹ apotelèsmata eÐnai pio elpidofìro na exetĹsoume araiĹ stigmiìtupa tou DkS. Dustuqÿc parĹ to qamhlì bajmì apodeÐxame, me anagwgă apo to Clique, ìti to prìblhma paramènei NP-hard. Epomènwc den perimènoume na pĹroume apotelèsmata gia duskolÐa sthn prosèggish tou DkS stouc eidikoÔc araioÔc grĹfouc pou kataskeuĹsame gia thn apìdeixh tou parapĹnw jewrămatoc.

To parapĹnw jeÿrhma èqei to akìloujo pìrisma.

Pìrisma 1 Gia kĹje 1 > ϵ > 0, to DkS paramènei NP-complete ìtan m = k + k^ϵ.

Apìdeixh: Upojètoume ìti o

z = (_k 2 ) 1_ϵ − kn (_k 2 ) eÐnai fusikìc arijmìc (alliÿc jewroÔme ton ⌜z⌝). ’Estw ìti to măkoc twn P^{ij}, dhladă twn monopatiÿn sthn apìdeixh orjìthtac thc anagwgăc (parĹgrafoc 5.2) eÐnai z + 3 antÐ kn + 3. Tìte m = k + k^ϵ. ♦ Autì to apotèlesma beltiÿnei to apotèlesma pou anafèrame sthn parĹgrafo 5.1, dhladă ìti to DkS eÐnai NP-hard ìtan to m = k^{1+ϵ}.

6 O(n^{1/3})-proseggistikìc algìrijmoc gia to DkS Dedomènhc thc duskolÐac tou problămatoc DkS, ìpwc eÐdame sta prohgoÔmena, endiaferìmaste gia poluwnumikoÔ qrìnou proseggistikoÔc aglìrijmouc. Me eÐsodo èna grĹfo kai èna fusikì arijmì (G, k) ènac tètoioc algìrijmoc dÐnei san èxodo mia lÐsta k korufÿn. ’Estw ìti

• A(G, k) eÐnai h puknìthta tou upogrĹfou pou epĹgetai apo tic k korufèc pou epistrèfei o algìrijmoc A me eÐsodo to grĹfo (G, k)

• d^∗(G, k) eÐnai h mègisth puknìthta tou upogrĹfou pou epĹgetai apo k korufèc, dhladă h bèltisth timă.

Jeÿrhma 12 UpĹrqei poluwnumikoÔ qrìnou algìrijmoc A pou proseggÐzei to DkS me ènan parĹgonta 2n^{1/3}, dhladă gia kĹje grĹfo G kai kĹje k, 1 ≤ k ≤ n, A(G, k) ≥ d^∗(G, k) 2n^{1/3} . O algìrijmoc A qrhsimopoieÐ treÐc diaforetikèc diadikasÐec (A_1, A_2 kai A_3) gia na epilèxei ènan puknì upogrĹfo. Epistrèfei ton puknìtero twn triÿn upogrĹfwn pou èqoun kataskeuasteÐ apo tic treic diadikasÐec. Prin parousiĹsoume tic treÐc diadikasÐec dÐnoume merikoÔc sumbolismoÔc:

• Δ(G) eÐnai o mègistoc bajmìc tou grĹfou G.

• d_H eÐnai o mèsoc bajmìc twn k/2 korufÿn me to megalÔtero bajmì sto G. ParathroÔme ìti Δ(G) ≥ d_H ≥ d^∗(G, k)

• deg(υ, S) eÐnai o arijmìc twn akmÿn pou sundèoun thn korufă υ me tic korufèc tou sunìlou S.

• cut(A, B) eÐnai o arijmìc twn akmÿn pou sundèoun tic korufèc tou sunìlou A me tic korufèc tou sunìlou B.

• ’Enac perÐpatoc (walk) măkouc l eÐnai mia akoloujÐa l + 1 korufÿn sthn opoÐa oi diadoqikèc korufèc eÐnai parakeÐmenec miac akmăc, (dhladă o perÐpatoc akoloujeÐ l akmèc kai oi korufèc den eÐnai aparaÐthta diaforetikèc).

• W_l(u, υ) eÐnai o arijmìc twn peripĹtwn măkouc l pou xekinoÔn apo thn korufă u kai katalăgoun sthn korufă υ.

6.1 DiadikasÐa A_1

QwrÐc na qĹnetai h genikìthta mporoÔme na upojèsoume ìti o G perièqei toulĹqiston k/2 akmèc.

DIADIKASIA 1 1.Epèlexe aujaÐreta k/2 akmèc apo ton G.

2.Epèstreye to sÔnolo twn korufÿn pou prospÐptoun se autèc tic akmèc, prosjètontac aujaÐreta korufèc eĹn to mègejoc tou sunìlou eÐnai mikrìtero tou k.

OlofĹnera, A_1(G, k) ≥ 1.

6.2 DiadikasÐa A_2

DIADIKASIA 2 1.Taxinìmhse tic korufèc bĹsh tou bajmoÔ touc.

’Estw H to sÔnolo twn^k_2 korufÿn me to megalÔtero bajmì sto G. 2.Taxinìmhse tic enapomènousec korufèc bĹsh tou arijmoÔ twn geitìnwn touc sto H.

’Estw C to sÔnolo twn^k_2 korufÿn sto G\H me to megalÔtero arijmì geitìnwn sto H.

3.Epèstreye to H ⋃ C. Lămma 11 H diadikasÐa 2 epistrèfei ènan upogrĹfo epagìmeno apo k korufèc, pou ikanopoieÐ A_2(G, k) ≥ kd_H 2n , ìpou d_H o mèsoc bajmìc miac korufăc sto H.

Apìdeixh: ’Estw ìti m_1 dhlÿnei ton arijmì twn akmÿn pou èqoun kai ta dÔo Ĺkra touc mèsa sto H. Tìte cut(H, V \H) = d_H · |H| − 2m_1 = d_H k 2 − 2m_1 ≥ 0.

Lìgw tou greedy kanìna epilogăc tou C, toulĹqiston èna^{|C|}_{|V \H|} >^k_{2n} klĹsma twn akmÿn tou cut perièqontai sto H ⋃ C (blèpe paratărhsh 9). ’Etsi o sunolikìc arijmìc akmÿn ston upogrĹfo pou epĹgetai apo to H ⋃ C eÐnai toulĹqiston (d_H k 2 − 2m_1) k 2n + m_1 ≥ d_H k^2 4n ♦ AfoÔ d_H ≥ d^∗(G, k) èqoume ìti A_2(G, k) ≥^{d∗(G,k)}_{2n/k} . ’Ara h greedy diadikasÐa A_2 proseggÐzei to d^∗(G, k) me èna lìgo to polÔ 2n/k.

Paratărhsh 9 Ja deÐxoume ìti ìntwc èna klĹsma^{|C|}_{|V \H|} twn akmÿn tou cut perièqontai sto H ⋃ C. ’Estw C^′ to sÔnolo twn korufÿn pou anăkoun sto cut allĹ ìqi sto C kai èstw C^{′′} to sÔnolo twn korufÿn entìc tou |V \H| kai ektìc tou cut, tìte |V \H| = |C ⋃ C^′ ⋃ C^{′′}|. Ja prèpei na isqÔei |C|∑ j=1 δ_j ≥ |C| |V \H| cut ⇒ |C|∑ j=1 δ_j ≥ |C| |V \H| ( |C|∑ j=1 δ_j + |C^′|∑

r=1 δ_r) ⇒ |C|∑ j=1 δ_j /|C| ≥ ( |C|∑ j=1 δ_j + |C^′|∑

r=1 δ_r)/|C ⋃ C^′| ≥ ( |C|∑ j=1 δ_j + |C^′|∑

r=1 δ_r)/|C ⋃ C^′ ⋃ C^{′′}| ⇒ |C|∑ j=1 δ_j/|C| ≥ ( |C|∑ j=1 δ_j + |C^′|∑

r=1 δ_r)/(|C| + |C^′|) ⇒ |C^′| · |C|∑ j=1 δ_j ≥ |C| · |C^′|∑

r=1 δ_r. Lìgw taxinìmhshc δ_1 ≥ ... ≥ δ_C ≥ ... ≥ δ_C′ . ’Ara_{|C|} ∑ j=1 δ_j ≤ |C| · δ_1 kai_{|C′|} ∑ r=1 δ_r ≥ |C^′| · δ_C′ .

Sunepÿc afoÔ δ_1 ≥ δ_C′ kai

|C^′| · |C| · δ_1 ≥ |C^′| · |C|∑ j=1 δ_j ≥ |C| · |C^′|∑

r=1 δ_r ≥ |C| · |C^′| · δ_C′ h anisìthta isqÔei.

6.3 DiadikasÐa A_3

DIADIKASIA 3 1.Upolìgise to W_2(u, υ) gia ìla ta zeÔgh twn korufÿn. 2.KataskeÔase ènan upoyăfio grĹfo H^υ gia kĹje korufă υ sto G wc exăc:

α.Taxinìmhse tic korufèc tou G se fjÐnousa seirĹ, bĹsh tou arijmoÔ twn peripĹtwn touc măkouc 2 proc thn korufă υ, dhladă W_2(υ, w_1) ≥ W_2(υ, w_2) ≥ .... ’Estw P^υ_h to sÔnolo twn k/2 korufÿn pou èqoun touc perissìterouc peripĹtouc măkouc 2 proc thn korufă υ, dhladă to {w_1, w_2, ..., w k_2 }.

β.Upolìgise gia kĹje geÐtona x tou υ ton arijmì twn akmÿn pou sundèoun to x me to P^υ_h , dhladă to deg(x, P^υ_h ) kai kataskeÔase èna sÔnolo B^υ pou na perièqei touc^k_2 geÐtonec tou υ me to megalÔtero deg(x, P^υ_h ).

γ.’Estw H^υ o upogrĹfoc pou epĹgetai apo to P^υ_h ⋃ B^υ. EĹn o H^υ perièqei ligìterec apo k korufèc sumplărwse aujaÐreta mèqri tic k korufèc.

3.Epèlexe ton puknìtero upoyăfio grĹfo H^υ san èxodo.

AnalÔoume ton proseggistikì lìgo thc diadikasÐac. ’Estw G^∗ o bèltistoc upogrĹfoc kai deg^∗(υ) o bajmìc tou υ ston G^∗. Katarqăn parathroÔme ìti o arijmìc twn peripĹtwn măkouc 2 ston bèltisto upogrĹfo G^∗ eÐnai toulĹqiston k(d^∗(G, k))^2. Autì isqÔei giatÐ kĹje υ ∈ G^∗ suneisfèrei (deg^∗(υ))^2 sto Ĺjroisma kai ∑ υ∈G^∗ (deg ∗(υ))^2 ≥ k(d^∗(G, k))^2.

Sunepÿc upĹrqei mia korufă υ h opoÐa eÐnai to Ĺkro toulĹqiston (d^∗(G, k))^2 peripĹtwn măkouc 2 ston G^∗. Lìgw thc greedy kataskeuăc tou P^υ_h upĹrqoun toulĹqiston (d^∗(G, k))^2/2 perÐpatoi măkouc 2 metaxÔ thc υ kai twn korufÿn tou P^υ_h . Oi korufèc tou B^υ èqoun toulĹqiston(d^∗(G, k))^2/2 akmèc pou tic sundèoun me to P^υ_h eĹn deg(υ) ≤ k/2 kai toulĹqiston (d^∗(G, k))^2/4deg(υ) akmèc pou tic sundèoun me to P^υ_h alliÿc. AfoÔ den apaitoÔme to P^υ_h kai to B^υ na eÐnai xèna, kĹje akmă mporeÐ na èqei metrhjeÐ dÔo forèc. ’Epetai ìti o H^υ perièqei toulĹqiston min[(d^∗(G, k))^2/4, (d^∗(G, k))^2/8Δ(G)] akmèc, ìpou Δ(G) eÐnai o mègistoc bajmìc tou grĹfou. ’Ara A_3(G, k) ≥ (d^∗(G, k))^2 2 max[k, 2Δ(G)] .

6.4 Algìrijmoc A

O Algìrijmoc A efarmìzei tic treÐc diadikasÐec pou perigrĹyame parapĹnw kai apodÐdei ton puknìtero apo touc treÐc upogrĹfouc pou lambĹnontai apo thn kajemÐa apo autèc tic diadikasÐec. Oi DiadikasÐec 1 kai 2 efarmìzontai ston arqikì grĹfo G enÿ h DiadikasÐa 3 efarmìzetai sto grĹfo G_l pou epĹgetai apo tic korufèc tou sunìlou V \H, ìpou H eÐnai to sÔnolo twn k/2 korufÿn me to megalÔtero bajmì ston G, ìpwc orÐsthke sth deÔterh diadikasÐa. ’Ara Δ(G_l) ≤ d_H (G).

Gia to akìloujo lămma upojètoume ìti k ≤ 2n/3. H upìjesh aută mporeÐ na gÐnei qwrÐc na qĹnetai h genikìthta, diìti gia k ≥ 2n/3 h deÔterh diadikasÐa proseggÐzei to DkS me èna lìgo ìqi qeirìtero apo 3.

Lămma 12 O grĹfoc G_l perièqei ènan k-korufÿn epagìmeno upogrĹfo me mèso bajmì toulĹqiston d^∗(G, k) − 2d_2, ìpou d_2 = A_2(G, k). Apìdeixh: ’Estw m o arijmìc twn akmÿn tou G^∗ pou èqoun kai ta dÔo Ĺkra touc sto H kai èstw l o arijmìc twn akmÿn tou G^∗ me to èna Ĺkro touc sto H. ’Ara o G_l perièqei ènan k-korufÿn epagìmeno upogrĹfo me toulĹqiston d^∗(G, k)k/2 − m − l. Gia na apodeÐxoume to lămma qreiĹzetai na deÐxoume ìti h deÔterh diadikasÐa epistrèfei mia lÔsh me toulĹqiston (m + l)/2 akmèc. Sthn pragmatikìthta h lÔsh èqei toulĹqiston toulĹqiston m + l/2 akmèc. Autì sumbaÐnei giatÐ perièqei tic m akmèc pou eÐnai eswterikèc sto V (G^∗) ⋂ H kai prèpei na upĹrqoun toulĹqiston l/2 akmèc metaxÔ tou C kai tou H afoÔ toulĹqiston mia pijană epilogă tou C prosfèrei tìsec akmèc (dhladă paÐrnontac to C na perièqei tic k/2 korufèc tou V (G^∗)\H me to megalÔtero arijmì akmÿn sto H). ♦

’Ara apo thn apìdosh pou egguÿntai oi treÐc diadikasÐec èqoume A(G, k) ≥ max[1, kd_H 2n , (d^∗(G, k) − 2d_2)^2 2 max[k, 2d_H ] ].

Gia na apodeÐxoume to Jeÿrhma 12 mporoÔme na upojèsoume ìti d_2 ≤^{d∗(G,k)}_{n1/3} (alliÿc h èxodoc thc deÔterhc diadikasÐac epitugqĹnei to pojhtì proseggistikì lìgo). ’Ara gia thn trÐth diadikasÐa èqoume ìti d^∗(G, k)−2d_2 ≃ d^∗(G, k) me èna amelhtèo sfĹlma. H apìdosh pou egguĹtai o Algìrijmoc A eÐnai toulĹqiston o gewmetrikìc mèsoc thc apìdoshc pou egguÿntai oi treÐc diadikasÐec 1, 2 kai 3. ’Ara èqoume A(G, k) ≥ ( 1 · kd_H 2n · (d^∗(G, k))^2 2 max[k, 2d_H ] )_{1/3} ≥ d^∗(G, k) 2n^{1/3} , ìpou h teleutaÐa anisìthta èpetai apo to gegonìc ìti k ≥ d^∗(G, k) kai d_H ≥ d^∗(G, k). ♦

7 Beltiÿnontac pĹnw apo to O(n^{1/3})

O proseggistikìc lìgoc gia ton algìrijmo A ătan Ĺnw fragmènoc san o gewmetrikìc mèsoc triÿn proseggistikÿn lìgwn. Gia na dÿsei o algìrijmoc A ènan proseggistikì lìgo tìso kakì ìso to Ω(n^{1/3}) prèpei kai oi treÐc diadikasÐec 1, 2 kai 3 na dÿsoun ènan proseggistikì lìgo Θ(n^{1/3}). Autì gÐnetai mìno eĹn d^∗(G, k) = Θ(n^{1/3}), kd_H = Θ(n) kai max[k, d_H ] = Θ(n^{2/3}). EĹn kĹpoia apo tic treic parapĹnw sunjăkec parabiĹzetai apo ènan parĹgonta n^ϵ, tìte o proseggistikìc lìgoc eÐnai O(n^{1/3−ϵ/2}). Oi parapĹnw qeirìterhc perÐptwshc sunjăkec ikanopoioÔntai mìno stic dÔo periptÿseic:

1. d^∗(G, k) = Θ(n^{1/3}), k = Θ(n^{1/3}), d_H = Θ(n^{2/3}).

2. d^∗(G, k) = Θ(n^{1/3}), k = Θ(n^{2/3}), d_H = Θ(n^{1/3}).

ParousiĹzoume dÔo prìsjetec diadikasÐec, h kajemÐa apo tic opoÐec dÐnei ènan proseggistikì lìgo kalÔtero apo O(n^{1/3}) se kĹpoia apo tic parapĹnw periptÿseic. Autì mazÐ me ton algìrijmo A egguĹtai ènan proseggistikì lìgo O(n^{1/3−ϵ}), gia kĹpoio ϵ > 0, gia to DkS prìblhma.

Jeÿrhma 13 UpĹrqei poluwnumikoÔ qrìnou algìrijmoc B pou proseggÐzei to DkS me ènan parĹgonta n^{1/3−ϵ}, gia kĹpoio ϵ > 0. Dhladă gia kĹje grĹfo G kai gia kĹje 1 ≤ k ≤ n, B(G, k) ≥ d^∗(G, k)/n^{1/3−ϵ}. Lămma 13 ’Estw G ènac grĹfoc me n korufèc kai mèso bajmì d. UpĹrqoun dÔo korufèc υ_i, υ_j ∈ V tètoiec pou W_l(υ_i, υ_j) ≥ d^l n . Ja analÔsoume parakĹtw kajemÐa apo tic parapĹnw dÔo periptÿseic. Kai stic dÔo periptÿseic upojètoume ìti to akìloujo băma èqei ektelesteÐ: AfairoÔme to H, dhladă to sÔnolo twn k/2 megalÔterou bajmoÔ korufÿn, kai paramènoume me to grĹfo G_l.

Ja qrhsimopoiăsoume to gegonìc ìti Δ(G_l) ≤ d_H . Epiplèon upojètoume ìti to d^∗(G, k) paramènei sqedìn ametĹblhto metĹ to parapĹnw băma. Aută h upìjesh mporeÐ na gÐnei qwrÐc na qĹnetai h genikìthta epeidă apotugqĹnei na diathrhjèi mìno eĹn h deÔterh diadikasÐa epitÔqei ènan proseggistikì lìgo kalÔtero apo n^{1/3−ϵ}. ’Estw G^∗_l o k-korufÿn epagìmenoc upogrĹfoc me th megalÔterh puknìthta ston G_l.

7.1 DiadikasÐa A_4

ParousiĹzoume mia diadikasÐa gia thn prÿth apo tic parapĹnw periptÿseic, dhladă ìtan d^∗(G, k) = Θ(n^{1/3}), k = Θ(n^{1/3}), d_H = Θ(n^{2/3}). H anĹlush thc basÐzetai sto parakĹtw lămma.

Lămma 14 UpĹrqoun dÔo korufèc (ìqi aparaÐthta xènec) υ_i, υ_j ∈ V tètoiec pou o upogrĹfoc tou G^∗_l pou epĹgetai apo to N(υ_i) ⋃ N(υ_j ) èqei toulĹqiston (d^∗(G, k))^3/2k akmèc.

Apìdeixh: JewroÔme to lămma 13 me l = 3 kai to efarmìzoume gia to grĹfo G^∗_l . ’Estw υ_i, υ_j oi dÔo korufèc me W_3[υ_i, υ_j] ≥ (d^∗(G, k))^3/k. JewroÔme to polusÔnolo twn mesaÐwn akmÿn ìlwn twn măkouc 3 peripĹtwn metaxÔ twn υ_i kai υ_j. Mia akmă mporeÐ na emfanÐzetai se autì to polusÔnolo to polÔ dÔo forèc (dhladă mia san (υ_k, υ_l) kai mia san (υ_l, υ_k), eĹn kai to υ_k kai to υ_l eÐnai sto N(υ_i) ⋂ N(υ_j)). ♦

DIADIKASIA 4 1.Gia ìla ta zeÔgh korufÿn υ_i, υ_j ∈ G_l efĹrmose ton algìrijmo A(N(υ_i) ⋃ N(υ_j ), k). 2.Epèstreye ton puknìtero apo touc upogrĹfouc pou epistrèfontai apo opoiadăpote apo tic O(n^2) efarmogèc tou algìrijmou A.

Lămma 15 H apìdosh pou egguĹtai h diadikasÐa 4 ikanopoieÐ thn A_4(G_l, k) ≥ A(G^′, k), ìpou G^′ eÐnai ènac grĹfoc, me to polÔ n^′ = 2d_H , korufèc pou perièqei ènan k-korufÿn upogrĹfo me mèso bajmì toulĹqiston d^′ = (d^∗(G, k))^3/k^2.

Apìdeixh: ’Estw υ_i kai υ_j oi dÔo korufèc tou G^∗_l stic opoÐec efarmìzetai to lămma 14. Tìte to N(υ_i) ⋃ N(υ_j ) perièqei ènan k-korufÿn epagìmeno upogrĹfo me toulĹqiston (d^∗(G, k)^3/2k akmèc, uponoÿntac ìti o mèsoc bajmìc eÐnai toulĹqiston (d^∗(G, k)^3/k^2. Epiplèon |N(υ_i) ⋃ N(υ_j )| ≤ 2d_H . ♦

Gia thn prÿth perÐptwsh paÐrnoume A_4(G_l, k) ≥ A(G^′, k) me n^′ = O(n^{2/3}) kai d^′ = Θ(n^{1/3}) = Θ(d^∗(G, k)). O Algìrijmoc A epitugqĹnei proseggistikì lìgo O((n^′)^{1/3}), o opoÐoc eÐnai sÐgoura kalÔteroc apo O(n^{1/3}).

7.2 DiadikasÐa A_5

AnalÔoume tÿra th deÔterh perÐptwsh me paramètrouc d^∗(G, k) = Θ(n^{1/3}), k = Θ(n^{2/3}), d_H = Θ(n^{1/3}) kai Ĺra Δ(G_l) = O(n^{1/3}). Se aută thn enìthta oi parapĹnw parĹmetroi eÐnai kajorismènec. ParousiĹzoume èna skiagrĹfhma thc diadikasÐac pou qrhsimopoieÐtai sth sugkekrimènh perÐptwsh. Argìtera ja sumplhrÿsoume tic leptomèreiec pou leÐpoun (to pwc ekteleÐtai to prÿto băma). Se ìti akoloujeÐ h ϵ > 0 eÐnai mia mikră kajolikă stajerĹ.

DIADIKASIA 5 1.Epèlexe ènan upogrĹfo pou epĹgetai apo O(n^{2/3}) korufèc, me mèso bajmì Ω(n^ϵ). AfaÐrese to apo to G_l gia na lĹbeic èna nèo grĹfo.

2.Epanèlabe to akìloujo băma epilogăc uposunìlwn korufÿn kai afaÐreshc touc apo to grĹfo thc eisìdou mèqri mia apo tic akìloujec sunjăkec paÔshc sumboÔn:

α.’Ena sÔnolo n^{2/3} korufÿn èqei epilegeÐ.

β.O enapomènwn grĹfoc den perièqei plèon ènan Θ(n^{2/3})-korufÿn epagìmeno upogrĹfo me mèso bajmì Ω(n^{1/3}).

3.Epèstreye ton upogrĹfo pou epĹgetai apo thn ènwsh twn korufÿn pou epilèqjhkan apo thn efarmogă tou prÿtou bămatoc. EĹn sumbeÐ h sunjăkh paÔshc 2b, sumplărwse mèqri tic n^{2/3} korufèc me èna greedy kanìna ìmoio me autìn pou qrhsimopoiăjhke sth deÔterh diadikasÐa gia thn epilogă tou C.

Gia tic paramètrouc thc deÔterhc perÐptwshc, h diadikasÐa 5 egguĹtai ènan proseggistikì lìgo O(n^{1/3}/n^ϵ). Autì eÐnai xekĹjaro eĹn h prÿth sunjăkh paÔshc sumbeÐ, diìti tìte o mèsoc bajmìc tou upogrĹfou pou brÐskei eÐnai Ω(n^ϵ). IsqÔei to Ðdio kai sthn perÐptwsh pou sumbeÐ h deÔterh sunjăkh paÔshc afoÔ èqoun epileqjeÐ n^{2/3}/2 korufèc. H mình mh tetrimmènh perÐptwsh eÐnai ìtan h deÔterh sunjăkh paÔshc sumbeÐ prin epileqjoÔn oi n^{2/3}/2 korufèc, allĹ tìte o proseggistikìc lìgoc mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti eÐnai stajerĹ. O lìgoc eÐnai ìti se aută thn perÐptwsh, ìlec ektìc apo èna mikrì klĹsma twn akmÿn tou G^∗_l èqoun toulĹqiston èna Ĺkro touc stic epilegmènec korufèc. ’Oso upĹrqoun Ω(n) akmèc tou G^∗_l pou den èqoun kai ta dÔo Ĺkra touc stic epilegmènec korufèc, prèpei na upĹrqei kĹpoia korufă tou G^∗_l h opoÐa den èqei epileqjeÐ akìmh kai h opoÐa èqei Ω(n^{1/3}) geÐtonec stic epilegmènec korufèc. O greedy kanìnac gia thn epilogă tou C exasfalÐzei ìti mia korufă bajmoÔ

Ω(n^{1/3}) ja epileqjeÐ. O mèsoc bajmìc tou telikoÔ upogrĹfou eÐnai Ω(n^{1/3}).

Ja anaferjoÔme tÿra sto prÿto băma thc diadikasÐac 5 pou to afăsame anexăghto. H anĹlush tou basÐzetai stouc peripĹtouc măkouc 5. Gia tic paramètrouc thc deÔterhc perÐptwshc efarmìzoume to lămma 13 ston G^∗_l kai lambĹnoume:

Isqurismìc: UpĹrqoun dÔo korufèc u, υ ston G^∗_l me W_5(u, υ) ≥ (d^∗(G, k))^5 k = Ω(n).

’Estw u kai υ oi dÔo korufèc me Ω(n) peripĹtouc măkouc 5 apo to u sto υ. ’Estw N_1, (N_2, N_3, N_4 antÐstoiqa) to sÔnolo twn korufÿn pou eÐnai prÿtec (deÔterec, trÐtec, tètartec antÐstoiqa) kata măkoc autÿn twn peripĹtwn. ’Estw F o upogrĹfoc pou epĹgetai apo thn ènwsh autwn twn sunìlwn.

ParathroÔme ìti mia korufă w mporeÐ na emfanÐzetai se pollĹ apo autĹ ta sÔnola, dhladă h w mporeÐ na eÐnai geÐtonac thc υ allĹ mporeÐ epÐshc na brÐsketai se èna monopĹti măkouc 2 apo th υ. To gegonìc autì mporeÐ na gÐnei h aitÐa kĹpoiec akmèc na metrhjoÔn pollèc forèc kai na ephreasteÐ h stajerĹ sthn analusă mac. Autì to apotèlesma taktopoieÐtai apo tic O, Θ, Ω sunartăseic pou qrhsimopoioÔme.

Apo thn upìjesh ìti d_H = O(n^{1/3}) to băma 1 thc diadikasÐac 5 efarmìzetai se grĹfouc me mègisto bajmì Δ = O(n^{1/3}). ’Epetai ìti |N_1|, |N_4| = O(n^{1/3}) kai |N_2|, |N_3| = O(n^{2/3}).

1^η UPOPERIPTWSH KĹnoume kĹpoiec upojèseic ìson aforĹ th domă tou F . KĹje upìjesh aitiologeÐtai apo to gegonìc ìti mporeÐ eÐte na epiblhjeÐ sto F eÐte na brejeÐ ènac upogrĹfoc me mèso bajmì Ω(n^ϵ). Upìjesh 1: cut(N_2, N_3) < n^{2/3+ϵ}. Aitiolìghsh: Alliÿc paÐrnoume to N_2 ⋃ N_3.

Upìjesh 2: Gia kĹje w ∈ N_2, W_3(w, υ) ≤ n^{1/3+ϵ} kai gia kĹje w ∈ N_3, W_3(w, υ) ≤ n^{1/3+ϵ}.

Aitiolìghsh: JewroÔme thn perÐptwsh pou to w ∈ N_2 kai W_3(w, υ) > n^{1/3+ϵ}. ParathroÔme ìti ìloi oi perÐpatoi măkouc 3 metaxÔ tou w kai tou υ prèpei na pernĹn dia mèsou tou N_3 kai tou N_4. JewroÔme to grĹfo pou epĹgetai apo touc geÐtonec tou w sto N_3 kai to sÔnolo N_4. AfoÔ to w èqei O(n^{1/3}) geÐtonec sto N_3, o grĹfoc autìc perièqei O(n^{1/3}) korufèc kai

Ω(n^{1/3+ϵ}) akmèc. ’Ara to prÿto băma oloklhrÿjhke.

Upìjesh 3: KĹje akmă metaxÔ tou N_2 kai tou N_3 brÐsketai se toulĹqiston Ω(n^{1/3−2ϵ}) peripĹtouc apo to υ sto u.

Aitiolìghsh: AfairoÔme kĹje akmă metaxÔ tou N_2 kai tou N_3 pou brÐsketai se ligìterouc apo n^{1/3−2ϵ} peripĹtouc măkouc 5 apo to υ sto u. AfoÔ o arijmìc twn akmÿn metaxÔ tou N_2 kai tou N_3 èinai mikrìteroc apo n^{2/3+ϵ} (apo thn prÿth upìjesh) {skotÿnoume} to polÔ O(n^{1−ϵ}) peripĹtouc diathrÿntac ìti W_5(u, υ) = Ω(n).

2^η UPOPERIPTWSH ’Estw e = (w, z) mia aujaÐreth akmă metaxÔ tou w ∈ N_2 kai tou z ∈ N_3. Apo thn upìjesh 3 h akmă e brÐsketai se p = Ω(n^{1/3−2ϵ}) peripĹtouc apo to u sto υ. OlofĹnera p = deg(w, N_1) · deg(z, N_4). ’Etsi eÐte deg(w, N_1) ≥ n^{1/6−ϵ} eÐte deg(z, N_4) ≥ n^{1/6−ϵ}. EĹn deg(z, N_4) ≥ n^{1/6−ϵ}, kaloÔme th z {kală} korufă thc e. Alliÿc kaloÔme th w {kală} korufă.

Sto shmeÐo autì ekkinoÔme thn akìloujh diadikasÐa. H diadikasÐa epilègei dÔo uposÔnola S_2 ⊆ N_2 kai S_3 ⊆ N_3 {kalÿn} korufÿn, dhladă korufÿn me megĹlouc bajmoÔc. Epanèlabe ta akìlouja 3 bămata:

1. Epèlexe mia akmă e metaxÔ tou N_2 kai tou N_3. ’Estw w eÐnai h {kală} thc korufă.

2. EĹn w ∈ N_2 prìsjese to w sto S_2, alliÿc prìsjese to w sto S_3.

3. AfaÐrese apo to F ìlec tic akmèc metaxÔ tou N_2 kai tou N_3 pou prìskeintai sth w.

ParathroÔme ìti sto băma 3 aporrÐptoume touc peripĹtouc măkouc 5 apo to υ sto u sto F pou dièrqontai apo to w. Upojètoume ìti w ∈ N_2. Apo thn upìjesh 2, W_3(w, υ) ≤ n^{1/3+ϵ}. O arijmìc twn peripĹtwn metaxÔ tou u kai tou w (oi opoÐoi eÐnai Ðsoi me deg(w, N_1)) eÐnai Ĺnw fragmènoc apo to n^{1/3}. ’Etsi o arijmìc twn peripĹtwn metaxÔ tou υ kai u pou dièrqontai apo to w eÐnai fragmènoc apo O(n^{1/3}) · n^{1/3+ϵ} = n^{2/3+ϵ}.

AfoÔ èqoume Ω(n) peripĹtouc metaxÔ tou υ kai tou u kai afoÔ kĹje epanĹlhyh afaireÐ mìno n^{2/3+ϵ} apo autoÔc, o arijmìc twn epanalăyewn mporeÐ na epileqjeÐ na eÐnai Θ(n/n^{2/3+ϵ}) = Θ(n^{1/3−ϵ}). ’Etsi o sunolikìc arijmìc {kalÿn} korufÿn pou brÐskontai apo ton algìrijmo eÐnai Θ(n^{1/3−ϵ}).

Upojètoume ìti |S_2| ≥ |S_3|. JewroÔme ton upogrĹfo pou epĹgetai apo to S_2 ⋃ N_1. Perièqei O(n^{1/3}) korufèc, apo tic opoÐec Θ(n^{1/3−ϵ}) korufèc èqoun bajmì toulĹqiston deg(w, N_1) ≥ n^{1/6−2ϵ}. ’Etsi o mèsoc bajmìc eÐnai Ω(n^{1/6−2ϵ}) ≥ n^ϵ gia ϵ ≤ 1/18. ’Etsi lambĹnoume to exăc:

Lămma 16 Gia tic paramètrouc k = Θ(n^{2/3}), d^∗(G, k) = Θ(n^{1/3}) kai d_H = Θ(n^{1/3}) h diadikasÐa 5 epitugqĹnei prosegistikì lìgo O(n^{5/18}).

ALGORIJMOS B O Algìrijmoc B efarmìzei ton Algìrijmo A kai tic diadikasÐec 4 kai 5. Gia na doÔme ìti epitugqĹnei proseggistikì lìgo O(n^{1/3−ϵ}) gia kĹpoio ϵ > 0, parathroÔme ìti h anĹlush twn diadikasiÿn 4 kai 5 mporeÐ na antistèketai se mikrèc allagèc stic paramètrouc thc eisìdou. Gia parĹdeigma, eĹn d_H ≤ n^{1−6ϵ} kai d^∗(G, k) ≥ k/n^{ϵ/3} (pou uponoeÐ ìti d^′ ≥ k/n^ϵ) tìte h diadikasÐa 4 èqei proseggistikì lìgo O(n^{1/3−ϵ}).

Paratărhsh 10 Sthn perÐptwsh pou d^∗(G, k) = Ω(k) eÐnai pijanìn na enallassìmaste metaxÔ twn diadikasiÿn 2 kai 4 kai na lĹboume ènan algìrijmo o opoÐoc gia kĹje dojèn ϵ brÐskei mia prosèggish O(n^ϵ) gia to DkS me poluplokìthta n^{O(1/ϵ)}. Se kĹje epanĹlhyh o algìrijmoc prÿta efarmìzei th diadikasÐa 2 kai stamatĹ eĹn parĹgei ènan upogrĹfo me mèso bajmì k/n^ϵ. EĹn h diadikasÐa 2 apotÔqei na parĹgei ènan tètoio upogrĹfo tìte afairoÔntai k/2 korufèc me to megalÔtero bajmì kai efarmìzetai h diadikasÐa 4. Autì èqei san apotèlesma O(n^2) nèa DkS problămata pou prèpei na lujoÔn, allĹ se kajèna apo autĹ o arijmìc twn korufÿn èqei elattwjeÐ katĹ ènan parĹgonta Ω(n^ϵ). ToulĹqiston èna apo autĹ ta mikrìtera problămata prèpei na perièqei ènan epagìmeno apo kĹpoiec korufèc upogrĹfo me puknìthta proseggistikĹ Θ(d^∗(G, k)). H diadikasÐa mporeÐ na epanalhfjeÐ se kajèna apo ta mikrìtera problămata. MetĹ apo O(1/ϵ) epanalăyeic, apomènoume me DkS problămata se grĹfouc me k ă ligìterec korufèc kai paÐrnoume ton puknìtero apo autoÔc touc grĹfouc.

Mia aploÔsterh ekdoqă tou parapĹnw epiqeirămatoc eÐdame sthn enìthta 5.2 pou deÐxame ìti eĹn o grĹfoc G perièqei mia klÐka k-korufÿn, tìte gia kĹje ϵ > 0 mporeÐ na brejeÐ ènac k-upogrĹfoc me mèso bajmì (1 − ϵ)(k − 1), se qrìno n^{O( 1}ϵ^{log n}k^).

Paratărhsh 11 Sthn ekdoqă tou DkS problămatoc ìpou oi akmèc èqoun jetikĹ bĹrh o stìqoc eÐnai na broÔme ènan k-korufÿn epagìmeno upogrĹfo me mègisto sunolikì bĹroc akmÿn. To prìblhma autì mporeÐ na anaqjeÐ sto qwrÐc bĹrh DkS prìblhma me mia apÿleia to polÔ O(log n) ston proseggistikì lìgo. PerigrĹfoume epigrammatikĹ pwc gÐnetai:

1. Klimakÿnoume ta bĹrh twn akmÿn ètsi ÿste to mègisto bĹroc pleurĹc na eÐnai n^2.

2. StrogguleÔoume proc ta pĹnw kĹje bĹroc akmăc sthn plhsièsterh dÔnamh tou dÔo.

3. LÔnoume 2 log n DkS problămata, èna gia kĹje bĹroc akmăc, (me ìlec tic Ĺllec akmèc apomakrusmènec).

4. Dialègoume thn kalÔterh apo tic O(log n) lÔseic.

8 ’Ena PTAS gia to DkS

H mèjodoc gia thn eÔresh P T AS gia puknĹ stigmiìtupa arketÿn NP-hard problhmĹtwn beltistopoÐhshc basÐzetai se dÔo teqnikèc: sthn exantlhtikă deigmatolhyÐa (exhaustive sampling) -dhladă epilègoume èna mikrì tuqaÐo sÔnolo korufÿn, manteÔoume pou baÐnoun sth bèltisth lÔsh kai qrhsimopoioÔme thn topojethsă touc gia na kajorÐsoume thn topojèthsh ìlwn twn Ĺllwn- kai sth meÐwsh tou bajmoÔ d twn periorismÿn se grammikoÔc periorismoÔc (proseggistikĹ).

Katarqăn ekfrĹzoume to prìblhma san èna tetragwnikì akèraio prìgramma. H morfă enìc tetragwnikoÔ progrĹmmatoc moiĹzei arketĹ me èna akèraio grammikì prìgramma gia to opoÐo upĹrqoun poluĹrijmec gnwstèc proseggistikèc teqnikèc. Dustuqÿc oi suntelestèc sthn antikeimenikă sunĹrthsh den eÐnai stajerèc. Wstìso h exantlhtikă deigmatolhyÐa mac epitrèpei na upologÐsoume thn timă twn suntelestÿn sth bèltisth lÔsh. FjĹnoume sthn prosèggish se trÐa bămata:

1. Qrhsimopoiÿntac thn exantlhtikă deigmatolhyÐa upologÐzoume tic timèc twn suntelestÿn thc antikeimenikăc sunĹrthshc sth bèltisth lÔsh.

2. AntikajistoÔme kĹje suntelestă me thn timă pou brăkame parapĹnw.

Autì metatrèpei to tetragwnikì prìgramma se èna grammikì akèraio prìgramma. H bèltisth lÔsh autoÔ tou grammikoÔ akèraiou progrĹmmatoc eÐnai kontĹ sth bèltisth lÔsh tou tetragwnikoÔ progrĹmmatoc.

3. Qalarÿnoume touc periorismoÔc tou akèraiou grammikoÔ progrĹmmatoc, to lÔnoume kai qrhsimopoioÔme th mèjodo randomized rounding gia na metatrèyoume th lÔsh se akèraia.

Tèloc ta parapĹnw apotelèsmata genikeÔontai gia th qrăsh touc se poluwnumikĹ akèraia progrĹmmata (P IP ). ’Ara stìqoc mac eÐnai dojèntoc enìc P IP gia kĹpoia problămata beltistopoÐhshc na broÔme mia proseggistikĹ bèltisth akèraia lÔsh. Sunepÿc o genikìc algìrijmoc èqei ta exăc trÐa bămata:

1. QrhsimopoioÔme th mèjodo randomized rounding gia na metatrèyoume kĹje efiktă klasmatikă lÔsh enìc P IP se mia efiktă akèraia lÔsh.

2. UpologÐzoume thn timă twn poluwnÔmwn qrhsimopoiÿntac th mèjodo thc exantlhtikăc deigmatolhyÐac.

3. QrhsimopoioÔme touc parapĹnw upologismoÔc mac gia na metatrèyoume touc periorismoÔc pou eÐnai bajmoÔ d se grammikoÔc periorismoÔc.

8.1 GenikĹ

Orismìc 16 ’Enac grĹfoc eÐnai δ-puknìc eĹn èqei δn^2/2 akmèc kai eÐnai pantoÔ δ-puknìc eĹn o elĹqistoc bajmìc tou eÐnai δn.

Jeÿrhma 14 UpĹrqoun P T ASs gia puknĹ stigmiìtupa twn akìloujwn pro- blhmĹtwn: MAX − CUT , MAX − DICUT , MAX − k − SAT gia kĹje stajerĹ k, DkS gia k = Ω(n), MAX − HY P ERCUT (d) gia stajerĹ d kai kĹje MAX − SNP prìblhma.

Orismìc 17 ’Ena poluwnumikì akèraio prìgramma (P IP ) eÐnai thc morfăc

max p_0(x_1, ..., x_n) (23) l_i ≤ p_i(x) ≤ u_i (i = 1, ..., m) (24) x_i ∈ {0, 1} ∀i ≤ n (25) ìpou p_0, ..., p_m eÐnai poluÿnuma.

’Otan ìla ta p_i èqoun bajmì to polÔ d, kaloÔme to prìgramma bajmoÔ d P IP .

Paratărhsh 12 Efìson ta P IP sumperilambĹnoun ta akèraia progrĹmmata eÐnai xekĹjaro ìti to na epilÔeic P IP s eÐnai NP-hard.

Orismìc 18 ’Ena n-tuqaÐwn metablhtÿn, bajmoÔ d poluÿnumo èqei leiìthta (smoothness) c eĹn h apìluth timă kĹje suntelestă, tou kĹje bajmoÔ i monwnÔmou eÐnai to polÔ c · n^{d−i}.

Orismìc 19 ’Ena c-leÐo (smooth) bajmoÔ d P IP eÐnai èna P IP sto opoÐo h antikeimenikă sunĹrthsh kai oi periorismoÐ eÐnai c-leÐa poluÿnuma me bajmì to polÔ d.

Lămma 17 (Randomized Rounding) EĹn c kai f jetikoÐ akèraioi kai 0 < ϵ < 1 tìte to akìloujo alhjeÔei gia kĹje akèraio n ≥ 0. ’Estw y = (y_i) diĹnusma n metablhtÿn, 0 ≤ y_i ≤ 1, pou ikanopoieÐ ènan orismèno grammikì periorismì α^T y = b, ìpou kĹje |α_i| ≤ c. KataskeuĹzoume èna diĹnusma z = (z_i) tuqaÐa jètontac z_i = 1 me pijanìthta y_i kai z_i = 0 me pijanìthta 1 − y_i. Tìte me pijanìthta toulĹqiston 1 − n^{−f} èqoume α^T z ∈ b ± c √ fn ln n

Lămma 18 (Randomized Rounding gia bajmoÔ d poluÿnuma) ’Estw p èna c-leÐo bajmoÔ d poluÿnumo. DÐnontac klasmatikèc timèc (y_i) tètoiec pou p(y_1, ..., y_n) = b, upìjetoume ìti h randomized rounding ekteleÐtai sta (y_i) ìpwc sto parapĹnw lămma gia na apodÿsei èna 0,1 dilanusma (z_i). Tìte me pijanìthta toulĹqiston 1 − n^{d−f} èqoume p(z_1, ..., z_n) ∈ [b ± gdn^{d− 12} √ ln n], ìpou g = 2ce √ f. Jeÿrhma 15 UpĹrqei ènac pijanotikìc poluwnumikoÔ qrìnou algìrijmoc pou lÔnei prosegggistikĹ leÐa P IP s. Sugkekrimèna dojèntoc enìc efiktoÔ cleÐou P IP bajmoÔ d me n metablhtèc, antikeimenikă sunĹrthsh p_0 kai K periorismoÔc, o algìrijmoc brÐskei mia 0/1 lÔsh z pou ikanopoieÐ p_0(z_1, ..., z_n) ≥ OP T − ϵn^d, ìpou OP T eÐnai h bèltisth lÔsh tou P IP . H lÔsh z ikanopoieÐ epÐshc kĹje bajmoÔ d^′ periorismì me ènan prìsjeto parĹgonta ϵn^{d′} gia d^′ > 1 kai ikanopoieÐ kĹje grammikì periorismì me ènan prìsjeto sfĹlma O(ϵ √ n ln n).

H poluplokìthta tou algorÐjmou eÐnai O((dKn^d)^t), ìpou t = 4c^2e^2d^2/ϵ^2 = O(1/ϵ^2).

O algìrijmoc mporeÐ na gÐnei nteterministikìc (derandomization) auxĹnontac thn poluplokìthta mìno katĹ ènan poluwnumikì parĹgonta.

Paratărhsh 13 To jeÿrhma gÐnetai pio isqurì: To P IP thc eisìdou de qreiĹzetai na eÐnai efiktì allĹ mìno proseggistikĹ efiktì (dhladă prèpei na upĹrqei èna shmeÐo pou ikanopoieÐ kĹje bajmoÔ d^′ periorismì me èna prìsjeto sfĹlma ϵ^′n^{d′} gia kĹpoio ϵ^′ < ϵ/2).

8.2 DkS ’Estw k ≥ an. EĹn ènac grĹfoc eÐnai δ-puknìc, tìte o grĹfoc pou epĹgetai apo èna tuqaÐo uposÔnolo apo k korufèc perièqei a^2δn^2/2 pleurèc kĹta mèso ìro. ’Etsi o puknìteroc upogrĹfoc perièqei toulĹqiston a^2δn^2/2 pleurèc.

MporoÔme na ekfrĹsoume to DkS san th bèltisth lÔsh tou akìloujou tetragwnikoÔ (quadratic) progrĹmmatoc max ∑ {i,j}∈E x_ix_j (26)

x_i ∈ {0, 1} (27) n∑ i=1 x_i = k (28)

To parapĹnw P IP eÐnai 1-leÐo. Apo to parapĹnw jeÿrhma xèroume pwc na broÔme èna proseggistikĹ bèltisto 0,1 diĹnusma x pou na ikanopoieÐ ∑_n i=1 x_i ∈ [k ± g √ n ln n]. MetakinoÔme to polÔ g √ n ln n korufèc mèsa ă èxw gia na pĹroume èna uposÔnolo megèjouc k. Autì ephreĹzei ton arijmì twn akmÿn pou perilambĹnontai ston upogrĹfo to polÔ katĹ gn √ n ln n = o(n^2).

9 SumperĹsmata

Katarqăn eÐdame to DS prìblhma pou aforĹ thn epilogă enìc uposunìlou korufÿn (aujaÐretou megèjouc) tètoiwn pou o epagìmenoc apo autèc upogrĹfoc na èqei mègisto mèso bajmì. Sto 4^o kefĹlaio eÐdame kĹpoiouc algìrijmouc pou aforoÔn autì to prìblhma gia kateujunìmenouc kai mh grĹfouc. ’Oloi oi algìrijmoi mporoÔn na genikeutoÔn gia thn perÐptwsh pou o grĹfoc èqei bĹrh stic pleurèc. Sth me bĹrh ekdoqă tou problămatoc de metafèretai h grammikă ektèlesh tou algorÐjmou afoÔ aută exartĹtai apo to gegonìc ìti oi bajmoÐ twn korufÿn eÐnai akèraioi fragmènoi apo to n. Wstìso oi algìrijmoi mporoÔn na ulopoihjoÔn qrhsimopoiÿntac Fibonacci stoÐbec gia na kajorÐsoume thn elaqÐstou bajmoÔ korufă se kĹje epanĹlhyh tou algìrijmou. Sthn perÐptwsh aută tìso o greedy algìrijmoc gia to f(G) ìso kai o greedy algìrijmoc gia to d(G) (gia mia monadikă timă tou c) trèqoun se qrìno O(m + n log n).

’Epeita eÐdame to DkS prìblhma pou aforĹ thn eÔresh tou k-korufÿn puknìterou upogrĹfou. DeÐxame ìti to prìblhma paramènei NP-hard ìtan periorizìmaste se grĹfouc me mègisto bajmì 3. Autì to apotèlesma eÐnai to kalÔtero dÔnato afoÔ to prìblhma epÐluetai se poluwnumikì qrìno se grĹfouc me mègisto bajmì 2. EpÐshc deÐxame ìti eĹn ènac grĹfoc èqei mia klÐka k korufÿn tìte gia kĹje 1 > ϵ > 0 eÐnai efiktì na lĹboume ènan k korufÿn upogrĹfo me toulĹqiston (1 − ϵ) (_k 2 ) akmèc me ènan n^{O((1+log n}k^{)/ϵ)} qrìnou algìrijmo. ’Etsi ektìc an to NP ⊆ T IME(n^{O(log n)}) den eÐnai NPhard na diakrÐnoume metaxÔ grĹfwn pou perièqoun mia k-klÐka kai grĹfwn stouc opoÐouc o k-puknìteroc upogrĹfoc èqei toulĹqiston (1 − ϵ) (_k 2 ) akmèc.

O algìrijmoc pou aforĹ to DkS prìblhma kai pou parousiĹsthke sto 6^o kefĹlaio mporeÐ na jewrhjeÐ to kalÔtero mèqri stigmăc apotèlesma anexartătou k. Diìti akìma kai an me th boăjeia tou hmiorismènou programmatismoÔ epitÔqoume ènan proseggistikì lìgo kontĹ sto n/k ja èqoume men kalÔtero proseggistikì lìgo gia megĹlec timèc tou k allĹ gia mikrèc timèc tou k den eÐnai gnwstì an ènac tètoioc algìrijmoc apodÐdei tìso kalĹ ìso o algìrijmoc tou 6^{oυ} kefalaÐou. Gia parĹdeigma ìtan to k ≃ n^{1/3} h prosèggish me th boăjeia tou hmiorismènou programmatismoÔ de mporeÐ na diakrÐnei metaxÔ grĹfwn pou èqoun klÐkec megèjouc k kai grĹfwn pou èqoun mìno k-korufÿn upogrĹfouc me O(k) akmèc (blèpe [4]). EidikĹ autì apokleÐei ènan proseggistikì lìgo kalÔtero apo n^{1/3}. Tèloc o algìrijmoc tou 6^{oυ} kefalaÐou mporeÐ na epektajeÐ gia na qeiristoÔme th me bĹrh ekdoqă tou DkS problămatoc epifèrontac ènan prìsjeto O(log n) parĹgonta.

10 AnoiqtĹ Erwtămata

• Sto 4^o kefĹlaio eÐdame ston orismì thc puknìthtac gia kateujunìmenouc grĹfouc pwc ta sÔnola S kai T den ătan aparaÐthto na eÐnai xèna. PoiĹ eÐnai h poluplokìthta enìc algorÐjmou pou upologÐzei mia elafrÿc tropopoihmènh puknìthta d^′(G) ìpou megistopoioÔme to d(S, T ) pĹnw se xèna metaxÔ touc sÔnola S kai T ?

ParathtoÔme ìti kĹje α-proseggistikìc algìrijmoc gia to d(G) mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na lĹboume ènan O(n)-proseggistikì algìrijmo gia to d^′(G).

• Anafèrame ìti to f(G) upologÐzetai akribÿc me algìrijmo basismèno se flow teqnikèc. Pwc ja mporoÔse autì na qrhsimopoihjeÐ gia na lĹboume ènan algìrijmo upologismoÔ tou d(G) basismèno se flow teqnikèc?

• MporeÐ na beltiwjeÐ o proseggistikìc lìgoc O(n^δ) gia kĹpoio δ < 1/3 pou prokÔptei apo ton algìrijmo pou eÐdame sto 6^o kefĹlaio?

• Sto 6^o kefĹlaio parousiĹsame ènan proseggistikì algìrijmo gia to DkS me proseggistikì lìgo O(n^δ) gia kĹpoio δ < 1/3. UpĹrqei kĹpoio ϵ > 0 tètoio pou to na epitÔqoume ènan proseggistikì lìgo O(n^ϵ) gia to DkS na eÐnai NP-hard?

• EÐnai NP-hard to na epitÔqoume ènan proseggistikì algìrijmo gia to DkS me proseggistikì lìgo 1 + ϵ gia kĹpoio ϵ > 0?

• MporeÐ na qrhsimopoihjeÐ h teqnikă tou 8^{oυ} kefalaÐou gia thn eÔresh enìc P T AS se mh puknĹ stigmiìtupa tou DkS problămatoc?

Anaforèc

[1] Finding Dense Subgraphs, Y. Asahiro - K. Iwama, Proc.6th International Symposium on Algorithms and Computation (ISAAC), LNCS, 102-111 (1995)

[2] Greedily Finding a Dense Subgraph, Y. Asahiro - K. Iwama - H.

Tamaki - T. Tokuyama, Journal of Algorithms, 34(2):203-221 (2000)

[3] The Dense k-Subgraph Problem, U. Feige - G. Kortsarz - D. Peleg, Algorithmica, 29(3):410-421 (2001)

[4] On the Densest k-Subgraph Problem, U. Feige - M. Seltser, Weizmann Institute Technical Report CS 97-16 (1997)

[5] Greedy Approximation Algorithms for Finding Dense Components in a Graph, Moses Charikar, Proceedings of APPROX (2000)

[6] Polynomial Time Approximation Schemes for Dense Instances of NP-hard problems, S. Arora - D. Karger - M. Kaprinski, Proceedings of the 27th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pp.284-293 (1995)

[7] A Fast Parametric Maximum Flow Algorithm and Applications, G.

Gallo - M. Grigoriadis - R. Tarzan, SIAM Journal on Computation, 18:30-55 (1989)

[8] Authoritative Sources in a Hyperlinked Enviroment, J. Kleinberg, Journal of the ACM, 46:604-632 (1999)

[9] Inferring Web Communities from Link Topology, D. Gibson - J.

Kleinberg - P. Raghavan, Proc. HYPERTEXT, 225-234 (1998)

[10] Random Generation of Test Instances with Controlled Attributes, Y.

Asahiro - K. Iwama - E. Miyano, DIMACS Series in Discrete Math. and Theor. Comput. Sci., 26:377-393 (1996)

[11] Introduction to Algorithms, T. Cormen - C. Leiserson - R. Rivest, The Massachusetts Institute of Technology (1990)

[12] Computational Complexity, C. Papadimitriou, Addison-Wesley Publishing Company,Inc (1994)

[13] The Web as a graph: measurments, models and methods, J. Kleinberg - R. Kumar - P. Raghavan - S. Rajagopalan - A. Tomkins, Proc. 5th Annual International Conference on Computing and Combinatorics (COCOON), 1-17 (1999)

[14] Trawlling the Web for emerging cyber-communities, R. Kumar - P.

Raghavan - S. Rajagopalan - A. Tomkins, Proc. 8th WWW Conference, Computer Networks, 31(11-16):1481-1493 (1999)