ĞĲàĺåŸ Ramsey ąŸă ĎŋŸĺčęŽâł

Šáľęł ŃŸńİŸŹåďęł

ŃĲńŸğńňőăŸąæ ŔĺæŽĺŸččŸ ŁęŽăąãł ąŸă ĂćŽęĺå§čàď č ∏ ć∀

ŔĲĺăĲőæčĲďŸ

ŚňčŹęćăľčęå 5

ĽĲŋáćŸăę 1. ŠŸ ąćŸľľăąá §ĲàĺãčŸńŸ ńęň Ramsey 7

ĽĲŋáćŸăę 2. ĞĲàĺãčŸńŸ ńçğęň Ramsey ąŸă ĎŋŸĺčęŽâł 13 1. Ę ŽćéľľŸ ńàď ňğĲĺŽĺáŋàď 13 2. Ő ĺæćęł ńđł ğňąďæńđńŸł ąŸă ńđł ľňčğáŽĲăŸł 14 3. ŃăŸ ĲŋŸĺčęŽã ľńđď ŔĲĺăŽĺŸŋăąã Śňďęćę§ĲàĺåŸ 15 4. ŃăŸ ĲŋŸĺčęŽã ľńđ ĞĲàĺåŸ Ńęďńâćàď 24

ĽĲŋáćŸăę 3. Őă ŸğŸĺőâł ńđł ĞĲàĺåŸł Ramsey 29 1. Šę §ĲéĺđčŸ ńęň Van der Waerden 29 2. Šę §ĲéĺđčŸ ńàď Hales ąŸă Jewett 33 3. Ę ŸğæŻĲăěđ ńęň Shelah 37 4. ĎąńăčéďńŸł ńŸ áďà ŋĺáŽčŸńŸ 41

ĄăŹćăęŽĺŸŋåŸ 45

4 ŔĎŘĹĎŢŐŃĎŇĂ

ŚňčŹęćăľčęå

Őă Ÿąæćęň§ęă ľňčŹęćăľčęå őĺđľăčęğęăęçďńŸă őàĺåł ğĲĺŸăńâĺà ŻăĲňąĺăďãľĲăł ľńę ąĲåčĲďę.

N = {1; 2; : : : } = ńę ľçďęćę ńàď §Ĳńăąéď ŸąĲĺŸåàď

ON = đ ąćáľđ ńàď ŻăŸńŸąńăąéď Ÿĺă§čéď |Ţ| = ę ğćđ§áĺă§čęł ńęň ľňďæćęň Ţ [n] = {1; : : : ; n}; n ∈ N [X]^k = {Y | Y ⊆ X & |Y | = k} [X]^{≤k} = {Y | Y ⊆ X & |Y | ≤ k}

ĆăŸ ćæŽęňł ŸğćæńđńŸł §Ÿ ŽĺáŋęňčĲ [n]^k Ÿďńå [[n]]^k. Ďğăğćâęď, Ĳáď đ f ŸğęńĲćĲå čåŸ ŸğĲăąæďăľđ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [Ă]^k, §Ÿ ğĺęńăčęçčĲ ńđ ŽĺŸŋã f(Ÿ_1; : : : ; Ÿ_k) Ÿďńå ńđł ńňğăąá ęĺ§æńĲĺđł f({Ÿ_1; : : : ; Ÿ_k}).

6 ŚŞŃĄŐŁĹŚŃŐĹ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 1

ŠŸ ąćŸľľăąá §ĲàĺãčŸńŸ ńęň Ramsey

Ďáď ąáğęăęł ĲğăőĲăĺãľĲă ďŸ ĲďńęğåľĲă ăľńęĺăąá ńŸ §ĲàĺãčŸńŸ ńŸ ęğęåŸ ŻăŸčæĺŋàľŸď ńđď Ĳěâćăěđ ńđł ľçŽőĺęďđł ľňďŻňŸľńăąãł, ńæńĲ ŸĺŽá ã ŽĺãŽęĺŸ §Ÿ ŻăŸğăľńéľĲă æńă čĲńŸěç áććàď ęŋĲåćĲă ďŸ ĲěęăąĲăà§Ĳå čĲ ńđ ŻđčęľåĲňľđ ńęň F.P.Ramsey ľńŸ 1930, [Ram30] ąŸ§éł ąŸă čĲ ńđ ŻęňćĲăá ńàď Erd-os ąŸă Szeker«es æğàł Ÿňńã ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńę [ES35]. ŠŸ §ĲàĺãčŸńŸ ńęň Ramsey, ńŸ ęğęåŸ ŻăŸńňğé§đąŸď ąŸă ŸğęŻĲåőńđąŸď ľńę [Ram30] čĲ ľąęğæ ńđ ŻăŸćĲçąŸďľđ Ĳďæł §âčŸńęł ńňğăąãł ćęŽăąãł, âŽăďŸď Ĳňĺâàł Žďàľńá čâľà ńđł ąŸń’ ęňľåŸď ĲğŸďŸğæŻĲăěãł ńęňł ľńŸ ğćŸåľăŸ ńàď ŽĲàčĲńĺăąéď ŻăĲĺĲňďãľĲàď ńęň [ES35]. ëąńęńĲ, ęă ŻăáŋęĺĲł ľçŽőĺęďĲł ĲąŋáďľĲăł ńęňł, âőęňď ŸďŸŻĲăőńĲå ľĲ âďŸ ĲěŸăĺĲńăąá Žæďăčę ĲĺŽŸćĲåę ŽăŸ ńđď ŸďńăčĲńéğăľđ ľňďŻňŸľńăąéď -ąŸă æőă čæďę- ğĺę- Źćđčáńàď.

Śńę ğŸĺæď ąĲŋáćŸăę §Ÿ Ÿľőęćđ§ęçčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńàď Ĳď ćæŽà §Ĳàĺđčáńàď. Ăąęćęň§ęçď ęă ŹŸľăąęå ęĺăľčęå ąŸă ęă ľňčŹęćăľčęå ğęň §Ÿ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ.

Őĺăľčæł 1. ëľńà r ∈ N. Ľá§Ĳ ŸğĲăąæďăľđ ő : S −→ [r] §Ÿ

ąŸćĲåńŸă r-őĺàčŸńăľčæł ńęň ľňďæćęň S. ĆăŸ ąá§Ĳ s ∈ S, ę ŋňľăąæł Ÿĺă§čæł ő(s) §Ÿ ąŸćĲåńŸă ńę őĺéčŸ ńęň s. ëďŸ T ⊆ S §Ÿ ąŸćĲåńŸă (ő-)čęďęőĺàčŸńăąæ Ÿď ňğáĺőĲă i ∈ [r] ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ t ∈ T , ő(t) = i.

Őĺăľčæł 2 (arrow notation). ĞŸ ŽĺáŋęňčĲ n → (l1; : : : ; lr)^k Ÿď

ŽăŸ ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ő ńęň [n]^k ňğáĺőĲă ŋňľăąæł Ÿĺă§čæł i, 1 ≤ i ≤ r ŽăŸ ńęď ęğęåę ăľőçĲă æńă ňğáĺőĲă T ⊆ [n], |T | = l_i ńâńęăę éľńĲ ńę [T ]^k ďŸ ŸğęńĲćĲå ő-čęďęőĺàčŸńăąæ ľçďęćę őĺéčŸńęł i.

ëőĲă ąŸ§ăĲĺà§Ĳå ďŸ ŸŽďęĲåńŸă ę ŻĲåąńđł k æńŸď k = 2. ŚňŽąĲąĺăčâďŸ n → (l_1; : : : ; l_r)^2 ⇔ n → (l_1; : : : ; l_r). Ďğăğćâęď, Ĳáď l_1 = : : : = l_r = l ńæńĲ ľňďđ§åİęňčĲ ďŸ ŽĺáŋęňčĲ n → (l)^k_r Ÿďńå ńęň n → (l_1; : : : ; l_r)^k ąŸ§éł ąŸă n → (l)_r Ÿďńå ńęň n → (l_1; : : : ; l_r). Ő ŻĲåąńđł r ąŸńá ąŸďæďŸ ŸŽďęĲåńŸă æńŸď r = 2, ęğæńĲ n → (l)^k ⇔ n → (l)^k_2 ⇔ n → (l; l)^k.

ĂěåİĲă ďŸ ĲğăľđčŸď§Ĳå đ ŽĺŸŋę§Ĳàĺđńăąã ĲĺčđďĲåŸ ńęň ŻĲçńĲĺęň ęĺăľčęç ľńđď ğĲĺåğńàľđ æğęň k = 2. Ő ăľőňĺăľčæł n → (l) ğŸĺâőĲă ęňľăŸľńăąá ńđď ğćđĺęŋęĺåŸ æńă ąá§Ĳ őĺàčŸńăľčæł čĲ Żçę őĺéčŸńŸ ńàď 7

8 1. ŠĂ ĽŁĂŚŚĹĽĂ ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŐŞ RAMSEY

Ÿąčéď Ĳďæł ğćãĺęňł ŽĺŸŋãčŸńęł n ąæčŹàď âğĲńŸă ńđď çğŸĺěđ l ąæč- Źàď, ęă ğĺęľğåğńęňľĲł Ÿąčâł ńàď ęğęåàď ŸğęńĲćęçď čęďęőĺàčŸńăąæ ňğęľçďęćę ńęň [n]^2. Ő ŸďŸŽďéľńđł ąŸćĲåńŸă ďŸ ĲĺčđďĲçľĲă ŸďáćęŽŸ ńęď ăľőňĺăľčæ n → (l_1; : : : ; l_r)^2.

Őĺăľčæł 3. Čę§âďńàď k; r ∈ N, ęĺåİęňčĲ

R_k(l_1; : : : ; l_r) = min{n_0 | (∀n ≥ n_0)[n → (l_1; : : : ; l_r)^k]}; Ĳáď {n_0 | (∀n ≥ n_0)[n → (l_1; : : : ; l_r)^k]} ≠ ∅

⊥, Ÿććăéł

Őă R_k ęďęčáİęďńŸă ľňďŸĺńãľĲăł Ramsey. Šę Ÿąæćęň§o, ŸğęńĲćĲå ńđď ŸğęąŸćęçčĲďđ ğĲğĲĺŸľčâďđ ĲąŻęőã ńęň §ĲàĺãčŸńęł ńęň Ramsey.

ĞĲéĺđčŸ 1. ĆăŸ ąá§Ĳ k; l1; : : : ; lr ∈ N, Rk(l1; : : : ; lr) ≠ ⊥. Ĺľę-

ŻçďŸčŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ k; l_1; : : : ; l_r ∈ N, ňğáĺőĲă n_o ∈ N ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ n ≥ n_o, n → (l_1; : : : ; l_r)^k.

ŔŸĺŸ§âńęňčĲ Ÿĺőăąá Żçę ŸğęŻĲåěĲăł ńęň §ĲàĺãčŸńęł 1 ľńđď ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ æğęň r = k = 2.

Ŕĺàńđ ĂğęŻĲăěđ (r = k = 2). ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ l ∈ N, R_2(l; 2) = R_2(2; l) = l ≠ ⊥. ČęňćĲçęďńŸł ĲğŸŽàŽăąá ňğę§âńęňčĲ æńă R_2(l_1; l_2 − 1) ≠ ⊥ ≠ R_2(l_1 − 1; l_2). ĞŸ ŻĲåěęňčĲ æńă R_2(l_1; l_2 − 1) + R_2(l_1 − 1; l_2) → (l_1; l_2) ëľńà ő âďŸł 2-őĺàčŸńăľčæł ńęň [n]^2 æğęň n = R_2(l_1; l_2 − 1) + R_2(l_1 − 1; l_2) ĎğăćâŽęňčĲ x ∈ [n] Ÿň§ŸåĺĲńŸ ąŸă §âńęňčĲ

A = {y ∈ [n] | ő(x; y) = 1} B = {y ∈ [n] | ő(x; y) = 2} = ([n] \ A) \ {x} Ďě ęĺăľčęç, |A| + |B| = n − 1 ąŸă áĺŸ ĲåńĲ |A| ≥ R_2(l_1 − 1; l_2) ã |B| ≥ R_2(l_1; l_2 − 1). ëľńà æńă |A| ≥ R_2(l_1 − 1; l_2). ŠæńĲ Ÿğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł R_2 ŽďàĺåİęňčĲ æńă ĲåńĲ

• ňğáĺőĲă T ⊆ A, |T | = l_2 ńâńęăę éľńĲ ńę [T ]^2 ďŸ ŸğęńĲćĲå čęďęőĺàčŸńăąæ ľçďęćę őĺéčŸńęł 2, ęğæńĲ ńę İđńęçčĲďę ăľőçĲă, ã • ňğáĺőĲă S ⊆ A, |S| = l_1 − 1 ńâńęăę éľńĲ ńę [S]^2 ďŸ ŸğęńĲćĲå čęďęőĺàčŸńăąæ ľçďęćę őĺéčŸńęł 1.

Śńđď ńĲćĲňńŸåŸ ğĲĺåğńàľđ §âńęňčĲ S^∗ = S ∪ {x}. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă |S^∗| = l_1. ČĲŻęčâďęň æńă S ⊆ A, ŽďàĺåİęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ s ∈ S ő({x; s}) = 1. ëğĲńŸă æńă ńę [S^∗]^2 ŸğęńĲćĲå čęďęőĺàčŸńăąæ ľçďęćę őĺéčŸńęł 1.

Őčęåàł ŻęňćĲçęňčĲ ąŸă ľńđ ğĲĺåğńàľđ æğęň |B| ≥ R_2(l_1; l_2 −1).

1. ŠĂ ĽŁĂŚŚĹĽĂ ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŐŞ RAMSEY 9

ČĲňńĲĺđ ĂğęŻĲăěđ (r = k = 2). ĂĺąĲå ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ

l ∈ N, 2^{2l−1} − 1 → (l). ĞĲàĺęçčĲ ľçďęćę S1, |S1| ≥ 2^{2l−1} − 1 ąŸă

ľńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ âďŸ 2-őĺàčŸńăľčæ ő ńęň [S_1]^2. ŐĺåİęňčĲ ľçďęćŸ S_i ąŸă ľńęăőĲåŸ x_i ∈ S_i, 1 ≤ i ≤ 2l − 1, čâľà ńđł Ÿąæćęň§đł ŻăŸŻăąŸľåŸł 1. Ďáď ńę S_i âőĲă ęĺăľńĲå, ĲğăćâŽęňčĲ x_i ∈ S_i Ÿň§ŸåĺĲńŸ. 2. Ďáď ńę x_i ∈ S_i âőĲă ęĺăľńĲå, §âńęňčĲ

T^i_j = {u ∈ S_i | ő(x_i; u) = j}, j = 1; 2

3. ĞâńęňčĲ S_{i+1} ďŸ ĲåďŸă ńę čĲŽŸćçńĲĺę ľĲ ğćđ§ăąæńđńŸ Ÿğæ ńŸ T^i_1 ąŸă T^i_2.

ČĲŻęčâďęň æńă |T^i_1| + |T^i_2| = |S_i| − 1, âğĲńŸă æńă

|S_{i+1}| ≥

|S_i| − 1 2 ŚňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ńę |S_1| ĲåďŸă ŸĺąĲńá čĲŽáćę éľńĲ ďŸ ęĺåİęďńŸă ńŸ x_1; : : : ; x_{2l−1} ğĺęńęç đ ğŸĺŸğáďà ŻăŸŻăąŸľåŸ ńĲĺčŸńåľĲă (S_i = ∅).

ŐĺåİęňčĲ őĺàčŸńăľčæ ő^∗ : {x_1; : : : ; x_{2l−1}} −→ {1; 2} âńľă éľńĲ

ő^∗(x_i) = j ⇔ ő(x_i; y) = j ŽăŸ y ∈ S_{i+1}

Ő ő^∗ ŻăŸčĲĺåİĲă ńęňł 2l − 1 Ÿĺă§čęçł ľĲ Żçę ľçďęćŸ. ŚňďĲğéł ňğáĺőęňď l Ÿĺă§čęå x_{i1} ; : : : ; x_{il} ńâńęăęă éľńĲ ńę ő^∗(x_{is}) ďŸ ğŸĺŸčâďĲă ľńŸ- §Ĳĺæ ŽăŸ ąá§Ĳ 1 ≤ s ≤ l. ëğĲńŸă áčĲľŸ æńă ńę [{x_{i1} ; : : : ; x_{il}}]^2 ĲåďŸă ő-čęďęőĺàčŸńăąæ.

Ę ğĺéńđ ŸğæŻĲăěđ ğćĲęďĲąńĲå âďŸďńă ńđł ŻĲçńĲĺđł àł ğĺęł ńđď Ĳąńåčđľđ ŸąĺăŹâľńĲĺęň áďà ŋĺáŽčŸńęł ńđł R_2. Ę ŹŸľăąã æčàł ăŻâŸ ńđł ŻĲçńĲĺđł ŸğæŻĲăěđł, đ ęğęåŸ âŽąĲăńŸă ľńđď ŸďŸŽàŽã ńęň őĺàčŸńăľčęç Ÿąčéď ľĲ őĺàčŸńăľčæ ąæčŹàď, ŸďŸŻĲăąďçĲńŸă őĺãľăčđ ľĲ âďŸ ĲňĺçńĲĺę ŋáľčŸ ğĺęŹćđčáńàď.

ĂğęŻĲăěđ ĞĲàĺđčŸńęł 1. ČęňćĲçęňčĲ čĲ ĲğŸŽàŽã ľńę k. Ăď k = 1 ńæńĲ ğĺęŋŸďéł 1 + r∑ i=1 (l_i − 1) → (l_1; : : : ; l_r)^1

ëľńà æńă ńę İđńęçčĲďę ăľőçĲă ŽăŸ k−1. ĂĺąĲå ŽăŸ ńę ńňőŸåę l ďŸ ŹĺęçčĲ n ńâńęăę éľńĲ n → (l)^k_r . ëľńà n \ŸĺąĲńá čĲŽáćę" (§Ÿ ŽåďęňčĲ ğĲĺăľľæńĲĺę ľŸŋĲåł ğŸĺŸąáńà) ąŸă ő âďŸł r-őĺàčŸńăľčæł ńęň [n]^k. ĎğăćâŽęňčĲ a_1; : : : ; a_{k−2} ∈ [n] Ÿň§ŸåĺĲńŸ ąŸă §âńęňčĲ S_{k−2} = [n] \ {a_1; : : : ; a_{k−2}}. ŐĺåİęňčĲ ľçďęćŸ S_i ąŸă ľńęăőĲåŸ a_i ∈ S_i, i ≥ k − 2 àł Ÿąęćęç§àł

10 1. ŠĂ ĽŁĂŚŚĹĽĂ ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŐŞ RAMSEY

1. Ăď ńę S_i âőĲă ęĺăľńĲå, ĲğăćâŽęňčĲ a_{i+1} ∈ S_i Ÿň§ŸåĺĲńŸ. 2. ČăŸčĲĺåİęňčĲ ńę S_i \ {a_{i+1}} čâľà ńđł ľőâľđł ∼_i

x ∼_i y ⇔ ŽăŸ ąá§Ĳ T ⊆ {a_1; : : : ; a_{i+1}} ğćđ§ăąæńđńŸł k − 1; ő(T ∪ {x}) = ő(T ∪ {y}) 3. ĞâńęňčĲ S_{i+1} ďŸ ĲåďŸă đ čĲŽŸćçńĲĺđ (àł ğĺęł ńđď ğćđ§ăąæńđńŸ) ąćáľđ ăľęŻňďŸčåŸł.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ i ≥ k −2, đ ľőâľđ ∼_i ğŸĺáŽĲă ńę ğęćç r

`_{i+1} k−1 ´ ąćáľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł. ĎåďŸă ĲčŋŸďâł æńă

S_{i+1} ⊆ S_i \ {a_{i+1}} ąŸă |S_{i+1}| ≥ |S^i − 1| r `_{i+1} k−1 ´

ĞâńęňčĲ t = R_{k−1}( r l; : : : ; l) (őĺãľđ ĲğŸŽàŽăąãł ňğæ§Ĳľđł) ąŸă Ĳğăćâ- ŽęňčĲ ńę n Ÿĺąęçďńàł čĲŽáćę éľńĲ đ ğŸĺŸğáďà ŻăŸŻăąŸľåŸ ďŸ ľňďĲőăľńĲå ńęňćáőăľńęď čâőĺă ďŸ ęĺăľńĲå ńę a_t. ŚňŽąĲąĺăčâďŸ, đ ĲğăćęŽã ńęň n ĲåďŸă ńâńęăŸ éľńĲ Ÿď §ĲàĺãľęňčĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ u_{k−2} = n − (k − 2)

u_{i+1} = (u_i − 1)r

`_{i+1} k−1 ´

ďŸ Ÿćđ§ĲçĲă æńă u_t ≥ 1. ĂĺąĲå ďŸ §âľęňčĲ n = 2r^c æğęň c = ∑_{t−1} i=k−1

(_{i+1} k−1 ) . ĎğăąĲďńĺéďęňčĲ ńđď ğĺęľęőã čŸł ľńđď Ÿąęćęň§åŸ a_1; : : : ; a_t. Ďáď 1 ≤ i_1 < i_2 < : : : < i_{k−1} < s ≤ t, ńæńĲ a_s ∈ S_{s−1} ⊆ S_{ik−1} ąŸă áĺŸ ő({a_{i1} ; : : : ; a_{ik−1} ; a_s}) = ő({a_{i1} ; : : : ; a_{ik−1} ; a_j});

ŽăŸ ąá§Ĳ j ńâńęăę éľńĲ i_{k−1} < j ≤ t. ŐĺåİęňčĲ őĺàčŸńăľčæ ő^∗ ğáďà Ÿğæ ńę [{a_1; : : : ; a_t}]^{k−1} àł Ĳěãł,

ő^∗({a_{i1}; : : : ; a_{ik−1} }) = ő({a_{i1} ; : : : ; a_{ik−1} ; a_s}) æğęň i_{k−1} < s ≤ t îńŸď i_{k−1} = t ęĺåİęňčĲ ńę ő^∗ Ÿň§ŸåĺĲńŸ. Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńęň t âğĲńŸă æńă ňğáĺőĲă ňğęŸąęćęň§åŸ b_1; : : : ; b_l đ ęğęåŸ ĲåďŸă čęďęőĺàčŸńăąã ňğæ ńęď ő^∗. ĆăŸ ąá§Ĳ 1 ≤ j_1 < j_2 < : : : < j_{k−1} < j_k ≤ l, ő({b_{j1} ; : : : ; b_{jk−1} ; b_{jk} }) = ő^∗({b_{j1} ; : : : ; b_{jk−1} }) ąŸă áĺŸ ńę [{b_1; : : : ; b_l}]^k ŸğęńĲćĲå ő-čęďęőĺàčŸńăąæ ľçďęćę.

Őĺăľčæł 4 (Erd-os-Rado relation). ëľńà ć; č; ď ğćđ§áĺă§čęă ąŸă

k ∈ N. ĞŸ ŽĺáŋęňčĲ ć → (č)^k_ď Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ľçďęćę Ţ ğćđ§ăąæńđ-

ńŸł ć ąŸă ąá§Ĳ ŸğĲăąæďăľđ ő : [Ţ]^k −→ ď, ňğáĺőĲă Y ⊆ Ţ, |Y | = č ńâńęăę éľńĲ đ ő ďŸ ĲåďŸă ľńŸ§Ĳĺã ğáďà Ÿğæ ńę [Y ]^k.

1. ŠĂ ĽŁĂŚŚĹĽĂ ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŐŞ RAMSEY 11 Šę Ÿąæćęň§ę ŸğęńĲćĲå ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ ńđł áğĲăĺđł ĲąŻęőãł ńęň §ĲàĺãčŸńęł ńęň Ramsey.

ĞĲéĺđčŸ 2. ĆăŸ ąá§Ĳ r ∈ N, ℵ0 → (ℵ0)^2_r. ĹľęŻçďŸčŸ ŽăŸ ąá§Ĳ

ğĲğĲĺŸľčâďę őĺàčŸńăľčæ ő ńęň [N]^2, ňğáĺőĲă áğĲăĺę A ⊆ N ńâńęăę éľńĲ ńę [A]^2 ďŸ ĲåďŸă čęďęőĺàčŸńăąæ.

ĂğęŻĲăěđ. ëľńà ő âďŸł r-őĺàčŸńăľčæł ńęň [N]^2. ĆăŸ ąá§Ĳ i ∈ N,

ęĺåİęňčĲ ľçďęćę S_i ąŸă x_i ∈ S_i àł Ĳěãł

1. S_1 = N 2. Ďáď ńę S_i âőĲă ęĺăľńĲå, ĲğăćâŽęňčĲ x_i ∈ S_i Ÿň§ŸåĺĲńŸ. 3. Ďáď ńę x_i âőĲă ęĺăľńĲå, §âńęňčĲ

T^i_j = {u ∈ S_i | ő(x_i; u) = j}, j = 1; : : : ; r 4. ĞâńęňčĲ S_{i+1} ďŸ ĲåďŸă âďŸ Ÿğæ ńŸ T^i_j áğĲăĺđł ğćđ§ăąæńđńŸł.

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ i < j ≤ k; ő(x_i; x_j) = ő(x_i; x_k). ŐĺåİęňčĲ őĺàčŸńăľčæ ő^∗ ğáďà Ÿğæ ńę {x_i | i ∈ N} àł Ĳěãł ő^∗(x_i) = ő(x_i; x_{i+1}) Ő ő^∗ ğŸĺâőĲă čăŸ ğĲğĲĺŸľčâďđ ŻăŸčâĺăľđ ńęň {x_i | i ∈ N} ąŸă áĺŸ ňğáĺőĲă őĺéčŸ c ąŸă (áğĲăĺđ) ňğęŸąęćęň§åŸ x_{i1} ; x_{i2} ; : : : âńľă éľńĲ ő^∗(x_{is} ) = c ŽăŸ ąá§Ĳ s ∈ N ŚňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ 1 ≤ s < t, ő(x_{is} ; x_{it}) = ő^∗(x_{is} ) = c, ęğæńĲ ńę [{x_{i1}; x_{i2} ; : : : }]^2 ĲåďŸă čęďęőĺàčŸńăąæ.

Šę §ĲéĺđčŸ 2 ŽĲďăąĲçĲńŸă àł Ÿąęćęç§àł.

ĞĲéĺđčŸ 3 (Erd-os-Rado). ĆăŸ ąá§Ĳ č; ď ğćđ§Ÿĺå§čęňł ąŸă ąá§Ĳ

k ∈ N, ňğáĺőĲă ğćđ§áĺă§čęł ć ńâńęăęł éľńĲ ć → (č)^k_ď .

ĆăŸ ğĲĺăľľæńĲĺĲł ćĲğńęčâĺĲăĲł ľőĲńăąá čĲ ńę §ĲéĺđčŸ 3, ę ŸďŸ- Žďéľńđł ğŸĺŸğâčğĲńŸă ľńę [Kun77] ąŸ§éł ąŸă ľńăł ĲąĲå ŸďŸŋĲĺæčĲďĲł ğŸĺŸğęčğâł.

12 1. ŠĂ ĽŁĂŚŚĹĽĂ ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŐŞ RAMSEY

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 2

ĞĲàĺãčŸńŸ ńçğęň Ramsey ąŸă ĎŋŸĺčęŽâł

1. Ę ŽćéľľŸ ńàď ňğĲĺŽĺáŋàď

Šę 1973 ęă ŋăćęľęŋăąâł ŻăĲĺĲňďãľĲăł ńàď H.Burkill ąŸă L.Mirsky ŸďâŻĲăěŸď àł ęňľăéŻĲł ŽďéĺăľčŸ ńđł čŸ§đčŸńăąãł Ĳğăľńãčđł ńęď Ĳďńęğăľčæ \ąŸďęďăąéď" ňğęŻęčéď. Ę ąŸďęďăąæńđńŸ Ÿŋęĺá, ŹĲŹŸåàł, ńđď çğŸĺěđ ľđčŸďńăąæńĲĺđł ęĺŽáďàľđł ńđł ňğęŻęčãł àł ğĺęł ńđď Ÿĺőăąã Żęčã.

Ăğæ ńĲőďăąãł áğęŕđł ąŸă Ÿľőâńàł ŋăćęľęŋăąãł ńęğę§âńđľđł, ńŸ §ĲàĺãčŸńŸ ńęň Ramsey ĲďńáľľęďńŸă áčĲľŸ ľńę Ĳď ćæŽà ğćŸåľăę. Šę åŻăę ăľőçĲă ąŸă ŽăŸ čåŸ ĲňĺçńĲĺđ ąŸńđŽęĺåŸ ăľőňĺăľčéď æğęň ŻđćéďĲńŸă æńă ŽăŸ n ŸĺąĲńá čĲŽáćę, ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæł ńęň [n]^k - ã ąáğęăŸł Żęčãł ğęň ĲěŸĺńáńŸă Ÿğæ ńę n - ğŸĺâőĲă âďŸ čęďęőĺàčŸńăąæ ňğæőàĺę, ĲŋęŻăŸľčâďę čĲ ęĺăľčâďĲł ăŻăæńđńĲł. Őă ĲąáľńęńĲ ăŻăæńđńĲł ąŸ§ęĺåİęňď ąŸă ńęď ĲąáľńęńĲ ăľőňĺăľčæ, ę ęğęåęł, Ĳŋæľęď âőĲă ŸğęŻĲăőńĲå, ľňďđ§å- İĲńŸă ďŸ ŸğęąŸćĲåńŸă §ĲéĺđčŸ ńçğęň Ramsey. ŠŸ Ÿąæćęň§Ÿ ŸğęńĲćęçď ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ §Ĳàĺđčáńàď ńçğęň Ramsey.

Ramsey: ĆăŸ ąá§Ĳ l; r; k ňğáĺőĲă n_0 ń.à. ŽăŸ ąá§Ĳ n ≥ n_0 ąŸă ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ńęň [n]^k ďŸ ňğáĺőĲă čęďęőĺàčŸńăąæ [l]^k.

Van der Waerden: ĆăŸ ąá§Ĳ l; r ňğáĺőĲă n_0 ń.à. ŽăŸ ąá§Ĳ n ≥ n_0 ąŸă ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ńęň [n] ďŸ ňğáĺőĲă čęďęőĺàčŸńăąã Ÿĺă§- čđńăąã ğĺæęŻęł {a; a + d; : : : ; a + (l − 1)d} ⊆ [n] čãąęňł l.

Schur: ĆăŸ ąá§Ĳ r, ňğáĺőĲă n_0 ń.à. ŽăŸ ąá§Ĳ n ≥ n_0 ąŸă ąá§Ĳ r őĺàčŸńăľčæ ńęň [n] ďŸ ňğáĺőęňď x; y; z ∈ [n] åŻăęň őĺéčŸńęł ńâńęăŸ éľńĲ x + y = z.

Hales-Jewett: ĆăŸ ąá§Ĳ r; k ňğáĺőĲă n_0 ń.à. ŽăŸ ąá§Ĳ n ≥ n_0 ąŸă ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ńęň n-ŻăáľńŸńęň ąçŹęň

C^n_k = {(x_1; : : : ; x_n) | x_i ∈ {0; 1; : : : ; k − 1}; 1 ≤ i ≤ n}

ďŸ ňğáĺőĲă čęďęőĺàčŸńăąã \Ĳň§ĲåŸ" Ĳďńæł ńęň C^n_k . Ę âďďęăŸ ńđł \Ĳň§ĲåŸł" ğęň ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńę §ĲéĺđčŸ ńàď Hales ąŸă Jewett §Ÿ ŸğęľŸŋđďăľńĲå ľńę ąĲŋáćŸăę 3.

Őĺăę§ĲńĲåńŸă ľńđ ľňďâőĲăŸ âďŸ ĲąŋĺŸľńăąæ ğćŸåľăę ńę ęğęåę čŸł ğŸĺâőĲă ńđ ŻňďŸńæńđńŸ ńňğęğęåđľđł ąŸă àł Ĳą ńęçńęň čŸ§đčŸńăąãł ĲğĲěĲĺŽŸľåŸł ńàď ăľőňĺăľčéď ńçğęň Ramsey. 13

14 2. ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŞŔŐŞ RAMSEY ĽĂĹ ĎŤĂŘŃŐĆĎŚ

Őĺăľčæł 5. ëďŸł ňğĲĺŽĺáŋęł H = (V; E) ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ

ľçďęćę ąęĺňŋéď V ąŸă âďŸ ľçďęćę E ⊆ P(V ). ŠŸ X ∈ E ąŸćęçďńŸă ňğĲĺŸąčâł ńęň V .

Őĺăľčæł 6. ŃåŸ ŸğĲăąæďăľđ ő : V −→ [r] ąŸćĲåńŸă r-őĺàčŸńăľčæł

ńęň ňğĲĺŽĺáŋęň H Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ X ∈ E, ňğáĺőęňď x_1; x_2 ∈ X ńâńęăŸ éľńĲ ő(x_1) ≠ ő(x_2).

Őĺăľčæł 7. Ő őĺàčŸńăąæł Ÿĺă§čæł ő(H) Ĳďæł ňğĲĺŽĺáŋęň H ęĺå-

İĲńŸă àł ę Ĳćáőăľńęł r ∈ N ŽăŸ ńęď ęğęåę ňğáĺőĲă âďŸł r-őĺàčŸńăľčæł ńęň H.

ŠŸ ŻăáŋęĺŸ §ĲàĺãčŸńŸ ńçğoň Ramsey ĲąŋĺáİęďńŸă ľńđ ŽćéľľŸ ńàď ňğĲĺŽĺáŋàď àł ęĺăŸąâł ľňď§ãąĲł őĺàčŸńăąéď Ÿĺă§čéď. ŠŸ Ÿąæćęň§Ÿ ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ ňğęŻĲăąďçęňď ńęď ńĺæğę ąŸă ę ŸďŸŽďéľńđł ąŸćĲåńŸă ďŸ ńęď ŸďŸąŸćçŕĲă.

Ramsey: ĞâńęňčĲ H_{n;k;l} = (V_{n;k;l}; E_{n;k;l}) æğęň V_{n;k;l} = [n]^k ąŸă E_{n;k;l} = {[S]^k | S ∈ [n]^l}. ŠæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ l; r; k ňğáĺőĲă n_0 ń.à. ŽăŸ ąá§Ĳ n ≥ n_0, ő(H_{n;k;l}) > r. ĹľęŻçďŸčŸ,

lim_{n→∞} ő(H_{n;k;l}) = ∞ ŽăŸ ąá§Ĳ k; l

Hales-Jewett: ĞâńęňčĲ H_{n;k} = (V_{n;k}; E_{n;k}) æğęň V_{n;k} = C^n_k ąŸă E_{n;k} ĲåďŸă ńę ľçďęćę ńàď \Ĳň§Ĳăéď" ńęň C^n_k . ŠæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ k; r ňğáĺőĲă n_0 ń.à. ŽăŸ ąá§Ĳ n ≥ n_0, ő(H_{n;k}) > r. ĹľęŻçďŸčŸ,

lim_{n→∞} ő(H_{n;k}) = ∞ ŽăŸ ąá§Ĳ k

2. Ő ĺæćęł ńđł ğňąďæńđńŸł ąŸă ńđł ľňčğáŽĲăŸł Őĺăľčæł 8. ëľńà H = (V; E) âďŸł ňğĲĺŽĺáŋęł. ŐĺåİęňčĲ àł T (H) (ľňďáĺńđľđ Tur«an) ńęď Ĳćáőăľńę ŋňľăąæ Ÿĺă§čæ T ŽăŸ ńęď ęğęåę ăľőçĲă æńă ąá§Ĳ W ⊆ V ğćđ§ăąæńđńŸł T , ğĲĺăâőĲă čåŸ ňğĲĺŸąčã.

Čę§âďńęł ňğĲĺŽĺáŋęň H = (V; E), §âńęňčĲ

ń(H) =

T (H) |V | ĞĲéĺđčŸ 4. ń(H) ≤ r^{−1} ⇒ ő(H) > r ĂğęŻĲăěđ. ëľńà r ∈ N ąŸă H = (V; E) âďŸł ňğĲĺŽĺáŋęł ńâńęăęł

éľńĲ ń(H) ≤ r^{−1}. ĞĲàĺęçčĲ ő ńňőŸåę r-őĺàčŸńăľčæ ńęň ľňďæćęň V . ŚçčŋàďŸ čĲ ńđď Ÿĺőã ńęň ğĲĺăľńĲĺéďŸ, ę ő ğŸĺŸčâďĲă ľńŸ§Ĳĺæł ğáďà Ÿğæ ńęňćáőăľńęď |V | · r^{−1} ąęĺňŋâł ęğæńĲ, ąáďęďńŸł őĺãľđ ńđł ňğæ§Ĳľđł čŸł, ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ő(H) > r.

3. ŃĹĂ ĎŤĂŘŃŐĆĘ ŚŠĘŇ ŔĎŘĹĆŘĂŤĹĽĘ ŚŞŇŐŁŐĞĎŮŘĹĂ 15

ĞĲéĺđčŸ 5. limn→∞ ń(Hn) = 0 ⇒ limn→∞ ő(Hn) = ∞

ĂğęŻĲăěđ. ëğĲńŸă áčĲľŸ Ÿğæ ńę §ĲéĺđčŸ 4.

Őĺăľčæł 9. ëľńà H = (V; E) âďŸł ňğĲĺŽĺáŋęł ąŸă W ⊆ V . Ůł

ğĲĺăęĺăľčæ ńęň H ľńę W ęĺåİęňčĲ ńęď ňğĲĺŽĺáŋę H_W = (W; E_W ) æğęň E_W = {X ∈ E | X ⊆ W }.

ĞĲéĺđčŸ 6. ëľńà H = (V; E) âďŸł ňğĲĺŽĺáŋęł ńâńęăęł éľńĲ

ąá§Ĳ X ∈ E ďŸ ĲåďŸă ğĲğĲĺŸľčâďę (Ÿććá ńę V ĲďŻâőĲńŸă ďŸ ĲåďŸă áğĲăĺę). Şğę§âńęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ğĲğĲĺŸľčâďę W ⊆ V Ÿćđ§ĲçĲă æńă ő(H_W ) ≤ r. ŠæńĲ ő(H) ≤ r.

ĂğęŻĲăěđ. ëľńà T = {f | f : V −→ [r]}. ĎŋęŻăáİęňčĲ ńę [r] čĲ

ńđ ŻăŸąĺăńã ńęğęćęŽåŸ ąŸă ńę T čĲ ńđď ĲğŸŽæčĲďđ ńęğęćęŽåŸ ŽăďæčĲďę. ĆăŸ ąá§Ĳ u_1; : : : ; u_n ∈ V ąŸă Ĳ_1; : : : ; Ĳ_n ∈ [r], §âńęňčĲ

S_{u1;::: ;un;Ĳ1;::: ;Ĳn} = {f | f(u_i) = Ĳ_i; 1 ≤ i ≤ n}

ŠŸ ğŸĺŸğáďà S ĲåďŸă ąćĲăľńŸďęăőńá ąŸă ľőđčŸńåİęňď čåŸ Źáľđ ŽăŸ ńđď ńęğęćęŽåŸ ńęň T . Šę [r], ğĺęŋŸďéł, ŸğęńĲćĲå ľňčğŸŽã ńęğęćęŽăąæ őéĺę ąŸă áĺŸ, ľçčŋàďŸ čĲ ńę §ĲéĺđčŸ ńęň Tychono¸, ę T ĲåďŸă ľňčğŸ- Žãł. ĆăŸ ąá§Ĳ ğĲğĲĺŸľčâďę, čđ-ąĲďæ W ⊆ V §âńęňčĲ

F_W = {f ∈ T | (∀X ∈ E) [X ⊆ W → (∃x_1; x_2 ∈ X)f(x_1) ≠ f(x_2)]}

ŚçčŋàďŸ čĲ ńăł ňğę§âľĲăł ńęň §ĲàĺãčŸńęł, ąá§Ĳ F_W ĲåďŸă ąćĲăľńŸďęăőńæ ąŸă Żăáŋęĺę ńęň ąĲďęç. Ďğăğćâęď, Ÿď W ⊆ W^′ ńæńĲ F_W ⊇ F_W ′ . ŚňďĲğéł, Ĳáď ńŸ W_1; : : : ; W_m ĲåďŸă ğĲğĲĺŸľčâďŸ, čđ-ąĲďá ňğęľçďęćŸ ńęň V ńæńĲ F_{W1} ∩ : : : ∩ F_{Wm} ⊇ F_{W1∪:::∪Wm} ≠ ∅. ŚňďňğęćęŽåİęďńŸł ńđ ľňčğáŽĲăŸ ńęň Š, ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ňğáĺőĲă f ∈ ⋂ {F_W | W ⊆ V; W ğĲğĲĺŸľčâďę, čđ-ąĲďæ}

ëğĲńŸă áčĲľŸ æńă đ ŸğĲăąæďăľđ f ŸğęńĲćĲå ńęď İđńęçčĲďę r-őĺàčŸńăľčæ ńęň Ę.

3. ŃăŸ ĲŋŸĺčęŽã ľńđď ŔĲĺăŽĺŸŋăąã Śňďęćę§ĲàĺåŸ

Śńđ ğŸĺęçľŸ ĲďæńđńŸ §Ÿ §åěęňčĲ ńę §âčŸ ńàď ğćđ§Ÿĺå§čàď Ramsey čĲ ľąęğæ ńđ čĲćâńđ ńđł ńęğęćęŽåŸł ńęň őéĺęň ńęň Baire ąŸă ăŻăŸåńĲĺŸ ńđł ğĺęŹęćăąãł ăĲĺŸĺőåŸł. ĎăŻăąæńĲĺŸ, ŻĲŻęčâďđł ńđł çğŸĺěđł čĲńĺãľăčàď ğćđ§Ÿĺå§čàď, §Ÿ ŸğęŻĲåěęňčĲ čåŸ ğŸăŽďăę§Ĳàĺđńăąã ăŻăæńđńŸ ńàď ŸďŸćňńăąéď ľňďæćàď, ńđ ćĲŽæčĲďđ ğĺęľŻăęĺăľńæńđńŸ. Šę ľňŽąĲąĺăčâďę ŸğęńâćĲľčŸ ŻăâğĲńŸă Ÿğæ âďńęďŸ §ĲčĲćăŸąæ őŸĺŸąńãĺŸ ąŸ§éł ŸďŸŻĲăąďçĲă ęĺăľčâďŸ ľńęăőĲåŸ ńđł ŸććđćĲğåŻĺŸľđł ğęň ğŸĺęňľăáİęňď ńŸ ŻăáŋęĺŸ ŸěăéčŸńŸ ňŕđćéď ğćđ§Ÿĺå§čàď čĲ ńđ ğĲĺăŽĺŸŋăąã ľňďęćę§ĲàĺåŸ.

16 2. ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŞŔŐŞ RAMSEY ĽĂĹ ĎŤĂŘŃŐĆĎŚ Őĺăľčæł 10. Ůł ŋåćńĺę ğáďà Ÿğæ âďŸ ľçďęćę Ţ ęĺåİęňčĲ čăŸ ęă-

ąęŽâďĲăŸ F ňğęľňďæćàď ńęň Ţ ŽăŸ ńđď ęğęåŸ ăľőçęňď ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ 1. ∅ =∈ F, X ∈ F 2. Ĳáď A ∈ F ąŸă A ⊆ B, ńæńĲ B ∈ F 3. Ĳáď A; B ∈ F, ńæńĲ A ∩ B ∈ F

ĆăŸ ąá§Ĳ ğćđ§áĺă§čę ą, ńę ńňőŸåę ŋåćńĺę F ğáďà Ÿğæ ńę ľçďęćę Ţ §Ÿ ąŸćĲåńŸă ą-ğćãĺĲł Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ć < ą ąŸă ąá§Ĳ ęăąęŽâďĲăŸ (Ă_ě)_{ě<ć} ňğęľňďæćàď ńęň Ţ, Ÿćđ§ĲçĲă æńă

(∀ě < ć)Ă_ě ∈ F ⇒ ⋂ ě<ć Ă_ě ∈ F

ëďŸ ŋåćńĺę F §Ÿ ąŸćĲåńŸă ňğĲĺŋåćńĺę Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ A ⊆ X, ĲåńĲ A ∈ F ĲåńĲ Ţ \ A ∈ F. ëďŸ ňğĲĺŋåćńĺę U §Ÿ ąŸćĲåńŸă ńĲńĺăččâďę Ÿď ňğáĺőĲă x_0 ∈ X ń.à. U = U(x_0) = {A ⊆ X | x_0 ∈ A}.

Őĺăľčæł 11. ëďŸł ğćđ§áĺă§čęł ą > ℵ0 §Ÿ ąŸćĲåńŸă čĲńĺãľăčęł Ÿď

ĲğăŻâőĲńŸă âďŸ čđ-ńĲńĺăččâďę, ą-ğćãĺĲł ňğĲĺŋåćńĺę.

Ę çğŸĺěđ čĲńĺãľăčàď ğćđ§Ÿĺå§čàď ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńđ Ÿğæ ńŸ ŸěăéčŸńŸ ńđł ZF C ąŸă ľňďăľńá ńđ ćĲŽæčĲďđ ňğæ§Ĳľđ ńàď čĲńĺãľăčàď ğćđ- §Ÿĺå§čàď (MC).

MC ⇔ ňğáĺőĲă ńęňćáőăľńęď âďŸł čĲńĺãľăčęł ğćđ§áĺă§čęł ŚĲ ąá§Ĳ ňğĲĺŋåćńĺę U ğáďà Ÿğæ ńęď ğćđ§áĺă§čę ą ŸďńăľńęăőęçčĲ âďŸ čâńĺę č_U : P(ą) −→ {0; 1} àł Ĳěãł

č_U (Ă) = { 1 Ÿď A ∈ U 0 Ÿď ą-A ∈ U

Ďáď ńę U ĲåďŸă ą-ğćãĺĲł, ńæńĲ ńę č_U ĲåďŸă ą-ğĺęľ§Ĳńăąæ, ŻđćŸŻã ŽăŸ ąá§Ĳ ć < ą ąŸă ąá§Ĳ ęăąęŽâďĲăŸ {Ă_ě}_{ě<ć} ěâďàď Ÿďá Żçę ňğęľňďæćàď ńęň ą, ăľőçĲă æńă č_U ( ⋃ ě<ć Ă_ě) = ∑ ě<ć č(Ă_ě)

ĂďńåľńĺęŋŸ, Ĳáď ńę č ĲåďŸă âďŸ ą-ğĺęľ§Ĳńăąæ Żåńăčę čâńĺę ğáďà Ÿğæ ńę ŻňďŸčęľçďęćę ńęň ą, ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ě, č({ě}) = 0 ąŸă č(ą) = 1, ńæńĲ đ ęăąęŽâďĲăŸ U_č = {A | č(Ă) = 1} ŸğęńĲćĲå âďŸ čđ-ńĲńĺăččâďę, ą-ğćãĺĲł ňğĲĺŋåćńĺę ńęň ğćđ§Ÿĺå§čęň ą.

Čę§âďńęł ğćđ§Ÿĺå§čęň ą ąŸă ňğĲĺŋåćńĺęň U ğáďà Ÿğæ ńę ą, ęĺåİęňčĲ čåŸ ľőâľđ ⪯ čĲńŸěç ńàď ľńęăőĲåàď ńęň ą^ą àł Ĳěãł f ⪯ g ⇔ {ě | f(ě) ≤ g(ě)} ∈ U

3. ŃĹĂ ĎŤĂŘŃŐĆĘ ŚŠĘŇ ŔĎŘĹĆŘĂŤĹĽĘ ŚŞŇŐŁŐĞĎŮŘĹĂ 17

ŁãččŸ 1. Ďáď ńę U ĲåďŸă âďŸ ℵ1-ğćãĺĲł ňğĲĺŋåćńĺę ńęň ą, ńæńĲ đ

ľőâľđ ⪯ ŸğęńĲćĲå čåŸ ąŸćã ğĺęŻăáńŸěđ ńęň ľňďæćęň ą^ą.

ĂğæŻĲăěđ. ŔĺęŋŸďéł f ⪯ f. Ę čĲńŸŹŸńăąã ăŻăæńđńŸ Ÿćđ§ĲçĲă ąŸ-

§æńă {ě | f(ě) ≤ h(ě)} ⊇ {ě | f(ě) ≤ g(ě)} ∩ {ě | g(ě) ≤ h(ě)}. Ďğăğćâęď, Ĳáď ¬(f ⪯ g), ńæńĲ {ě | f(ě) ≤ g(ě)} =∈ U ąŸă áĺŸ g ⪯ f. ŚňďĲğéł đ ⪯ ŸğęńĲćĲå ľőâľđ ğĺęŻăáńŸěđł.

Ďáď f_0 ≻ f_1 ≻ : : : ≻ f_n ≻ : : : , ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ n ∈ N, ńę ľçďęćę A_n = {ě | f_n(ě) > f_{n+1}(ě)} âőĲă čâńĺę 1. ŚňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ąŸă đ ńęčã ⋂ n A_n âőĲă čâńĺę 1 ąŸă áĺŸ ⋂ n A_n ≠ ∅. Šę ńĲćĲňńŸåę æčàł ĲåďŸă áńęğę ŻĲŻęčâďęň æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ć ∈ ⋂ n A_n, f_0(ć) > f_1(ć) > f_2(ć) > : : :

ŚçčŋàďŸ čĲ ńę ćãččŸ 1, ŽăŸ ąá§Ĳ ℵ_1-ğćãĺĲł ňğĲĺŋåćńĺę U ğáďà Ÿğę ńęď ğćđ§áĺă§čę ą, ňğáĺőĲă ąŸńáććđćđ ĺ : ą^ą −→ ON ń.à. ĺ(f) ≤ ĺ(g) ⇔ {ě ∈ ą | f(ě) ≤ g(ě)} ∈ U Ę ĺ ąŸćĲåńŸă ŸğĲăąæďăľđ ńáěđł. ëďŸ ňğĲĺŋåćńĺę U ğáďà Ÿğæ ńęď ğćđ- §áĺă§čę ą §Ÿ ąŸćĲåńŸă ąŸďęďăąæ Ÿď ĲåďŸă ą-ğćãĺĲł, čđ-ńĲńĺăččâďę ąŸă ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ŸğĲăąæďăľđ f ∈ ą^ą ďŸ Ÿćđ§ĲçĲă æńă

{ě ∈ ą | f(ě) < ě} ∈ U ⇒ ňğáĺőĲă ć_0 < ą ń.à. {ě ∈ ą | f(ě) = ć_0} ∈ U

ŁãččŸ 2. Ľá§Ĳ čĲńĺãľăčęł ğćđ§áĺă§čęł ĲğăŻâőĲńŸă âďŸ ąŸďęďăąæ

ňğĲĺŋåćńĺę.

ĂğęŻĲăěđ. ëľńà U âďŸ ą-ğćãĺĲł, čđ-ńĲńĺăččâďę ňğĲĺŋåćńĺę ńęň

ğćđ§Ÿĺå§čęň ą ąŸă ĺ : ą^ą −→ ON đ Ÿďńåľńęăőđ ŸğĲăąæďăľđ ńáěđł. ĆăŸ ąá§Ĳ ć < ą, §âńęňčĲ àł C_ć ńđď ľńŸ§Ĳĺã ŸğĲăąæďăľđ čĲ ńăčã ć. C_ć(ě) = ć, ŽăŸ ąá§Ĳ ě < ą ŔĺęŋŸďéł, ć < ć^′ ⇒ ĺ(C_ć) < ĺ(C_ć′ ) ąŸă áĺŸ ĺ(C_ć) ≥ ć. Ďáď ľňčŹęćåľęňčĲ čĲ id ńđď ńŸňńęńăąã ŸğĲăąæďăľđ, ńæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ć,

{ě | C_ć(ě) ≤ id(ě)} = ą \ ć = ⋂ ě<ć (ą \ {ě}) ∈ U ëğĲńŸă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ć, ĺ(C_ć) ≤ ĺ(id) ąŸă áĺŸ ĺ(id) ≥ ą. ŚňďĲğéł ňğáĺőĲă f_0 ∈ ą^ą ń.à. ĺ(f_0) = ą. ŐĺåİęňčĲ ňğĲĺŋåćńĺę U^∗ àł Ĳěãł, A ∈ U^∗ ⇔ f^{−1}_0 [A] ∈ U ⇔ {ě | f_0(ě) ∈ A} ∈ U Šę U^∗ ŸğęŻĲăąďçĲńŸă áčĲľŸ čđ-ńĲńĺăččâďę ąŸă ą-ğćãĺĲł. ŚĲ æ,ńă Ÿŋęĺá ńđď ąŸďęďăąæńđńŸ, §ĲàĺęçčĲ f ∈ ą^ą ń.à. {ě | f(ě) < ě} ∈ U^∗. îčàł,

{ě | f(ě) < ě} ∈ U^∗ ⇔ {ě | f(f_0(ě)) < f_0(ě)} ∈ U

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ĺ(f ∘ f_0) < ĺ(f_0) = ą ąŸă áĺŸ ŽăŸ ąáğęăę ć < ą, {ě | f(f_0(ě)) = ć} ∈ U. ŚňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă {ě | f(ě) = ć} ∈ U^∗.

18 2. ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŞŔŐŞ RAMSEY ĽĂĹ ĎŤĂŘŃŐĆĎŚ ëľńà {Ă_ě}_{ě<ą} čåŸ ęăąęŽâďĲăŸ ňğęľňďæćàď ńęň ğćđ§Ÿĺå§čęň ą. Ę ŻăŸŽéďăŸ ńęčã ńđł {Ă_ě}_{ě<ą} ęĺåİĲńŸă àł Ĳěãł, ć ∈ Ă ⇔ (∀ě < ć)[ć ∈ Ă_ě] ŁãččŸ 3. ëľńà U âďŸ ąŸďęďăąæ ňğĲĺŋåćńĺę ńęň ğćđ§Ÿĺå§čęň ą

ąŸă {Ă_ě}_{ě<ą} čåŸ Ÿąęćęň§åŸ ľńęăőĲåàď ńęň U. Ę ŻăŸŽéďăŸ ńęčã ńđł {Ă_ě}_{ě<ą} ŸďãąĲă ľńę U.

ĂğęŻĲăěđ. ëľńà A = {ć | (∀ě < ć)[ć ∈ Ăě]}. Ŕĺęł áńęğę,

ňğę§âńęňčĲ æńă Ă =∈ U ąŸă áĺŸ (ą \ Ă) ∈ U. ŐĺåİęňčĲ f ∈ ą^ą àł Ĳěãł, f(ć) = min{ě | ć =∈ Ă_ě}, ŽăŸ ąá§Ĳ ć ∈ (ą \ Ă) Ďáď ć ∈ Ă, ńæńĲ §âńęňčĲ f(ć) = 0. ŔĺęŋŸďéł, č_U ({ć | f(ć) < ć}) = 1. Ăğæ ńđ ąŸďęďăąæńđńŸ ńęň U ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ňğáĺőĲă ć_0 < ą ń.à. {ć ∈ ą | f(ć) = ć_0} ∈ U. îčàł, {ć ∈ ą | f(ć) = ć_0} ∩ Ă_{ć0} ∈ U ŚňďĲğéł, ňğáĺőĲă ć_1 > ć_0 ń.à. ć_1 ∈ Ă_{ć0} & f(ć_1) = ć_0 & ć_1 ∈ (ą \ Ă). ëğĲńŸă æńă ć_1 =∈ Ă_{f (ć1)} ąŸă áĺŸ ć_1 =∈ Ă_{ć0} - áńęğę.

ĆăŸ ąá§Ĳ n ≥ 1, §âńęňčĲ

ą^{[n]} = æćŸ ńŸ ňğęľçďęćŸ ńęň ą ğćđ§ăąæńđńŸł n Őĺăľčæł 12. Ľá§Ĳ ŸğĲăąæďăľđ F : ą^{[n]} −→ ć §Ÿ ąŸćĲåńŸă ŻăŸčâ-

ĺăľđ ńęň ą^{[n]} ľĲ ć čâĺđ. ëďŸ ňğęľçďęćę I ⊆ ą §Ÿ ąŸćĲåńŸă ęčęŽĲďâł ŽăŸ ńđ ŻăŸčâĺăľđ F Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ Ă; Ą ∈ ą^{[n]}, A ⊆ I & B ⊆ I ⇒ F (A) = F (B) ĞĲéĺđčŸ 7 (Rowbottom, 1971). Ďáď ńę U ŸğęńĲćĲå âďŸ ąŸďęďăąæ

ňğĲĺŋåćńĺę ńęň ğćđ§Ÿĺå§čęň ą ąŸă đ F ĲåďŸă čåŸ ŻăŸčâĺăľđ ńęň ą^{[n]} ľĲ ć čâĺđ, ńæńĲ ňğáĺőĲă âďŸ ęčęŽĲďâł ľçďęćę I ŽăŸ ńđď F ń.à. I ∈ U.

ĂğęŻĲăěđ. ČęňćĲçęňčĲ čĲ ĲğŸŽàŽã ľńę n. ĆăŸ n = 1 ńę İđńęç-

čĲďę âğĲńŸă áčĲľŸ Ÿğæ ńę ŽĲŽęďæł æńă ńę U ĲåďŸă ą-ğćãĺĲł.

ŚĲ æ,ńă Ÿŋęĺá ńę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ §ĲàĺęçčĲ F : ą^{[n+1]} −→ ć ąŸă ŽăŸ ąá§Ĳ ě < ą, ęĺåİęňčĲ F_ě : ą^{[n]} −→ ć čâľà ńàď ľőâľĲàď F_ě(A) = F ({ě} ∪ A) Ÿď ě =∈ A F_ě(Ă) = 0 Ÿď ě ∈ A Ağæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ŽďàĺåİęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ě < ą, ňğáĺőĲă ľçďęćę Ĺ_ě ęčęŽĲďâł ŽăŸ ńđď F_ě ń.à. Ĺ_ě ∈ U. ĞâńęňčĲ

G(ě) = F_ě(Ă), ŽăŸ ąá§Ĳ A ⊆ I_ě ğćđ§ăąæńđńŸł n

3. ŃĹĂ ĎŤĂŘŃŐĆĘ ŚŠĘŇ ŔĎŘĹĆŘĂŤĹĽĘ ŚŞŇŐŁŐĞĎŮŘĹĂ 19

ČĲŻęčâďęň æńă G ∈ ć^ą ąŸă ćæŽà ńđł ą-ğćđĺæńđńŸł ńęň U, ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ňğáĺőĲă J ⊆ ą, J ∈ U ń.à. ŽăŸ ąáğęăę ć_0 < ć ďŸ Ÿćđ§ĲçĲă æńă ě ∈ J ⇒ G(ě) = ć_0 ĞâńęňčĲ Ĺ^∗_ě = J ∩Ĺ_ě ąŸă ľňčŹęćåİęňčĲ àł I ńđ ŻăŸŽéďăŸ ńęčã ńàď {I^∗_ě }_ě.

ć ∈ I ⇔ ć ∈ J & (∀ě < ć)[ć ∈ Ĺ_ě] ĞŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ńę Ĺ ŸğęńĲćĲå ęčęŽĲďâł ľçďęćę ŽăŸ ńđď F . ŔĺáŽčŸńă, âľńà Ă ⊆ I ğćđ§ăąæńđńŸł n ąŸă ě ńę Ĳćáőăľńę ľńęăőĲåę ńęň Ă. ĞĲàĺęçčĲ B = Ă \ {ě}. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă Ą ⊆ I_ě, ęğæńĲ F (B) = F_ě(Ă) = G(ě) = ć_0 ąŸă áĺŸ ńę İđńęçčĲďę Ÿćđ§ĲçĲă.

Ůł ą^{<!} ľňčŹęćåİęňčĲ ńę ľçďęćę æćàď ńàď ğĲğĲĺŸľčâďàď, čđ-ąĲďéď ňğęľňďæćàď ńęň ą. ą^{<!} = ⋃ n≥1 ą^{[n]}

Őĺăľčæł 13. Ľá§Ĳ ŸğĲăąæďăľđ F : ą^{<!} −→ ć §Ÿ ąŸćĲåńŸă ŻăŸčâ-

ĺăľđ ńęň ą^{<!} ľĲ ć čâĺđ. ëďŸ ňğęľçďęćę Ĺ ⊆ ą §Ÿ ąŸćĲåńŸă ęčęŽĲďâł ŽăŸ ńđ ŻăŸčâĺăľđ F Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ Ă; Ą ∈ ą^{<!},

Ă ⊆ I & B ⊆ I & card(A) = card(B) < ℵ_0 ⇒ F (A) = F (B) ŔęĺăľčŸ. ëľńà {Fi}i∈! čåŸ ęăąęŽâďĲăŸ ŻăŸčĲĺåľĲàď ńęň ą^{<!} ľĲ ć čâĺđ. Ďáď ńę U ŸğęńĲćĲå âďŸ ąŸďęďăąæ ňğĲĺŋåćńĺę ńęň ğćđ§Ÿĺå§čęň ą, ńæńĲ ňğáĺőĲă Ĺ ∈ U, ęčęŽĲďâł ŽăŸ æćĲł ńăł ŻăŸčĲĺåľĲăł F_i.

ĂğęŻĲăěđ. ŐĺåİęňčĲ Fi;n : ą^{[n]} −→ ć àł Ĳěãł, F_{i;n}(A) = F_i(A), A ∈ ą^{[n]} ĽáďęďńŸł őĺãľđ ńęň §ĲàĺãčŸńęł 7, §ĲàĺęçčĲ ľçďęćŸ I_{i;n} ∈ U ęčę- ŽĲďã ŽăŸ ńăł ŸďńåľńęăőĲł ŻăŸčĲĺåľĲăł F_{i;n} ąŸă §âńęňčĲ Ĺ = ⋂ i;n I_{i;n}. Šę İđńęçčĲďę âğĲńŸă áčĲľŸ.

Őĺăľčæł 14. ëľńà ą; ć ğćđ§áĺă§čęă ń.à. ą ≥ ć. ĞŸ ŽĺáŋęňčĲ ą → (ć)^{<!} Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ Ÿąęćęň§åŸ {F_i}_{i ∈ !} ŻăŸčĲĺåľĲàď F_i : ą^{<!} −→ ! ňğáĺőĲă ľçďęćę I ⊆ ą ğćđ§ăąæńđńŸł ć, ęčęŽĲďâł ŽăŸ æćĲł ńăł F_i.

Ő ą §Ÿ ąŸćĲåńŸă ğćđ§áĺă§čęł Ramsey Ÿď ą → (ą)^{<!}. ĂğęŻĲăąďçĲńŸă æńă ąá§Ĳ čĲńĺãľăčęł ğćđ§áĺă§čęł ĲåďŸă ğćđ§áĺă§čęł Ramsey ąŸă áĺŸ ą čĲńĺãľăčęł ⇒ ą → (ℵ_1)^{<!} ŃåŸ ĲďŻăŸŋâĺęňľŸ ğŸĺŸğęčğã ľĲ ľőâľđ čĲ ńę ľňŽąĲąĺăčâďę ŸğęńâćĲľčŸ ŸğęńĲćĲå ńę [Kan97].

20 2. ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŞŔŐŞ RAMSEY ĽĂĹ ĎŤĂŘŃŐĆĎŚ

0

1 2 3 0

0 1 2

0 1 2

1 2 3

ŚőãčŸ 1. Ő őéĺęł ńęň Baire

ŚĲ æ,ńă Ÿąęćęň§Ĳå, ńę ! §ĲàĺĲåńŸă ĲŋęŻăŸľčâďę čĲ ńđ ŻăŸąĺăńã ńęğęćęŽåŸ. Ő őéĺęł ńęň Baire N ęĺåİĲńŸă àł ńę ľçďęćę !^! ĲŋęŻăŸľčâďę čĲ ńđ ńęğęćęŽåŸ ŽăďæčĲďę. ŠŸ ňğęľçďęćŸ ńęň őéĺęň ńęň Baire §Ÿ ąŸćęçďńŸă ąŸă ľđčĲăęľçďęćŸ Ĳďé ęă ąćáľĲăł ľđčĲăęľňďæćàď, ľđčĲăęąćáľĲăł.

ĹŻăŸåńĲĺŸ §Ÿ čŸł ŸğŸľőęćãľĲă đ ľđčĲăęąćáľđ ńàď ŸďŸćňńăąéď ľňďæćàď (ľňčŹ. Σ^1) ąŸ§éł ąŸă đ ľđčĲăęąćáľđ ńàď ľňčğćđĺàčáńàď ŸďŸćňńăąéď ľňďæćàď (ľňčŹ. Π^1). ŚňŽąĲąĺăčâďŸ,

Σ1 =_{ęĺľ.} {A ⊆ N | A = ∅ ∨ (∃ ľňďĲőãł f : N −→ N )[A = f[N ]]}

Ă ∈ Π^1 ⇔_{ęĺľ.} A^c ∈ Σ^1

Ę őĺđľńăąæńđńŸ ńęň őéĺęň ńęň Baire âŽąĲăńŸă ľńđď ŸğęńĲćĲľčŸńăąã ŸďńăčĲńéğăľđ Ĳĺàńđčáńàď ľőĲńăąéď čĲ ńđ ńęğęćęŽåŸ ńęň ľňďĲőęçł čâľà ľňďŻňŸľńăąéď ąŸă ğŸăŽďăę§Ĳàĺđńăąéď čĲ§æŻàď. Ůł Ĳą ńęçńęň, §Ÿ ĲăľáŽęňčĲ ęĺăľčâďĲł âďďęăĲł ńđł §ĲàĺåŸł ğŸăŽďåàď. ŚĲ ąá§Ĳ A ⊆ N , A ≠ ∅ ŸďńăľńęăőęçčĲ âďŸ ğŸăőďåŻă àł Ÿąęćęç§àł. Őă ğŸåőńĲł Ĺ ąŸă ĹĹ ĲğăćâŽęňď ŋňľăąęçł Ÿĺă§čęçł ĲďŸććáě, æğàł ŋŸåďĲńŸă ľńę ľőãčŸ 2, ľőđčŸńåİęďńŸł ąŸń’ Ÿňńæ ńęď ńĺæğę čåŸ Ÿąęćęň§åŸ f = (Ÿ_0; Ÿ_1; Ÿ_2; : : : ) ∈ N . ĞĲàĺęçčĲ æńă ńæľę ę Ĺ æľę ąŸă ę ĹĹ ąŸńá ńđď ĲğăćęŽã Ĳďæł Ÿ_n ∈ N âőęňď Žďéľđ æćàď ńàď ğĺęđŽęçčĲďàď ĲğăćęŽéď ńęň Ÿďńăğáćęň. Ő ğŸåőńđł Ĺ ąĲĺŻåİĲă ńđ ğŸĺńåŻŸ Ÿď đ áğĲăĺđ Ÿąęćęň§åŸ ğęň ľőđčŸńåİĲńŸă ŸďãąĲă ľńę Ă, ŻăŸŋęĺĲńăąá ąĲĺŻåİĲă ę ĹĹ.

Ůł ľńĺŸńđŽăąã ńęň ğŸåőńđ Ĺ ęĺåİęňčĲ ąá§Ĳ ŸğĲăąæďăľđ ľ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę ľçďęćę æćàď ńàď Ÿąęćęň§ăéď áĺńăęň čãąęňł Ÿğæ ńę ! (ľňčğĲĺăćŸčŹŸďęčâďđł ąŸă ńđł ąĲďãł Ÿąęćęň§åŸł) ąŸă ńăčâł ľńę !. ĞŸ ćâčĲ æńă ę Ĺ Ÿąęćęň§Ĳå ńđ ľńĺŸńđŽăąã ľ ľĲ ąáğęăŸ ğŸĺńåŻŸ Ÿď đ áğĲăĺđ

3. ŃĹĂ ĎŤĂŘŃŐĆĘ ŚŠĘŇ ŔĎŘĹĆŘĂŤĹĽĘ ŚŞŇŐŁŐĞĎŮŘĹĂ 21

s

    *
       s

           *

¸_0 ¸_2 I II ¸3

¸_1

ŚőãčŸ 2

Ÿąęćęň§åŸ (Ÿ_0; Ÿ_1; Ÿ_2; : : : ) ğęň ğĺęąçğńĲă ăąŸďęğęăĲå ńăł ľňď§ãąĲł

Ÿ_0 = ľ(∅) Ÿ_2 = ľ(Ÿ_0; Ÿ_1) . . Ÿ_{2n} = ľ(Ÿ_0; Ÿ_1; : : : ; Ÿ_{2n−1}) . . Őčęåàł, àł ľńĺŸńđŽăąã ńęň ğŸåőńđ ĹĹ ęĺåİęňčĲ ąá§Ĳ ŸğĲăąæďăľđ ń čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę ľçďęćę æćàď ńàď Ÿąęćęň§ăéď ğĲĺăńńęç čãąęňł Ÿğæ ńę ! ąŸă ńăčâł ľńę !.

Ďáď ľĲ ąáğęăŸ ğŸĺńåŻŸ ęă ğŸåőńĲł Ĺ ąŸă ĹĹ Ÿąęćęň§ęçď ńăł ľńĺŸńđ- Žăąâł ľ ąŸă ń ŸďńåľńęăőŸ, ńæńĲ đ ğĺęąçğńęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ ľňčŹęćåİĲńŸă àł ľ ∗ ń. ŚňŽąĲąĺăčâďŸ, ľ ∗ ń = (Ÿ_0; Ÿ_1; Ÿ_2; : : : ) æğęň

Ÿ_0 = ľ(∅) Ÿ_1 = ń(Ÿ_0) . . Ÿ_{2n} = ľ(Ÿ_0; : : : ; Ÿ_{2n−1}) Ÿ_{2n+1} = ń(Ÿ_0; : : : ; Ÿ_{2n}) . . ĞŸ ąŸćęçčĲ ńđ ľńĺŸńđŽăąã ľ ďăąđńãĺăŸ ŽăŸ ńęď Ĺ Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ń, ľ ∗ ń ∈ Ă. ĂďńåľńęăőŸ, §Ÿ ąŸćęçčĲ ńđ ľńĺŸńđŽăąã ń ďăąđńãĺăŸ ŽăŸ ńęď ĹĹ Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ľ, Ÿćđ§ĲçĲă æńă ľ ∗ ń =∈ A. ëďŸ ľđčĲăęľçďęćę ąŸćĲåńŸă ğĺęľŻăęĺăľńæ Ÿď ľńę Ÿďńåľńęăőę ğŸăőďåŻă, ĲåńĲ ę ğŸåőńđł Ĺ ã ę ğŸåőńđł ĹĹ ŻăŸ§âńĲă ďăąđńãĺăŸ ľńĺŸńđŽăąã. ŃăŸ ľđčĲăęąćáľđ ąŸćĲåńŸă ğĺęľŻăęĺăľńã Ÿď ąá§Ĳ čâćęł ńđł ĲåďŸă ğĺęľŻăęĺăľńæ.

Ę ŸğæŻĲăěđ ńđł ğĺęľŻăęĺăľńæńđńŸł ąáğęăŸł ľđčĲăęąćáľđł ĲğăŋâĺĲă čåŸ ğćđ§éĺŸ ăŻăęńãńàď ąŸďęďăąæńđńŸł ŽăŸ ńŸ čâćđ Ÿňńãł.^1 Ůľńæľę ńŸ ąćŸľľăąá čŸ§đčŸńăąá ŸğęŻĲăąďçęďńŸă ŸďĲğŸĺąã ľĲ Ÿňńã ńđ ąŸńĲç§ňďľđ ąŸ§æńă ęă ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł ľđčĲăęąćáľĲăł, ľńđ ľňďńĺăğńăąã ńęňł ğćĲăęŕđŋåŸ, ĲğăŻâőęďńŸă čđ-ğĺęľŻăęĺăľńâł ĲĺčđďĲåĲł ľĲ non-standard čęďńâćŸ

1ŔŸĺáŹŸććĲ [Mos80]

22 2. ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŞŔŐŞ RAMSEY ĽĂĹ ĎŤĂŘŃŐĆĎŚ

s

    *
       s

           *

¸_0 ¸_2 I ¸_1; _1 II ¸3; 2

ŚőãčŸ 3

ńđł ZF C. Ůł Ĳą ńęçńęň đ ŸěăàčŸńăąã ğŸĺŸŻęőã ęĺăľčâďàď ăľőňĺăľčéď ğĺęľŻăęĺăľńæńđńŸł ŸğęńĲćĲå ľňďã§đ ğĺŸąńăąã ľńŸ ğćŸåľăŸ ńđł ľçŽőĺęďđł ľňďęćę§ĲàĺåŸł. Ę ńáľđ Ÿňńã ĲŻĺŸăéďĲńŸă Ĳď čâĺĲă čâľà ńđł ľňľőâńăľđł ńàď Ĳď ćæŽà ăľőňĺăľčéď čĲ ňğę§âľĲăł ňŕđćéď ğćđ§Ÿĺå§čàď. ŢŸĺŸąńđĺăľńăąæ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ŸğęńĲćĲå ńę §ĲéĺđčŸ ńęň Martin, ńę ęğęåę ąŸă ğĺæąĲăńŸă ďŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ.

ŐĺåİęňčĲ čåŸ âďďęăŸ ąàŻăąęğęåđľđł ğĲğĲĺŸľčâďàď Ÿąęćęň§ăéď ńęň ! Ÿğæ ľńęăőĲåŸ ńęň !. ëľńà p_i = ę i-ęľńæł ğĺéńęł Ÿĺă§čæł. ĆăŸ ąá§Ĳ n ∈ !, §âńęňčĲ ⟨t_0; : : : ; t_{n−1}⟩ = p^{t0+1}_0 ·: : :·p^{tn−1+1}_{n−1} ąŸă ⟨∅⟩ = 1. ŐĺåİęňčĲ ľőâľđ Seq ⊆ ! àł Ĳěãł,

Seq(u) ⇔ u = 1 ã u = ⟨t_0; : : : ; t_{n−1}⟩ ŽăŸ ąáğęăŸ t_0; : : : ; t_{n−1} Ďğăğćâęď, Żę§âďńęł ⟨t_0; : : : ; t_{n−1}⟩ ∈ !, §âńęňčĲ

lh(⟨t_0; : : : ; t_{n−1}⟩) = n ąŸă (⟨t_0; : : : ; t_{n−1}⟩)_i = t_i Őă ńăčâł ńàď lh(u) ąŸă (u)_i æńŸď ¬Seq(u) ã i ≥ lh(u) ĲåďŸă áďĲň ľđčŸľåŸł ąŸă čğęĺęçď ďŸ ęĺăľńęçď ľňčŹŸńăąá åľĲł čĲ 0. ĆăŸ ąá§Ĳ Ÿ ∈ N , §âńęňčĲ Ÿ(n) = ⟨Ÿ(0); : : : ; Ÿ(n − 1)⟩.

Šę Ÿąæćęň§ę ćãččŸ ąŸďęďăąãł čęĺŋãł ńàď Π^1 ľňďæćàď ŸğęŻĲăąďçĲńŸă ľńę [Mos80].

ŁãččŸ 4. Ďáď A ∈ Π^1, ńæńĲ ňğáĺőĲă ąŸńáććđćđ ŸğĲăąæďăľđ D

ğęň ăąŸďęğęăĲå ńăł Ÿąæćęň§Ĳł ľňď§ãąĲł:

1. Šę ğĲŻåę ęĺăľčęç ńđł D ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ ńęňł ąàŻăąęçł ğĲğĲĺŸľčâďàď Ÿąęćęň§ăéď áĺńăęň čãąęňł. ŚňŽąĲąĺăčâďŸ, domain(D) = {u | Seq(u) & lh(u) = áĺńăęł} 2. Ďáď Seq(u) & lh(u) = 2n, ńæńĲ đ ĲăąæďŸ D(u) ŸğęńĲćĲå ŻăáńŸěđ čĲ ğĲŻåę âďŸ ľçďęćę n ŸąĲĺŸåàď.

3. Ďáď t < s, ńæńĲ đ D(Ÿ(2ń)) ŸğęńĲćĲå ňğęŻăáńŸěđ ńđł D(Ÿ(2s)). 4. Ę Ÿąæćęň§đ ăľęŻňďŸčåŸ Ÿćđ§ĲçĲă,

Ÿ ∈ A ⇔ đ ⋃ t ∈ !

D(Ÿ(2t)) ŸğęńĲćĲå ąŸćã ŻăáńŸěđ

3. ŃĹĂ ĎŤĂŘŃŐĆĘ ŚŠĘŇ ŔĎŘĹĆŘĂŤĹĽĘ ŚŞŇŐŁŐĞĎŮŘĹĂ 23

s 3 s

¸_0 ¸_2

s

¸_{2t−2}

¸_{2t−1}; _{n(t)} II I ¸_1; _{n(1)} ¸_3; _{n(2)}

ŚőãčŸ 4

ĞĲéĺđčŸ 8 (Martin, 1970). Ďáď ňğáĺőĲă ğćđ§áĺă§čęł ą ńâńęăęł

éľńĲ ą → (ℵ_1)^{<!}, ńæńĲ đ ľđčĲăęąćáľđ Σ^1 ĲåďŸă ğĺęľŻăęĺăľńã.

ĂğęŻĲăěđ. ëľńà Ă ⊆ N , A ∈ Σ^1. ŚçčŋàďŸ čĲ ńę ćãččŸ 4,

ňğáĺőĲă ąŸńáććđćđ ŸğĲăąæďăľđ D ń.à.

Ÿ =∈ A ⇔ đ ⋃ t ∈ !

D(Ÿ(2t)) ŸğęńĲćĲå ąŸćã ŻăáńŸěđ

ŐĺåİęňčĲ âďŸ ďâę ğŸăőďåŻă Ă^∗ ľńę ęğęåę ę ğŸåőńđł II ąáďĲă Ĳğăğĺæľ§ĲńĲł ąăďãľĲăł ğŸåİęďńŸł ľńęăőĲåŸ ńęň ğćđ§Ÿĺå§čęň ą æğàł ŋŸåďĲńŸă ľńę ľőãčŸ 3. Śńę ńâćęł ąá§Ĳ ğŸĺńåŻŸł âőĲă ľőđčŸńăľńĲå âďŸł áĺĺđńęł^2 Ÿ = (Ÿ_0; Ÿ_1; : : : ) ąŸ§éł ąŸă čåŸ áğĲăĺđ Ÿąęćęň§åŸ ŻăŸńŸąńăąéď ě_0; ě_1; : : : čăąĺæńĲĺàď ńęň ą. ĞĲàĺęçčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ t, F ield(D(Ÿ(2t))) = {x_1; : : : ; x_t} ąŸă áĺŸ F ield( ⋃ t ∈ !

D(Ÿ(2t))) = {x_1; x_2; : : : }

Ő ğŸåőńđł II ąĲĺŻåİĲă ńđď ğŸĺńåŻŸ Ÿď đ ŸğĲăąæďăľđ x_t → ě_t ľâŹĲńŸă ńđ ŻăáńŸěđ. ŔĺęŋŸďéł, ńę ğŸăőďåŻă Ă^∗ ĲåďŸă Ÿďęăőńæ ąŸă áĺŸ ğĺęľŻăęĺăľńæ. Ďğăğćâęď, Ĳáď ę ğŸåőńđł II ąĲĺŻåİĲă ńę Ă^∗, ńæńĲ ąĲĺŻåİĲă ąŸă ńę Ă.

Şğę§âńęňčĲ æńă ę ğŸåőńđł Ĺ ąĲĺŻåİĲă ńę Ă^∗ čâľà ąŸńáććđćđł ľńĺŸńđŽăąãł ľ^∗. ĞŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă ę Ĺ ąĲĺŻåİĲă ąŸă ńę Ă. ĞĲàĺęçčĲ ŻăŸńŸąńăąęçł ě_1; : : : ; ě_t ąŸă âďŸď ąàŻăąæ Ÿąęćęň§åŸł u = ⟨Ÿ_0; : : : ; Ÿ_{2t−1}⟩. ŚňčŹęćåİęňčĲ čĲ ě_{n(1)}; : : : ; ě_{n(t)} ńđď ńňőŸåŸ ŸďŸŻăáńŸěđ ńàď ě_1; : : : ; ě_t ąŸă ŸďńăćŸčŹŸďæčŸľńĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ ąăďãľĲàď ğęň ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńę ľőãčŸ 4 àł âďŸ Ÿĺőăąæ ńčãčŸ ąáğęăŸł ğŸĺńåŻŸł ńęň Ă^∗. ŔĺęŋŸďéł, ňğáĺőĲă ŸąĺăŹéł čåŸ ŸďŸŻăáńŸěđ ńàď ě_1; : : : ; ě_t ńâńęăŸ éľńĲ ę ĹĹ ďŸ čđď âőĲă őáľĲă ńđď ğŸĺńåŻŸ ãŻđ Ÿğæ ńăł ğĺéńĲł t ąăďãľĲăł. ŚňčŹęćåİęňčĲ ńđď Ĳď ćæŽà ŸďŸŻăáńŸěđ čĲ ě_{n(u;1)}; : : : ; ě_{n(u;t)}. ĆăŸ ąá§Ĳ ąàŻăąæ Ÿąęćęň§åŸł u = ⟨Ÿ_0; : : : ; Ÿ_{2t−1}⟩ čãąęňł 2t, ęĺåİęňčĲ ŻăŸčâĺăľđ F_u : ą^{[t]} −→ ! àł Ĳěãł,

F_u({ě_1; : : : ; ě_t}) = ľ^∗(Ÿ_0; (Ÿ_1; ě_{n(u;1)}); : : : ; Ÿ_{2t−2}; (Ÿ_{2t−1}; ě_{n(u;t)}))

2ŠŸ ľńęăőĲåŸ ńęň őéĺęň ńęň Baire ąŸćęçďńŸă ąŸă áĺĺđńęă.

24 2. ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŞŔŐŞ RAMSEY ĽĂĹ ĎŤĂŘŃŐĆĎŚ

ëľńà J ⊆ ą ľçďęćę ğćđ§ăąæńđńŸł ℵ_1, ęčęŽĲďâł ŽăŸ æćĲł ńăł ŻăŸčĲĺåľĲăł F_u. ĞâńęňčĲ ľ(Ÿ_0; : : : ; Ÿ_{2t−1}) = F_u({ě_1; : : : ; ě_t}) æğęň u = ⟨Ÿ_0; : : : ; Ÿ_{2t−1}⟩ ąŸă ęă ŻăŸńŸąńăąęå ě_1; : : : ; ě_t Ÿďãąęňď ľńę J.

ĞŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă đ ľ ŸğęńĲćĲå ďăąđńãĺăŸ ľńĺŸńđŽăąã ŽăŸ ńęď ğŸåőńđ Ĺ ľńę ğŸăőďåŻă Ă. Ŕĺęł áńęğę, ňğę§âńęňčĲ æńă ę Ĺ Ÿąęćęň§Ĳå ńđ ľ ľĲ ąáğęăŸ ğŸĺńåŻŸ ńęň Ă, Ÿććá ľőđčŸńåİĲńŸă ąŸń’ Ÿňńæď ńęď ńĺæğę âďŸł áĺĺđńęł Ÿ = (Ÿ_0; Ÿ_1; : : : ) ńâńęăęł éľńĲ Ÿ =∈ Ă. Ďě ęĺăľčęç, đ âďàľđ ⋃ t D(Ÿ(2t)) ŸğęńĲćĲå čåŸ ąŸćã ŻăáńŸěđ Ÿĺă§čãľăčđł ńáěđł. Ďáď

F ield( ⋃ t ∈ !

D(Ÿ(2t))) = {x_1; x_2; : : : };

ńæńĲ ňğáĺőĲă ąŸńáććđćđ ŸğĲăąæďăľđ x_t → ě_t đ ęğęåŸ ľâŹĲńŸă ńđ ŻăáńŸěđ ąŸă ŽăŸ ńđď ęğęåŸ Ÿćđ§ĲçĲă æńă ąá§Ĳ ě_t ŸďãąĲă ľńę J. ĎåďŸă ĲčŋŸďâł æńă ľńđ ğŸĺńåŻŸ ğęň ŸğĲăąęďåİĲńŸă ľńę ľőãčŸ 3, ę ğŸåőńđł Ĺ ğŸåİĲă ľçčŋàďŸ čĲ ńđ ľ^∗ ąŸă æčàł őáďĲă - áńęğę.

4. ŃăŸ ĲŋŸĺčęŽã ľńđ ĞĲàĺåŸ Ńęďńâćàď

Ę Ÿąæćęň§đ ĲąŻęőã ńęň §ĲàĺãčŸńęł ńęň Ramsey ŸğęŻĲăąďçĲńŸă áčĲľŸ čĲ ńăł ńĲőďăąâł ğęň ŸďŸćçľŸčĲ ľńę ąĲŋáćŸăę 1.

ĞĲéĺđčŸ 9. ëľńà Ĺ âďŸ áğĲăĺę ľçďęćę ąŸă n ∈ !. Şğę§âńęňčĲ

æńă [Ĺ]^n ⊆ A_0 ∪ A_1. ŠæńĲ ňğáĺőĲă áğĲăĺę J ⊆ I ńâńęăę éľńĲ ĲåńĲ [J]^n ⊆ A_0 ã [J]^n ⊆ A_1.

ëľńà L čåŸ ğĺàńęŹá§čăŸ ŽćéľľŸ ąŸă Š âďŸ ľçďęćę ğĺęńáľĲàď ńđł L ńę ęğęåę ăąŸďęğęăĲåńŸă ľĲ ąáğęăę áğĲăĺę čęďńâćę. ĞĲàĺęçčĲ âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ğćã§ęł ďâàď ľňčŹæćàď ľńŸ§Ĳĺéď {c_n}_{n ∈ !} ąŸă §âńęňčĲ L^′ = L ∪ {c_n | n ∈ !}. ŐĺåİęňčĲ ľçďęćę Š^′ àł Ĳěãł,

T^′ = T ∪ {ŋ(c_{i1} ; : : : ; c_{in} ) ↔ ŋ(c_{j1} ; : : : ; c_{jn} ) | ŋ ∈ F M(L) & i_1 < : : : < i_n & j_1 < : : : < j_n} ∪ {¬(c_{i1} = c_{i2} ) | i_1 ≠ i_2}

ŁãččŸ 5. Šę Š^′ ŸğęńĲćĲå âďŸ ľňďĲğâł ľçďęćę ğĺęńáľĲàď ńđł L^′. ĂğęŻĲăěđ. ëľńà A âďŸ áğĲăĺę čęďńâćę ńęň Š ąŸă Ĺ âďŸ Ÿĺă§čã-

ľăčŸ áğĲăĺę ňğęľçďęćę ńęň ľçčğŸďńęł Ă. ĂďŸğŸĺăľńęçčĲ ńŸ ľńęăőĲåŸ ńęň Ĺ čâľà ąŸńáććđćđł ŻăáńŸěđł àł i_0 < i_1 < i_2 < : : : < i_n < : : :

ĹľőňĺăİæčŸľńĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ ğĲğĲĺŸľčâďę Č ⊆ T^′, ňğáĺőĲă âďŸ áğĲăĺę J_Č ⊆ I ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ áğĲăĺę ňğęľçďęćę j_0 < j_1 < : : : < j_n < : : : ńęň J_Č, đ Żęčã (A; j_n)_{n ∈ !} ďŸ ŸğęńĲćĲå čęďńâćę ńęň Č.

4. ŃĹĂ ĎŤĂŘŃŐĆĘ ŚŠĘ ĞĎŮŘĹĂ ŃŐŇŠĎŁŮŇ 25

ŔĺáŽčŸńă, ąáďęďńŸł őĺãľđ ĲğŸŽàŽãł ľńđ ğćđ§ăąæńđńŸ ńęň Č ňğę- §âńęňčĲ æńă ę ăľőňĺăľčæł Ÿćđ§ĲçĲă ŽăŸ ąáğęăę ğĲğĲĺŸľčâďę Č ⊆ T^′. ĞĲàĺęçčĲ ńçğę ŋ(v_1; : : : ; v_m) ńđł L ąŸă ŻăŸčĲĺåİęňčĲ ńę [J_Č]^m ľĲ Żçę ńčãčŸńŸ,

Ă_0 = {x_1 < : : : < x_m | x_i ∈ J_Č & A |= ŋ[x_1; : : : ; x_m]} ąŸă

Ă_1 = {x_1 < : : : < x_m | x_i ∈ J_Č & A |= ¬ŋ[x_1; : : : ; x_m]} ŚçčŋàďŸ čĲ ńę §ĲéĺđčŸ 9, ňğáĺőĲă áğĲăĺę K ⊆ J_Č ńâńęăę éľńĲ ĲåńĲ [K]^m ⊆ A_0 ã [K]^m ⊆ A_1. ëľńà k_0 < : : : < k_n < : : : âďŸ Ÿĺă§čãľăčę ňğęľçďęćę ńęň Ľ. ĎåďŸă ĲčŋŸďâł æńă ľĲ ąá§Ĳ ğĲĺåğńàľđ đ Żęčã (A; k_n)_{n ∈ !} ăąŸďęğęăĲå æćĲł ńăł ğĺęńáľĲăł ńđł čęĺŋãł

ŋ(c_{s1} ; : : : ; c_{sm} ) ↔ ŋ(c_{t1} ; : : : ; c_{tm} );

æğęň s_1 < : : : < s_m ąŸă t_1 < : : : < t_m. Ďğăğćâęď đ (A; k_n)_{n ∈ !} ŸğęńĲćĲå čęďńâćę ńęň Č ąŸă áĺŸ ę ăľőňĺăľčæł Ÿćđ§ĲçĲă. Šę İđńęçčĲďę âğĲńŸă áčĲľŸ čâľà ńęň §ĲàĺãčŸńęł ľňčğáŽĲăŸł ńęň ąŸńđŽęĺđčŸńăąęç ćęŽăľčęç.

ëľńà A čåŸ L-Żęčã čĲ ľçčğŸď ńę ľçďęćę Ă. Šę ńňőŸåę ŽĺŸččăąá ŻăŸńĲńŸŽčâďę X ⊆ A §Ÿ ąŸćĲåńŸă ľçďęćę čđ ŻăŸąĺăńéď ľńęăőĲåàď ľńđď A Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ n ∈ !, ąá§Ĳ ŋ(u_1; : : : ; u_n) ∈ F M(L) ąŸă æćĲł ńăł Ÿąęćęň§åĲł x_1 < : : : < x_n ąŸă y_1 < : : : < y_n Ÿğæ ńę Ţ, Ÿćđ§ĲçĲă æńă

A |= ŋ[x_1; : : : ; x_n] ⇔ A |= ŋ[y_1; : : : ; y_n]

ĞĲéĺđčŸ 10. ëľńà L čåŸ ğĺàńęŹá§čăŸ ŽćéľľŸ ąŸă Š âďŸ ľçďęćę

ğĺęńáľĲàď ńđł L ńę ęğęåę ăąŸďęğęăĲåńŸă ľĲ ąáğęăę áğĲăĺę čęďńâćę. ĆăŸ ąá§Ĳ ŽĺŸččăąá ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľçďęćę Ţ, ňğáĺőĲă čęďńâćę A |= Š ńâńęăę éľńĲ ńę X ďŸ ŸğęńĲćĲå ľçďęćę čđ ŻăŸąĺăńéď ľńęăőĲåàď ľńę A.

ĂğęŻĲăěđ. ëğĲńŸă áčĲľŸ Ÿğæ ńę ćãččŸ 5.

Šę §ĲéĺđčŸ 10 ŸğęŻĲăąďçĲńŸă ľńđ ŽĲďăąæńđńá ńęň ľńŸ ğćŸåľăŸ ńęň [EM56]. ĂěåİĲă æčàł ďŸ ĲğăľđčŸď§Ĳå æńă čåŸ ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ Ÿňńęç ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńę [Ram30] čĲ ľąęğæ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńđł ŸğęąĺăľăčæńđńŸł ńàď ćĲŽæčĲďàď ąŸ§ęćăąéď ďæčàď.^3

Śńđ ľçŽőĺęďđ §ĲàĺåŸ čęďńâćàď ŸğęńĲćĲå ľňďã§đ ğĺŸąńăąã đ őĺãľđ čđ ŻăŸąĺăńéď ľńęăőĲåàď, ăŻăŸåńĲĺŸ ľĲ ľňďŻňŸľčæ čĲ ńđď ąŸćá ąŸ§ăĲĺàčâďđ âďďęăŸ ńàď ŸğĲăąęďåľĲàď Skolem. ŢŸĺŸąńđĺăľńăąæ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ŸğęńĲćĲå ńę Ÿąæćęň§ę §ĲéĺđčŸ, ńę ęğęåę ŻăŸńňğéďĲńŸă ľńđ ŻđčęľåĲňľđ ńęň Morley, [Mor65] ąŸă ľőĲńåİĲńŸă čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň ğĲĺåŋđčęň

3Őă ąŸ§ęćăąęå ďæčęă čåŸł ğĺàńęŹá§čăŸł ŽćéľľŸł L ęĺåİęďńŸă àł ęă ğĺęńáľĲăł

ńđł L ęă ęğęåĲł ľńđ ąŸďęďăąã ńęňł čęĺŋã ŻĲď ğĲĺăâőęňď ňğŸĺěăŸąęçł ğęľęŻĲåąńĲł.

26 2. ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŞŔŐŞ RAMSEY ĽĂĹ ĎŤĂŘŃŐĆĎŚ

§ĲàĺãčŸńęł ąŸńđŽęĺăąæńđńŸł. Ę ŸďáŽďàľđ ńęň ğĺęèğę§âńĲă ęĺăľčâďĲł ľńęăőĲăéŻĲăł ŽďéľĲăł §ĲàĺåŸł čęďńâćàď.

ĞĲéĺđčŸ 11. ëľńà L čåŸ ğĺàńęŹá§čăŸ Ÿĺă§čãľăčđ ŽćéľľŸ ąŸă Š

âďŸ ľçďęćę ğĺęńáľĲàď ńđł L ńę ęğęåę ăąŸďęğęăĲåńŸă ľĲ ąáğęăŸ áğĲăĺđ Żęčã. ĆăŸ ąá§Ĳ áğĲăĺę ğćđ§áĺă§čę ć, ňğáĺőĲă čęďńâćę A |= T ğćđ§ăąæńđńŸł ć ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ B ⊆ A, đ Żęčã (A; b)_{b ∈ B} ďŸ ăąŸďęğęăĲå ńę ğęćç card(B) ∪ ! types ľńđď ĲğĲąńĲńŸčâďđ ŽćéľľŸ L ∪ {c_b | b ∈ B}.

ĂğęŻĲăěđ. ĎğĲąńĲåďęňčĲ ńđ ŽćéľľŸ L ľĲ L ąŸă ńđ §ĲàĺåŸ Š ľĲ T âńľă éľńĲ đ T ďŸ âőĲă ĲďľàčŸńàčâďĲł ľňďŸĺńãľĲăł Skolem ľńđď L. ëľńà (Ţ; <) âďŸ ŽĺŸččăąá ŻăŸńĲńŸŽčâďę ľçďęćę ğćđ§ăąæńđńŸł ć. ŚçčŋàďŸ čĲ ńę §ĲéĺđčŸ 10, ńę Ţ čğęĺĲå ďŸ §Ĳàĺđ§Ĳå àł âďŸ ľçďęćę čđ ŻăŸąĺăńéď ľńęăőĲåàď ľĲ ąŸńáććđćđ Żęčã B ńđł L ńâńęăŸ éľńĲ B |= T . Ďğăğćâęď, Ĳáď H(X) ĲåďŸă đ Żęčã ğęň ğŸĺáŽĲńŸă Ÿğæ ńę X ľńđ B, ńæńĲ H(X) ≺ B (ŽăŸńå Ĳŋæľęď đ T âőĲă ĲďľàčŸńàčâďĲł ľňďŸĺńãľĲăł Skolem, đ H(X) ńŸňńåİĲńŸă čĲ ńđď ňğęŻęčã ńđł B ğęň ğŸĺáŽĲńŸă Ÿğæ ńę ąâćňŋęł Skolem ńęň X ąŸă ŽďàĺåİęňčĲ æńă đ ńĲćĲňńŸåŸ ŸğęńĲćĲå ľńęăőĲăéŻđ ňğęŻęčã ńđł B). êĺŸ H(X) |= T. ČĲŻęčâďęň æńă đ L ğŸĺŸčâďĲă Ÿĺă§- čãľăčđ, âğĲńŸă æńă đ ğćđ§ăąæńđńŸ ńęň ľçčğŸďńęł ńđł H(X) ĲåďŸă ć.

ŐĺåİęňčĲ àł A ńęď ğĲĺăęĺăľčæ ńđł H(X) ğáďà Ÿğæ ńđ ŽćéľľŸ L. Ę Żęčã A ŸğęńĲćĲå ńę İđńęçčĲďę čęďńâćę ńđł Š. ŔĺáŽčŸńă, âľńà B ⊆ A. ĎğăćâŽęňčĲ ąŸďęďăąâł ŸďŸğŸĺŸľńáľĲăł^4 ŽăŸ æćŸ ńŸ b ∈ B ąŸă §ĲàĺęçčĲ àł Y ńę ľçďęćę æćàď ńàď y ∈ X ńŸ ęğęåŸ ĲčŋŸďåİęďńŸă ľĲ ąáğęăĲł Ÿğæ Ÿňńâł ńăł ŸďŸğŸĺŸľńáľĲăł. ŔĺęŋŸďéł, card(Y ) ≤ card(B) ∪ !. ŚńŸ ğćŸåľăŸ ńđł ŸğæŻĲăěđł ŻåďęňčĲ ńęď Ÿąæćęň§ę ęĺăľčæ.

Őĺăľčæł. Čçę Ÿąęćęň§åĲł x1 < : : : < xn ąŸă y1 < : : : < yn ľńęă-

őĲåàď ńęň Ţ ąŸćęçďńŸă ăľęŻçďŸčĲł ğáďà Ÿğæ ńę Y ⊆ X Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ k ≤ n ąŸă ąá§Ĳ z ∈ Y , ăľőçĲă æńă x_k ≠ z & y_k ≠ z & (x_k < z ↔ y_k < z).

îńŸď ęă x_1 < : : : < x_n ąŸă y_1 < : : : ; y_n ĲåďŸă ăľęŻçďŸčĲł ğáďà Ÿğæ ńę Ş , ńæńĲ ăąŸďęğęăęçď ńęňł åŻăęňł ńçğęňł ľńđ Żęčã (H(X); z)_{z ∈ Y} . êĺŸ Ÿď ęă x_1 < : : : < x_n ąŸă y_1 < : : : < y_n ĲåďŸă ăľęŻçďŸčĲł ğáďà Ÿğæ ńę Y âğĲńŸă æńă ŽăŸ ąá§Ĳ æĺę t(v_1; : : : ; v_n) ńđł L^′ = L ∪ {c_z | z ∈ Y }, ńŸ ľńęăőĲåŸ t(x_1; : : : ; x_n) ąŸă t(y_1; : : : ; y_n) ăąŸďęğęăęçď ńę åŻăę type ľńđ Żęčã (H(X); z)_{z ∈ Y} . Ľá§Ĳ ľńęăőĲåę ńęň ľňďæćęň Ă ĲąŋĺáİĲńŸă ľńđ Żęčã (H(X); z)_{z ∈ Y} àł t(x_1; : : : ; x_n) æğęň ę t ĲåďŸă ąŸńáććđćęł æĺęł ńđł L^′, x_1 < : : : < x_n ąŸă x_1 =∈ Y; : : : ; x_n =∈ Y . îčàł ňğáĺőęňď ńę ğęćç card(Y ) ∪ ! æĺęă ľńđ ŽćéľľŸ L^′ ąŸă Ĳğăğćâęď ŽăŸ ąá§Ĳ n < ! ňğáĺőęňď ńę ğęćç card(Y ) ∪ ! čđ-ăľęŻçďŸčĲł n-áŻĲł ğáďà Ÿğæ ńę Y . ŔĺáŽčŸńă,

4Ľá§Ĳ ľńęăőĲåę b 2 B ŸďŸğŸĺåľńŸńŸă àł t(x_1, . . . , xn) æğęň x_1 < . . . < xn ąŸă x1 2 X, . . . , xn 2 X.

4. ŃĹĂ ĎŤĂŘŃŐĆĘ ŚŠĘ ĞĎŮŘĹĂ ŃŐŇŠĎŁŮŇ 27

Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ X §âľęňčĲ

x^′ =

(—z ∈ Y )[x < z] Ÿď (∃z ∈ Y )[x < z]

∞ Ÿććăéł

ńæńĲ ęă x_1 < : : : < x_n ąŸă y_1 < : : : < y_n ĲåďŸă ăľęŻçďŸčĲł ğáďà Ÿğæ ńę Y Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ k ≤ n ąŸă ąá§Ĳ z ∈ Z, Ÿćđ§ĲçĲă æńă x_k ≠ z & y_k ≠ z & x^′_k ≠ y^′_k. ŚňčğĲĺŸăďęňčĲ æńă đ Żęčã (H(X); z)_{z ∈ Y} ăąŸďęğęăĲå ńę ğęćç card(Y ) ∪ ! ≤ card(B) ∪ ! types ąŸă áĺŸ ęă Żęčâł (H(X); b)_{b ∈ B} ąŸă (A; b)_{b ∈ B} ăąŸďęğęăęçď ńę ğęćç card(B) ∪ ! types đ ąá§Ĳ čåŸ.

Ę ľňčŹęćã ńęň §ĲàĺãčŸńęł 11 ľńđ §ĲàĺåŸ čęďńâćàď âŽąĲăńŸă ľńđ ŻăŸćĲçąŸďľđ ńđł Ĳěáĺńđľđł ğęň ğŸĺęňľăáİęňď ęă âďďęăĲł ńđł ąŸńđŽęĺăąæńđńŸł ąŸă ńđł čęďńĲćę§Ĳàĺđńăąãł Ĳňľńá§ĲăŸł.

Őĺăľčæł 15. Ę §ĲàĺåŸ Š §Ÿ ąŸćĲåńŸă ć-ąŸńđŽęĺăąã Ÿď ŻăŸ§âńĲă

ŸąĺăŹéł âďŸ čęďńâćę ğćđ§ăąæńđńŸł ć, modulo ăľęčęĺŋăľčęç.

Őĺăľčæł 16 (Rowbottom). Ę §ĲàĺåŸ Š ęďęčáİĲńŸă ć-ĲňľńŸ§ãł Ÿď

ŽăŸ ąá§Ĳ čęďńâćę A ńđł Š ąŸă ąá§Ĳ X ⊆ A ğćđ§ăąæńđńŸł ć, đ Żęčã (A; x)_{x ∈ X} ăąŸďęğęăĲå ŸąĺăŹéł ć types čåŸł ľňŽąĲąĺăčâďđł čĲńŸŹćđńãł.

ĞĲéĺđčŸ 12 (Morley). Aď čåŸ §ĲàĺåŸ Š ľĲ Ÿĺă§čãľăčđ ŽćéľľŸ

ĲåďŸă ć-ąŸńđŽęĺăąã ŽăŸ ąáğęăęď ňğĲĺŸĺă§čãľăčę ğćđ§áĺă§čę ć, ńæńĲ đ Š ĲåďŸă ℵ_0-ĲňľńŸ§ãł.

ĂğęŻĲăěđ. Ŕĺęł áńęğę âľńà æńă đ Š ŻĲď ĲåďŸă ℵ0-ĲňľńŸ§ãł. ŠæńĲ

ňğáĺőĲă A |= T ğćđ§ăąæńđńŸł ℵ_1 ąŸă X ⊆ A ğćđ§ăąæńđńŸł ℵ_0 âńľă éľńĲ đ Żęčã (A; x)_{x ∈ X} ďŸ ăąŸďęğęăĲå ŸąĺăŹéł ℵ_1 types. ŚçčŋàďŸ čĲ ńę §ĲéĺđčŸ 11, ňğáĺőĲă B |= T ğćđ§ăąæńđńŸł ć ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ Y ⊆ B, đ Żęčã (B; y)_{y ∈ Y} ďŸ ăąŸďęğęăĲå ńę ğęćç card(Y ) ∪ ! types. Ăććá ŻĲ- Żęčâďęň æńă đ Š ĲåďŸă ć-ąŸńđŽęĺăąã, âğĲńŸă æńă æćŸ ńŸ čęďńâćŸ ńđł Š ğćđ§ăąæńđńŸł ć âőęňď ńđď ğŸĺŸğáďà ăŻăæńđńŸ. Ďğăğćâęď, ľçčŋàďŸ čĲ ńę ŸďęŻăąæ L-owenheim-Skolem §ĲéĺđčŸ, đ Żęčã A âőĲă čăŸ ľńęăőĲăéŻđ ĲğâąńŸľđ C ğćđ§ăąæńđńŸł ć. ŚňďĲğéł đ Żęčã (C; x)_{x ∈ X} ăąŸďęğęăĲå ńę ğęćç card(X) ∪ ! = ! types, Ĳďé đ (A; x)_{x ∈ X} ăąŸďęğęăĲå ℵ_1 types. êńęğę, Ÿŋęç ąá§Ĳ ľńęăőĲåę ńęň Ă ăąŸďęğęăĲå ńę åŻăę type ľńđď (A; x)_{x ∈ X} ąŸă ľńđď (C; x)_{x ∈ X} .

28 2. ĞĎŮŘĘŃĂŠĂ ŠŞŔŐŞ RAMSEY ĽĂĹ ĎŤĂŘŃŐĆĎŚ

ĽĎŤĂŁĂĹŐ 3

Őă ŸğŸĺőâł ńđł ĞĲàĺåŸł Ramsey

Śńę ğŸĺæď ąĲŋáćŸăę §Ÿ Ÿľőęćđ§ęçčĲ čĲ ńđď ŸğæŻĲăěđ Żçę §Ĳàĺđčáńàď ńŸ ęğęåŸ ŻăŸŻĺŸčáńăľŸď ľđčŸåďęďńŸ ĺæćę ľńđď Ÿďáğńňěđ ńđł §ĲàĺåŸł Ramsey. Šę ňćăąæ ğęň ğŸĺŸ§âńęňčĲ ąŸ§ăľńá Ĳŋăąńã ńđ ŽĲďåąĲňľđ ńàď ŸğęńĲćĲľčáńàď ńęň ąĲŋŸćŸåęň 1 ľĲ ĲěŸăĺĲńăąá ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł ľňďŻňŸľńăąâł Żęčâł.^1

1. Šę §ĲéĺđčŸ ńęň Van der Waerden ĞĲéĺđčŸ 13 (B.L. van der Waerden, 1927). Ăď ŻăŸčĲĺåľęňčĲ ńęňł

ŋňľăąęçł Ÿĺă§čęçł ľĲ Żçę ľçďęćŸ, ńæńĲ ńęňćáőăľńęď âďŸ Ÿğæ Ÿňńá ğĺâğĲă ďŸ ğĲĺăâőĲă Ÿĺă§čđńăąâł ğĺęæŻęňł ńňőŸåęň čãąęňł.

ŚĲ æ,ńă Ÿŋęĺá ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň §ĲàĺãčŸńęł 13, ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ŸĺąĲå ďŸ Ÿľőęćđ§ęçčĲ čĲ ńđď Ÿąæćęň§đ ğĺæńŸľđ.

ŔĺæńŸľđ 1. ĆăŸ ąá§Ĳ k; r ∈ N, ňğáĺőĲă W (k; r) ∈ N ńâńęăę éľńĲ

Ÿď ńę ľçďęćę {1; 2; : : : ; W (k; r)} ŻăŸčĲĺăľńĲå ľĲ r ąćáľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł ńæńĲ ńęňćáőăľńęď čåŸ Ÿğæ Ÿňńâł ďŸ ğĲĺăâőĲă čåŸ Ÿĺă§čđńăąã ğĺæęŻę čãąęňł k.

Ę ğĺæńŸľđ 1 ĲåďŸă ğĺęŋŸďãł ŽăŸ k = 2, r ∈ N. ŔĺáŽčŸńă, Ÿď §ĲàĺãľęňčĲ W (2; r) = r + 1 ńæńĲ ńę İđńęçčĲďę âğĲńŸă áčĲľŸ.

Ăł Ÿľőęćđ§ęçčĲ ğĺęł ľńăŽčãď čĲ ńđď ğĲĺåğńàľđ k = 3; r = 2. ĹľőňĺăİæčŸľńĲ æńă ŸĺąĲå ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ W (3; 2) = 5 · (2 · 2^5 + 1) = 325. ŢĺàčŸńåİęňčĲ ńę ľçďęćę [1; 325] := {1; : : : ; 325} čĲ Żçę őĺéčŸńŸ ąŸă Ĳğăğćâęď ŻăŸčĲĺåİęňčĲ Ÿňńæ ľĲ 65 ńčãčŸńŸ čãąęňł 5 ńę ąŸ§âďŸ àł Ĳěãł,

[1; 325] = [1; 5] ∪ [6; 10] ∪ : : : ∪ [321; 325]

Şğáĺőęňď 2^5 = 32 ğă§Ÿďęå ńĺæğęă 2-őĺàčŸńăľčęç ąá§Ĳ ńčãčŸńęł. ŚňďĲğéł ŸďáčĲľŸ ľńŸ 33 ğĺéńŸ ńčãčŸńŸ ňğáĺőęňď 2 ńŸ ęğęåŸ őĺàčŸńå- İęďńŸă čĲ ńęď åŻăę ńĺæğę. ëľńà æńă ĲåďŸă ńŸ Ą_{11} = {51; 52; 53; 54; 55} ąŸă Ą_{26} = {126; 127; 128; 129; 130}. Čçę Ÿğæ ńŸ ğĺéńŸ ńĺåŸ ľńęăőĲåŸ ńęň Ą_{11} ğĺâğĲă ďŸ âőęňď ńę åŻăę őĺéčŸ. ëľńà j ąŸă j + d ńŸ ľńęăőĲåŸ Ÿňńá. ČĲŻęčâďęň æńă j; j + d ∈ {51; 52; 53} âğĲńŸă æńă j + 2d ∈ B_{11}

1ŚőĲńăąâł ğŸĺŸğęčğâł ŸğęńĲćęçď ńŸ [GR71] ąŸă [NR90]. 29

30 3. ŐĹ ĂŔĂŘŢĎŚ ŠĘŚ ĞĎŮŘĹĂŚ RAMSEY △ 51 52 53 54 55 126 127 128 129 130 205

B_{11} B_{26} B_{41}

ŚőãčŸ 1

(Ÿňńæł ĲåďŸă ę ćæŽęł ŽăŸ ńęď ęğęåę ĲğăćâŽęňčĲ ńŸ blocks ďŸ âőęňď čãąęł 5). Ăď ńę j + 2d âőĲă ńę åŻăę őĺéčŸ čĲ ńę j ńæńĲ âőęňčĲ ńĲćĲăéľĲă. Şğę§âńęňčĲ æńă ńę j + 2d âőĲă ŻăŸŋęĺĲńăąæ őĺéčŸ Ÿğæ ńę j. ëľńà æńă ńę j ĲåďŸă ąæąąăďę Ĳďé ńę j + 2d čğćĲ. ŃåŸ ŸďńăğĺęľàğĲňńăąã ĲăąæďŸ ğŸĺęňľăáİĲńŸă ľńę ľőãčŸ 1, æğęň âőęňčĲ §ĲàĺãľĲă æńă j = 51 ąŸă d = 2. Ăď ę 205 ∈ B_{41} ĲåďŸă čğćĲ ńæńĲ ńŸ 55; 130; 205 ľőđčŸńåİęňď čăŸ čęďęőĺàčŸńăąã Ÿĺă§čđńăąã ğĺæęŻę čãąęňł 3. Őčęåàł Ÿď ę 205 ĲåďŸă ąæąąăďęł ńæńĲ ńŸ 51; 128; 205 ľőđčŸńåİęňď čåŸ ąæąąăďđ Ÿĺă§čđńăąã ğĺæęŻę čãąęňł 3.

Ăł Ÿľőęćđ§ęçčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ čĲ ńđď ğĲĺåğńàľđ k = 3; r = 3. ĹľőňĺăİæčŸľńĲ æńă ŸĺąĲå ďŸ §âľęňčĲ

W (3; 3) = 7 · (2 · 3^7 + 1) · (2 · 3^{7·(2·37+1)} + 1) ŢĺàčŸńåİęňčĲ ńę ľçďęćę {1; 2; : : : ; 7 · (2 · 3^7 + 1) · (2 · 3^{7·(2·37+1)} + 1)} čĲ 3 őĺéčŸńŸ. ČăŸčĲĺåİęňčĲ ńę ğŸĺŸğáďà ľçďęćę ľĲ 2 · 3^{7·(2·37+1)} + 1 ńčãčŸńŸ B_i ğćđ§ăąæńđńŸł 7 · (2 · 3^7 + 1) ńę ąŸ§âďŸ. Şğáĺőęňď 3^{7·(2·37+1)} ńĺæğęă ďŸ őĺàčŸńăľńĲå (čĲ 3 őĺéčŸńŸ) ąá§Ĳ B_i. ŚňďĲğéł ŸďáčĲľŸ ľńŸ 3^{7·(2·37+1)} + 1 ğĺéńŸ ńčãčŸńŸ ňğáĺőęňď Żçę, âľńà B_{i1} ąŸă B_{i1+d1} , ğęň őĺàčŸńåİęďńŸă čĲ ńęď åŻăę ńĺæğę. ĆăŸ ąá§Ĳ i, ŻăŸčĲĺåİęňčĲ ńę B_i ľĲ 2 · 3^7 + 1 ňğęńčãčŸńŸ B_{i;j} ğćđ§ăąæńđńŸł 7 ńę ąŸ§âďŸ. Şğáĺőęňď 3^7 ńĺæğęă ďŸ őĺàčŸńăľńĲå (čĲ 3 őĺéčŸńŸ) ąá§Ĳ B_{i;j}. ëğĲńŸă æńă ŸďáčĲľŸ ľńŸ 3^7+1 ğĺéńŸ ňğęńčãčŸńŸ B_{i;j} ňğáĺőęňď Żçę, âľńà B_{i1;i2} ąŸă B_{i1;i2+d2} , ğęň őĺàčŸńåİęďńŸă čĲ ńęď åŻăę ńĺæğę. ŠŸ ğĺéńŸ ńâľľĲĺŸ ľńęăőĲåŸ ńęň B_{i1;i2} ğĲĺăâőęňď Żçę, âľńà i_3 ąŸă i_3+d_3, åŻăęň őĺéčŸńęł (ğ.ő. ąæąąăďęň). ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă i_3 + 2d_3 ∈ B_{i1;i2} . Şğę§âńęňčĲ æńă ńę i_3 + 2d_3 ĲåďŸă čğćĲ (Ÿď ãńŸď ąæąąăďę §Ÿ ĲåőŸčĲ ńĲćĲăéľĲă). Ăğæ ńđď ĲğăćęŽã ńàď i_2; d_2, âğĲńŸă æńă B_{i1;i2+d2} ⊆ B_{i1} . ČĲŻęčâďęň æńă ńŸ B_{i1;i2} ąŸă B_{i1;i2+d2} őĺàčŸńåİęďńŸă čĲ ńęď åŻăę ńĺæğę, âğĲńŸă æńă ęă Ÿĺă§čęå i_3 + 7d_2 ąŸă i_3 + d_3 + 7d_2 ĲåďŸă ąæąąăďęă Ĳďé ę Ÿĺă§čæł i_3 + 2d_3 + 7d_2 ĲåďŸă čğćĲ. Ăď ńę i_3 + 2d_3 + 14d_2 ∈ B_{i1;i2+2d2} ĲåďŸă čğćĲ ńæńĲ ńŸ i_3 + 2d_3, i_3 + 2d_3 + 7d_2, i_3 + 2d_3 + 14d_2 ľőđčŸńåİęňď čęďęőĺàčŸńăąã Ÿĺă§čđńăąã ğĺæęŻę. Aď ńę i_3 + 2d_3 + 14d_2 ĲåďŸă ąæąąăďę ńæńĲ ńŸ i_3, i_3 + d_3 + 7d_2, i_3 + 2d_3 + 14d_2

1. ŠŐ ĞĎŮŘĘŃĂ ŠŐŞ VAN DER WAERDEN 31

△

△

▽

B_{i1}

B_{i1+d1}

B_{i1+2d1} i_3 i_3+d_3 i_3+2d_3 i_3+7d_2 i_3+d_3+7d_2 i_3+2d_3+7d_2

B_{i1+2d1,i2+2d2} m

B_{i1,i2} B_{i1,i2+d2} i_3+2d_3+14d_2

B_{i1+d1,i2+d2}

B_{i1,i2+2d2}

ŚőãčŸ 2

ľőđčŸńåİęňď čęďęőĺàčŸńăąã Ÿĺă§čđńăąã ğĺæęŻę. Şğę§âńęňčĲ æńă ńę i_3 + 2d_3 + 14d_2 ĲåďŸă ąåńĺăďę. ŔĺęŋŸďéł (Ÿŋęç ńŸ B_{i1} ąŸă B_{i1+d1} őĺàčŸńåİęďńŸă čĲ ńęď åŻăę ńĺæğę)

• ęă Ÿĺă§čęå i_3 + 7 · (2 · 3^7 + 1) · d_1, i_3 + d_3 + 7 · (2 · 3^7 + 1) · d_1 ąŸă i_3 + 7 · d_2 + 7 · (2 · 3^7 + 1) · d_1 ĲåďŸă ąæąąăďęă • ęă Ÿĺă§čęå i_3 +2d_3 +7·(2·3^7 +1)·d_1 , i_3 +2d_3 +7d_2 +7·(2·3^7 +1)·d_1 ĲåďŸă čğćĲ ąŸă • ę Ÿĺă§čæł i_3 + 2d_3 + 14d_2 + 7 · (3^7 + 1) · d_1 ĲåďŸă ąåńĺăďęł ĞâńęňčĲ m = i_3 + 2d_3 + 14d_2 + 14 · (3^7 + 1) · d_1 ∈ B_{i1+2d1} . ŠæńĲ • Ÿď ę m ĲåďŸă ąæąąăďęł, đ İđńęçčĲďđ Ÿĺă§čđńăąã ğĺæęŻęł ĲåďŸă đ i_3, i_3 + d_3 + 7d_2 + 7(3^7 + 1)d_1, m • Ÿď ę m ĲåďŸă čğćĲ, đ İđńęçčĲďđ Ÿĺă§čđńăąã ğĺæęŻęł ĲåďŸă đ i_3 + 2d_3, i_3 + 2d_3 + 7d_2 + 7(3^7 + 1)d_1, m • Ÿď ę m ĲåďŸă ąåńĺăďęł, đ İđńęçčĲďđ Ÿĺă§čđńăąã ğĺæęŻęł ĲåďŸă đ i_3 + 2d_3 + 14d_2, i_3 + 2d_3 + 14d_2 + 7(3^7 + 1)d_1, m ĎąčĲńŸććĲňæčĲďęă ńăł ğćđĺęŋęĺåĲł ğęň ğŸĺâőęňď ńŸ Ÿďàńâĺà ğŸĺŸ- ŻĲåŽčŸńŸ, ğĺęőàĺęçčĲ ğĺęł ńđ ŽĲďăąã ŸğæŻĲăěđ.

32 3. ŐĹ ĂŔĂŘŢĎŚ ŠĘŚ ĞĎŮŘĹĂŚ RAMSEY

0 1 2 3 4 0

1

2

3

4

ŚőãčŸ 3

Őĺăľčæł 17. ĞĲàĺęçčĲ m ∈ N ąŸă 0 ≤ i ≤ m. Šę ľçďęćę ńàď m-áŻàď (x_1; : : : ; x_m) ∈ [0; l]^m ŽăŸ ńăł ęğęåĲł ăľőçĲă æńă ńę l ĲčŋŸďåİĲńŸă ľńăł i ŻĲěăæńĲĺĲł ľňďńĲńŸŽčâďĲł ąŸă čæďę, ąŸćĲåńŸă ąćáľđ l-ăľęŻňďŸčåŸł.

Čę§âďńęł m ňğáĺőęňď m + 1 ąćáľĲăł l-ăľęŻňďŸčåŸł ęă ęğęåĲł ŻăŸčĲĺåİęňď âďŸ Žďãľăę ňğęľçďęćę ńęň [0; l]^m. Śńę ľőãčŸ 3 ŋŸåďęďńŸă ęă ąćáľĲăł l-ăľęŻňďŸčåŸł ŽăŸ l = 4 ąŸă m = 2.

Čę§âďńàď l; m ≥ 1, ęĺåİęňčĲ ăľőňĺăľčæ S(l; m) àł Ĳěãł S(l; m) ⇔ ŽăŸ ąá§Ĳ r, ňğáĺőĲă N(l; m; r) ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ŸğĲăąæďăľđ C : [1; N(l; m; r)] −→ [1; r] ďŸ ňğáĺőęňď §Ĳńăąęå ŸąâĺŸăęă a, d_1; : : : ; d_m ńâńęăęă éľńĲ ńę C(a +

∑_m i=1 m_id_i) ďŸ ĲåďŸă ľńŸ§Ĳĺæ ğáďà Ÿğæ ąá§Ĳ ąćáľđ l-ăľęŻňďŸčåŸł ńęň [0; l]^m.

ĎåďŸă ĲčŋŸďâł æńă đ ğĺæńŸľđ (∀l)S(l; 1) ĲåďŸă ăľęŻçďŸčđ čĲ ńę §ĲéĺđčŸ ńęň Van der Waerden^2.

ĞĲéĺđčŸ 14. ĆăŸ ąá§Ĳ l; m ≥ 1, S(l; m).

ĂğęŻĲăěđ. ČęňćĲçęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá àł ğĺęł l ąŸă m. ŔĺęŋŸďéł, ę

ăľőňĺăľčæł S(1; 1) Ÿćđ§ĲçĲă. ĂğęŻĲăąďçęňčĲ æńă S(l; m) ⇒ S(l; m + 1) ëľńà r ∈ N, M = N(l; m; r) ąŸă M^′ = N(l; 1; r^M ). ĞĲàĺęçčĲ őĺàčŸńăľčæ C : [1; M · M^′] −→ [1; r] ąŸă ęĺåİęňčĲ C^′ : [1; M^′] −→ [1; r^M ] âńľă éľńĲ

C^′(k) = C^′(k^′) ⇔ C(kM − j) = C(k^′M − j) ŽăŸ ąá§Ĳ 0 ≤ j < M Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ňğáĺőęňď a^′; d^′ ńâńęăŸ éľńĲ ńę C^′(a^′ + xd^′) ďŸ ğŸĺŸčâďĲă ľńŸ§Ĳĺæ ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ [0; l − 1].

2ľńđ čęĺŋã ńđł ğĺæńŸľđł 1

2. ŠŐ ĞĎŮŘĘŃĂ ŠŮŇ HALES ĽĂĹ JEWETT 33

ĞĲàĺęçčĲ I = [a^′M − (M − 1); a^′M]. ĎŋŸĺčæİęďńŸł ńđď S(l; m) ľńę I âğĲńŸă æńă ňğáĺőęňď §Ĳńăąęå ŸąâĺŸăęă a; d_2; : : : ; d_{m+1} ńâńęăęă éľńĲ 1. a +

∑_{m+1}

i=2 x_id_i ∈ I ŽăŸ x_i ∈ [0; l], 2 ≤ i ≤ m + 1 2. C(a +

∑_{m+1} i=2 x_id_i) =ľńŸ§Ĳĺæ ğáďà Ÿğæ ąćáľĲăł l-ăľęŻňďŸčåŸł ĞâńęňčĲ d^′_i = d_i ŽăŸ ąá§Ĳ 2 ≤ i ≤ m + 1 ąŸă d^′_1 = d^′M. ëľńà (x_1; : : : ; x_{m+1}), (y_1 : : : ; y_{m+1}) ľńęăőĲåŸ ąáğęăŸł ąćáľđł l-ăľęŻňďŸčåŸł. ŠæńĲ, ľçčŋàďŸ čĲ ńę (2), C(a+

∑_{m+1}

i=2 x_id_i) = C(a+

∑_{m+1} i=2 y_id_i). ŁæŽà ńęň (1) âğĲńŸă æńă a + m+1∑ i=2 x_id_i = a^′M − j_1, 0 ≤ j_1 < M

a + m+1∑ i=2 y_id_i = a^′M − j_2, 0 ≤ j_2 < M

ąŸă áĺŸ C(a^′M − j_1) = C(a^′M − j_2). îčàł C^′(a^′) = C^′(a^′ + x_1d^′) ąŸă C^′(a^′) = C^′(a^′ + y_1d^′). ŚňďĲğéł

C(a^′M − j_1) = C((a^′ + x_1d^′)M − j_1) = C(a + m+1∑ i=1 x_id^′_i)

C(a^′M − j_2) = C((a^′ + y_1d^′)M − j_2) = C(a + m+1∑ i=1 y_id^′_i)

ŚňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă C(a +

∑_{m+1} i=1 x_id^′_i) = C(a +

∑_{m+1}

i=1 y_id^′_i).

ČĲåőďęňčĲ ľńđ ľňďâőĲăŸ æńă (∀m ≥ 1)S(l; m) ⇒ S(l + 1; 1). ĞĲàĺęçčĲ r ∈ N ąŸă C : [1; N(l; r; r)] −→ [1; r]. ŠæńĲ ňğáĺőęňď §Ĳńăąęå ŸąâĺŸăęă a; d_1; : : : ; d_r ńâńęăęă éľńĲ ńę C(a +

∑_r

i=1 x_id_i) ďŸ ĲåďŸă ľńŸ- §Ĳĺæ ğáďà Ÿğæ ąćáľĲăł l-ăľęŻňďŸčåŸł. Ăğæ ńđď Ÿĺőã ńęň ğĲĺăľńĲĺéďŸ âğĲńŸă æńă ňğáĺőęňď 1 ≤ u < v ≤ r + 1 ń.à.

C(a + r∑ i=u l · d_i) = C(a + r∑ i=v l · d_i)

ŚňďĲğéł ńę C((a +

∑_r i=v l · d_i) + x · ( ∑_{v−1} i=u d_i)) ğŸĺŸčâďĲă ľńŸ§Ĳĺæ ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ [0; l], ęğæńĲ Ÿćđ§ĲçĲă đ ğĺæńŸľđ S(l + 1; 1).

2. Šę §ĲéĺđčŸ ńàď Hales ąŸă Jewett

ŐĺåİęňčĲ àł n-ŻăáľńŸńę ąçŹę ğáďà Ÿğæ t ľńęăőĲåŸ ńę ľçďęćę

C^n_t = {(x_1; : : : ; x_n) | x_i ∈ {0; 1; : : : ; t − 1}}

34 3. ŐĹ ĂŔĂŘŢĎŚ ŠĘŚ ĞĎŮŘĹĂŚ RAMSEY

Őĺăľčæł 18. Ďň§ĲåŸ ńęň C^n_t ęďęčáİĲńŸă ąá§Ĳ Ÿąęćęň§åŸ x0; : : : ; xt−1,

xi = (x_{i1}; : : : ; x_{in}), ńâńęăŸ éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ j; 1 ≤ j ≤ n ĲåńĲ x_{0j} = x_{1j} = : : : = x_{t−1;j} ã x_{sj} = s ŽăŸ ąá§Ĳ 0 ≤ s < t Ďğăğćâęď ňğę§âńęňčĲ æńă đ ŻĲçńĲĺđ ľňď§ãąđ Ÿćđ§ĲçĲă ŽăŸ âďŸ ńęňćáőăľńęď j (Ÿććăéł đ Ĳň§ĲåŸ ĲąŋňćåİĲńŸă ľĲ ľđčĲåę).

Ďğå ğŸĺŸŻĲåŽčŸńă, ńŸ ľçďęćŸ {020; 121; 222; 323} ąŸă {031; 131; 231; 331} ŸğęńĲćęçď Ĳň§ĲåĲł ńęň C^3_4 .

ĞĲéĺđčŸ 15 (A.W.Hales-R.I.Jewett, 1963). ĆăŸ ąá§Ĳ r; t ňğáĺőĲă N^′ = HJ(r; t) ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ N ≥ N^′ ąŸă ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ńęň C^N_t , ę C^N_t ďŸ ğĲĺăâőĲă čåŸ čęďęőĺàčŸńăąã Ĳň§ĲåŸ.

ŚńŸ ğćŸåľăŸ ńęň Ÿąæćęň§ęň ęĺăľčęç, ę ľňčŹęćăľčæł A + B ĲĺčđďĲçĲńŸă àł đ ěâďđ âďàľđ ńàď ľňďæćàď A ąŸă B.

Őĺăľčæł 19. ëľńà 1 ≤ k ≤ n ąŸă {1; : : : ; n} = B0 +B1 +: : :+Bk

æğęň B_i ≠ ∅ ŽăŸ ąá§Ĳ 1 ≤ i ≤ k. Ďáď B_0 ≠ ∅ §ĲàĺęçčĲ ŻĲŻęčâďđ ŸğĲăąæďăľđ f : B_0 −→ {0; : : : ; t − 1}. ŐĺåİęňčĲ ^f : C^k_t −→ C^n_t àł Ĳěãł

^f(y_1; : : : ; y_k) = (x_1; : : : ; x_n) æğęň { x_i = f(i) Ÿď i ∈ B_0 x_i = y_j Ÿď i ∈ B_j

Ę ĲăąæďŸ ńđł ^f ęďęčáİĲńŸă k-ŻăáľńŸńęł ňğæőàĺęł ńęň C^n_t .

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ľçčŋàďŸ čĲ ńęď ęĺăľčæ 19 ąá§Ĳ Ĳň§ĲåŸ ŸğęńĲćĲå čęďęŻăáľńŸńę ňğæőàĺę.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 1 (ŻăľŻăáľńŸńęł ňğæőàĺęł ńęň C^7_3 ). ĞĲàĺęçčĲ t = 3, n = 7, k = 2, B_1 = {1; 2}, B_2 = {3; 4; 5}, B_0 = {6; 7} ąŸă f(6) = 2, f(7) = 0. Šę Ÿąæćęň§ę ŸğęńĲćĲå ńę ğĲŻåę ńăčéď ńđł ^f 0000020 1100020 2200020 0011120 1111120 2211120 0022220 1122220 2222220 Šę ľçďęćę ńàď n-áŻàď (x_1; : : : ; x_n) ∈ C^n_{t+1} ľńăł ęğęåĲł ńę t ĲčŋŸďå- İĲńŸă ľńăł i ŻĲěăæńĲĺĲł ľňďńĲńŸŽčâďĲł ąŸă čæďę, ľőđčŸńåİĲă čåŸ ąćáľđ t-ăľęŻňďŸčåŸł (ęĺăľčæł 17). ŚĲ æ,ńă Ÿąęćęň§Ĳå ęă ąćáľĲăł t-ăľęŻňďŸčåŸł §Ÿ ŸďŸŋâĺęďńŸă Ÿğćá àł ąćáľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł.

Őĺăľčæł 20. ëďŸł őĺàčŸńăľčæł ńęň C^n_{t+1} §Ÿ ęďęčáİĲńŸă ńčđčŸ-

ńęğęăđčâďęł Ÿď ĲåďŸă ľńŸ§Ĳĺæł ğáďà Ÿğæ ąá§Ĳ ąćáľđ ăľęŻňďŸčåŸł.

Őĺăľčæł 21. ëďŸł őĺàčŸńăľčæł ő Ĳďæł k-ŻăáľńŸńęň ňğæőàĺęň

ńęň C^n_{t+1} §Ÿ ęďęčáİĲńŸă ńčđčŸńęğęăđčâďęł Ÿď ę ĲğŸŽæčĲďęł őĺàčŸńăľčæł ő ∘ ^f ńęň C^k_{t+1} ĲåďŸă ńčđčŸńęğęăđčâďęł.

2. ŠŐ ĞĎŮŘĘŃĂ ŠŮŇ HALES ĽĂĹ JEWETT 35

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă čåŸ Ĳň§ĲåŸ ńęň C^n_{t+1} ĲåďŸă ńčđčŸńęğęăđčâďđ Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ńŸ ğĺéńŸ t ľđčĲåŸ ńđł ľőđčŸńåİęňď čęďęőĺàčŸńăąæ ľçďęćę.

Čę§âďńęł t ∈ N ęĺåİęňčĲ ăľőňĺăľčęçł HJ(t) ąŸă LHJ(t) àł Ĳěãł.

HJ(t) ⇔ ŽăŸ ąá§Ĳ r ňğáĺőĲă N^′ = HJ(r; t) ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ N ≥ N^′ ąŸă ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ńęň C^N_t , ę C^N_t ďŸ ğĲĺăâőĲă čåŸ čęďęőĺàčŸńăąã ŽĺŸččã.

LHJ(t) ⇔ ŽăŸ ąá§Ĳ r; k ňğáĺőĲă M^′ = LHJ(r; t; k) ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ M ≥ M^′ ąŸă ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ńęň C^M_{t+1} ďŸ ňğáĺőĲă âďŸł ńčđčŸńęğęăđčâďęł k-ŻăáľńŸńęł ňğæőàĺęł ńęň C^M_{t+1}.

Ę ŸğæŻĲăěđ ńęň §ĲàĺãčŸńęł ńàď Hales ąŸă Jewett §Ÿ ŽåďĲă ĲğŸŽà- Žăąá àł ğĺęł t. ŚĲ æ,ńă Ÿŋęĺá ńđ Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă đ ğĺæńŸľđ HJ(1) ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł Ÿćđ§ãł. Šę ĲğŸŽàŽăąæ ŹãčŸ §Ÿ ŸğęŻĲăőńĲå čâľà Żçę ćđččáńàď.

HJ(t) ⇒ LHJ(t) (ćãččŸ 6) LHJ(t) ⇒ HJ(t + 1) (ğæĺăľčŸ ćãččŸńęł 7) ŁãččŸ 6. HJ(t) ⇒ LHJ(t).

ĂğęŻĲăěđ. ČĲőæčŸľńĲ æńă Ÿćđ§ĲçĲă đ HJ(t). ĂğęŻĲăąďçęňčĲ ńđď LHJ(t) čĲ ĲğŸŽàŽã ľńę k.

k = 1. ëľńà r ∈ N ąŸă M^′ = HJ(r; t). ĞĲàĺęçčĲ M ≥ M^′ ąŸă ľńŸ§ĲĺęğęăęçčĲ âďŸď r-őĺàčŸńăľčæ ńęň C^M_{t+1}. ŔĺęŋŸďéł C^M_t ⊆ C^M_{t+1} ąŸă áĺŸ ňğáĺőĲă čåŸ čęďęőĺàčŸńăąã Ĳň§ĲåŸ ľńęď C^M_t đ ęğęåŸ Ĳě ęĺăľčęç ŸğęńĲćĲå ńčđčŸńęğęăđčâďę čęďęŻăáľńŸńę ňğæőàĺę ńęň C^M_{t+1}.

k ⇒ k + 1. ëľńà r ∈ N ąŸă m = LHJ(r; t; k). ëľńà s = r^{(t+1)m} ńę ğćã§ęł ńàď r-őĺàčŸńăľčéď ńęň C^m_{t+1}. ĞâńęňčĲ m^′ = HJ(s; t). ĹľőňĺăİæčŸľńĲ æńă ŸĺąĲå ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ LHJ(r; t; k + 1) = m^′ + m ëľńà ő âďŸł r-őĺàčŸńăľčæł ńęň C^{m′+m}_{t+1} = C^{m′}_{t+1} × C^m_{t+1}. Ďáď x ∈ C^{m′}_{t+1} ąŸă y ∈ C^m_{t+1}, ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ xy ńđď ğŸĺá§Ĳľđ ńàď ŻăŸďňľčáńàď x ąŸă y [ğ.ő. (2; 7; 5)(3; 6) = (2; 7; 5; 3; 6)]. ŐĺåİęňčĲ őĺàčŸńăľčæ ő^∗ ğáďà Ÿğæ ńę C^{m′}_{t+1} àł Ĳěãł: őĺàčŸńåİęňčĲ ąá§Ĳ x ∈ C^{m′}_{t+1} čâľà ąŸńáććđćđł ąàŻăąęğęåđľđł ńàď őĺàčáńàď ńàď xy, y ∈ C^m_{t+1} éľńĲ

ő^∗(x) = ő^∗(x^′) ⇔ ő(xy) = ő(x^′y) ŽăŸ ąá§Ĳ y ∈ C^m_{t+1} Ő ő^∗ ĲåďŸă s-őĺàčŸńăľčæł ąŸă áĺŸ ňğáĺőĲă čåŸ ő^∗-ńčđčŸńęğęăđčâďđ Ĳň- §ĲåŸ x_0; x_1; : : : ; x_{t−1}; x_t ∈ C^{m′}_{t+1}. ŐĺåİęňčĲ őĺàčŸńăľčæ ő^{∗∗} ńęň C^m_{t+1} àł Ĳěãł ő^{∗∗}(y) = ő(x_i; y), 0 ≤ i ≤ t

36 3. ŐĹ ĂŔĂŘŢĎŚ ŠĘŚ ĞĎŮŘĹĂŚ RAMSEY Ăğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ âğĲńŸă æńă ňğáĺőĲă ő^{∗∗}-ńčđčŸńęğęăđčâďęł k-ŻăáľńŸńęł ňğæőàĺęł S ⊆ C^m_{t+1}. ĞâńęňčĲ T = {x_is | 0 ≤ i ≤ t; s ∈ S} ⊆ C^{m′+m}_{t+1} Ăď ęă ąćáľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł ńęň S ĲåďŸă ęă S_0; : : : ; S_k ńæńĲ ęă ąćáľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł ńęň T ĲåďŸă ęă T_j = {x_is | 0 ≤ i < t; s ∈ S_j}, 0 ≤ j ≤ k ąŸ§éł ąŸă ąáğęăŸ T_{k+1} đ ęğęåŸ ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ âďŸ ľđčĲåę x_ts. ëľńà x_is; x_is^′ ∈ T_j, 0 ≤ j ≤ k. ŠæńĲ ő(x_is) = ő^{∗∗}(s) = ő^{∗∗}(s^′) = ő(x_i; s^′). ŚňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ę T ĲåďŸă ő^{∗∗}-ńčđčŸńęğęăđčâďęł (k + 1)-ŻăáľńŸńęł ňğæőàĺęł.

ŁãččŸ 7. Ľá§Ĳ ńčđčŸńęğęăđčâďęł k-ŻăáľńŸńęł őéĺęł, őĺàčŸńă-

ľčâďęł čĲ k ńę ğęćç őĺéčŸńŸ ğĲĺăâőĲă čåŸ čęďęőĺàčŸńăąã Ĳň§ĲåŸ.

ĂğęŻĲăěđ. ĂĺąĲå ďŸ Ÿľőęćđ§ęçčĲ čĲ ńęď C^k_{t+1}. ëľńà ő âďŸł

ńčđčŸńęğęăđčâďęł őĺàčŸńăľčæł ńęň C^k_{t+1}. ĞĲàĺęçčĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ x_i = (x_{i1}; : : : ; x_{ik}), 0 ≤ i ≤ k æğęň

x_{ij} =

0 Ÿď j ≤ i

t Ÿď j > i Ăğæ ńđď Ÿĺőã ńęň ğĲĺăľńĲĺéďŸ âğĲńŸă æńă ňğáĺőęňď u < v ń.à. ńŸ x_u ąŸă x_v ďŸ âőęňď ńę åŻăę őĺéčŸ. ŚňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă đ Ĳň§ĲåŸ {y_s}_{0≤s≤t}

y_s = (y_{s1}; : : : ; y_{sk}), y_{si} =

0 Ÿď i ≤ u s Ÿď u < i ≤ v t Ÿď v < i ŸğęńĲćĲå čęďęőĺàčŸńăąæ ľçďęćę.

ŔęĺăľčŸ. LHJ(t) ⇒ HJ(t + 1) ĂğęŻĲăěđ. Čę§âďńęł r ∈ N, ĲğăćâŽęňčĲ N^′ ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ N ≥ N^′ ąŸă ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ńęň C^N_{t+1} ďŸ ňğáĺőĲă ńčđčŸńęğęăđčâďęł r-ŻăáľńŸńęł ňğæőàĺęł. Ăğæ ńę ćãččŸ 7 âğĲńŸă æńă ňğáĺőĲă čęďęőĺàčŸńăąã Ĳň§ĲåŸ čãąęňł t + 1.

ĞĲéĺđčŸ 16. Hales-Jewett ⇒ van der Waerden ĂğęŻĲăěđ. ĞĲàĺęçčĲ ńđď ŸğĲăąæďăľđ

C^N_t ∋ (a_1; : : : ; a_N ) → N∑ i=1 a_it^{i−1} ∈ {a | 0 ≤ a < t^N }

đ ęğęåŸ ŸğĲăąęďåİĲă Ĳň§ĲåĲł ľĲ Ÿĺă§čđńăąâł ğĺęæŻęňł čãąęňł t. Šę İđńęçčĲďę âğĲńŸă áčĲľŸ.

3. Ę ĂŔŐČĎĹŊĘ ŠŐŞ SHELAH 37

Šę §ĲéĺđčŸ ńàď Hales ąŸă Jewett ŽĲďăąĲçĲńŸă áčĲľŸ àł Ÿąęćęç§àł.

ĞĲéĺđčŸ 17. ĆăŸ ąá§Ĳ n; t; r ňğáĺőĲă N^′ ń.à. ŽăŸ ąá§Ĳ N ≥ N^′

ąŸă ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ńęň C^N_t ďŸ ňğáĺőĲă âďŸł čęďęőĺàčŸńăąæł ňğæőàĺęł ńęň C^N_t ŻăáľńŸľđł n.

ĂğęŻĲăěđ. ĂğĲăąęďåİęňčĲ ńęď C^{n·s}_t ľńęď C^s_tn àł Ĳěãł. ČăŸčĲĺå-

İęňčĲ ąá§Ĳ (x_1; : : : ; x_{n·s}) ∈ C^{n·s}_t ľĲ s ŻăŸŻęőăąá blocks čãąęňł n ńę ąŸ§âďŸ ąŸă ąàŻăąęğęăęçčĲ ąá§Ĳ s-áŻŸ Ÿğæ blocks čĲ ąŸńáććđćđ s-áŻŸ (y_1; : : : ; y_s) ∈ C^s_tn . Ľá§Ĳ Ĳň§ĲåŸ ńęň C^s_tn ŸğĲăąęďåİĲńŸă čâľà ńđł ąàŻăąęğęåđľđł ľĲ âďŸď n-ŻăáľńŸńę ňğæőàĺę ńęň C^{n·s}_t (ğ.ő. đ Ĳň§ĲåŸ 00; 11; 22; 33 ńęň C^2_4 ŸğĲăąęďåİĲńŸă ľńę ĲğåğĲŻę 0000; 0101; 1010; 1111 ńęň C^4_2 ).

ĞâńęňčĲ s = HJ(r; t^n) ąŸă N^′ = n · s. Ľá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæł ńęň C^{n·s}_t ĲğáŽĲă âďŸď r-őĺàčŸńăľčæ ńęň C^s_tn . Ďě ęĺăľčęç ńęň s, ňğáĺőĲă čåŸ čęďęőĺàčŸńăąã Ĳň§ĲåŸ ńęň C^s_tn đ ęğęåŸ ŸğĲăąęďåİĲńŸă čâľà ńđł ąàŻăąęğęåđľđł ľĲ âďŸ čęďęőĺàčŸńăąæ n-ŻăáľńŸńę ňğæőàĺę ńęň C^{n·s}_t . ĆăŸ ąá§Ĳ N ≥ N^′, ę C^N_t ğĲĺăâőĲă ńęď C^{N ′}_t ąŸă áĺŸ ăľőçĲă ńę İđńęçčĲďę.

3. Ę ŸğæŻĲăěđ ńęň Shelah

ŚńŸ ğćŸåľăŸ Ÿňńãł ńđł ĲďæńđńŸł §âńęňčĲ

C^n_t = {(x_1; : : : ; x_n) | x_i ∈ {1; : : : ; t}}

Őĺăľčæł 22. ëďŸ ľçďęćę L ⊆ C^n_t §Ÿ ąŸćĲåńŸă Shelah-Ĳň§ĲåŸ Ÿď

ňğáĺőĲă čåŸ Ÿĺå§čđľđ l_1; : : : ; l_t ńęň L, l_k = (x_{k1}; : : : ; x_{kn}), 1 ≤ k ≤ t ąŸă ňğáĺőęňď i; j, 0 ≤ i < j ≤ n ńâńęăŸ éľńĲ

x_{ks} = t − 1 Ÿď s ≤ i k Ÿď i < s ≤ j t Ÿď j < s

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 2. îćŸ ńŸ ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ ľńđď ğŸĺęçľŸ ĲďæńđńŸ ńŸň-

ńåİęňď ńę ĂŽŽćăąæ ŸćŋáŹđńę A = {A; B; C; : : : ; X; Y; Z} (ĲŋęŻăŸľčâďę čĲ ńđ ľňďã§đ ŻăáńŸěđ) čĲ ńę ľçďęćę {1; 2; : : : ; 26}.

Őă ğŸĺáčĲńĺęă t = 26; n = 9; i = 2; j = 5 ąŸ§ęĺåİęňď ńđď Ÿąæćęň§đ Shelah-Ĳň§ĲåŸ. Y Y ZZZ ZZZZ Y Y Y Y Y ZZZZ Y Y XXX ZZZZ . . Y Y BBB ZZZZ Y Y AAA ZZZZ

38 3. ŐĹ ĂŔĂŘŢĎŚ ŠĘŚ ĞĎŮŘĹĂŚ RAMSEY

Ľá§Ĳ (x_1; : : : ; x_n) ∈ C^n_t ńę ęğęåę ŸďãąĲă ľĲ ąáğęăŸ Shelah-Ĳň§ĲåŸ, ąŸćĲåńŸă Shelah-ľđčĲåę. ŔĺęŋŸďéł, ąá§Ĳ Shelah-ľđčĲåę âőĲă ńđ čęĺŋã (t − 1; : : : ; t − 1

ğă§Ÿďéł ∅

; k; : : : ; k ≠∅ ; t; : : : ; t ğă§Ÿďéł ∅ )

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ąá§Ĳ Shelah-ľđčĲåę ąŸ§ęĺåİĲńŸă Ÿğæ ńęňł ŸąâĺŸăęňł i; j; k æğęň 0 ≤ i < j ≤ n ąŸă 1 ≤ k ≤ t. ŚňďĲğéł ę C^n_t ğĲĺăâőĲă ńę ğęćç (_{n+1} 2 ) · t Shelah-ľđčĲåŸ.

Őĺăľčæł 23. ëľńà C^n_t = C^{n1}_t × : : : × C^{ns}_t . ĆăŸ ąá§Ĳ 1 ≤ j ≤ s,

§ĲàĺęçčĲ L_j čåŸ Shelah-Ĳň§ĲåŸ ńęň C^{nj}_t . Šę ľçďęćę L_1 × : : : × L_s ąŸćĲåńŸă Shelah s-őéĺęł ńęň C^n_t .

Ő ąŸďęďăąæł ăľęčęĺŋăľčæł Ĳďæł Shelah s-őéĺęň čĲ ńęď s-ŻăáľńŸńę ąçŹę ęĺåİĲńŸă àł Ĳěãł

ŋ : L_1 × : : : × L_s −→ C^s_t , L_1 × : : : × L_s ∋ ě → (a_1; : : : ; a_s) ∈ C^s_t æğęň a_j = đ ńăčã ńàď čĲńŸŹćđńéď ľňďńĲńŸŽčâďàď ńęň j-ęľńęç block.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3. ĆăŸ n1 = 5; n2 = 9 ąŸă t = 26, ńę Ÿąæćęň§ę Ÿğę-

ńĲćĲå âďŸ Shelah-ĲğåğĲŻę.

{Y aaZZY Y bbbZZZZ | a; b ∈ A} Ő ąŸďęďăąæł ăľęčęĺŋăľčæł ńęň ľňŽąĲąĺăčâďęň ĲğăğâŻęň čĲ ńęď C^2_{26} ŻåďĲńŸă Ÿğæ ńđ ľőâľđ ŋ(Y aaZZY Y bbbZZZZ) = ab Őĺăľčæł 24. ëďŸł őĺàčŸńăľčæł ő ńęň C^s_t ąŸćĲåńŸă ‚iptop Ÿď ŽăŸ

ąá§Ĳ Żçę ľđčĲåŸ P ąŸă Q ńęň C^s_t ŽăŸ ńŸ ęğęåŸ ăľőçĲă æńă

1. ŻăŸŋâĺęňď ľĲ čåŸ ľňďńĲńŸŽčâďđ ąŸă čæďę ąŸă 2. ľńđ ľňďńĲńŸŽčâďđ ľńđď ęğęåŸ ŻăŸŋâĺęňď ĲčŋŸďåİęňď ńăł ńăčâł t−1 ąŸă t ŸďńåľńęăőŸ, Ÿćđ§ĲçĲă æńă ő(P ) = ő(Q).

Őĺăľčæł 25. ëľńà ŋ : L1 × : : : × Ls −→ C^s_t ę ąŸďęďăąæł ăľęčęĺ-

ŋăľčæł Ĳďæł ńňőŸåęň Shelah s-őéĺęň čĲ ńęď s-ŻăáľńŸńę ąçŹę. ëďŸł őĺàčŸńăľčæł ő ńęň L_1 × : : :× L_s ąŸćĲåńŸă ‚iptop Ÿď ę ĲğŸŽæčĲďęł őĺàčŸńăľčæł ő^′ ńęň C^s_t ğęň ŻåďĲńŸă Ÿğæ ńđ ľőâľđ ő^′(P ) = ő(ŋ^{−1}(P )) ĲåďŸă ‚iptop.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 4. Ďáď §ĲàĺãľęňčĲ âďŸď ‚iptop őĺàčŸńăľčæ ńęň Ĳğă-

ğâŻęň ńęň ğŸĺŸŻĲåŽčŸńęł 3 ńæńĲ ńŸ Ÿąæćęň§Ÿ ľđčĲåŸ ľőđčŸńåİęňď âďŸ

3. Ę ĂŔŐČĎĹŊĘ ŠŐŞ SHELAH 39

čęďęőĺàčŸńăąæ ľçďęćę. Y Y Y ZZY Y Y Y Y ZZZZ Y ZZ ZZY Y Y Y Y ZZZZ Y Y Y ZZY Y ZZZ ZZZZ Y ZZ ZZY Y ZZZ ZZZZ

ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă čåŸ Shelah-Ĳň§ĲåŸ L ĲåďŸă ‚iptop ňğæ ąáğęăę őĺàčŸńăľčæ ő Ÿď ąŸă čæďę Ÿď ę ő ĲåďŸă ľńŸ§Ĳĺæł ğáďà Ÿğæ ńŸ Żçę ńĲćĲňńŸåŸ ľđčĲåŸ ńđł L.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 5. ëďŸł őĺàčŸńăľčæł ő ńđł Ĳň§ĲåŸł ńęň ğŸĺŸŻĲåŽčŸ-

ńęł 2 ĲåďŸă ‚iptop Ÿď ő(Y Y Y Y Y ZZZZ) = ő(Y Y ZZZZZZZ).

ŁãččŸ 8. ĆăŸ ąá§Ĳ n ≥ r ąŸă ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ńęň C^n_t , ę C^n_t

ğĲĺăâőĲă čåŸ ‚iptop Shelah-Ĳň§ĲåŸ.

ĂğęŻĲăěđ. ĆăŸ ąá§Ĳ 0 ≤ i ≤ n, §âńęňčĲ Pi = (xi1; : : : ; xin) éľńĲ

x_{ij} = { t − 1 Ÿď j ≤ i t Ÿď j > i ČĲŻęčâďęň æńă n + 1 > r, âğĲńŸă æńă ňğáĺőęňď P_i; P_j ńŸ ęğęåŸ âőęňď ńę åŻăę őĺéčŸ. ŐĺåİęňčĲ ‚iptop Shelah-Ĳň§ĲåŸ àł Ĳěãł

l_k = (x_{k1}; : : : ; x_{kn}), 1 ≤ k ≤ t, x_{ks} = t − 1 Ÿď s ≤ i k Ÿď i < s ≤ j t Ÿď j < s

ĞĲéĺđčŸ 18. ëľńà r, s, t §Ĳńăąęå ŸąâĺŸăęă. ŐĺåİęňčĲ ŸďŸŻĺę-

čăąá n_1; : : : ; n_s àł Ĳěãł

n_1 = r^{ts−1}

n_{i+1} = r^{Ai} æğęň A_i = [∏ j≤i (_{nj +1} 2 )] · t^{s−1}

Ďáď n = n_1 + : : : + n_s, ńæńĲ ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæł ńęň C^n_t ĲğáŽĲă ńđď çğŸĺěđ Ĳďæł ‚iptop Shelah s-őéĺęň Ĳďńæł ńęň C^n_t .

ĂğęŻĲăěđ. ëľńà ő âďŸł r-őĺàčŸńăľčæł ńęň C^n_t = C^{n1}_t ×: : :×C^{ns}_t .

ŚňčŹęćåİęňčĲ ąá§Ĳ y ∈ C^n_t àł y = y_1y_2 : : : y_s æğęň y_j ∈ C^{nj}_t . ŐĺåİęňčĲ čåŸ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ∼_s ľńęď C^{ns}_t àł Ĳěãł

y_s ∼_s y^′_s ⇔ ő(y_1; : : : ; y_{s−1}; y_s) = ő(y_1; : : : ; y_{s−1}; y^′_s), ŽăŸ æćŸ ńŸ Shelah-ľđčĲåŸ y_1; : : : ; y_{s−1}

Şğáĺőęňď ńę ğęćç A_{s−1} ĲğăćęŽâł ŽăŸ ńŸ y_1; y_2; : : : ; y_{s−1} ąŸă áĺŸ ńę ğęćç n_s = r^{As−1} ąćáľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł. Ę ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ∼_s čğęĺĲå ďŸ

40 3. ŐĹ ĂŔĂŘŢĎŚ ŠĘŚ ĞĎŮŘĹĂŚ RAMSEY

§Ĳàĺđ§Ĳå àł âďŸł n_s-őĺàčŸńăľčæł ^ő_s ńęň C^{ns}_t . ŚçčŋàďŸ čĲ ńę ćãččŸ 8, ňğáĺőĲă čåŸ Shelah-Ĳň§ĲåŸ L_s ⊆ C^{ns}_t đ ęğęåŸ ĲåďŸă ‚iptop ňğæ ńęď ^ő_s.

Śńđ ľňďâőĲăŸ ŻęňćĲçęňčĲ čĲ Ÿďńåľńĺęŋđ ĲğŸŽàŽã. Şğę§âńęňčĲ æńă âőęňčĲ ŸğęčęďéľĲă Ĳň§ĲåĲł L_s; L_{s−1}; : : : ; L_{i+1} ąŸă ęĺåİęňčĲ čåŸ ľőâľđ ăľęŻňďŸčåŸł ∼_i ğáďà Ÿğæ ńęď C^{ni}_t àł Ĳěãł: y_i ∼_i y^′_i ⇔

⇔ ő(y_1; : : : ; y_{i−1}; y_i; z_{i+1}; : : : ; z_s) = ő(y_1; : : : ; y_{i−1}; y^′_i; z_{i+1}; : : : ; z_s); ŽăŸ æćŸ ńŸ Shelah-ľđčĲåŸ y_1; : : : ; y_{i−1} ąŸă æćĲł ńăł ğă§Ÿďâł ĲğăćęŽâł ńàď z_{i+1} ∈ L_{i+1}; : : : ; z_s ∈ L_s. Şğáĺőęňď

(_{nj +1} 2 ) · t ĲğăćęŽâł ŽăŸ ąá§Ĳ y_j, 1 ≤ j ≤ i − 1 ąŸă t ĲğăćęŽâł ŽăŸ ąá§Ĳ z_j, i + 1 ≤ j ≤ s. ŚňďĲğéł ňğáĺőęňď A_{i−1} ĲğăćęŽâł ŽăŸ ńŸ ľđčĲåŸ y_1; : : : ; y_{i−1}; z_{i+1}; : : : ; z_s ąŸă áĺŸ ňğáĺőęňď n_i = r^{Ai−1} ńę ğęćç ąćáľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł, ęă ęğęåĲł ąŸ§ęĺå- İęňď âďŸď n_i-őĺàčŸńăľčæ ^ő_i ńęň C^{ni}_t . ĽáďęďńŸł őĺãľđ ńęň ćãččŸńęł 8 ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ňğáĺőĲă čåŸ Shelah-Ĳň§ĲåŸ L_i ⊂ C^{ni}_t ‚iptop ňğæ ńęď őĺàčŸńăľčæ ^ő_i.

ĹľőňĺăİæčŸľńĲ æńă ę L_1 × · · · × L_s ĲåďŸă âďŸł ‚iptop Shelah s-őéĺęł. ëľńà 1 ≤ i ≤ s ąŸă y_i; y^′_i ńŸ Żçę ńĲćĲňńŸåŸ ľđčĲåŸ ńđł L_i. ŔĺęŋŸďéł y_i ∼_i y^′_i ąŸă áĺŸ

ő(y_1; : : : ; y_{i−1}; y_i; z_{i+1}; : : : ; z_s) = ő(y_1; : : : ; y_{i−1}; y^′_i; z_{i+1}; : : : ; z_s); ŽăŸ æćŸ ńŸ Shelah-ľđčĲåŸ y_1; : : : ; y_{i−1} ąŸă æćĲł ńăł ğă§Ÿďâł ĲğăćęŽâł ńàď z_{i+1} ∈ L_{i+1}; : : : ; z_s ∈ L_s. îčàł ŽăŸ ąá§Ĳ 1 ≤ j < i, ńę y_j ∈ L_j ĲåďŸă Shelah-ľđčĲåę ąŸă áĺŸ

ő(z_1; : : : ; z_{i−1}; y_i; z_{i+1}; : : : ; z_s) = ő(z_1; : : : ; z_{i−1}; y^′_i; z_{i+1}; : : : ; z_s), ŽăŸ ąá§Ĳ z_j ∈ L_j, 1 ≤ j ≤ s, j ≠ i.

ŁãččŸ 9. ëľńà s ńâńęăę éľńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ r-őĺàčŸńăľčæ ńęň C^s_{t−1},

ę C^s_{t−1} ďŸ ğĲĺăâőĲă čåŸ čęďęőĺàčŸńăąã Ĳň§ĲåŸ. ŠæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ‚iptop r-őĺàčŸńăľčæ ńęň C^s_t , ę C^s_t ğĲĺăâőĲă čåŸ čęďęőĺàčŸńăąã Ĳň§ĲåŸ.

ĂğęŻĲăěđ. ëľńà ő âďŸł ‚iptop r-őĺàčŸńăľčæł ńęň C^s_t . ŔĺęŋŸ-

ďéł, C^s_{t−1} ⊆ C^s_t . ëľńà l_1; : : : ; l_{t−1} čåŸ čęďęőĺàčŸńăąã Ĳň§ĲåŸ ńęň C^s_{t−1}. ĞĲàĺęçčĲ l_t ń.à. đ Ÿąęćęň§åŸ l_1; : : : ; l_{t−1}; l_t ďŸ ŸğęńĲćĲå Ĳň§ĲåŸ ńęň C^s_t . ČĲŻęčâďęň æńă ę ő ĲåďŸă ‚iptop, ńŸ ľđčĲåŸ l_{t−1} ąŸă l_t âőęňď ńę åŻăę őĺéčŸ ąŸă áĺŸ đ Ĳň§ĲåŸ l_1; : : : ; l_t ĲåďŸă čęďęőĺàčŸńăąã.

Ę ĂğęŻĲăěđ ńęň Shelah ŽăŸ ńę ĞĲàĺđčŸ 15.

ëľńà r ∈ N. ČęňćĲçęňčĲ čĲ ĲğŸŽàŽã ľńę t. ĆăŸ t = 1, ğĺęŋŸďéł HJ(r; 1) = 1. Şğę§âńęňčĲ æńă ňğáĺőĲă s = HJ(r; t − 1). ëľńà n ę ŋňľăąæł Ÿĺă§čæł ğęň ęĺåİĲńŸă ľńđ ŻăŸńçğàľđ ńęň §ĲàĺãčŸńęł 16 ąŸă ő âďŸł r-őĺàčŸńăľčæł ńęň C^n_t . Ő C^n_t ğĲĺăâőĲă âďŸď ‚iptop Shelah s-őéĺę L_1 × : : : × L_s. ŐĺåİęňčĲ őĺàčŸńăľčæ ő^′ ńęň C^s_t àł Ĳěãł ő^′ = ő ∘ ŋ^{−1}

4. ĎĽŠĹŃŮŇŠĂŚ ŠĂ ĂŇŮ ŤŘĂĆŃĂŠĂ 41

æğęň ŋ : L_1 × : : : × L_s −→ C^s_t ĲåďŸă ę ąŸďęďăąæł ăľęčęĺŋăľčæł ńęň L_1 ×: : :×L_s čĲ ńęď C^s_t . Ő ő^′ ĲåďŸă ‚iptop ąŸă áĺŸ, ľçčŋàďŸ čĲ ńę ćãččŸ 9, ňğáĺőĲă ő^′-čęďęőĺàčŸńăąã Ĳň§ĲåŸ L ⊆ C^s_t . Ę ŋ^{−1}(L) ⊆ L_1 × · · · × L_s ĲåďŸă đ İđńęçčĲďđ ő-čęďęőĺàčŸńăąã Ĳň§ĲåŸ ńęň C^n_t .

4. ĎąńăčéďńŸł ńŸ áďà ŋĺáŽčŸńŸ

Ę ŸěåŸ ńđł ŸğæŻĲăěđł ńęň Shelah âŽąĲăńŸă ľńđď Ĳąńåčđľđ ŸąĺăŹâľńĲĺęň áďà ŋĺáŽčŸńęł ńđł ğęľæńđńŸł HJ(r; t). ČĲŻęčâďęň æńă ľńę ŻăŸąĺăńæ ĲğåğĲŻę ŸğęńĲćĲå ľňďã§đ ğĺŸąńăąã đ ŸğæŻĲăěđ §Ĳàĺđčáńàď ńçğęň Ramsey čâľà ŸďŸŽàŽãł ľńę §ĲéĺđčŸ ńàď Hales ąŸă Jewett, đ Ÿąĺă- Źãł Ĳąńåčđľđ ńęň áďà ŋĺáŽčŸńęł ĲğđĺĲáİĲă ńđď ğęćňğćęąæńđńŸ čăŸł ğćđ§éĺŸł ŸğęńĲćĲľčáńàď ľńŸ ğćŸåľăŸ ńđł §ĲàĺåŸł Ramsey.

Śńđ ğŸĺęçľŸ ĲďæńđńŸ §Ÿ Ÿľőęćđ§ęçčĲ čĲ ńę áďà ŋĺáŽčŸ ğęň ğŸĺâőĲă đ ŸğæŻĲăěđ ńęň Van der Waerden ľńđď ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ æğęň r = 2, ąŸ§éł ąŸă čĲ ńđ ŹĲćńåàľđ ğęň ĲğăŋâĺĲă đ ŸğæŻĲăěđ ńęň Shelah.

Őĺăľčæł 26. Ę ăĲĺŸĺőåŸ ńęň Ackermann ęĺåİĲńŸă àł đ Ÿąęćęň§åŸ

ŸğĲăąęďåľĲàď f_i : N −→ N; i ∈ N æğęň { f_1(x) = DOUBLE(x) = 2x f_{i+1}(x) = f^{(x)}_i (1)

Ę ŻăŸŽàďęğęåđľđ ńđł ăĲĺŸĺőåŸł ńęň Ackermann ęŻđŽĲå ľńđ ćĲŽæčĲďđ ľňďáĺńđľđ ńęň Ackermann, f_!(x) = ACKERMANN(x) = f_x(x) ëľńà W_k(r) ńę áďà ŋĺáŽčŸ ğęň ąŸńŸľąĲňáİĲńŸă ľńđ ąćŸľľăąã Ÿğæ- ŻĲăěđ ńęň van der Waerden. Ďě ęĺăľčęç, W_2(r) = r + 1. ŞğęćęŽåİęňčĲ ńę W_{k+1}(r) àł Ĳěãł. ĞâńęňčĲ c_1 = 2 · W_k(r) − 1 âńľă éľńĲ ąá§Ĳ block čãąęňł c_1 ďŸ ğĲĺăâőĲă čåŸ ńčđčŸńęğęăđčâďđ Ÿĺă§čđńăąã ğĺæęŻę čãąęňł k + 1. ŐĺåİęňčĲ ŸďŸŻĺęčăąá c_{i+1} = 2 · W_k(r^{ci} ) − 1 ąŸă §âńęňčĲ W_{k+1}(r) = c_1 · c_2 · : : : · c_r ŁãččŸ 10. ĆăŸ ąá§Ĳ r ≥ 2, f3(r + 1) ≤ W3(r) ≤ f3(3r − 1). ĂğęŻĲăěđ. ČĲŻęčâďęň æńă W2(r + 1) = r + 1, §âńęňčĲ { c_1 = 2r + 1 c_{i+1} = g(c_i) æğęň g(x) = 2r^x + 1. Ďě ęĺăľčęç, W_3(r) = c_1 · : : : · c_r. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă c_1 ≥ 4 = f_3(2) ąŸă g(x) ≥ 2^x. Ńâľà ĲğŸŽàŽãł ŸğęŻĲăąďçĲńŸă áčĲľŸ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ i, c_i ≥ f_3(i + 1) ąŸă áĺŸ W_3(r) ≥ c_r ≥ f_3(r + 1). ĆăŸ r = 2 ńę áďà ŋĺáŽčŸ ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł. ĆăŸ ąá§Ĳ r ≥ 3, c_1 ≤ 2^r = f_2(r) ≤ f_3(r)

42 3. ŐĹ ĂŔĂŘŢĎŚ ŠĘŚ ĞĎŮŘĹĂŚ RAMSEY Ďğăğćâęď, ŻĲŻęčâďęň æńă c_i ≥ r, Ÿćđ§ĲçĲă æńă g(c_i) ≤ 2c^{ci}_i + 1 ≤ 2^{2ci} ąŸă áĺŸ c_i ≤ f_3(Ÿ) ⇒ c_{i+1} ≤ f_3(Ÿ + 2). ëğĲńŸă áčĲľŸ æńă c_r ≤ f_3(3r − 2). ŚňďĲğéł, W_3(r) ≤ c^r ≤ 2^{cr} ≤ f_3(3r − 1).

ŁãččŸ 11. ĆăŸ ąá§Ĳ k ≥ 3 ąŸă r ≥ 2, fk(r +1) ≤ Wk(r) ≤ fk(5r). ĂğęŻĲăěđ. ČęňćĲçęňčĲ čĲ ĲğŸŽàŽã ľńę k. Ę Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł

âőĲă ŻĲăőńĲå ľńę ćãččŸ 10. ëľńà æńă ńę İđńęçčĲďę ăľőçĲă ŽăŸ ąáğęăę k > 3. ŠæńĲ c_1 ≥ W_k(r) ≥ f_k(r + 1). ŔĺęŋŸďéł ŽăŸ ąá§Ĳ i, c_{i+1} ≥ W_k(r^{ci} ) ≥ W_k(c_i) ≥ f_k(c_i) ąŸă áĺŸ c_i ≥ f^{(i)}_k (r + 1). ŚňďĲğéł,

W_k(r) ≥ c_r ≥ f^{(r)}_k (r + 1) ≥ f^{(r)}_k (2) = f^{(r+1)}_k (1) = f_{k+1}(r + 1) ŚőĲńăąá čĲ ńę áďà ŋĺáŽčŸ, ŻĲŻęčâďęň æńă f_k(x) > 2x, Ÿćđ§ĲçĲă æńă c_1 < 2W_k(r) < f_k(f_k(5r)). ŔĺęŋŸďéł c_i < r ąŸă áĺŸ c_{i+1} ≤ 2W_k(r^{ci} ) ≤ 2W_k(c^{ci}_i ) ≤ 2f_k(5c^{ci}_i ) ≤ f_k(f_k(f_k(c_i))) ŚňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă c_r ≤ f^{(3r−1)}_k (5r) ęğæńĲ W_k(r) ≤ c^r ≤ f_k(c_r) ≤ f^{(3r)}_k (5r) îčàł ŽăŸ ąá§Ĳ r ≥ 2, f_{k+1}(r + 1) ≥ 5r ąŸă áĺŸ

W_k(r) ≤ f^{(3r)}_k (f_{k+1}(r + 1)) = f_{k+1}(4r + 1) < f_{k+1}(5r)

ĞĲéĺđčŸ 19. ĆăŸ ąá§Ĳ k ≥ 10,

ACKERMANN(k − 2) ≤ W_k(2) ≤ ACKERMANN(k)

ĂğęŻĲăěđ. ŔŸĺŸńđĺęçčĲ æńă

W_k(2) ≤ f_k(10) ≤ f_k(k) = ACKERMANN(k) Ďğăğćâęď, ľĲ æ,ńă Ÿŋęĺá ńę ąáńà ŋĺáŽčŸ,

W_k(2) ≥ f_k(3) = f_{k−1}(f_{k−1}(f_{k−1}(1))) = f_{k−1}(4);

æğęň f_{k−1}(4) = f_{k−2}(f_{k−2}(f_{k−2}(1))) = f_{k−2}(f_{k−2}(4)). îčàł f_t(4) ≥ t ąŸă áĺŸ W_k(2) ≥ f_{k−2}(k − 2) = ACKERMANN(k − 2).

ëľńà S(t) ńę áďà ŋĺáŽčŸ ğęň ąŸńŸľąĲňáİĲńŸă Ÿğæ ńđď ŸğæŻĲăěđ ńęň Shelah ľńđď ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ r = 2. Ďě ęĺăľčęç, S(1) = 1. Şğęćę- ŽåİęňčĲ ŸďŸŻĺęčăąá ńę S(t) àł Ĳěãł: ĞâńęňčĲ s = S(t−1) ąŸă ęĺåİęňčĲ Ÿąęćęň§åŸ {n_i}_{i≤s} ńâńęăŸ éľńĲ n_1 = 2^{ts−1}

n_{i+1} = 2^{Ai} æğęň A_i = [∏ j≤i (_{nj +1} 2 )] · t^{s−1}

4. ĎĽŠĹŃŮŇŠĂŚ ŠĂ ĂŇŮ ŤŘĂĆŃĂŠĂ 43

ŠæńĲ S(t) = n_1 + : : : + n_s.

ĞĲéĺđčŸ 20. ĆăŸ ąá§Ĳ t ≥ 3, f4(t) ≤ S(t) ≤ f4(t + 1). ĂğęŻĲăěđ. ĂľőęćęçčŸľńĲ Ÿĺőăąá čĲ ńę ąáńà ŋĺáŽčŸ. ČęňćĲçęňčĲ

ĲğŸŽàŽăąá. Ę Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł ĲåďŸă ğĺęŋŸďãł. Şğę§âńęňčĲ ńđď çğŸĺěđ ńęň ľňŽąĲąĺăčâďęň ąáńà ŋĺáŽčŸńęł ŽăŸ t − 1 ąŸă §ĲàĺęçčĲ n_1; : : : ; n_s ęĺăľčâďŸ æğàł ğŸĺŸğáďà. ŔĺęŋŸďéł, n_1 ≥ 2 = f_3(1). ČĲ- Żęčâďęň æńă A_i ≥ n_i ąŸă n_{i+1} ≥ 2^{ni} , ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă ŽăŸ ąá§Ĳ i, n_i ≥ f_3(i). ŚňďĲğéł, S(t) ≥ n_s ≥ f_3(s) ≥ f_3(f_4(t − 1)) = f_4(t).

ŚĲ æ,ńă Ÿŋęĺá ńę áďà ŋĺáŽčŸ ŸğęŻĲăąďçęňčĲ ńđď ăľőňĺæńĲĺđ ŸďăľæńđńŸ S(t) ≤ f_4(t + 1)=6. ČęňćĲçęňčĲ ĲğŸŽàŽăąá àł ğĺęł t. Ę Źáľđ ńđł ĲğŸŽàŽãł ĲåďŸă ğĺęŋŸďãł.Şğę§âńęňčĲ æńă đ ăľőňĺęğęăđčâďđ ŸďăľæńđńŸ Ÿćđ§ĲçĲă ŽăŸ t − 1 ąŸă ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă n_1 = 2^{ts−1} < s^{ss} < f_3(s). ŔĺęŋŸďéł ŽăŸ ąá§Ĳ i, Ÿćđ§ĲçĲă æńă A_i ≤ n^s_i n^{2s}_i ≤ n^{3ni}_i < 2^{2ni} . ŚňďĲğéł, n_i ≤ f_3(Ÿ) ⇒ n_{i+1} ≤ f_3(Ÿ+3) ąŸă áĺŸ n_s ≤ f_3(s+3(s−1)) = f_3(4s−2). ëğĲńŸă æńă S(t) = n_1 + : : : + n_s < s · n_s < 2^{ns} ≤ f_3(4s − 1). Ăććá Ÿğæ ńđď ĲğŸŽàŽăąã ňğæ§Ĳľđ ŽďàĺåİęňčĲ æńă s ≤ f_4(t + 1)=6 ąŸă áĺŸ

S(t) ≤ f_3(f_4(t + 1) − 1) = log_2(f_4(t + 2)) < f_4(t + 2) 6

44 3. ŐĹ ĂŔĂŘŢĎŚ ŠĘŚ ĞĎŮŘĹĂŚ RAMSEY

ĄăŹćăęŽĺŸŋåŸ

[BM73] H. Burkill and L. Mirsky, Monotonicity, J. Math. Anal. Appl. 41 (1973), 391{410.

[CK90] C.C. Chang and H.J. Keisler, Model Theory, North Holland, 1990. [EM56] A. Ehrenfeucht and A. Mostowski, Models of axiomatic theories admitting automorphisms, Fund. Math. 43 (1956), 50{68.

[ES35] P. Erd-os and G. Szekeres, A combinatorial problem in geometry, Composito Math. 2 (1935), 464{470.

[GR71] R.L. Graham and B.L. Rothschild, Ramsey’s theorem for n-parameter sets, Trans. Amer. Math. Soc. 159 (1971), 257{292.

[GR74] R.L. Graham and B.L. Rothschild, A short proof of van der Waerden’s theorem, Proc. Amer. Math. Soc. 42 (1974), 385{386.

[GRS90] R.L. Graham, B.L. Rothschild, and J.H. Spencer, Ramsey Theory, J.

Wiley & Sons, 1990.

[HJ63] A.W. Hales and R.I. Jewett, Regularity and positional games, Trans.

Amer. Math. Soc. 106 (1963), 222{229.

[Kan97] A. Kanamori, The Higher Infinite, Springer-Verlag, 1997. [Kun77] Kenneth Kunen, Combinatorics, Handbook of Mathematical Logic (J. Barwise, ed.), North Holland, 1977, pp. 371{402.

[Mar70] D.A. Martin, Measurable cardinals and analytic games, Fund. Math. 66 (1970), 287{291.

[Mor65] M.D. Morley, Categoricity in power, Trans. Amer. Math. Soc. 114 (1965), 514{538.

[Mos80] Yiannis N. Moschovakis, Descriptive Set Theory, North Holland, 1980. [NR90] Jaroslav Ne»set»ril and Vojt»ech R-odl (eds.), Mathematics of Ramsey Theory, Springer-Verlag, 1990.

[Ram30] Frank P. Ramsey, On a problem of formal logic, Proc. London Math. Soc.

30 (1930), 264{286.

[She88] S. Shelah, Primitive recursive bounds for van der Waerden numbers, J.

Amer. Math. Soc. 1 (1988), 683{697.

[vdW27] B.L. van der Waerden, Beweis einer Baudetschen vermutung, Nieuw Arch.

Wisk. 15 (1927), 212{216.

[vdW71] B.L. van der Waerden, How the proof of Baudet’s conjecture was found, Studies in Pure Mathematics (L. Mirsky, ed.), Academic Press, 1971, pp. 251{260.