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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

ÅéóáãùãÞ

gcd(�; �) = gcd(�− �; �) áí � < �

gcd(�; �) = gcd(�; � − �) áí � < �

gcd(�; �) = � áí � = �

Ïé ðåñéóóüôåñïé Üíèñùðïé èá óõìöùíÞóïõí üôé ïé ðáñáðÜíù åîéóþóåéò ðåñéãñÜöïõí
ôïí Åõêëåßäåéï áëãüñéèìï ãéá ôçí åýñåóç ôïõ ìÝãéóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç. Ïé áëãü-
ñéèìïé, üðùò ï Åõêëåßäåéïò, Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß åêôåôáìÝíá êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò
áíèñþðéíçò éóôïñßáò êáé ðáßæïõí êåíôñéêü ñüëï óÞìåñá. Åöüóïí ëïéðüí ÷ñçóéìï-
ðïéïýìå áëãüñéèìïõò ôüóï ðïëý êáé ãéá ôüóï ðïëý, èá ìðïñïýóå êÜðïéïò íá èÝóåé
ôï áêüëïõèï áðëü åñþôçìá:

Ôé åßíáé ï áëãüñéèìïò;

¼óï áðëü êáé áí öáßíåôáé áõôü ôï åñþôçìá, äåí õðÜñ÷åé åõñýôáôá áðïäåêôÞ
áðÜíôçóç ôïõ êáé áí áõôü äåí åßíáé áñêåôü êÜðïéïé õðïóôçñßæïõí üôé ç áðÜíôçóç
åßíáé, üôé äåí ìðïñïýìå íá áðáíôÞóïõìå ôï åñþôçìá áõôü. ÁíåîÜñôçôá áðü ôï áí
õðÜñ÷åé ç äåí õðÜñ÷åé áðÜíôçóç, üëïé èá óõìöùíÞóïõí üôé ðñüêåéôáé ãéá Ýíá áðü ôá
èåìåëåéùäÝóôåñá åñùôÞìáôá ôçò ðëçñïöïñéêÞò êáé ôùí ìáèçìáôéêþí.

Ãéá íá ðïýìå üôé Ý÷ïõìå áðáíôÞóåé óôï åñþôçìá áõôü áõóôçñÜ, èá ðñÝðåé íá
áêïëïõèÞóïõìå Ýíáí áðü ôïõò áêüëïõèïõò äñüìïõò:

(1) Íá ïñßóïõìå ôïõò áëãüñéèìïõò óôç óõíïëïèåùñßá.
(2) Íá áîéùìáôéêïðïéÞóïõìå ôçí èåùñßá ôïõò.

ÂÝâáéá õðÜñ÷ïõí êáé áõôïß ðïõ õðïóôçñßæïõí üôé ôá ðáñáðÜíù åßíáé Ü÷ñçóôá, êáèþò
ïé áëãüñéèìïé åßíáé ïé ìç÷áíÝò Turing. Ðñüêåéôáé ãéá óïâáñü åðé÷åßñçìá êáé öáßíåôáé
íá åßíáé óùóôü ìÝ÷ñé íá áíáñùôçèåß êáíåßò ôçí åñþôçóç:

Ðïéá ìç÷áíÞ Turing åßíáé ï Åõêëåßäåéïò;

Ç ìç÷áíÞ Turing ìå ìéá ôáéíßá, äýï ôáéíßåò Þ ìå ðüóåò ôáéíßåò; Åßíáé ðéï ëïãéêü
íá èåùñÞóïõìå üôé ïé ìç÷áíÝò Turing ãéá ôïí Åõêëåßäåéï, åßíáé õëïðïéÞóåéò ôïõ
Åõêëåßäåéïõ.

Ôá ðåñéóóüôåñá âéâëßá ðëçñïöïñéêÞò, ðïõ äåí áðïöåýãïõí ôï åñþôçìá, Ý÷ïõí
£ïñéóìïýò¤ ôçò ìïñöÞò:

An algorithm is a detailed step by step method for solving a
problem

Þ

An algorithm is a procedure (a �nite set of well-de�ned instruc-
tions) for accomplishing some task which given an initial state,
will terminate in a de�ned end-state.



2 ÅéóáãùãÞ

ÐñïóÝîôå ôéò ëÝîåéò ìÝèïäïò (method) óôïí ðñþôï ïñéóìü êáé äéáäéêáóßá (proce-
dure) óôï äåýôåñï. Ôï ðñüâëçìá ìå áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò åßíáé üôé äåí åßíáé ïñéóìïß.
Ðñüêåéôáé ãéá ðåñéãñáöÝò ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýí óõíþíõìá ôïõ áëãüñéèìïõ.

Åêôüò áðü áõôÝò ôéò ðåñéãñáöÝò, Ý÷ïõí ãßíåé êáé óïâáñÝò ðñïóðÜèåéåò ãéá ôïí
ïñéóìü ôïõ áëãüñéèìïõ. Óôï Üñèñï ôïõ [1] ï Robin Milner ïñßæåé ôçí Ýííïéá ôçò
áìïéâáßáò ðñïóïìïßùóçò ìåôáîý ðñïãñáììÜôùí, ç ïðïßá áðïäåéêíýåôáé íá åßíáé ìéá
ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. Ïðüôå ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò
åßíáé ïé áëãüñéèìïé.

Ùóôüóï ç Ýííïéá ôïõ áëãüñéèìïõ öáßíåôáé íá åßíáé ðñïáðáéôïýìåíï ãéá ôçí Ýí-
íïéá ôçò ðñïóïìïßùóçò. ¸ôóé áí êáôáíïïýóáìå ôï ðñüâëçìá ôüóï âáèéÜ þóôå íá
ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò ðñïóïìïßùóçò, èá åß÷áìå ïñßóåé ôçí Ýííïéá
ôïõ áëãüñéèìïõ óå ðñïçãïýìåíï âÞìá.

Óå ìéá óåéñÜ Üñèñùí ï ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò ðñïóðáèåß íá áíôéìåôùðßóåé
êáôÜ ìÝôùðï ôï åñþôçìá ãéá ôï ôé åßíáé ï áëãüñéèìïò. Óå áõôÜ ôá Üñèñá ðñïôåßíåé
ìéá ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç ôçò Ýííïéáò ôïõ áëãüñéèìïõ, Ýíáí óõíïëïèåùñéôéêü
£ïñéóìü¤ ôïõ áëãüñéèìïõ, ðáñüìïéï ìå ôïí £ïñéóìü¤ ôïí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ùò
ôïìÝò Dedekind åðß ôùí ñçôþí Þ ðáñüìïéï ìå ôïí £ïñéóìü¤ ôùí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí
ùò ìåôñÞóéìåò óõíáñôÞóåéò åðß ôïõ äåéãìáôéêïý ÷þñïõ.

Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôéò óõíÝðåéåò ôçò ìïíôåëïðïßçóçò ôïõ
Ìïó÷ïâÜêç. Èá ðñïóðáèÞóïõìå íá áðáíôÞóïõìå êÜðïéïõò áðü ôïõò éó÷õñéóìïýò
ôïõ [2] ðïõ ðéóôïðïéïýí ôçí ïñèüôçôá ôùí éäåþí. Ìå áðëÜ ëüãéá èá ðñïóðáèÞóïõìå
íá åëÝãîïõìå áí ïé äéáéóèÞóåéò ìáò ãéá ôïõò áëãüñéèìïõò áíôáíáêëþíôáé óôïí ïñé-
óìü ôïõ Ìïó÷ïâÜêç.

Áñ÷éêÜ èá åéóáãÜãïõìå ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò êáé èá îåêéíÞóïõìå ìå ôï õðïëï-
ãéóôéêü ìïíôÝëï ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå, óôç óõíÝ÷åéá, ãéá ôçí õëïðïßçóç ôùí
ðñùôïâÜèìéùí (õëïðïéÞóéìùí) áëãïñßèìùí. Ç ðåñéãñáöÞ ôïõ ìïíôÝëïõ áõôïý èá
åßíáé ðåñéëçðôéêÞ áëëÜ áñêåôÞ ãéá íá êáôáíïçèïýí ïé áðïäåßîåéò êáé ôá èåùñÞìáôá.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå ôïõò áíáäñïìåßò, ôï óõíïëïèåùñéôéêü áíôéêåßìåíï ðïõ
ìïíôåëïðïéåß ôïõò áëãüñéèìïõò êáé èá ïñßóïõìå ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò ðïõ áðïññÝïõí
áðü áõôüí ôïí ïñéóìü.

Ç ðñþôç Ýííïéá ðïõ èá ïñßóïõìå åßíáé áõôÞ ôïõ éóïìïñöéóìïý áíáäñïìÝùí.
Ìéá ðñùôáñ÷éêÞ Ýííïéá óå üëá ôá ìáèçìáôéêÜ ðïõ óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ìáò
âïçèÜåé íá ôáõôïðïéÞóïõìå ôïõò áíáäñïìåßò ðïõ ðñáêôéêÜ ðçãÜæïõí áðü ôïí ßäéï,
êáôÜ âÜóç, áëãüñéèìï.

Ìå ôç âïÞèåéá áõôÞò ôçò Ýííïéáò èá áðïäåßîïõìå êáé ôï ðñþôï Èåþñçìá, ðïõ ëÝåé
üôé ï áëãüñéèìïò êÜèå áöçñçìÝíçò ìç÷áíÞò åêöñÜæåé ðéóôÜ ôçí áöçñçìÝíç ìç÷áíÞ
ìÝ÷ñé éóïìïñöéóìïý.

Åßíáé åìöáíÝò üôé Ýíá áðü ôá ðéï óçìáíôéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ áëãüñéèìïõ
åßíáé ÷ùñßò áìöéâïëßá ïé õëïðïéÞóåéò ôïõ. Ïé õëïðïéÞóåéò åßíáé ç óÜñêá êáé ôá ïóôÜ
ôïõ áëãüñéèìïõ, åíþ ï áëãüñéèìïò åßíáé ôï ðíåýìá êÜèå õëïðïßçóÞò ôïõ. Ïé ìç÷áíÝò
Turing, ôá RAMs, ôá ðñïãñÜììáôá C, åßíáé üëá õëïðïéÞóåéò áëãïñßèìùí.

ÊÜèå áëãüñéèìïò åðéäÝ÷åôáé ðïëëÝò õëïðïéÞóåéò. ÊÜèå ôÝôïéá õëïðïßçóç åðÜãåé
Ýíáí áëãüñéèìï áðü ôçí êáôáóêåõÞ ôçò, äçëáäÞ, ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ãßíåôáé ï
õðïëïãéóìüò. ¼ëïé áõôïß ïé áëãüñéèìïé õëïðïéÞóåùí Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óõíäåóìü,
ôïí áñ÷éêü áëãüñéèìï.

Ìéá óùóôÞ ìïíôåëïðïßçóç èá ðñÝðåé íá Ý÷åé ôñüðï íá åêöñÜæåé ôçí óýíäåóç
áõôÞ. Óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìïíôåëïðïßçóçò Ìïó÷ïâÜêç, ç Ýííïéá ôçò áíáãùãÞò
åéóÜãåôáé ãéá íá êÜíåé ôçí ðáñáðÜíù Ýííïéá ìáèçìáôéêÜ áõóôçñÞ. Ùóôüóï ç Ýííïéá
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ôçò áíáãùãÞò äåí ìåëåôÜôáé óôï Üñèñï áõôü, åðåéäÞ óêïðüò ôïõ åßíáé ï ïñéóìüò ôïõ
áëãüñéèìïõ.

Áí Ý÷ïõìå ôçí õëïðïßçóç åíüò áëãüñéèìïõ, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìå öõóéêü
ôñüðï ôïí áëãüñéèìï ôçò õëïðïßçóçò. Èá äåßîïõìå üôé ï áñ÷éêüò áëãüñéèìïò áíÜ-
ãåôáé óôïí áëãüñéèìïò ôçò õëïðïßçóçò.

Ç Ýííïéá ôçò áíáãùãÞò äåí èá ðñÝðåé íá óõã÷Ýåôáé ìå ôçí Ýííïéá ôçò áíáãùãÞò
óôçí èåùñßá ðïëõðëïêüôçôáò. Óôç èåùñßá ðïëõðëïêüôçôáò ç Ýííïéá ôçò áíáãùãÞò
÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí óýãêñéóÞ ôçò äõóêïëßáò äõï ðñïâëçìÜôùí. Ç Ýííïéá ôçò
áíáãùãÞò óôç èåùñßá áëãïñßèìùí, ìáò ëÝåé êÜôé ðéï âáèý ãéá äýï áëãüñéèìïõò.
ÄéáéóèçôéêÜ ìáò ëÝåé üôé ïé õðïëïãéóìïß ôïõ åíüò áëãüñéèìïõ áíÜãïíôáé óôïõò õðï-
ëïãéóìïýò ôïõ Üëëïõ, ðïõ ìáò öÝñíåé óôçí åðüìåíç ðïëý óçìáíôéêÞ Ýííïéá ôùí
áëãïñßèìùí êáé ôùí õëïðïéÞóåþí ôïõò, ôçí Ýííïéá ôçò ðñïóïìïßùóçò.

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áêüìá Ýííïéá ðïõ äåí Ý÷åé ïñéóôåß áõóôçñÜ. ÄéáéóèçôéêÜ,
üðùò ãñÜöåé êáé ï Peter van Emde Boas óôï [5],

A simulation of P by P ′ is some construction which shows that
everything P can do on inputs x can be performed by P ′ on the
same inputs as well.

¼ðùò áíáöÝñáìå íùñßôåñá, áí ìðïñïýóáìå íá ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò ðñï-
óïìïßùóçò, èá åß÷áìå êáé ïñéóìü ôïõ áëãüñéèìïõ. Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá èá ÷ñç-
óéìïðïéÞóïõìå Ýíáí áñêåôÜ öõóéêü êáé óõãêåêñéìÝíï ìáèçìáôéêü ïñéóìü ãéá ôçí
ðñïóïìïßùóç (ðïõ äåí ëýíåé ôï ðñüâëçìá ôïõ ïñéóìïý ôçò ðñïóïìïßùóçò) êáé èá
äåßîïõìå üôé áõôÞ ç Ýííïéá ôçò ðñïóïìïßùóçò óõíåðÜãåôáé ôçí áíáãùãÞ.

Óôï ôåëåõôáßï êåöÜëáéï ðáñáôßèåôáé ìéá åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ãéá ôï üôé ç ðñï-
óïìïßùóç óõíåðÜãåôáé ôçí áíáãùãÞ.





ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

ÁöçñçìÝíåò ìç÷áíÝò êáé ðñïóïìïßùóç

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá åéóáãÜãïõìå ôï ìïíôÝëï õðïëïãéóìïý ðïõ èá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå ãéá ôçí õëïðïßçóç áëãïñßèìùí. Èá ïñßóïõìå ôéò Ýííïéåò ôçò áöçñçìÝíçò
ìç÷áíÞò êáé ôùí áíáäñïìéêþí ðñïãñáììÜôùí êáé èá äïýìå ðùò áíôéóôïé÷ïýìå ìéá
áíáäñïìéêÞ ìç÷áíÞ óå êÜèå áíáäñïìéêü ðñüãñáììá. Ôá áíáäñïìéêÜ ðñïãñÜììáôá
åéóÞ÷èçóáí óôç âéâëéïãñáößá áðü ôïí John McCarthy. ÁíáëõôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôïõ
ìïíôÝëïõ õëïðïßçóçò ìðïñåß íá âñåé êáíåßò óôï [6].

2.1. ÁöçñçìÝíåò ìç÷áíÝò (Iterators)

Ôá ðåñéóóüôåñá õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá ãéá ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò f : X *W áðü
Ýíá óýíïëï óå Ýíá Üëëï óýíïëï, êáëýðôïíôáé áðü ôçí áêüëïõèç ãåíéêÞ Ýííïéá

Ïñéóìüò 1. Ãéá äýï ôõ÷áßá óýíïëï X êáé W; ìéá áöçñçìÝíç (áéôéïêñáôéêÞ)
ìç÷áíÞ (iterator) � : X  W åßíáé ìéá ðåíôÜäá (in; S; � ; T; out); üðïõ:

(1) Ôï S åßíáé Ýíá ôõ÷áßï (ìç êåíü) óýíïëï, ôï óýíïëï êáôáóôÜóåùí ôïõ
� ·

(2) in : X → S åßíáé ç óõíÜñôçóç åéóüäïõ ôïõ � ·
(3) � : S → S åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ôïõ � ·
(4) T ⊆ S åßíáé ôï óýíïëï ôùí ôåñìáôéêþí êáôáóôÜóåùí ôïõ � êáé s ∈

T =⇒ �(s) = s· êáé
(5) out : T →W åßíáé ç óõíÜñôçóç åîüäïõ ôïõ � :

Ï õðïëïãéóìüò ôïõ � ãéá Ýíá x ∈ X åßíáé ç áêïëïõèßá êáôáóôÜóåùí {sn(x)}n∈N
ðïõ ïñßæåôå áíáäñïìéêÜ:

s0(x); = in(x);

sn+1(x) =
{
sn(x) áí sn(x) ∈ T;
�(sn(x)); áëëéþò·

ôï ìÞêïò õðïëïãéóìïý ãéá ôçí åßóïäï x (áí åßíáé ðåðåñáóìÝíï) åßíáé

l(x) =(ôï åëÜ÷éóôï n ôÝôïéï þóôå sn(x) ∈ T )+1·
êáé ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç �̄ : X * W ðïõ õðïëïãßæåôáé áðü ôïí � ïñßæåôáé áðü ôïí
ôýðï

�̄(x) = out(sl(x)(x)):

Ïñéóìüò 2. Äýï áöçñçìÝíåò ìç÷áíÝò �i = (ini; Si; � i; Ti; outi); i = 1; 2 áðü
ôï X óôï W åßíáé éóüìïñöåò áí õðÜñ÷åé ìéá áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïé÷ßá � :
S1 → S2 áðü ôï S1 åðß ôïõ S2; ôÝôïéá þóôå

(1) �[T1] = T2·
(2) �(in1(x)) = in2(x)·
(3) �(�1(s)) = �2(�(s)); ãéá êÜèå s ∈ S1· êáé
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(4) out1(s) = out2(�(s)); ãéá êÜèå s ∈ T1 ôï ïðïßï åßíáé åéóüäïõ ðñïóðåëÜ-
óéìï, äçëáäÞ, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜðïéï x ∈ X êáé Ýíá n; s = �n1 (in1(x)):

Èá ðåñßìåíå êáíåßò ôï ôÝôáñôï ìÝñïò ôïõ éóïìïñöéóìïý íá åßíáé ëßãï ðéï ãå-
íéêü, äçëáäÞ, íá éó÷ýåé ãéá üëåò ôéò ôåñìáôéêÝò êáôáóôÜóåéò. Ùóôüóï åðåéäÞ èá
áó÷ïëçèïýìå ìå õëïðïéåßóåéò áëãïñßèìùí êáé ü÷é ãåíéêÜ ìå ôéò éäéüôçôåò ôùí áöç-
ñçìÝíùí ìç÷áíþí åßíáé öõóéêü íá ïñßóïõìå ôïí éóïìïñöéóìü êáôÜ áõôüí ôïí ôñüðï.
¢ëëùóôå ïé áöçñçìÝíåò ìç÷áíÝò ðïõ åßíáé éóüìïñöåò óýìöùíá ìå ôïí ðáñáðÜíù ïñé-
óìü, óõìöùíïýí óôï êïììÜôé ôïõ õðïëïãéóìïý ðïõ õëïðïéåß êÜðïéïí áëãüñéèìï åíþ
ìðïñåß íá Ý÷ïõí êáé êÜðïéåò êáôáóôÜóåéò ïé ïðïßåò äåí ìáò äßíïõí êáìßá åðéðëÝïí
ðëçñïöïñßá ãéá ôçí õëïðïßçóç ôïõ áëãïñßèìïõ.

2.2. (ÌåñéêÝò) Üëãåâñåò

Ïñéóìüò 3. (ÌåñéêÞ) Üëãåâñá åßíáé ç ôõ÷áßá äïìÞ

M = (M; 0; 1; f1; : : : :fK);

üðïõ ôï M åßíáé óýíïëï· 0; 1 ∈M êáé 0 6= 1· êáé ãéá i = 1; : : : ;K; ç

fi : Mni *M

åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ðëåéïìÝëåéáò ni:

ÅðéôñÝðïõìå ni = 0 ðïõ óçìáßíåé üôé ç fi åßíáé 0-ìåëÞò ìåñéêÞ óõíÜñôçóç óôï
M äçëáäÞ óôáèåñÜ, êÜðïéï ìÝëïò ôïõ M Þ ï ðÜôïò ⊥: Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ (Þ õðï-
ãñáöÞ) ôçò Ì åßíáé ç áêïëïõèßá áñéèìþí

�(M) = 〈n1; : : : nK〉
ðïõ êùäéêïðïéåß ôéò ðëåéïìÝëåéåò ôùí äïóìÝíùí ôçò M. Ìéá (ìåñéêÞ) Üëãåâñá åßíáé
ïëéêÞ áí ïé äïóìÝíåò f1; : : : ; fK åßíáé ïëéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Ð.÷. ç standard äïìÞ ôçò (Peano) áñéèìçôéêÞò.

N0 = (N; 0; 1;+:·)
åßíáé ìéá ìåñéêÞ Üëãåâñá. Áí g : Mm *M; ôüôå ç (ìåñéêÞ) Üëãåâñá

(M; g) = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK ; g)

åßíáé ç åðÝêôáóç ôçò M ìå ôçí g; êáé Ý÷åé ÷áñáêôçñéóôéêÞ

�(M; g) = � ∗ 〈m〉 = 〈n1; : : : ; nK ;m〉
Ìðïñïýìå íá åðåêôåßíïõìå ìéá Üëãåâñá M ìå ïðïéïäÞðïôå ðëÞèïò ìåñéêþí óõíáñ-
ôÞóåùí ìå ôï ßäéï óýìðáí.

2.3. Ç ôõðéêÞ ãëþóóá üñùí R(�)

ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ óå êÜèå ÷áñáêôçñéóôéêÞ � = 〈n1; : : : ; nK〉 èá áíôéóôïé÷ßóïõìå
ôçí ôõðéêÞ ãëþóóá R(�) ìå áëöÜâçôï ôá óýìâïëá:

áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò: v0; v1; : : : ;

áôïìéêÝò óôáèåñÝò: 0; 1

óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò f1; : : : ; fK (arity(fi) = ni)
óýìâïëá ãéá ôç äéáêëÜäùóç: if then else

óçìåßá óôßîåùò: ; ( )
ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò: =
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Åäþ èá åðéôñÝøïõìå ïñéóìïýò ìå äéáêëÜäùóç óôïõò üñïõò ôçò R: Ï A åßíáé
üñïò (explicit term) ôçò R(�) áí:

(1) A :≡ 0 Þ A ≡ 1 Þ A :≡ vi;
(2) A :≡ fi(A1; : : : ; Ani):
(3) A :≡ (if (A1 = 0) then A2 else A3)

üðïõ ôá Aj åßíáé üñïé. Ôï óýíïëï ôùí üñùí T (�) åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óýíïëï ìå ôéò
ðáñáðÜíù éäéüôçôåò.

Êëåéóôïß üñïé åßíáé áõôïß ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò.
Ïé üñïé åßíáé óå ìéá êáé ìüíï ìéá áðü ôéò ìïñöÝò (1)-(3), êáé êáôáóêåõÜæï-

íôáé áðü ìïíáäéêÜ êáèïñéóìÝíïõò õðïüñïõò ìéêñüôåñïõ ìÞêïõò. Ïðüôå êáé áðï-
äåéêíýïõìå éäéüôçôåò ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá êáé ïñßæïõìå ðñÜîåéò óôïõò
üñïõò ìå áíáäñïìÞ.

¼ôáí ãñÜöïõìå üñïõò äå èá åßìáóôå áõóôçñïß ìå ôïí ôõðéêü óõìâïëéóìü. Èá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ðñïóöéëÞ ìáèçìáôéêü óõìâïëéóìü, ðáñáëåßðïíôáò ðáñåíèÝ-
óåéò Þ ÷ñçóéìïðïéþíôáò áãêýëåò ãéá íá êÜíïõìå ôï êåßìåíï, êáôÜ ôï äõíáôüí, åõá-
íÜãíùóôï. Ãéá ðáñÜäåéãìá èá ðñïôéìÞóïõìå ôïí in-�x óõìâïëéóìü

x · y + z

áíôß ôïõ pre-�x óõìâïëéóìïý

+(·(x; y); z)

ãéá ôéò ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò.
Ïé üñïé ôçò R(�) åñìçíåýïíôáé óå ôõ÷áßá � -Üëãåâñá M ìå �(M) = �: Áõôü

ãßíåôáé ìå ôï óõíÞèç ìïíôåëïèåùñéôéêü ôñüðï· ìéá áðïôßìçóç óôçí � -Üëãåâñá M
åßíáé ìéá áðåéêüíéóç

� : {v0; v1; : : :} →M

ç ïðïßá áðåéêïíßæåé êÜèå ìåôáâëçôÞ óå Ýíá óôïé÷åßï ôçò M:
Ìðïñïýìå íá äþóïõìå ìéá ôéìÞ (Þ denotation)

den(A; �) = den(M; A; �)

ôçò M óå êÜèå üñï A ôçò R(�) ìå ôçí áêüëïõèç áíáäñïìÞ óôïõò üñïõò:

• den(0; �) = 0· den(1; �) = 1· den(vi; �) = �(vi)
• den(fi(A1; : : : ; Ani); �) = fi(den(A1; �); : : : ;den(Ani ; �))
• den(if (A1 = 0) then A2 else A3; �)

=

 den(A2; �); áí den(A1; �) = 0;
den(A3; �); áí den(A1; �) 6= 0;
⊥; áëëéþò.

Åöüóïí Ý÷ïõìå åðéôñÝøåé êÜðïéåò áðü ôéò äïóìÝíåò ôçò M íá åßíáé ìåñéêÝò
óõíáñôÞóåéò, äåí åßíáé áðáñáßôçôï üôé ç den(A; �) óõãêëßíåé. ×ñçóéìïðïéþíôáò ìï-
íôåëïèåùñéôéêü óõìâïëéóìü ãñÜöïõìå

M; � |= A = B ⇐⇒ den(M; A; �) = den(M; B; �);

M |= A = B ⇐⇒ ãéá êÜèå áðïôßìçóç �; M; � |= A = B

Áí M |= A = B; ëÝìå üôé ç åîßóùóç üñùí A = B åßíáé Ýãêõñç óôçí M:
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2.4. Ç ðñïãñáììáôéêÞ ãëþóóá R(�)

Ç R(�) ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò ðñïãñáììáôéêÞ ãëþóóá áí ôçí åìðëïõôß-
óïõìå ìå ìåôáâëçôÝò (ìåñéêþí) óõíáñôÞóåùí, Üðåéñåò ôï ðëÞèïò ãéá êÜèå ðëåéïìÝ-
ëåéá n;

pn0 ;p
n
1 ; : : : (n = 0; 1; : : : ; arity(pni ) = n):

Ïé óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò Ý÷ïõí ôçí ßäéá ÷ñÞóç óôçí óýíôáîç ôçò ãëþóóáò
ìå ôéò óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò, ïðüôå ï ïñéóìüò üñùí ìå áíáäñïìÞ ãßíåôáé ùò åîÞò:

(1) A :≡ 0|1|vi|fi(A1; : : : ; Ani)|pni (A1; : : : ; An)|(if (A1 = 0) then A2 else A3)

êáé éó÷ýïõí ïé ßäéåò ìå ðñéí éäéüôçôåò, ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìüôçôá ê.ô.ë. Ç åðåêôåôá-
ìÝíç ãëþóóá

R(�;p1; : : : ;pn) = R(f1; : : : ; fK; p1; : : : ;pn);
ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò üñïõò ðïõ ãéá ôïí ïñéóìü ôïõò ÷ñçóéìïðïéïýí óõíáñôçóéáêÝò
ìåôáâëçôÝò, ìüíï êÜðïéåò áðü ôéò f1; : : : ; fK;p1; : : : ;pn êáé åñìçíåýåôáé óå åðåêôÜóåéò

(M; p1; : : : ; pn) = (M; 0; 1; f1; : : : ; fk; p1; : : : ; pn)

ôçò � -Üëãåâñáò M:
Ãéá íá åßìáóôå óå èÝóç íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçíR(�) ùò ðñïãñáììáôéêÞ ãëþóóá

èá åéóÜãïõìå áêüìá äýï óõíôáêôéêÜ áíôéêåßìåíá, ôéò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò êáé ôá
áíáäñïìéêÜ ðñïãñÜììáôá.

Ìéá áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ôçò R(�) åßíáé ìéá åîßóùóç üñùí ôçò ìïñöÞò:

(2) p(x1; : : : ; xn) = A;

üðïõ ç p åßíáé óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ, ôá x1; : : : ; xn åßíáé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò êáé
ï A åßíáé üñïò ôçòR(�) ðïõ ïé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ ðåñéÝ÷åé åßíáé õðïóýíïëï ôùí
{x1; : : : ; xn}: Ï A åíäÝ÷åôáé íá ðåñéÝ÷åé êáé Üëëåò óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò åêôüò
ôçò p: Áí óôïí A; äåí åìöáíßæïíôáé óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ôüôå ç áíáäñïìéêÞ
åîßóùóç êáëåßôáé ñçôÞ (explicit).

ÔÝëïò áíáäñïìéêü ðñüãñáììá ôçò R(�) êáëåßôáé êÜèå óýóôçìá áíáäñïìéêþí
åîéóþóåùí

(eo) p0(~x0) = E0

...(E)

(ek) pk(~xk) = Ek

üðïõ ïé óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò p0; : : : ;pk åßíáé äéáöïñåôéêÝò êáé ïé p1; : : : ;pk
åßíáé ïé ìüíåò óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïõò üñïõò E0; : : : ; Ek:
Ïé åîéóþóåéò ôïõ E êáëïýíôáé (áíáäñïìéêïß) ïñéóìïß ôùí óõíáñôçóéáêþí ìåôáâëç-
ôþí p0; : : : ;pk:

¼ôáí ãéá êÜðïéï üñï E ãñÜöïõìå E(~x; ~p) åííïïýìå üôé ïé áôïìéêÝò êáé óõíáñ-
ôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ôïõ üñïõ E åßíáé õðïóýíïëá ôùí {~x} êáé {~p} áíôßóôïé÷á, åíþ
ï óõìâïëéóìüò [[E]](~x; ~p) õðïäçëþíåé ôçí ôéìÞ ôïõ E(~x; ~p) ãéá ~x = ~x êáé ~p = ~p:

Ãéá ôçí åñìçíßá ôïõ ðñïãñÜììáôïò (E) óôçí � -ÜëãåâñáM èåùñïýìå ôï óýóôçìá
áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí 

p0( ~x0) = [[E0]](~x; ~p)
...

pk( ~xk) = [[Ek]](~x; ~p)
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ôï ïðïßï áðü ôï Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ, Ý÷åé Ýíá óýíïëï åëÜ÷éóôùí
ëýóåùí

p̄0; : : : ; p̄k
Óôç óõíå÷åßá ãéá êÜèå � -Üëãåâñá M; èÝëïõìå íá áíôéóôïé÷ßóïõìå ìéá áíáäñï-

ìéêÞ ìç÷áíÞ ãéá êÜèå áëãüñéèìï ðïõ åêöñÜæåôáé ìÝóù åíüò áíáäñïìéêïý ðñïãñÜì-
ìáôïò E ôçò R(�) êáé êÜèå êáé ãéá íá ôï ðåôý÷ïõìå áõôü èá åìðëïõôßóïõìå ôçí
R(�) ìå ïíüìáôá ãéá êÜèå óôïé÷åßï ôçò M: Èá åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôçí õëïðïßçóç
üôé ïé áíáäñïìéêÝò ìç÷áíÝò åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí áöçñçìÝíùí ìç÷áíþí.

Ãéá êÜèå � -Üëãåâñá M; ïé M-üñïé ïñßæïíôáé áðü ôçí áíáäñïìÞ

(3) A :≡ 0|1|x|vi|fi(A1; : : : ; Ani)|pni (A1; : : : ; An)|( if (A1 = 0) then A2 else A3)

üðïõ x ∈M· ïðüôå ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá óôïé÷åßá ôçò M êáé ùò ïíüìáôá ôïõ åáõôïý
ôïõò, êáé èá ôá êáëïýìå áôïìéêÝò óôáèåñÝò. ¸íáò M -üñïò åßíáé êëåéóôüò áí äåí
ðåñéÝ÷åé áôïìéêÝò óôáèåñÝò.

Ãéá êÜèå � -Üëãåâñá M êáé êÜèå ðñüãñáììá E ôçò R(�); ïñßæïõìå ìéá áíáäñï-
ìéêÞ ìç÷áíÞ ùò åîÞò:

(á) ïé êáôáóôÜóåéò ôçò áíáäñïìéêÞò ìç÷áíÞò, åßíáé üëåò ïé ëÝîåéò s ôçò ìïñöÞò

�0 : : : �m−1 : �0 : : : �n−1

üðïõ ôá £óýìâïëá¤ �0; : : : ; �m−1; �0; : : : ; �n−1 ôçò s éêáíïðïéïýí ôéò áêü-
ëïõèåò óõíèÞêåò
• ÊÜèå �i åßíáé óõíáñôçóéáêü óýìâïëï (óôáèåñÜ Þ ìåôáâëçôÞ), Þ êëåé-
óôüò M-üñïò Þ ôï åéäéêü óýìâïëï ?, êáé

• êÜèå �j åßíáé áôïìéêÞ óôáèåñÜ, äçëáäÞ, óôïé÷åßï ôçò M:
Ïé êáôáóôÜóåéò ôùí áíáäñïìéêþí ìç÷áíþí åßíáé ßäéåò ãéá üëá ôá ðñïãñÜì-
ìáôá ôçò M; êáé ãéá áõôü ôéò êáëïýìå M-êáôáóôÜóåéò.

(â) Ïé ôåñìáôéêÝò êáôáóôÜóåéò ôçò áíáäñïìéêÞò ìç÷áíÞò, åßíáé üëåò ïé êáôá-
óôÜóåéò ôçò ìïñöÞò

: w
äçëáäÞ, áõôÝò ðïõ äåí Ý÷ïõí óýìâïëá óôá áñéóôåñÜ ôïõ : êáé ìüíï ìßá
óôáèåñÜ óôá äåîéÜ. Ïé áíáäñïìéêÝò ìç÷áíÝò ðïõ èá áíôéóôïé÷ïýí óôá ðñï-
ãñÜììáôá ôçò M èá Ý÷ïõí üëåò ôçí ßäéá óõíÜñôçóç åîüäïõ,

out(: w) = w:

(ã) Ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ôçò áíáäñïìéêÞò ìç÷áíÞò, ïñßæåôáé óå åðôÜ ðåñé-
ðôþóåéò áðü ôïí Ðéíáêá ÌåôáâÜóåùí 1: äçëáäÞ, s → s′ áí åßíáé êÜðïéá
áðü ôéò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôïõ ðßíáêá, Ðáñáôçñïýìå üôé ïé åîùôåñéêÝò
êëÞóåéò (e-calls) åßíáé ïé ìüíåò ìåôáâÜóåéò ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôçí M
(£êáëïýí¤ ôéò äïóìÝíåò), åíþ ïé åóùôåñéêÝò êëÞóåéò (i-calls) åßíáé ïé
ìüíåò ìåôáâÜóåéò ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôï ðñüãñáììá E:

Ãéá êÜèå n-áäéêÞ óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ pi ôïõ E; ç áíáäñïìéêÞ ìç÷áíÞ
ðáñÜãåôáé ìå ôçí ðñïóèÞêç ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ

in(~x) ≡ pi : ~x

êáé õðïëïãßæåé ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç p̄i : Mni *M; üðïõ

(4) p̄i(~x) = w ⇐⇒ pi : ~x→ s1 → : : :→: w:

Åðßóçò ÷ñÞóéìïò åßíáé êáé ï óõìâïëéóìüò

(5) M; E ` pi(~x) = w ⇐⇒ p̄(~x) = w
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(pass) � x : � → � : x � (x ∈M)

(e-call) � fi : ~x � → � : fi(~x) �

(i-call) � pi : ~x � → � Ei{~xi :≡ ~x} : �

(comp) � h(A1; : : : ; An) : � → � hA1 · · ·An : �

(br) � (if(A = 0)then B else C) : � → � B C ? A : �

(br0) � B C ? : 0 � → � B : �
(br1) � B C ? : y 6= 0 � → � C : �

• Ïé õðïãñáììéóìÝíåò ëÝîåéò åßíáé áõôÝò ðïõ áëëÜæïõí óå êÜèå ìåôÜâáóç.
• ~x = x1; : : : ; xn åßíáé n-Üäá áôïìéêþí óôáèåñþí.
• Óôçí åîùôåñéêÞ êëÞóç (e-call), ç fi åßíáé äïóìÝíç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ôçò
�(M); ìå arity(fi) = ni = n:

• Óôçí åóùôåñéêÞ êëÞóç (i-call), ç pi åßíáé n-ìåëÞò óõíáñôçóéáêÞ ìåôá-
âëçôÞ ôïõ ðñïãñÜììáôïò E ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí åîßóùóç pi(~x) = Ei:

• Óôç ìåôÜâáóç óýíèåóçò (comp), ç h åßíáé óõíáñôçóéáêü óýìâïëï (óôá-
èåñÜ Þ ìåôáâëçôÞ) ìå arity(h) = n:

Ðßíáêáò 1. ÌåôáâÜóåéò áíáäñïìéêÞò ìç÷áíÞò.

ðïõ öáíåñþíåé ôçí åîÜñôçóç ôçò p̄é áðü ôçí � -Üëãåâñá M êáé ôï ðñüãñáììá E: Èá
ðáñáëåßðïõìå ôéò åðéðëÝïí áíáöïñÝò êáé èá ëÝìå áðëÜ ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç p̄i; üôáí
ç ìåñéêÞ Üëãåâñá M êáé ôï ðñüãñáììá E åßíáé ðñïöáíÞ áðü ôá óõìöñáæüìåíá.

Ôï êýñéï óýìâïëï ôïõ ðñïãñÜììáôïò E åßíáé ç óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p ðïõ
ïñßæåôáé óôçí ðñþôç åîßóùóç ôïõ E êáé ôï E õðïëïãßæåé ôçí p̄ óôçí M:
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Áëãüñéèìïé ùò áíáäñïìåßò

¼ðùò åßðáìå êáé óôçí åéóáãùãÞ, ï Ìïó÷ïâÜêçò óôá Üñèñá ôïõ [2] [3] ðñïôåßíåé
Ýíá ìáèçìáôéêü ïñéóìü ãéá ôçí Ýííïéá ôïõ áëãïñßèìïõ. Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá
ðáñïõóéÜóïõìå ôïí ïñéóìü áõôü êáèþò êáé ôïõò ïñéóìïýò êáé ôéò éäéüôçôåò ðïõ åßíáé
öõóéêÞ óõíÝðåéá ôïõ.

Ç ðñïóðÜèåéá íá ìïíôåëïðïéÞóïõìå ôïõò áëãüñéèìïõò, åßíáé ïõóéáóôéêÜ ç ðñï-
óðÜèåéá íá áðáíôÞóïõìå óôçí åñþôçóç: Ôé åßíáé ï áëãüñéèìïò; Ðïéá åßíáé ç åéäïðïéüò
äéáöïñÜ ðïõ êÜíåé êÜèå áëãüñéèìï îå÷ùñéóôü Þ ìå Üëëá ëüãéá ðùò êáôáëáâáßíïõìå
üôé ï áëãüñéèìïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå Þ ðïõ âëÝðïõìå ãñáììÝíï åßíáé ï Åõêëåßäåéïò;

Ç áðÜíôçóç óå áõôü ôï åñþôçìá, êáôÜ ôç ãíþìç ìïõ, åßíáé: Ôï óýíïëï ôùí
áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí ôïõ. Áõôü üìùò äåí åßíáé áñêåôü. ×ñåéÜæïíôáé áêüìá
äýï ðñÜãìáôá. Ôï óýíïëï ëýóåùí êáé ôï óýíïëï ôùí äéáèÝóéìùí óõíáñôÞóåùí.
Ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí åßíáé ôï óýíïëï óôï ïðïßï áíÞêïõí ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ ï
áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé. Åíþ ôï óýíïëï ôùí äéáèÝóéìùí óõíáñôÞóåùí åßíáé ïé ðüñïé
ôïõ õðïëïãéóìïý.

Áñ÷éêÜ èá äþóïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ óõíáñôçóéáêïý êáé óôç óõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå
ôïõò áíáäñïìåßò.

3.1. ÓõíáñôçóéáêÜ

Ïñéóìüò 4. ¸íá óõíáñôçóéáêü åðß ìéáò óõëëïãÞò óõíüëùí M åßíáé êÜèå
ìïíüôïíç, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

h : X1 × : : :×Xn *W;

üðïõ W ∈ M Þ W = {true; false}· êÜèå Xi åßôå åßíáé óýíïëï ðïõ áíÞêåé óôï M;
Þ åßíáé ÷þñïò ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí Xi = (U * V ); üðïõ U = U1 × : : :× Ul åßíáé
Ýíá êáñôåóéáíü ãéíüìåíï óõíüëùí ôïõ M êáé V ∈M Þ V = {true; false}:

Ð.÷., ç ðñÜîç ôçò åöáñìïãÞò ôçò m-ìåëïýò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò

apm(x1; : : : ; xm; p) = p(x1; : : : ; xm)

üðïõ x1; : : : ; xm ∈M;p : Mm *W; åßíáé Ýíá óõíáñôçóéáêü åðß ôùí óõíüëùí M;W
êáé ç ðñÜîç

∃M (p) =
{
true if (∃x ∈M)[p(x) = true];
false if (∀x ∈M)[p(x) = false];

åßíáé Ýíá óõíáñôçóéáêü åðß ôïõM ôï ïðïßï £åíóùìáôþíåé¤ ôçí õðáñîéáêÞ ðïóüäåéîç
åðß ôïõ M: Óýìöùíá ìå ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, ïé ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèþò êáé ïé
ìåñéêÝò ó÷Ýóåéò åðß ôïõ M åßíáé óõíáñôçóéáêÜ.
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3.2. Áíáäñïìåßò

Ïñéóìüò 5. Ãéá êÜèå ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï (ì.ä.÷.) X êáé êÜèå ðëÞñç
ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï W; Ýíáò ìïíüôïíïò áíáäñïìÝáò � : X  W åßíáé ìéá
ðëåéÜäá

� = (�0; �1; : : : ; �k);
ôÝôïéá þóôå ãéá êáôÜëëçëïõò, ðëÞñçò ì.ä.÷. D1; : : : ; Dk :

(1) ÊÜèå �i : X×D1×: : :×Dk → Di; (i = 1; : : : ; k) åßíáé ìïíüôïíç óõíÜñôçóç.
(2) ç óõíÜñôçóç åîüäïõ Þ óõíÜñôçóç ôéìÞò �0 : X ×D1 × : : :×Dk →W

åßíáé åðßóçò ìïíüôïíç.

Ôï ãéíüìåíï D� = D1 × : : : × Dk åßíáé ôï óýíïëï ëýóåùí ôïõ �· ôï k åßíáé ç
äéÜóôáóç ôïõ �· ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóÞò ôïõ åßíáé ç

��(x; ~d) = (�1(x; ~d); : : : ; �k(x; ~d));

áðü ôï X ×D� óôï D�· êáé ç óõíÜñôçóç �̄ : X →W ðïõ õðïëïãßæåôáé áðü ôïí �
åßíáé ç

�̄(x) = �0(x; ~dx) = value(x; ~dx) (x ∈ X);

üðïõ ~dx åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï ôïõ óõóôÞìáôïò åîéóþóåùí

~d = ��(x; ~d):

Ï � åßíáé óõíå÷Þò áí ïé �0; : : : ; �k åßíáé óõíå÷åßò.
Ç ìïíôåëïðïßçóç ôùí áëãïñßèìùí áðü áíáäñïìåßò, äßíåé ðïëý öõóéêÜ ôïí ïñéóìü

ôïõ éóïìïñöéóìïý:

Ïñéóìüò 6. Äýï áíáäñïìåßò �; � : X  W åßíáé éóüìïñöïé áí Ý÷ïõí ôçí
ßäéá äéÜóôáóç, Ýóôù k; êáé õðÜñ÷åé ìéá ìåôÜèåóç (l1; : : : ; lk) ôïõ (1; : : : ; k) êáé éóï-
ìïñöéóìïß ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí �i : D�;li → D�;i; Ýôóé þóôå ï åðáãþìåíïò
éóïìïñöéóìüò � : D� → D� åðß ôùí óýíïëùí ëýóåùí, íá óÝâåôáé ôéò äïìÝò, äçëáäÞ

ãéá êÜèå x ∈ X; ~d ∈ D�;

�(��(x; ~d)) = ��(x; �(~d))

�0(x; ~d) = �0(x; �(~d)):

Åíþ üôáí Ý÷ïõìå áíáäñïìåßò äéÜóôáóçò 1: Äýï áíáäñïìåßò �1 = (D1; value1; �1);
�2 = (D2; value2; �2) : X  W (åðß ôùí ßäéùí óõíüëùí) åßíáé éóüìïñöïé, áí õðÜñ-
÷åé ìéá áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïé÷ßá ðïõ äéáôçñåß ôç äéÜôáîç

� : D1 → D2

êáé óÝâåôáé ôéò óõíáñôÞóåéò ìåôÜâáóçò êáé ôéìÞò, äçëáäÞ, ãéá êÜèå x ∈ X êáé
d ∈ D1;

�(�1(x; d)) = �2(x; �(d));

value1(x; d) = value2(x; �(d)):

Éóüìïñöïé áíáäñïìåßò ðñïóäéïñßæïõí ôéò ßäéåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò, �̄ = �̄:
Ï ïñéóìüò êáé ç ìåôá÷åßñéóç áíáäñïìÝùí äéåõêïëýíåôáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõì-

âïëéóìïý where, Ýíáí áðü ôéò ðïëëÝò ðáñáëëáãÝò óôï óõìâïëéóìü ôùí áíáäñïìéêþí
ïñéóìþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôéò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý: Ãéá íá äçëþóïõìå
üôé � = (D;�; value) : X  W; ãñÜöïõìå

(6) �(x) = value(x; d) where {d = �(x; d)};
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ðïõ äçëþíåé üôé ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôçí ôéìÞ �̄(x) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí �; ðáßñ-
íïõìå ðñþôá ôç åëÜ÷éóôç ëýóç ôùí åîéóþóåùí ìÝóá óôá Üãêéóôñá { } êáé óôç
óõíÝ÷åéá ôç ÷ñçóéìïðïéïýìå áíôß ôçò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò ðïõ âñßóêåôáé ìðñïóôÜ.
Ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñåò ôçò ìéáò åîéóþóåéò ìÝóá óôá Üãêéóôñá ìå áõôþí
ôïí óõìâïëéóìü,

�(x) = value(x; d1; d2) where {d1 = �1(x; d1; d2); d2 = �2(x; d1; d2)}
=df value(x; 〈d1; d2〉) where {〈d1; d2〉 = 〈�1(x; d1; d2); �2(x; d1; d2)〉}

üðïõ ïé ãùíéþäåéò áãêýëåò äçëþíïõí üôé ôï óýíïëï ëýóåùí ôïõ � åßíáé ôï ãéíüìåíï
ôùí ì.ä.÷. D1×D2: Åðßóçò åðéôñÝðïõìå óôéò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò, ðïõ âñßóêïíôáé
ìÝóá óôéò áãêýëåò, íá ðåñéÝ÷ïõí (ìåñéêÝò) óõíáñôÞóåéò,

�(x) = value(x; p) where {p(u) = �(x; u; p)}
=df value(x; p) where {p = �(u)�(x; u; p)};

óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôï óýíïëï ëýóåùí ôïõ � åßíáé ï ì.ä.÷. ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí
(U * W ); ôï óýíïëï ôéìþí ôçò ìåôáâëçôÞò p:

Ç Ýëëïãç ÷ñÞóç êáé ï óõíäõáóìüò áõôþí ôùí óõíèçêþí äéåõêïëýíåé óçìáíôéêÜ
ôïí ïñéóìü êáé ôç ìåôá÷åßñéóç ôùí áíáäñïìÝùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, êÜèå ìåñéêÞ óõ-
íÜñôçóç f : X * W (êáé ãåíéêüôåñá êÜèå óõíáñôçóéáêü) áíáðáñßóôáôáé áðü ôïí
£åêöõëéóìÝíï¤ áíáäñïìÝá

rf (x) =df f(x) where {d = d};

ìå óýíïëï ëýóåùí ôï {⊥} êáé Ýôóé þóôå r̄f = f: ¸íá ðéï åíäéáöÝñïí ðáñÜäåéãìá,
ìå ôï ïðïßï èá áó÷ïëçèïýìå åíäåëå÷þò óôç óõíÝ÷åéá, ðñïêýðôåé áðü ôïí áíáäñï-
ìÝá, ðïõ áíáðáñéóôÜ ôçí áöçñçìÝíç ìç÷áíÞ � = (in; S; � ; T; out) áðü ôï X óôï W:
ÓõãêåêñéìÝíá

Ïñéóìüò 7. Ï áíôßóôïé÷ïò áíáäñïìÝáò, ðïõ áíáðáñéóôÜ ôçí áöçñçìÝíç ìç-
÷áíÞ � = (in; S; � ; T; out) áðü ôï X óôï W; äßíåôáé áðü ôçí

(7) r�(x) =df p(in(x)) where{p(s) = if s ∈ T then out(s) else p(�(s))}

ìå óýíïëï ëýóåùí ôï ì.ä.÷. ôùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí D = (S * W ):

Ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ôïõ ðáñáðÜíù áíáäñïìÝá åßíáé ç

��(x; d) =
{

out(s); áí s ∈ T
d(�(s)); áëëéþò

êáé ç óõíÜñôçóç ôéìÞò åßíáé ç

value�(x; d) = d(in(x)):

3.3. Ó÷Ýóç áíáäñïìÝá ìå áöçñçìÝíç ìç÷áíÞ

Ï áíôßóôïé÷ïò áíáäñïìÝáò, õðïëïãßæåé ôçí ßäéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç r̄�(x) = �̄(x)
ùò � êáé êùäéêïðïéåß ôïí � ìÝ÷ñé éóïìïñöéóìïý. Ãéá íá äåßîïõìå ôï áêñéâÝò áðïôÝ-
ëåóìá ðñÝðåé ðñþôá íá äåßîïõìå ôçí:

Ðñüôáóç 1 ([4]). Ãéá üëá ôá óýíïëá S1; S2; Y1; Y2, Ýóôù � : S1�→S2 êáé ãéá
êÜèå s ∈ S1, ïé �s : Y1�→Y2 åßíáé äïóìÝíïé éóïìïñöéóìïß. ÈÝôïõìå

(8) �(p)(�s) = �s(p(s)) (p : S1 * Y1; �(p) : S2 * Y2):
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Ôüôå ç � åßíáé éóïìïñöéóìüò ì.ä.÷. êáé êÜèå éóïìïñöéóìüò ì.ä.÷.

� : (S1 * Y1)�→(S2 * Y2)

éêáíïðïéåß ôçí (8) ãéá ôéò êáôÜëëçëåò �, {�s}(s∈S1).

Áðüäåéîç. Èá äåßîïõìå ìüíï ôç ìéá êáôåýèõíóç êáèþò ôï åõèý, äçëáäÞ üôé ç
óõíÜñôçóç ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí (8) åßíáé éóïìïñöéóìüò ì.ä.÷., åßíáé ðñïöáíÝò.

Ãéá ôï áíôßóôñïöï, Ýóôù ï éóïìïñöéóìüò � : (S1 * Y1)�→(S2 * Y2), êáé ãéá
êÜèå s ∈ S1 êáé êÜèå y ∈ Y1, Ýóôù

pys(t) =

{
y; áí t = s;

⊥; áëëéþò;

Ýôóé þóôå pys : S1 * Y1. Ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå pys åßíáé åëá÷éóôéêü (minimal) óçìåßï
óôïí (S1 * Y1); áëëÜ êáé êÜèå åëá÷éóôéêü óçìåßï ôïõ (S1 * Y1) åßíáé êÜðïéá pys
ãéá êÜðïéï s êáé êÜðïéïé t. ¸ðåôáé üôé êÜèå åéêüíá ôéò � �(pys) : S2 * Y2 åßíáé ìéá
åëá÷éóôéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç óôï (S2 * Y2) ç ïðïßá óõãêëßíåé óå ìïíáäéêü óçìåßï
ôïõ S2 êáé Ýôóé Ý÷ïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò � : S1×Y1 → S2 êáé � : S1×Y1 → Y2 þóôå

(9) �(pys)(t) = q
�(s;y)
�(s;y) (t) =

{
�(s; y); áí t = �(s; y);
⊥; áëëéþò:

(1) Ãéá êÜèå s; y1; y2, �(s; y1) = �(s; y2).

Áðüäåéîç. Áí �(s; y1) 6= �(s; y2) ãéá êÜðïéá s; y1 6= y2, ôüôå ïé ìåñéêÝò óõ-

íáñôÞóåéò q
�(s;y1)
�(s;y1)

êáé q
�(s;y2)
�(s;y2)

åßíáé óõìâáôÝò1 (áöïý Ý÷ïõí îÝíá ìåôáîý ôïõò ðåäßá

óýãêëéóçò) ìå åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá ôçí ÝíùóÞ ôïõò

q = q
�(s;y1)
�(s;y1)

∪ q�(s;y2)
�(s;y2)

·

áëëÜ ç áíôßóôñïöç åéêüíá �−1(q) èá ðåñéÝ÷åé ôçí py1s êáé ôçí py2s , ïé ïðïßåò åßíáé
áóýìâáôåò. ¢ôïðï. � (1)

¸óôù �(s) = �(s; y) ãéá êÜèå y ∈ Y1 êáé èÝôïõìå �s(y) = �(s; y), þóôå ï
ïñéóìüò (9) ãßíåôáé

(10) �(pys) = q
�s(y)
�(s) ; (� : S1 → S2; s ∈ S1; �s : Y1 → Y2; y ∈ Y1):

(2) Ç áðåéêüíéóç � : S1�→S2 åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïé÷ßá.

Áðüäåéîç. Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç � åßíáé 1-1, õðïèÝôïõìå üôé �(s1) = �(s2) êáé
óôáèåñïðïéïýìå Ýíá y ∈ Y1. Áí �s1(y) = �s2(y), ôüôå q

�s1 (y)
�(s1)

= q
�s2 (y)
�(s2)

, êáé Üñá

pys1 = pys2 , ðïõ óõíåðÜãåôáé üôé s1 = s2, åðåéäÞ ïé äýï áõôÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò
Ý÷ïõí áíôßóôïé÷á ðåäßï ïñéóìïý ôï ìïíïóýíïëï {s1} êáé ôï ìïíïóýíïëï {s2}: Áí
�s1(y) 6= �s2(y), ôüôå ïé äýï áõôÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò q

�s1 (y)
�(s1)

êáé q
�s2 (y)
�(s2)

åßíáé

áóýìâáôåò, ðïõ óçìáßíåé üôé ôá áñ÷Ýôõðá ôïõò ìÝóù ôçò � pys1 êáé pys2 èá ðñÝðåé íá
åßíáé áóýìâáôá|ôï ïðïßï óõìâáßíåé ìüíï áí s1 = s2.

Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç � åßíáé åðéìïñöéóìüò, Ýóôù t ∈ S2, óôáèåñïðïéïýìå Ýíá
w ∈ Y2, êáé èÝôïõìå

r(u) =

{
w; áí u = t;

⊥; áëëéþò:
(u ∈ S2):

1Ôá x; y åßíáé óõìâáôÜ áí õðÜñ÷åé z ôÝôïéï ðïõ x ≤ z êáé y ≤ z:



3.3 Ó÷Ýóç áíáäñïìÝá ìå áöçñçìÝíç ìç÷áíÞ 15

Ôï ðáñáðÜíù åßíáé åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï óôï (S2 * Y2), ïðüôå õðÜñ÷ïõí s ∈ S1,

y ∈ Y1 ôÝôïéá þóôå �(pys) = r|ðïõ óçìáßíåé üôé q
�s(y)
�(s) = r, êáé Üñá t = �(s), åðåéäÞ

ôá áíôßóôïé÷á ðåäßá óýãêëéóçò áõôþí ôùí äýï ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé ôï {�(s)}
êáé ôï {t}. � (2)

(3) Ãéá êÜèå s ∈ S1, ç áðåéêüíéóç �s : Y1�→Y2 åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç áíôé-
óôïé÷ßá.

Áðüäåéîç. Áí �s(y1) = �s(y2), ôüôå q
�s(y1)
�(s) = q

�s(y2)
�(s) , Ýôóé þóôå py1s = py2s ,

ðïõ óõíåðÜãåôáé üôé y1 = y2· ïðüôå ç �s åßíáé 1-1. ÔÝëïò, ãéá êÜèå w ∈ Y2, Ýóôù

r(t) =

{
w; áí t = �(s);
⊥; áëëéþò·

áõôü åßíáé åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï óôï (S2 * Y2) êáé Üñá õðÜñ÷ïõí s′; y ôÝôïéá þóôå

�(pys′) = q
�s′ (y)
�(s′) = r·

áðü ôá ðåäßá óýãêëéóçò ôùí äýï áõôþí óôïé÷åßùí óõìðåñáßíïõìå, üðùò êáé ðñïç-
ãïõìÝíùò, üôé �(s′) = �(s), Üñá s′ = s áðü ôï (2) êáé áðü ôéò ôéìÝò ôïõò ðáßñíïõìå
ôï åðéèõìçôü t = �s(y). � (3)

Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò. ♦

Åßìáóôå ðëÝïí óå èÝóç íá äåßîïõìå ôï ðñþôï óçìáíôéêü

Èåþñçìá 1 ([4]). Ïé áíôßóôïé÷ïé áíáäñïìåßò r1 êáé r2 ôùí áöçñçìÝíùí ìç÷á-
íþí �1 êáé �2 åßíáé éóüìïñöïé áí êáé ìüíï áí ïé �1 êáé �2 åßíáé éóüìïñöïé.

Áðüäåéîç. Áðü ôçí (7), ãéá êÜèå æåýãïò áöçñçìÝíùí ìç÷áíþí �1, �2,

ri = r(�i) = (valuei; �i);

üðïõ ãéá êÜèå p ∈ Di = (Si * Y ) êáé êÜèå x ∈ X,

valuei(x; p) = p(ini(x));

�i(x; p) = �i(p) = �(s)[if (s ∈ Ti) then outi(s) else p(�i(s))] : S2 * Y:

ÌÝñïò 1ï. ¸óôù üôé ç � : S1�→S2 åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ôïõ �1 ìå ôïí �2,
êáé Ýóôù fi : Si * Y ôá åëÜ÷éóôá óôáèåñÜ óçìåßá ôùí óõíáñôÞóåùí ìåôÜâáóçò ôùí
áöçñçìÝíùí ìç÷áíþí, þóôå

fi(s) = outi(�
|s|
i (s)) üðïõ |s| = ôï åëÜ÷éóôï n þóôå �ni (s) ∈ Ti:

Ç ðáñáðÜíù åîßóùóç ìáò äßíåé üôé

f1(s) = f2(�(s)):

Ï áðáéôïýìåíïò éóïìïñöéóìüò ôïõ r1 ìå ôïí r2 ðñïóäéïñßæåôå áðü ôïí éóïìïñ-
öéóìü ì.ä.÷. ôùí áíôßóôïé÷ùí óõíüëùí ëýóåùí (S1 * Y ) êáé (S2 * Y ), ðïõ ðñÝðåé
íá åßíáé ôçò ìïñöÞò

(11) �(p)(�(s)) = �s(p(s)) (s ∈ S1);

áðü ôçí Ðñüôáóç 1. Èá åðéóôñáôåýóïõìå ôïí éóïìïñöéóìü � : S1�→S2 ôçò õðüèåóçò
êáé ôïõò éóïìïñöéóìïýò �s : Y�→Y ðïõ ðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôá ðáñáêÜôù.

Áñ÷éêÜ äéáëÝãïõìå ãéá êÜèå t ∈ T1 Ýíáí éóïìïñöéóìü �∗t : Y�→Y ôÝôïéïí þóôå

�∗t (out1(t)) = out2(�(t)) (t ∈ T1);
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êáé åîåôÜæïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

(á) Áí f1(s) ↑ Þ õðÜñ÷åé åéóüäïõ ðñïóðåëÜóéìç s′ ôÝôïéá þóôå s →∗ s′, ôüôå
�s(y) = y.

(â) Áí f1(s)↓ êáé äåí õðÜñ÷åé åéóüäïõ ðñïóðåëÜóéìç s′ ôÝôïéá þóôå s →∗ s′,

ôüôå �s = �∗t , üðïõ t = �
|s|
1 (s) ∈ T1 åßíáé £ç ðñïâïëÞ¤ ôïõ s óôï óýíïëï

T1.

ËÞììá 1. Ãéá êÜèå s ∈ S1;

(12) ��1(s) = �s (s ∈ S1):

Áðüäåéîç. Áí f1(s)↑ Þ õðÜñ÷åé åéóüäïõ ðñïóðåëÜóéìç s′ ôÝôïéá þóôå s→∗ s′,
ôüôå ç �1(s) Ý÷åé ôçí ßäéá éäéüôçôá êáé Üñá ç �s êáé ç ��1(s) åßíáé ïé ôáõôïôéêÝò êáé
áí f1(s) ↓ êáé äåí õðÜñ÷åé åéóüäïõ ðñïóðåëÜóéìç s′ ôÝôïéá þóôå s →∗ s′, ôüôå ç
�1(s) Ý÷åé ôéò ßäéåò éäéüôçôåò, êáé £ðñïâÜëëåôáé¤ óôï ßäéï t = �n1 (s) ∈ T1, Ýôóé þóôå
�s = ��1(s) = �∗t . � (ËÞììáôïò)

Ôþñá ç � ôçò (11) åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ôïõ (S1 * Y ) ìå ôïí (S2 * Y ) áðü
ôçí Ðñüôáóç 1 êáé ìÝíåé íá äåßîïõìå ôïõò áêüëïõèïõò éó÷õñéóìïýò:

(i) value1(x; p) = value(x; �(p)), äçëáäÞ, p(in1(x)) = �(p)(in2(x)). Áõôü éó÷ýåé
åðåéäÞ s = in1(x) åßíáé åéóüäïõ ðñïóðåëÜóéìç êáé Üñá ç �s åßíáé ôáõôïôéêÞ ìå

�(p)(in2(x)) = �(p)(�(in1(x)) = �s(p(in1(x))) = p(in1(x)):

(ii) �(�1(p)) = �2(�(p)), äçëáäÞ, ãéá êÜèå s ∈ S1,

(13) �(�1(p))(�(s)) = �2(�(p))(�(s)):

Ãéá áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç äéáêñßíïõìå ôñåéò õðïðåñéðôþóåéò:
(iiá) Ç s ∈ T1 êáé åßíáé åéóüäïõ ðñïóðåëÜóéìç. Áðü ôï (á) ç �s åßíáé ç ôáõôïôéêÞ

êáé Üñá ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ôçò (13) ùò åîÞò:

�(�1(p))(�(s)) = �1(p)(s) = out1(s);

�2(�(p))(�(s)) = out2(�(s));

êáé Üñá ôá äýï ìÝëç åßíáé ßóá áðü ôïí ïñéóìü 2.
(iiâ) Ç s ∈ T1 áëëÜ äåí åßíáé åéóüäïõ ðñïóðåëÜóéìç, ïðüôå áðü ôï (â) Ý÷ïõìå

�(�1(p))(�(s)) = �s(�1(p)(s)) = �s(out1(s));

�2(�(p))(�(s)) = out2(�(s));

êáé ôá äýï ìÝëç åßíáé ßóá áðü ôçí åðéëïãÞ ôçò �s = �∗s .
(iiã) Ç s =∈ T1. Óôçí óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

ôçí (12):

�(�1(p))(�(s)) = �s(�1(p)(s)) = �s(p(�1(s)));

�2(�(p))(�(s)) = �(p)(�2(�(s))) = �(p)(�(�1(s))) = ��1(s)(p(�1(s));

êáé ôá äýï ìÝëç åßíáé ßóá áðü ôçí (12).
Ìå áõôÜ ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç ôïõ 1ïõ ÌÝñïõò.

ÌÝñïò 2ï. ¸óôù ôþñá üôé ïé r1; r2 åßíáé éóüìïñöïé, äçëáäÞ õðÜñ÷åé ìéá áìöé-
ìïíïóÞìáíôç áíôéóôïé÷ßá

� : D1 → D2
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ðïõ äéáôçñåß ôçí äéÜôáîç êáé óÝâåôáé ôéò óõíáñôÞóåéò ìåôÜâáóçò êáé ôéìÞò ôùí áíá-
äñïìÝùí, äçëáäÞ, äçëáäÞ, ãéá êÜèå x ∈ X êáé ãéá êÜèå d ∈ D1

�(�1(x; d)) = �2(x; �(d));

value1(x; d) = value2(x; �(d)):

ËÞììá 2. Ãéá êÜèå s ∈ S1; õðÜñ÷åé Ýíá t ∈ S2 ôÝôïéï þóôå

�(ds) = et

üðïõ ds ∈ D1; et ∈ D2;

ds(x) ↓ ⇐⇒ x = s

êáé áí s åßíáé óå óõãêëßíùí ìïíïðÜôé , äçëáäÞ,

s ∈ T! =
∞⋃
n=0

Domain(�n1 (⊥));

ôüôå ds ≤ f1 áëëéþò ds(s) = w1: Ðáñüìïéá

et(x) ↓ ⇐⇒ x = t

êáé áí t åßíáé óôï óå ìïíïðÜôé ðïõ óõãêëßíåé, et ≤ f2 áëëéþò et(t) = w1: üðïõ f1
êáé f2 åßíáé ôá åëÜ÷éóôá óôáèåñÜ óçìåßá ôùí �1; �2 áíôßóôïé÷á êáé w1 åßíáé Ýíá
ôõ÷áßï óôïé÷åßï ôïõ W: 2

Áðüäåéîç. Áöïý ç � äéáôçñåß ôç äéÜôáîç êáé

⊥ < ds =⇒ ⊥ = �(⊥) < �(ds)

Ý÷ïõìå üôé ôï ðåäßï ôçò �(ds) äåí åßíáé êåíü.
¸óôù ôþñá, ðñïò Üôïðï, üôé õðÜñ÷ïõí t; t′ ∈ S2 ôÝôïéá þóôå

�(ds)(t) ↓ êáé ôáõôü÷ñïíá �(ds)(t′) ↓ :

¸óôù et; et′ ôÝôïéá þóôå

⊥ < et < �(ds); ⊥ < et′ < �(ds):

ÅðåéäÞ ç �−1 äéáôçñåß ôçí äéÜôáîç, Ý÷ïõìå üôé

⊥ < �−1(et) < ds;

ôï ïðïßï åßíáé áíôßöáóç óôï ãåãïíüò üôé äåí õðÜñ÷åé ôßðïôá ìåôáîý ôùí ⊥ êáé
ds: � (ËÞììáôïò)

Ìðïñïýìå ôþñá íá ïñßóïõìå ôçí � : S1 → S2: Ãéá êÜèå s ∈ S1 Ý÷ïõìå

�(s) = ôï ìïíáäéêü t ∈ S2 ôÝôïéï þóôå �(ds)(t) ↓ :

Èá äåßîïõìå üôé ç � åßíáé 1− 1 êáé åðß

• Ç åßíáé � 1− 1: Áí s 6= s′ ôüôå

ds 6= ds′

êáé áöïý ç � åßíáé 1− 1 Ý÷ïõìå

�(ds) 6= �(ds′) =⇒ �(s) 6= �(s′):

2Áðü åäþ êáé ðÝñá üôáí èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü ds; èá åííïïýìå ôçí óõíÜñôçóç
ðïõ ïñßóáìå åäþ, ìå ôéò êáôÜëëçëåò ôñïðïðïéÞóåéò êÜèå öïñÜ.



18 Áëãüñéèìïé ùò áíáäñïìåßò

• Ç � åßíáé åðß. Ãéá êÜèå t ∈ S2 áðü ôï ËÞììá 2 õðÜñ÷åé s ∈ S1 ôÝôïéï þóôå

�−1(et) = ds:

Ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï s êáé áðü ôïí ïñéóìü ôçò �; Ý÷ïõìå

�(s) = ôï ìïíáäéêü t′ ∈ S2 ôÝôïéï þóôå �(ds)(t′) ↓
= ôï ìïíáäéêü t′ ∈ S2 ôÝôïéï þóôå �(�−1(et))(t′) ↓
= ôï ìïíáäéêü t′ ∈ S2 ôÝôïéï þóôå et(t′) ↓

ïðüôå t′ = t êáé
�(s) = t:

Ôï ðáñáðÜíù óõíåðÜãåôáé åðßóçò üôé, áí s ∈ T! ôüôå

(14) �(ds) = e�(s):

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé ç � éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò 1) { 4) ôïõ Ïñéóìïý 2.

(1) �[T1] = T2: Ãéá ôï ôõ÷áßï s ∈ T1; Ýóôù �(s) = t: Áöïý ç s åßíáé ôåñìáôéêÞ,
áðü ôïí ïñéóìü ôçò �1 Ý÷ïõìå üôé

ds ≤ �1(⊥)

êáé åðåéäÞ ç � åßíáé ìïíüôïíç êáé éóïìïñöéóìüò,

�(ds) ≤ �(�1(⊥)) = �2(�(⊥)) = �2(⊥):

¢ñá áðü ôïí ïñéóìü ôçò �

t ∈ Domain(�(ds)) ⊆ Domain(�2⊥) = T2:

¢ñá �[T1] ⊆ T2:
Áí t ∈ T2 ôüôå

et ≤ �2(⊥)
êáé åðåéäÞ �−1 åßíáé ìïíüôïíç êáé éóïìïñöéóìüò,

�−1(et) ≤ �−1(�2(⊥)) = �1(�
−1(⊥)) = �1(⊥):

¢ñá áðü ôïí ïñéóìü ôçò �

s ∈ Domain(�(et)) ⊆ Domain(�1⊥) = T1

üðïõ s åßíáé ôï ìïíáäéêü (áðü ôï ËÞììá 2) óôïé÷åßï ôïõ ðåäßïõ ôçò �−1(et):
Åýêïëá óõíÜãåôáé üôé �(s) = t: ¢ñá �[T1] ⊇ T2:

(2) �(in1(x)) = in2(x): ¸óôù s0 := in1(x) êáé t0 := in2(x): ¸÷ïõìå üôé

�(ds0)(t0) = value2(�(ds0); x)

= value1(ds0 ; x) (� éóïìïñöéóìüò)

= ds0(s0):

Áöïý ds0(s0) ↓ Ý÷ïõìå üôé �(ds0)(t0) ↓; Üñá
�(s0) = t0:

(3) �(�1(s)) = �2(�(s)):¸óôù s′ := �1(s); t := �(s) êáé t′ := �(�1(s)) = �(s′):
ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé

�2(t) = t′:

ÅðåéäÞ �1(s) = s′ Ý÷ïõìå üôé

(15) ds ≤ �1(ds′):
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φ2

φ1

T1

T2

S2

S1

s
τ1(s)

t τ2(t)

ρ
ρ

τ1

τ2

. . .

. . .

. . .

. . .

Ó÷Þìá 1. �(�1(s)) = �2(�(s)):

ÐñÜãìáôé, èá äåßîïõìå ôçí (15) äéáêñßíïíôáò ðåñéðôþóåéò.
• s ∈ T! ôüôå s′ ∈ T! êáé áðü ôïí ïñéóìü ôçò ds

ds(s) = f1(s) = ds′(s′) = �1(ds′)(s):

• s 6∈ T! ôüôå s′ 6∈ T!: ÐÜëé áðü ôïí ïñéóìü ôçò ds

ds(s) = w1 = ds′(s′) = �1(ds′)(s):

Áðü ôçí (15) êáé åðåéäÞ ç � åßíáé ìïíüôïíç, Ý÷ïõìå üôé

(16) �(ds) ≤ �(�1(ds′)) = �2(�(ds′))

Áðü ôïõò ïñéóìïýò ôùí � êáé t ðáßñíïõìå üôé �(ds)(t) ↓; Üñá áðü ôçí (16)

�2(�(ds′))(t) ↓ =⇒ �(ds′)(�2(t)) ↓ :

Ïðüôå áðü ôï ËÞììá 2 êáé ôïí ïñéóìü ôçò �; ç �(ds′) óõãêëßíåé ìüíï óôï
�(s′) = t′, Ýôóé

�2(t) = t′:

(4) out1(s) = out2(�(s)); ãéá êÜèå s ∈ T1 ôï ïðïßï åßíáé åéóüäïõ ðñïóðåëÜóéìï,
äçëáäÞ, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜðïéï x ∈ X êáé êÜðïéï n; s = �n1 (in1(x)): Áí
s ∈ T1 êáé õðÜñ÷åé x ∈ X ôÝôïéï þóôå ãéá êÜðïéï n; s = �n1 (in1(x)); ôüôå

(17) ds ≤ �1(⊥) ≤ f1:

Ç ìïíïôïíßá ôçò � äßíåé

(18) �(ds) ≤ �(�1(⊥)) ≤ �(f1) = f2:

ÅðéðëÝïí

(19) �(�1(⊥)) = �2(�(⊥)) = �2(⊥):

Ìå ìéá áðëÞ åðáãùãÞ óôï n êáé ôéò óõíèÞêåò 2, 3 ðïõ áðïäåßîáìå ãéá ôçí
� Ýðåôáé üôé

(20) áí �n1 (x) = s ôüôå �n2 (x) = �(s):
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Ïðüôå

ds(s) = f1(s)

= value1(f1; x)

= value2(�(f1); x)

= value2(f2; x)

= f2(�(s))

= �(ds)(�(s))

ôï áðïôÝëåóìá Ýðåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé

out1(s) = f1(s) = f2(�(s)) = out2(�(s)): ♦

Ãéá ôçí öïñÜ ðïõ ìüëéò äåßîáìå ìðïñïýìå íá ðïýìå êáé ôï åîÞò:

Ðñüôáóç 2. Áðü ôïí áíôßóôïé÷ï áíáäñïìÝá ìðïñïýìå íá áíáêôÞóïõìå ôçí
áöçñçìÝíç ìç÷áíÞ.

Áðüäåéîç. ¸óôù r = (D; value; �) ï áíôßóôïé÷ïò áíáäñïìÝáò. Áöïý D =
(S * W ) ãéá ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí S Ý÷ïõìå

S :=
⋃
d∈D

Domain(d):

Ãéá ôéò ôï óýíïëï ôùí ôåñìáôéêþí êáôáóôÜóåùí T èá åêìåôáëëåõôïýìå ôï ãåãïíüò
üôé

�(⊥)(s) ↓ ⇐⇒ s ∈ T

áöïý áðü ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò ìåôÜâáóçò � Ý÷ïõìå üôé

�(⊥)(s) =
{

out(s); if s ∈ T
⊥; áëëéþò:

¢ñá

T := Domain(�(⊥)):

ÅðéðëÝïí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí � ãéá íá ïñßóïõìå ôçí out : T → W;
þóôå, ãéá êÜèå s ∈ T

out(s) := �(⊥)(s):

¸óôù ds ∈ D ôÝôïéá þóôå

ds(t) ↓ ⇐⇒ t = s:

ôüôå ãéá êÜèå x ∈ X
in(x) := s ⇐⇒ value(x; ds) ↓ :

êáé áõôü éó÷ýåé åðåéäÞ value(x; ds) = ds(in(x)): ÔÝëïò ãéá êÜèå s ∈ S êáé ãéá êÜèå
s′ ∈ Domain(�(ds))

�(s′) := s;

ôï ôåëåõôáßï ðñïêýðôåé áðü ôïí ïñéóìü ôçò � êáé ôïí ïñéóìü ôçò ds: ♦
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3.4. ÅðáíáëÞøåéò áíáäñïìÞò

Ï áñéèìüò ôùí âçìÜôùí ðïõ êÜíåé ï áíáäñïìÝáò � ãéá íá £õðïëïãßóåé¤ ôçí ôéìÞ
�̄(x) åßíáé ìéá óçìáíôéêÞ ðïóüôçôá ó÷åôéêÞ ìå ôïí �; ìÝñïò åíüò óõíüëïõ åííïéþí
ìå ôéò ïðïßåò îåêéíÜåé ç ìáèçìáôéêÞ èåùñßá ôïí áíáäñïìÝùí.

Óôáèåñïðïéïýìå Ýíáí áíáäñïìÝá � = (D; value; �) : X  W êáé êÜðïéï x ∈ X;
Ýóôù

�x(d) = �(x; d);
ãéá êÜèå äéáôáêôéêü áñéèìü �; èÝôïõìå

d��(x) =df �x(sup{d��(x)|� < �}) (ìå sup ∅ = ⊥);

�̄� =df value(x; d��(x));

||�|| =df ôï åëÜ÷éóôï � (∀x ∈ X)[d��(x) = sup{d��(x)|� < �}]:
Åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå üôé áõôïß ïé ïñéóìïß Ý÷ïõí íüçìá êáé üôé ðñïóäéïñßæïõí
ôçí ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ õðïëïãßæåôå áðü ôïí �; äçëáäÞ,

�̄(x) = sup
�
�̄�(x):

ËÝìå üôé ï � åßíáé ðåñáôüò áí ||�|| ≤ !; êáé ìç ðåñáôüò áí ||�|| > !:
O äéáôáêôéêüò ðåñÜôùóçò ||�|| êáé ç (ìåñéêÞ) áðåéêüíéóç óôáäßïõ

|�|(x) =df ��[�̄� ∈W ] < ||�||;
(ðïõ ïñßæåôáé áêñéâþò üôáí ôï �̄ ïñßæåôáé) åßíáé èåìåëéþäåéò áíáëëïßùôåò ôïõ � : Ãéá
ôïí áíôßóôïé÷ï ôïõ � áíáäñïìÝá r� ôçò (7), ãéá ðáñÜäåéãìá, || r� || ≤ !; êáé

| r� |(x) = l(x)− 1 = (ìÞêïò ôïõ õðïëïãéóìïý ãéá ôï x)− 1:

Èá ìðïñïýóáìå íá äïýìå ôçí åðáíáëçðôéêÞ áêïëïõèßá {d�(x)|� < ||�||} ùò
Ýíá åßäïò £ëïãéêïý õðïëïãéóìïý¤ ôçò �̄(x); ôïõ ïðïßïõ ôï ìÞêïò (áí óõãêëßíåé)
åßíáé ï ðéèáíüí Üðåéñïò äéáôáêôéêüò |�|(x): Áíåðßóçìá ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé êÜèå
åðáíÜëçøç d�(x) ðñïóèÝôåé £ðëçñïöïñßá¤ ãéá ôçí ôéìÞ �̄(x); ç ïðïßá åîÜãåôáé ìå ôçí
óõíÜñôçóç ôéìÞò êáé áõîÜíåé ìå ôï �· êáé üôáí Ý÷åé óõãêåíôñùèåß áñêåôÞ ðëçñïöïñßá
ôüôå ç �̄(x) = �̄�(x) = value(x; d�(x)) ïñßæåôáé.

ÁõôÝò ïé åðáíáëÞøåéò åßíáé ôï êëåéäß ãéá íá êÜíïõìå áõóôçñÜ ðïëëÜ áðü ôá
áíåðßóçìá óõìðåñÜóìáôá, ãéá ôïõò áëãüñéèìïõò, ðïõ âãáßíïõí áðü ôéò áíáäñïìéêÝò
åîéóþóåéò.
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Óôçí ðñïçãïõìÝíç åíüôçôá ðáñïõóéÜóáìå ôçí ìïíôåëïðïßçóç ôùí áëãïñßèìùí
áðü áíáäñïìåßò. Ðïëëïß åßíáé áõôïß ðïõ èåùñïýí üôé ïé áëãüñéèìïé åßíáé ïé ìç÷áíÝò
Turing. Ôï åðé÷åßñçìá ÷ñçóéìïðïéÞèçêå îáíÜ óôçí åéóáãùãÞ. Áí ïé ìç÷áíÝò Turing
åßíáé ïé áëãüñéèìïé ôüôå ðïéá áðü üëåò åßíáé ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò; Ðñïöáíþò
ôï ßäéï åñþôçìá éó÷ýåé êáé ãéá üëá ôá õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá. Ïé ìç÷áíÝò Turing
åßíáé õëïðïéÞóåéò áëãïñßèìùí áëëÜ êáé êÜèå ìç÷áíÞ Turing åßíáé Ýíáò áëãüñéèìïò,
ìå ôçí Ýííïéá üôé ôáõôßæåôáé ìå ôïí áëãüñéèìï ðïõ åêôåëåß.

Ï êáëýôåñïò ôñüðïò ãéá íá äéáðéóôþóïõìå ôçí ïñèüôçôá ôçò ìïíôåëïðïßçóçò
ôùí áëãïñßèìùí áðü áíáäñïìåßò, åßíáé íá äïýìå ôï áíôßêôõðü ôçò óôéò Ýííïéåò ðïõ
ó÷åôßæïíôáé ìå ôïõò áëãüñéèìïõò. Ìå ôçí ðéï óçìáíôéêÞ ßóùò Ýííïéá ðïõ ó÷åôßæåôáé
ìå ôïõò áëãüñéèìïõò, ôéò õëïðïéÞóåéò, èá áó÷ïëçèïýìå óå áõôÞí ôçí åíüôçôá.

Ïñéóìüò 8. ¸íáò áíáäñïìÝáò � = (D�; value�; ��) : X  W áíÜãåôáé óå
Ýíáí Üëëï � = (D� ; value� ; ��) : X  W (ãéá ôï ßäéï óýíïëï ôéìþí), êáé ãñÜöïõìå
� ≤r �; áí õðÜñ÷åé ìïíüôïíç áðåéêüíéóç

� : X ×D� → D�

Ýôóé þóôå:

(1) Ãéá êÜèå x ∈ X êáé d ∈ D�; ��(x; �(x; d)) ≤ �(x; ��(x; d))·
(2) Ãéá êÜèå x ∈ X êáé d ∈ D�; value�(x; �(x; d)) ≤ value�(x; d) êáé
(3) Ãéá êÜèå x ∈ X; �̄(x) = �̄(x):

Ôï üôé ï �1 áíÜãåôáé óôïí �2 óçìáßíåé ìå áðëÜ ëüãéá üôé ïé õðïëïãéóìïß ôïõ
�2 åßíáé ðÜíôá ðßóù áðü ôïõò õðïëïãéóìïýò ôïõ �1 êáé üôé ï �2 äåí ìðïñåß ðïôÝ íá
õðïëïãßóåé ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò áðü ôïí �1: Ïðüôå ôï £ðïóü¤ ôçò ðëçñïöïñßáò
ðïõ Ý÷åé õðïëïãéóôåß áðü ôïí �2 óå êÜèå âÞìá õðïëïãéóìïý åßíáé ðÜíôá öñáãìÝíï
áðü ôï £ðïóü¤ ðëçñïöïñßáò ðïõ ï �1 Ý÷åé õðïëïãßóåé óôï ßäéï âÞìá.

ÁõóôçñÜ ïé (1) êáé (2) äßíïõí üôé ãéá êÜèå äéáôáêôéêü �;

�(x; d�1(x)) ≥ d�2(x);

áðü ôï ïðïßï Ýðåôáé üôé

(21) �̄�1(x) ≥ �̄�2(x);

êáé ç (3), ôüôå ëÝåé áðëÜ üôé ôåëéêÜ ïé õðïëïãéóìïß ôïõ �2 èá £öôÜóïõí¤ áõôïýò ôïõ
�1; Ýôóé þóôå, óôï üñéï, íá õðïëïãßæåôáé Þ ßäéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç.

Ç Ýííïéá ôçò áíáãùãÞò åéóÜãåôáé ìå óêïðü íá ãåíéêåýóåé ôçí Ýííïéá ôçò ðñï-
óïìïßùóçò óôïõò áíáäñïìåßò êáé ãéá íá £áðïêáëýøåé¤ ó÷Ýóåéò ìåôáîý áíáäñïìÝùí
åêôüò ôïõ éóïìïñöéóìïý.
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4.1. Ðñïóïìïßùóç áöçñçìÝíùí ìç÷áíþí

Ìéá áðü ôéò èåìåëéùäÝóôåñåò Ýííïéåò óôçí ðëçñïöïñéêÞ åßíáé áõôÞ ôçò ðñïóï-
ìïßùóçò. ¼ðùò êáé ïé ðåñéóóüôåñåò èåìåëéþäåéò Ýííïéåò, åßíáé äýóêïëï íá ïñßóïõìå
áõóôçñÜ ôçí Ýííïéá ôçò ðñïóïìïßùóçò. Áõôü äåí óõìâáßíåé áðü Ýëëåéøç ðñïóðÜ-
èåéáò Þ åíäéáöÝñïíôïò. ¼ðùò ôï èÝôåé ï Emde van Boas [5], ç äõóêïëßá Ýãêåéôáé
óôï ãåãïíüò üôé äåí ìðïñïýìå íá äþóïõìå Ýíáí ïñéóìü ðïõ íá åßíáé ôüóï ãåíéêüò êáé
åîåéäéêåõìÝíïò ôáõôü÷ñïíá þóôå íá ðåñéëáìâÜíåé üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ èåùñïýìå
ðñïóïìïéþóåéò.

ÄéáéóèçôéêÜ, ëÝìå üôé ç ìç÷áíÞ  ðñïóïìïéþíåé ôç ìç÷áíÞ � áí óå åßóïäï x;
ç  êÜíåé üôé áêñéâþò êÜíåé êáé ç � óôçí ßäéá åßóïäï. Äåí åßíáé áñêåôü óôçí ßäéá
åßóïäï ïé äýï ìç÷áíÝò íá äßíïõí ôï ßäéï áðïôÝëåóìá, èá ðñÝðåé ç  íá £áíôáíáêëÜ¤
óôïõò õðïëïãéóìïýò ôçò, ôïõò õðïëïãéóìïýò ôçò � êáé ìÜëéóôá ìå ôçí ßäéá óåéñÜ.
Ðñïöáíþò ç  åíäÝ÷åôáé íá ðñáãìáôïðïéåß ðåñéóóüôåñá âÞìáôá õðïëïãéóìïý ãéá
äýï äéáäï÷éêÜ âÞìáôá ôçò � Þ ìðïñåß Ýíá õðïëïãéóôéêü âÞìá ôçò � íá áíôéóôïé÷åß
óå ðåñéóóüôåñá ôïõ åíüò âÞìáôá ôçò  :

Áðïñßåò åãåßñïíôáé Þäç áðü áõôüí ôï äéáéóèçôéêü ïñéóìü. Ãéá ðáñÜäåéãìá, åßíáé
ïé äýï ìç÷áíÝò áðü ôï ßäéï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï; Áí ü÷é, ôé óõìâáßíåé êáôÜ ôçí
åðåîåñãáóßá ôçò åéóüäïõ; Èá ðñÝðåé ç ðïëõðëïêüôçôá íá äéáôçñåßôáé; Ôé óõìâáßíåé
üôáí ïé õðïëïãéóìïß åßíáé áí-áéôéïêñáôéêïß; Ôüôå ôï ãñÜöçìá õðïëïãéóìïý èá åß-
íáé äÝíôñï, ïðüôå ðïéá èá åßíáé ôþñá ç óåéñÜ õðïëïãéóìïý; Áêüìá Ýíá åíäéáöÝñïí
åñþôçìá åßíáé áí ç ðñïóïìïßùóç åßíáé óõíÜñôçóç Þ ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí êáôáóôÜóåùí
ôùí ìç÷áíþí.

Åäþ èá ðåñéïñéóôïýìå óôçí áéôéïêñáôéêÞ ðåñßðôùóç êáé èá äþóïõìå áêñéâåßò ìá-
èçìáôéêïýò ïñéóìïýò ãéá äýï Ýííïéåò ðñïóïìïßùóçò, ôçí ðñïò ôá ðÜíù (bottom-up)
êáé ôçí ðñïò ôá êÜôù (top-down). Ïé ïñéóìïß èá äïèïýí óôá ðëáßóéá ôïõ õðïëï-
ãéóôéêïý ìïíôÝëïõ ôùí áöçñçìÝíùí ìç÷áíþí. Óêïðüò ìáò äåí åßíáé íá ïñßóïõìå
ôçí Ýííïéá ôçò ðñïóïìïßùóçò, áëëÜ íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíáí óõãêåêñéìÝíï ìáèç-
ìáôéêü ïñéóìü ðïõ õðÜãåôáé óôç äéáéóèçôéêÞ ðåñéãñáöÞ, ðïõ äþóáìå ðáñáðÜíù, ôçò
ðñïóïìïßùóçò.

¸óôù

� = (in�; S�; ��; T�; out�)

 = (in ; S ; � ; T ; out )

äýï áöçñçìÝíåò ìç÷áíÝò áðü ôï X óôï W: Óôçí ðñïò ôá ðÜíù Ýííïéá ôçò ðñïóï-
ìïßùóç îåêéíÜìå áðü ôéò êáôáóôÜóåéò ôçò áöçñçìÝíçò ìç÷áíÞò ðïõ ðñïóïìïéþíåôáé
êáé ôéò áíôéóôïé÷ïýìå óå êáôáóôÜóåéò ôçò ìç÷áíÞò ðïõ ðñïóïìïéþíåé. Åßíáé ðñïöá-
íÝò üôé ç áíôéóôïé÷ßá åßíáé 1-1 áëëÜ ü÷é ðÜíôá åðß.

Ïñéóìüò 9 (¸ííïéá 1ç). Ðñïóïìïßùóç ôïõ � áðü ôïí  åßíáé êÜèå áðåé-
êüíéóç

�1 : S� → S 

ôÝôïéá þóôå

(1) áí s→�� s
′ ôüôå �1(s) →∗

� �1(s′):
(2) áí s0 = in�(x) ôüôå in (x) →∗ �1(s0):
(3) áí s ∈ T� ôüôå õðÜñ÷åé t ∈ T : �1(s) →∗ t êáé out (t) = out�(s):

Ç ðñïò ôá êÜôù Ýííïéá ôçò ðñïóïìïßùóçò åßíáé, êáôÜ êÜðïéï ôñüðï, ç áíôß-
óôñïöç ôçò ðñïò ôá ðÜíù ðñïóïìïßùóçò. ÎåêéíÜìå ìå ôéò êáôáóôÜóåéò ôçò ìç÷áíÞò
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ðïõ ðñïóïìïéþíåé êáé ôéò áíôéóôïé÷ïýìå óå êáôáóôÜóåéò ôçò ìç÷áíÞò ðïõ ðñïóï-
ìïéþíåôáé. Ç áíôéóôïé÷ßá áõôÞ åßíáé åðß áëëÜ ü÷é ðÜíôïôå 1-1.

Ïñéóìüò 10 (¸ííïéá 2ç). Ðñïóïìïßùóç ôïõ � áðü ôïí  åßíáé êÜèå óõíÜñ-
ôçóç

�2 : S → S�
ôÝôïéá þóôå

(1) Ãéá êÜèå êáôÜóôáóç t ∈ S áí �2(t) →�� s; ôüôå õðÜñ÷åé êáôÜóôáóç
t′ ∈ S ôÝôïéá þóôå: t→∗ t′ êáé �2(t′) = s

(2) áí t0 = in (x) ôüôå �2(t0) = s0 = in�(x);
(3) áí t ∈ T ôüôå �2(t) ∈ T� êáé out (t) = out�(�2(t));
(4) áí tk ∈ S êáé �2(tk) ∈ T� ôüôå õðÜñ÷åé tl ∈ T ôÝôïéï þóôå tk →∗ tl êáé

out (tl) = out�(�2(tk)) êáé �2(ti) = �2(tk); k ≤ i ≤ l:

Óôç óõíÝ÷åéá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç äåýôåñç Ýííïéá, êõñßùò åðåéäÞ ç ðñþôç
äåí äïõëåýåé êáëÜ ìå üëåò ôéò áðïäåßîåéò. ÐáñáêÜôù èá äåßîïõìå ãéáôß.

¼ðùò áíáöÝñáìå ãéá íá äéêáéïëïãÞóïõìå ôçí ìïíôåëïðïßçóç ôïõ £ï � õëïðïéåß
ôïí �¤, èá ðñÝðåé (ôïõëÜ÷éóôïí) íá äåßîïõìå üôé êáëýðôåé ôéò ãíùóôÝò õëïðïéÞóåéò
ôçò áíáäñïìÞò êáé üôé åðåêôåßíåé ôïí ïñéóìü ôçò ðñïóïìïßùóçò ìéáò áöçñçìÝíçò
ìç÷áíÞò áðü ìéá Üëëç.

Ãéá íá äåßîïõìå ôá äýï áðïôåëÝóìáôá èá ÷ñåéáóôïýìå áêüìá Ýíáí ïñéóìü êáé
Ýíá ËÞììá.

Ïñéóìüò 11. Ï ì.ä.÷. D åßíáé Scott áí ãéá êÜèå äýï óõìâáôÜ óôïé÷åßá
õðÜñ÷åé ôï sup{x; y}:

Âáóéêü ðáñÜäåéãìá ÷þñïõ Scott åßíáé ï ÷þñïò ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí (D *W ).

ËÞììá 3. Ãéá äýï áíáäñïìåßò �1; �2; Ýóôù

D′
1 = {d ∈ D1|d ≤ �1(x; d)}:

¸óôù åðßóçò üôé ôá ðåäßá ôùí áíáäñïìÝùí åßíáé ðåäßá Scott. Áí õðÜñ÷åé ìïíüôïíç

� : X ×D′
1 → D2

Ýôóé þóôå:

(1) Ãéá êÜèå x ∈ X1 êáé d ∈ D′
1; �2(x; �(x; d)) ≤ �(x; �1(x; d))·

(2) Ãéá êÜèå x ∈ X1 êáé d ∈ D′
1; value2(x; �(x; d)) ≤ value1(x; d) êáé

(3) Ãéá êÜèå x ∈ X1; �̄1(x) = �̄2(x)
ôüôå ìðïñïýìå íá åðåêôåßíïõìå ôçí � óôçí

� : X1 ×D1 → D2

Ýôóé ðïõ ç � íá åßíáé óõíÜñôçóç áíáãùãÞò.

Áðüäåéîç. Åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå üôé ï D′
1 åßíáé ðëÞñçò ì.ä.÷. êáé êëåéóôüò

ùò ðñïò ôçò �1 : ÈÝôïõìå

�(x; d) = sup{�(x; d∗)|d∗ ≤ d; d∗ ∈ D′
1}

êáé ôï supremum õðÜñ÷åé áöïý

P = {d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d}

åßíáé êáôåõèõíüìåíï óýíïëï. ÐñÜãìáôé, áí d1; d2 ∈ P; ëüãù ôçò éäéüôçôáò Scott,
èÝôïõìå

d0 = sup{d1; d2};
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ïðüôå d1; d2 ≤ d0 Üñá áðü ôç ìïíïôïíßá ôçò �1 êáé ôïí ïñéóìü ôïõ D′
1

d1 ≤ �1(x; d1) ≤ �1(x; d
0) êáé d2 ≤ �1(x; d2) ≤ �1(x; d

0)

Üñá ôï �1(x; d0) åßíáé Üíù öñÜãìá ôïõ {d1; d2}; óõíåðþò
d0 ≤ �1(x; d

0) Üñá d0 ∈ D′
1:

ÅðéðëÝïí åðåéäÞ ç � åßíáé ìïíüôïíç, ôï

{�(x; d∗)|d ≤ d; d∗ ∈ D′
1}

åßíáé åðßóçò êáôåõèõíüìåíï, ïðüôå èá Ý÷åé supremum óôï D2:

Ãéá íá äåßîïõìå ôï ðñþôï êñéôÞñéï ôçò áíáãùãÞò, èá ÷ñåéáóôïýìå ôï áêüëïõèï

Éó÷õñéóìüò 1. Ãéá êÜèå d ∈ D:
(22) �2(x; sup{�(x; d∗)|d∗ ≤ d; d∗ ∈ D′

1} ≤ �(x; �1(x; sup{d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d})):

Áðüäåéîç. ¸÷ïõìå üôé, ãéá êÜèå d∗ ∈ {d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d}

d∗ ≤ sup{d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d}

Üñá áðü ôç ìïíïôïíßá ôçò � Ý÷ïõìå üôé

�(x; d∗) ≤ �(x; sup{d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d})

êáé áõôü éó÷ýåé ãéá êÜèå d∗ ∈ {d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d}; Üñá

sup{�(x; d∗)|d∗ ≤ d; d∗ ∈ D∗} ≤ �(x; sup{d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d})

êáé áðü ôç ìïíïôïíßá ôçò �2; Ý÷ïõìå üôé

(23) �2(x; sup{�(x; d∗)|d∗ ≤ d; d∗ ∈ D∗}) ≤ �2(x; �(x; sup{d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d})):

ÔÝëïò åðåéäÞ ç � åßíáé óõíÜñôçóç áíáãùãÞò èá éó÷ýåé üôé

�2(x; �(x; sup{d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d})) ≤ �(x; �1(x; sup{d∗ ∈ D′

1|d∗ ≤ d}))
ïðüôå ç (23) ãßíåôáé

�2(x; sup{�(x; d∗)|d∗ ≤ d; d∗ ∈ D∗}) ≤ �(x; �1(x; sup{d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d}))
� (Éó÷õñéóìïý)

Èá äåßîïõìå ôþñá ôï ðñþôï êñéôÞñéï ôçò áíáãùãÞò, äçëáäÞ üôé

(24) �2(x; �(x; d)) ≤ �(x; �1(x; d)):

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò � ðñÝðåé íá äåßîïõìå

(25) �2(x; sup{�(x; d∗)|d∗ ≤ d; d∗ ∈ D′
1})) ≤ sup{�(x; d′)|d′ ≤ �1(x; d); d

′ ∈ D′
1):

Áðü ôïí Éó÷õñéóìü 1 áñêåß íá äåßîïõìå üôé

(26) �(x; �1(x; sup{d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d})) ≤ sup{�(x; d′)|d′ ≤ �1(x; d); d

′ ∈ D′
1):

Ïðüôå áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå d∗ ∈ {d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d} éó÷ýåé üôé

�(x; �1(x; d
∗)) ≤ sup{�(x; d′)|d′ ≤ �1(x; d); d

′ ∈ D′
1)

áëëÜ d∗ ≤ d Üñá áðü ôç ìïíïôïíßá ôçò �1 �1(x; d∗) ≤ �1(x; d): Ïðüôå

�1(x; d
∗) ∈ {d′|d′ ≤ �1(x; d); d

′ ∈ D′
1)

Üñá
�(x; �1(x; d

∗)) ∈ {�(x; d′)|d′ ≤ �1(x; d); d
′ ∈ D′

1)
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ðïõ óçìáßíåé üôé ôï �(x; �1(x; d∗)) èá åßíáé ìéêñüôåñï Þ ßóï áðü ôï supremum ôïõ
óõíüëïõ, äçëáäÞ

�(x; �1(x; d
∗)) ≤ sup{�(x; d′)|d′ ≤ �1(x; d); d

′ ∈ D′
1)

êáé áõôü ãéá êÜèå d∗ ∈ {d∗ ∈ D′
1|d∗ ≤ d}; ïðüôå éó÷ýåé ç (26).

Ãéá ôï äåýôåñï êñéôÞñéï Ý÷ïõìå üôé

value2(x; sup{�(x; d∗)|d∗ ≤ d; d∗ ∈ D′
1}) = sup{value2(x; �(x; d∗))|d∗ ≤ d; d∗ ∈ D′

1}
≤ sup{value1(x; d∗)|d∗ ≤ d; d∗ ∈ D′

1}
≤ value1(x; d)

üðïõ ç ôåëåõôáßá áíßóùóç éó÷ýåé áðü ôç ìïíïôïíßá ôçò value1 :
Ôï ôñßôï êñéôÞñéï åßíáé Üìåóï. ♦

4.2. Ðñïóïìïßùóç êáé áíáãùãÞ

Èá äåßîïõìå üôé ç äåýôåñç Ýííïéá ôçò ðñïóïìïßùóçò óõíåðÜãåôáé ôçí áíáãùãÞ,
äçëáäÞ üôé ðñïóïìïßùóç ôùí áöçñçìÝíùí ìç÷áíþí óõíåðÜãåôáé ôçí áíáãùãÞ ôùí
áíôßóôïé÷ùí áíáäñïìÝùí. Ãéá íá ôï äåßîïõìå èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðñïâïëÞ ôçò
óõíÜñôçóçò áíáãùãÞò ðïõ áðü ôï ËÞììá 3 ãåíéêåýåôáé üôáí ïé áíáäñïìåßò åßíáé
ìïíüôïíïé.

Ôï åíäéÜìåóï âÞìá óôçí áðüäåéîç åßíáé áðü ìüíï ôïõ áñêåôÜ öõóéêü, áëëÜ ü÷é
ôüóï ãåíéêü êáé äåí åßíáé êáé ôï ðñþôï ðïõ èá óêåöôüìáóôáí ãéá íá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå. Ìå áðëÜ ëüãéá ëÝåé üôé ãéá íá äåßîïõìå ôçí áíáãùãÞ, áñêåß íá ôï êÜíïõìå
ãéá ôï êïììÜôé ôïõ ðåäßïõ ôïõ áíáäñïìÝá ðïõ åßíáé óçìáíôéêüò ãéá ôïí õðïëïãéóìü.
¢ëëùóôå ï ïñéóìüò ôïõ áíáäñïìÝá åßíáé ôüóï ãåíéêüò þóôå ðåñéëáìâÜíåé ìåñéêÝò
óõíáñôÞóåéò ðïõ äåí Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå ôïí õðïëïãéóìü ôçò �̄:

Èåþñçìá 2. ¸óôù �i i = 1; 2 äýï áöçñçìÝíåò ìç÷áíÝò êáé ri; i = 1; 2 ïé
áíôßóôïé÷ïé áíáäñïìåßò. Áí ï �2 ðñïóïìïéþíåé, ìå ôç äåýôåñç Ýííïéá, ôïí �1; ôüôå
r1 ≤r r2 :

Áðüäåéîç. Ðñéí îåêéíÞóïõìå ôçí áðüäåéîç ðáñáôçñïýìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò
ìåôÜâáóçò ôùí áíôßóôïé÷ùí áíáäñïìÝùí åßíáé áíåîÜñôçôåò ôïõ x: ¸ôóé üðïõ ôï x
äåí ðáßæåé óçìáíôéêü ñüëï èá ôï ðáñáëåßðïõìå.

Áöïý ï �2 ðñïóïìïéþíåé ôïí �1; õðÜñ÷åé �2 : S2 → S1 üðùò óôïí ïñéóìü 10.
¸óôù d ∈ D1 ïñßæïõìå �(d) = b ùò åîÞò: ãéá êÜèå t ∈ S2

�(d)(t) = b(t) = d(�2(t)):

Ç � åßíáé ìïíüôïíç, äçëáäÞ.

d ≤ d′ =⇒ �(d) ≤ �(d′):

¸óôù üôé d ≤ d′; äçëáäÞ, ãéá êÜèå s ∈ S1

d(s) ↓=⇒ d′(s) ↓ & d(s) = d′(s);

ôüôå ãéá êÜèå t ∈ S2

�(d)(t) = d(�2(t)) (ïñéóìüò ôçò �)

≤ d′(�2(t)) (d ≤ d′)

= �(d′)(t) (ïñéóìüò ôçò �):
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Ãéá íá äåßîïõìå üôé r1 ≤r r2; ðñÝðåé íá äåßîïõìå ôéò ôñåéò óõíèÞêåò ôïõ ïñéóìïý
ôçò áíáãùãÞò. Ãéá ôçí ðñþôç ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå t ∈ S2

�2(�(d))(t) ↓⇒ �(�1(d))(t) ↓ & �2(�(d))(t) = �(�1(d))(t)

¸óôù üôé

�2(�(d))(t) ↓ & �2(�(d))(t) = w

• Áí t ∈ T2 ôüôå �2(t) ∈ T1 ïðüôå

�2(�(d))(t) = out2(t)

áðü ôïí ïñéóìü ôçò �2 Ý÷ïõìå

�(�1(d))(t) = �1(d)(�2(t)) (ïñéóìüò ôçò �)

= out1(�2(t)) (ïñéóìüò ôçò �1)

ïðüôå áðü ôïí Ïñéóìü 10, ôçò �2

�2(�(d))(t) = �(�1(d))(t):

• Áí t 6∈ T2 åíþ �2(t) ∈ T1 ôüôå

�2(�(d))(t) = �(d)(�2(t)) = d(�2(�2(t))) = d(�2(t))

áöïý áðü ôïí ïñéóìü 10, �2(t) = �2(�2(t)) ∈ T1:

�(�1(d))(t) = �1(d)(�2(t)) (ïñéóìüò ôçò �)

ïðüôå åðåéäÞ d ≤ �1(x; d) èá Ý÷ïõìå üôé

d(�2(t)) = �1(d)(�2(t))

ïðüôå

�2(�(d))(t) = �(�1(d))(t):

φ2

ψ1

T2

T1

S2

S1

t τ2(t)

σ2(t)

Ó÷Þìá 1
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• Áí t 6∈ T2 êáé �2(t) 6∈ T1 ôüôå

(27) �2(�(d))(t) = �(d)(�2(t)) = d(�2(�2(t)))

êáé

(28) �(�1(d))(t) = �1(d)(�2(t)) = d(�1(�2(t))):

{ Áí �1(�2(t)) = �2(�2(t)) ôüôå áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç

�2(�(d))(t) = �(�1(d))(t):

t τ2(t)

σ2(t) τ1(σ2(t))

φ2

φ1

T2

T1

S2

S1

Ó÷Þìá 2

{ Áí �1(�2(t)) 6= �2(�2(t)) ôüôå �2(�2(t)) = �2(t) ïðüôå

d(�2(�2(t))) = d(�2(t))

êáé åðåéäÞ d ≤ �1(x; d) Ý÷ïõìå üôé

d(�2(t)) = �1(d)(�2(t))

Ïðüôå áðü ôéò (27), (28) Ý÷ïõìå

�2(�(d))(t) = �(�1(d))(t):

• Áðü ôïí ïñéóìü 10, ôçò �2 äåí ãßíåôáé t ∈ T2 êáé �2(t) 6∈ T1:

Ãéá íá äåßîïõìå ôç äåýôåñç óõíèÞêç ôçò áíáãùãÞò, ðáñáôçñïýìå üôé,

value1(x; d) = d(in1(x)) êáé value2(x; b) = b(in2(x))

ïðüôå áñêåß íá äåßîïõìå üôé, ãéá êÜèå x ∈ X êáé ãéá êÜèå d ∈ D1;

(29) value2(x; �(x; d)) ≤ value1(x; d):

Ïðüôå

value2(x; �(d)) = �(d)(in2(x)) = d(�2(in2(x))

êáé

value1(x; d) = d(in1(x))
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t τ2(t)

σ2(t) τ1(σ2(t))

φ2

φ1

T2

T1

S2

S1

Ó÷Þìá 3

êáé áðü ôïí ïñéóìü ôçò �2; ðáßñíïõìå üôé

value2(x; �(d)) = value1(x; d):

Ãéá íá äåßîïõìå ôç äåýôåñç óõíèÞêç ôçò áíáãùãÞò, ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé

r̄1(x) = r̄2(x):

Áí r̄1(x) = w ôüôå �̄1(x) = w êáé �̄1(x) = out1(sl(x)): Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ sl(x)
Ý÷ïõìå üôé sl(x) ∈ T1: Ïðüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò �2 êáé åðáãùãÞ óôï sl(x) õðÜñ÷åé
t ∈ T2 : �2(t) = sl(x) ∈ T1 êáé

out1(sl(x)(x)) = out2(t)

= out2(s′l(x)(x))

= �̄2(x)

= r̄2(x):

Ïðüôå

r̄1(x) = r̄2(x): ♦

Ç áíôßóôñïöç öïñÜ, äçëáäÞ üôé ç áíáãùãÞ óõíåðÜãåôáé ôçí ðñïóïìïßùóç, ðá-
ñáìÝíåé Ýíá áíïéêôü ðñüâëçìá.

Ç ðñïóðÜèåéá íá áðïäåé÷ôåß ôï Èåþñçìá 2 ìå ôçí ðñþôç Ýííïéá ôçò ðñïóïìïßù-
óçò, Ïñéóìüò 9 , £óêïíôÜöôåé¤ êáé Ýôóé åßíáé åðßóçò áíïéêôÞ ç óõíåðáãùãÞ.

4.3. Ó÷Ýóç áíáäñïìÝá ìå áíáäñïìÝá õëïðïßçóçò

Óôç óõíÝ÷åéá èá äåßîïõìå ôç ó÷Ýóç, ìåôáîý áíáäñïìÝùí êáé ôùí õëïðïéÞóåùí
ôïõò. Èá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå áíáäñïìéêü ðñüãñáììá A; ï áíáäñïìÝáò r(A;M)
ðïõ åêöñÜæåôáé áðü ôï A óôçí ôõ÷áßá ÜëãåâñáM áíÜãåôáé óôçí áíáäñïìéêÞ ìç÷áíÞ
�(A;M) ðïõ õëïðïéåß ôï A:
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Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå ôï ðñüãñáììá

(A)


f(~x0) = A0(~x0;p1; : : : ;pm)
p1(~x1) = A1(~x1;p1; : : : ;pm)

...
pm(~xm) = Am(~xm; p1; : : : ;pm)

óôçí Üëãåâñá M = (M;f1; : : : ; fm) ìå õðïãñáöÞ � = 〈n1; : : : ; nm〉: Áí

�0(~x0; p1; : : : ;pm) = [[A0]](~x0; ~p)

�1(~x1; p1; : : : ;pm) = [[A1]](~x1; ~p)
...

�m(~xm; p1; : : : ;pm) = [[Am]](~xm; ~p)

ôüôå � = (�0; �1; : : : ; �m) åßíáé ï áíáäñïìÝáò r(A;M):
¼ðùò åßäáìå óôï äåýôåñï êåöÜëáéï, ìðïñïýìå íá áíôéóôïé÷ßóïõìå ìéá áíáäñï-

ìéêÞ ìç÷áíÞ � óôï ðñüãñáììá A:¸óôù �(A;M) ï áíôßóôïé÷ïò áíáäñïìÝáò, äçëáäÞ:

�(A;M)(x) = p(in(x)) where{p(s) = if s ∈ T then out(s) else p(�(s))}

ìå óýíïëï ëýóåùí ôï ì.ä.÷. ôùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí D = (S * W ):
Ãéá íá äåßîïõìå ôï áðïôÝëåóìá èá ÷ñåéáóôïýìå ôï áêüëïõèï ËÞììá. Ìå ôï

óõìâïëéóìü

� : �
...

: w

 [~p := ~d]

äçëþíïõìå üôé, ïé óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ôçò � : � áíÞêïõí óôï óýíïëï

{p1; : : : ;pm}

êáé üôé ï õðïëïãéóìüò ëáìâÜíåé ÷þñá óôçí åðåêôåôáìÝíç Üëãåâñá (M; ~d): Ïõóéá-
óôéêÜ ïé óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò áíôéêáèßóôáíôáé áðü óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò
êáé ôï ðñüãñáììá A äåí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ðëÝïí.

ËÞììá 4. Ãéá êÜèå êëåéóôü üñï A ìå óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò áðü ôï óý-
íïëï {p1; : : : ;pn}; éó÷ýåé üôé

A(~x;~p) :
...

: w

 [~p := ~d]

áí êáé ìüíï áí [[A]](~x; ~d) = w:

Áðüäåéîç. Ðáñáôçñïýìå üôé ï ðáñáðÜíù õðïëïãéóìüò ãßíåôáé óôçí åðåêôå-
ôáìÝíç Üëãåâñá üðïõ ðëÝïí ïé ~p åßíáé óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò. Èá äåßîïõìå ôï
áðïôÝëåóìá ìå åðáãùãÞ óôïí üñï A(~x;~p):

• Áí A ≡ 0; 1; x ôüôå äå èá ãßíåé êáìßá êëÞóç êáé : w èá åßíáé : 0; : 1 Þ : x:
ÁëëÜ êáé [[A]](~x; ~d) = 0; 1 Þ x.
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• Áí A ≡ fi(A1; : : : ; Ani) ôüôå

fi(A1(~x;~p); : : : ; Ani(~x;~p)) :
fiA1(~x;~p); : : : ; Ani(~x;~p) :

...
: w

 [~p := ~d]

ðïõ ìå âÜóç ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç áöïý Ani åßíáé ìéêñüôåñçò ðïëõðëï-
êüôçôáò, èá Ý÷åé ôï ßäéï áðïôÝëåóìá ìå ôïí õðïëïãéóìü

fi(A1(~x;~p); : : : ; Ani(~x;~p)) :
fiA1(~x;~p) : : : : [[Ani ]](~x; ~d)

...
: w

 [~p := ~d]

ðïõ ôåëéêÜ èá Ý÷åé ôï ßäéï áðïôÝëåóìá ìå ôïí õðïëïãéóìü

fi(A1(~x;~p); : : : ; Ani(~x;~p)) :
fiA1(~x;~p) : : : : [[Ani ]](~x; ~d)

...

fi : [[A1]](~x; ~d) : : : [[Ani ]](~x; ~d)
: fi([[A1]](~x; ~d) : : : [[Ani ]](~x; ~d))

 [~p := ~d]

¢ñá äçëáäÞ w = fi([[A1]](~x; ~d) : : : [[Ani ]](~x; ~d)) = [[A]](~x; ~d):
• Ðáñüìïéá äåß÷íïõìå êáé ôéò Üëëåò äýï ðåñéðôþóåéò ãéá ôçí äéáêëÜäùóç êáé
ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ A ≡ pi(A1; : : : ; Aki): Ãéá ôç äåýôåñç ðåñßðôùóç åé-
äéêÜ, äïõëåýåé áðáñÜëëáêôç ç ðáñáðÜíù áðüäåéîç, áöïý óôçí åðåêôåôáìÝíç
Üëãåâñá ðïõ ãßíåôáé ï õðïëïãéóìüò, ïé pi åßíáé óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò.

♦

Åßìáóôå óå èÝóç íá áðïäåßîïõìå ôï åîÞò:

Èåþñçìá 3 ([4]). Ãéá êÜèå ðñüãñáììá A êáé êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá M

r(A;M) ≤r �(A;M):

Áðüäåéîç. Áðü ôï ËÞììá 3 áñêåß íá ïñßóïõìå ìéá ìïíüôïíç óõíÜñôçóç � :
D′
� → D� Ýôóé þóôå:

(1) Ãéá êÜèå ~d ∈ D′
�; ��(�(~d)) ≤ �(��(~d)):

(2) Ãéá êÜèå x ∈M; ~d ∈ D′
�; value�(x; �(~d)) ≤ value�(x; ~d) êáé

(3) Ãéá êÜèå x ∈M; �̄(x) = �(A;M)(x):
¼ðïõ D� = {d ∈ D�|d ≤ ��(d)}:

Ãéá êÜèå ~d ∈ D′
� Ýóôù

�(~d)(� : �)= ôï áðïôÝëåóìá ôïõ õðïëïãéóìïý, ìå áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç (� : �)[~p := ~d]

üðïõ (� : �)[~p := ~d] åßíáé ç êáôÜóôáóç � : � óôçí åðåêôåôáìÝíç Üëãåâñá (Ì; ~d):
Ç � åßíáé ìïíüôïíç. ÐñÜãìáôé áí ~d ≤ ~d′ ôüôå �(~d) ≤ �(~d′) åðåéäÞ áí

�(~d)(� : �) = w

ôüôå ï õðïëïãéóìüò óôçí Üëãåâñá (M; ~d) ìå áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçí (� : �)[~p :=
~d] óõãêëßíåé ìå Ýîïäï w: Ïðüôå ïé ôéìÝò ôéò ~d ðïõ æçôÞèçêáí êáôÜ ôç äéÜñêåéá
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ôïõ õðïëïãéóìïý, Ý÷ïõí äïèåß, Üñá ôï ßäéï èá óõìâåß áí ü õðïëïãéóìüò ãßíåé óôçí

Üëãåâñá (M; ~d) ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí (M; ~d): ¢ñá ï õðïëïãéóìüò óôçí Üëãåâñá (M; ~d′)
ìå áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçí (� : �)[~p := ~d′] óõãêëßíåé ìå Ýîïäï w: ÐñÜãìá ðïõ óçìáßíåé
üôé

�(~d′)(� : �) = w:

Ãéá êÜèå ~d ∈ D′
�; ��(�(~d)) ≤ �(��(~d)): ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ãéá Ýíá ôõ÷áßï

~d ∈ D′
�

(30) ��(�(~d))(� : �) = w =⇒ �(��(~d))(� : �) = w:

• Áí ç � : � ≡: w (ç � : � åßíáé ôåñìáôéêÞ) ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò ��

��(�(~d))(: w) = w

êáé áðü ôïí ïñéóìü ôçò � áöïý äåí õðÜñ÷åé áíôéêáôÜóôáóç

�(��(~d))(: w) = out((: w)[~p := ��(~d)]) = w

üðïõ out(x) := åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ õðïëïãéóìïý ìå áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç
x: Ïðüôå

��(�(~d))(: w) = �(��(~d))(: w):

• Áí ç � : � äåí åßíáé ôåñìáôéêÞ ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò �� ôï áñéóôåñü
ìÝëïò ôçò (30) ãßíåôáé

�(~d)(�(� : �)) = w:

Áõôü óçìáßíåé üôé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ õðïëïãéóìïý, ãéá ôï ðñüãñáììá A;

ìå áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçí �(� : �)[~p := ~d] åßíáé w; Þ üôé

� : �
�(� : �)

...
: w

 [~p := ~d]

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé (ôï äåîß ìÝëïò ôçò (30))

�(��(d))(� : �) = w

Þ

� : �
�(� : �)

...
: w

 [~p := ��(~d)]

Èá ðñÝðåé íá åîåôÜóïõìå äýï ðåñéðôþóåéò ãéá ôçí � : � :
{ Áí Þ � : � äåí åßíáé åóùôåñéêÞ êëÞóç (i-call) ôïõ ðñïãñÜììáôïò A;
ôüôå ðñïöáíþò ï õðïëïãéóìüò

� : �
�(� : �)

...
: w

 [~p := ~d]
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Ý÷åé ôï ßäéï áðïôÝëåóìá ìå ôïí

� : �
�(� : �)

...
: w

 [~p := ~d]

êáé áöïý ~d ≤ ��(~d) (åðåéäÞ ~d ∈ D′
�) ï ôåëåõôáßïò õðïëïãéóìüò èá Ý÷åé

ôï ßäéï áðïôÝëåóìá ìå ôïí

� : �
�(� : �)

...
: w

 [~p := ��(~d)]

åðåéäÞ êÜèå öïñÜ ðïõ ï õðïëïãéóìüò ìå áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçí � : �
æçôÜ ìéá ôéìÞ ôçò ~d; ç ��(~d) ìðïñåß íá ôçí ðáñÝ÷åé (áöïý ~d ≤ ��(~d)).
Ïðüôå

��(�(~d))(� : �) = �(��(~d))(� : �):

{ Áí � : � ≡ �′pi : x�′ ôüôå

�(�′pi : x�′) = �′ : Ai(x; ~p)�′:

¢ñá �(~d))(�(� : �)) åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ õðïëïãéóìïý

�′pi : x�′

�′Ai(x; ~p) : �′
...

: w

 [~p := ~d]

ðïõ áðü ôï ËÞììá 4 åßíáé ßóï ìå

(31)

�′pi : x�′

�′ : [[Ai(x; ~d)]]�′
...

: w

 [~p := ~d]:

Åíþ ãéá ôï �(��(~d))(�′pi : x�′) Ý÷ïõìå üôé åßíáé ßóï ìå ôï áðïôÝëåóìá
ôïõ õðïëïãéóìïý ìå áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç (�′pi : x�′)[~p := ��(~d)] ç ôï
áðïôÝëåóìá ôïõ õðïëïãéóìïý

�′pi : x�′
...

]
[~p := ��(~d)]

ôï ïðïßï ìå ôç óåéñÜ ôïõ åßíáé ßóï ìå ôï áðïôÝëåóìá ôïõ õðïëïãéóìïý

�′(��(~d))i : x�′
...

]
[~p := ��(~d)]

ðïõ áðü ôï ïñéóìü ôïõ � åßíáé ßóï ìå ôï áðïôÝëåóìá ôïõ õðïëïãéóìïý

�′ : [[Ai(x; ~d)]]�′
...

]
[~p := ��(~d)]
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êáé áðü ôçí (31) åßíáé ßóï ìå w: Ïðüôå

��(�(~d))(�′pi : x�′) = �(��(~d))(�′pi : x�′):

Ãéá ôï äåýôåñï êñéôÞñéï, ôçò áíáãùãÞò, ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé, ãéá êÜèå x ∈ X
êáé êÜèå ~d ∈ D′

�;

(32) value�(x; �(~d))) = value�(x; ~d):

Õðïëïãßæïõìå:

value�(x; �(~d))) = �(~d)(in(x))

= out(in(x)[~p := ~d])

= out
(
(f : x)[~p := ~d]

)
= [[A0]](x; ~d)

åíþ
value�(x; ~d) = �0(x; ~d) = [[A0]](x; ~d):

Ãéá ôï ôåëåõôáßï êñéôÞñéï, ôçò áíáãùãÞò, ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé

�(x) = �(x):

Ïðüôå

�(x) = value(x; (�~d ∈ D)[~d = ��(x; ~d)])

= �∗0(~dx)

= [[A0]](x; ~dx)

= p̄0(x̄)

êáé áðü ôï ËÞììá 4

�(x) = value(x; (�~d ∈ D)[~d = ��(x; ~d)])

= f∗(in(x))

= out(A0{x := x})
= p̄0(x̄) ♦





ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

Ìéá åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ãéá ôï Èåþñçìá 2

Óôç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå ìéá åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2 ðïõ äåí
åðéêáëåßôáé ôï ËÞììá 3 ãéá ôç ãåíßêåõóç ôçò ðñïâïëÞò. Ùóôüóï äåí åßíáé áðïëýôùò
îåêÜèáñï ç óõíÜñôçóç áíáãùãÞò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åßíáé ðïëý äéáöïñåôéêÞ áðü
áõôÞí ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2 êáèþò ç ìéá åßíáé ðåñéïñéóìÝíç óôïí ÷þñï D′

1 åíþ ç ðáñá-
êÜôù óõíÜñôçóç áíáãùãÞò åßíáé ïñéóìÝíç ìüíï óå ïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò. Ãéá ôçí
áêñßâåéá åßíáé ïñéóìÝíç óôéò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå ôçí áêüëïõèç éäéüôçôá: Áí ç
ìåñéêÞ óõíÜñôçóç óõãêëßíåé óå ìéá êáôÜóôáóç êáé ç ôéìÞ ôçò óõìöùíåß ìå ôçí ôéìÞ
ôïõ óôáèåñïý óçìåßïõ, ôüôå èá ðñÝðåé íá óõãêëßíåé êáé óôéò åðüìåíåò êáôáóôÜóåéò
êáé ìÜëéóôá ìå ôçí ßäéá ôéìÞ.

Èåþñçìá 2. ¸óôù �i i = 1; 2 äýï áöçñçìÝíåò ìç÷áíÝò êáé ri; i = 1; 2 ïé
áíôßóôïé÷ïé áíáäñïìåßò. Áí ï �2 ðñïóïìïéþíåé, ìå ôç äåýôåñç Ýííïéá, ôïí �1; ôüôå
r1 ≤r r2 :

Áðüäåéîç. ¸óôù f0 ∈ D� ôÝôïéï þóôå

f0 = �(x; f0) êáé (∀f ∈ D�)[f = �(x; f) =⇒ f0 ≤ f ]:

Ãéá êÜèå ~d ∈ D� ç � : D� → D ïñßæåôáé ùò áêïëïýèùò:

�(d)(s) =


d(�2(s)) , áí d(�2(s)) = f0(�2(s)) &

∀n ∈ N d(�n�(�2(s))) = d(�2(s))
⊥ , áëëéþò

� ìïíüôïíç. ¸óôù d ≤ d′ ôüôå ∀s ∈ S�
d(s) ↓=⇒ d′(s) ↓ & d(s) = d′(s):

ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé �(d) ≤ �(d′) Þ üôé ãéá êÜèå t ∈ S 
�(d)(t) ↓=⇒ �(d′)(t) ↓ & �(d)(t) = �(d′)(t):

Áí �(d)(t) ↓ ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò �

�(d)(t) = d(�2(t)) = f0(�2(t)) êáé ãéá êÜèå n ∈ N; d(�n�(�2(t))) = f0(�2(t))

êáé åðåéäÞ d ≤ d′

d′(�2(t)) = d(�2(t)) = f0(�2(t))
êáé ãéá êÜèå n ∈ N

d′(�n�(�2(t))) = d(�n�(�2(t))) = f0(�2(t)):

Ïðüôå �(d)(t) = �(d′)(t) êáé Üñá

�(d) ≤ �(d′):

Ôþñá èÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé

� (�(d)) ≤ �(��(d))
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äçëáäÞ, üôé ãéá êÜèå t ∈ S 

� (�(d))(t) ↓=⇒ �(��(d))(t) ↓ & � (�(d))(t) = �(��(d))(t):

¸óôù üôé � (�(d))(t) = w; ôüôå èá ðñÝðåé íá ðÜñïõìå ðåñéðôþóåéò ãéá ôï t

• t ∈ T ; ôüôå �2(t) ∈ T� êáé áðü ôïí ïñéóìü ôçò � êáé ôïí ïñéóìü ôçò �2

Ý÷ïõìå üôé

� (�(d))(t) = out (t) = out�(�2(t)) = f0(�2(t)):

Åíþ ãéá ôçí �(��(d))(t) áðü ôïí ïñéóìü ôçò �� êáé ôï ãåãïíüò üôé �2(t) ∈
T� Ý÷ïõìå üôé

��(d)(�2(t)) = out�(�2(t)) = f0(�2(t))

êáé åðåéäÞ �2(t) ∈ T� Ý÷ïõìå üôé ��n(�2(t)) = �2(t): Ïðüôå

�(��(d))(t) = f0(�2(t)) = � (�(d))(t):

• t 6∈ T ; �2(t) ∈ T�; ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò � Ý÷ïõìå üôé

� (�(d))(t) = �(d)(� (t))

åðåéäÞ � (�(d)) ↓ áðü ôïí ïñéóìü ôçò �

�(d)(� (t)) = d(�2(� (t))) = f0(�2(� (t))) = d(�2(� n(t)))

ãéá êÜèå n ∈ N: ÅðåéäÞ �2(t) ∈ T� Ý÷ïõìå üôé �2(� (t)) ∈ T� (Ó÷Þìá 1)
êáé áêüìá üôé �2(t) = �2(� (t)); ïðüôå

f0(�2(� (t))) = f0(�2(t)):

Åíþ ãéá ôçí �(��(d))(t) Ý÷ïõìå üôé

��(d)(�2(t)) = out�(�2(t)) = f0(�2(t))

êáé åðåéäÞ ç �2(t) åßíáé ôåñìáôéêÞ êáôÜóôáóç Ý÷ïõìå åðßóçò üôé

�2(t) = ��
n(�2(t))

ãéá êÜèå n ∈ N; ôï ïðïßï óõíåðÜãåôáé üôé

��(d)(��n(�2(t)) = ��(d)(�2(t)):

Ïðüôå

�(��(d))(t) = f0(�2(t)) = � (�(d))(t):

• t 6∈ T ; �2(t) 6∈ T�: ¼ðùò êáé ðñïçãïýìåíïò áðü ôïí ïñéóìü ôçò � 
Ý÷ïõìå üôé

� (�(d))(t) = �(d)(� (t))

åðåéäÞ � (�(d)) ↓ áðü ôïí ïñéóìü ôçò �

(33) �(d)(� (t)) = d(�2(� (t))) = f0(�2(� (t))) = d(�2(� n(t)))

ãéá êÜèå n ∈ N: Åíþ ãéá ôçí �(��(d))(t) Ý÷ïõìå üôé

(34) ��(d)(�2(t)) = d(��(�2(t)))
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ψ

φ

Tψ

Tφ

Sψ

Sφ

t τψ(t)

σ(t)

Ó÷Þìá 1

{ Áí �2(� (t)) = �2(t) (Ó÷Þìá 3) ôüôå ç (33) ãßíåôáé

� (�(d))(t) = f0(�2(t)) = d(��n(�2(t)))

ãéá êÜèå n ∈ N: Ãéá ôçí �(��(d)) Ý÷ïõìå üôé

��(d)(�2(t)) = d(��(�2(t)))

êáé áðü ôçí (33) Ý÷ïõìå üôé

d(��(�2(t))) = f0(�2(t)) = d(��n(�2(t)))

ãéá êÜèå n ∈ N∗: Ïðüôå

�(��(d))(t) = f0(�2(t)) = � (�(d))(t):

t τψ(t)

σ(t) τφ(σ(t))

ψ

φ

Tψ

Tφ

Sψ

Sφ

Ó÷Þìá 2
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{ Áëëéþò (Ó÷Þìá 2) Ý÷ïõìå üôé �2(� (t)) = ��(�2(t)) ïðüôå áðü ôçí
(33) êáé ôçí (34) Ý÷ïõìå üôé �(��(d))(t) ↓ êáé åðéðëÝïí üôé

� (�(d))(t) = d(�2(� (t))) = d(��(�2(t))) = �(��(d))(t):

t τψ(t)

σ(t) τφ(σ(t))

ψ

φ

Tψ

Tφ

Sψ

Sφ

Ó÷Þìá 3

Ãéá ôï äåýôåñï êñéôÞñéï, ôçò áíáãùãÞò áíáäñïìÝùí ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé

value (x; �(d)) ≤ value�(x; d);

Þ éóïäýíáìá

[value (x; �(d)) ↓] =⇒ [value�(x; d) ↓ & value (x; �(d)) = value�(x; d)]:

¸óôù value (x; �(d)) ↓ ôüôå åðåéäÞ

value (x; �(d)) = �(d)(in (x))

ðáßñíïõìå üôé �(d)(in (x)) ↓ êáé áðü ôïí ïñéóìü ôçò �

d(�2(in (x))) = f0(�2(in (x)))

üìùò áðü ôïí ïñéóìü ôçò �2 Ý÷ïõìå üôé

�2(in (x)) = in�(x)

ïðüôå

d(�2(in (x))) = d(in�(x)) = f0(�2(in (x))) = f0(in�(x))

Ôï ðáñáðÜíù äßíåé üôé

value�(x; d) = d(in�(x)) = f0(�2(in (x))) = value (x; �(d)):

Ãéá ôï äåýôåñï êñéôÞñéï, ôçò áíáãùãÞò áíáäñïìÝùí ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé

r̄�(x) = r̄ (x)

Áí r̄�(x) = w ôüôå �̄(x) = w êáé �̄(x) = out�(sl(x)): Áðü ôïí ïñéóìü ôçò sl(x) Ý÷ïõìå
üôé sl(x) ∈ T�: Ïðüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò �2 êáé åðáãùãÞ ãéá ôçí sl(x) õðÜñ÷åé
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t ∈ T : �2(t) = sl(x) ∈ T� êáé åðßóçò ôÝôïéï þóôå ç t íá åßíáé ìåôáãåíÝóôåñç
êáôÜóôáóç ôçò in (x); äçëáäÞ, õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå � (in (x)) = t: Ïðüôå

out�(sl(x)(x)) = out (t)

= out (s′l(x)(x))

=  ̄(x)

= r̄ (x):

¢ñá
r̄�(x) = r̄ (x): ♦
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