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ÚQÜaªaÉ¯ªaóQ«�«¯§ Ì}Üaª}°Äª]ÅVÃ ÏVªaÌQ«�¬õ§�ª=�B®±°ÄÙcâ]°QÈD«ö¬ÛÈD«öÜa§ÄÆ áa¬��D«�ÏVÍuªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø}Üaª}¬¯Í
ÏVÌQ«¯ê¯Ì��
§QÏVÚÄâ�Å8«¯ØQÏBÆ ÈD«
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�ÚaÆ §QÊjá?§ÄÆV®ÎÇHªaÌQ«�ÜÄ°ÄØQÉ¯ÙöÜÄ°ÄÙQÉ¯ª=�BâaÉ¯ÙQÏVÙ\£
¥¨§�Üa§ÄÃ Å8«]Æ §"ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊZ§Q«¯Ø}á?ªaÌQ«+ÏVÍ�ÚaÆ §�Å8ÍÎ«]Æ á?Ø"ªaÚaé}ê¯§�Üa§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«�r&¬õ§Õ� Ëp�

¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?é���Á�§ÄÃ Å8«]Æ §�Ç\ÈDÉ]Ã Ê�ËsÌQ«¯ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §\£
F�¸H�K�{îUð2½�´<Ö � å �D«¯§�ÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ª�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?â�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª §}Üaª}¬¯Í±°ÄÍÛÃ ¬õ§ÄÆ8§}Üaâh²

• ®Î«¯§�ÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ª�ÏVóQ«¯ª]°Äª N
ÜaªaÌ�ÍÛÃ «­§ÄÆV¬Ûª ÏVóQ«¯ª]°Äª�¬ÛÈD«)Üa§ÄÆ áa¬��D«�r

• ®Î«¯§�ÚÄÙcá?ÍÎ«¯âOÏBó}«¯ª}°Äª Si
ÅVÆ §�á?é¯ÿ2Í�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
rUÜaªaÌZÍÛÃ «¯§ÄÆU¬Ûª�ÏVóQ«¯ª}°Äª

¬ÎÈD«�Å8«¯ØQÏBÆ ÈD«�ÏV¬¯É­§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
(pure strategies)

¬õªaÌ Üa§ÄÃ áa¬¯Ùg§QÌ}¬Ûªaó
ØöÜ?Æ ªc§}ÜÄ°Äéö¬Ûª�ÏVóQ«¯ª}°Äª�¬ÛÈD«�ê]Æ §]ÿ4®ÎÏBÆ ÚQÈD«)á\Æ «­ØQÏVÍ±ÈX«�� Í±Ü?Æ °Äª}Å��D«��

• á?§ÄÆB®Î«¯§�ÏVóQ«¯ª]°ÄªcÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«)á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊ ui
²
S → R

ÚaÃ §�ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í
Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
rVâÄÜaªaÌ�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

S = S1 × · · · × Sn
£

º��V¸\ü6×\·Q� �{îU��´<ÖE´ �oÊoÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÏVªaÌQÚÄÍo®Î«¯§öÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª ÚÄÍjê¯óQª�Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ�rVâÄÜaªaÌ�²
S1 = {a1, a2}

r
S2 = {b1, b2, b3}

á?§ÄÆ
u1(a1, b1) = 3

r
u1(a1, b2) = 3

r
u1(a1, b3) =



· ¸ �'-X�m� � �&����&U�j��-X� �\-X�m�U(*(?¹G���D�p&M�,(&� � Õ

1
r
u1(a2, b1) = 4

r
u1(a2, b2) = 2

r
u1(a2, b3) = 10

á?§ÄÆ
u2(a1, b1) = 2

r
u2(a1, b2) =

6
r
u2(a1, b3) = 7

r
u2(a2, b1) = 3

r
u2(a2, b2) = 1

r
u2(a2, b3) = 3

£
¥¨§�Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­ÈZê¯ÍÎê¯ªaÚÄ®Î«¯§�§}ÜaÍÛÆ á?ªQ«]Ã a¯ªQ«­¬õ§ÄÆ¯Ï8¬ÛªQ«XÜa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈgÜ?Ã «¯§}á?§�ÜaªaÌ�Å8ÍÎ«]Æ á?é&ª}«¯ªaÚÄé@a¯Í��
¬õ§ÄÆ<�=iEnw|�n�l�����v:|Ufhx<�
Üa§ÄÆ Å8«]Ã ªaÌ\£

b1 b2 b3

a1

a2

Ö�r � Ö�rV³ ¢@r6�
ß�r8Ö � rM¢ ¢­Þ�r8Ö

�XÃ «¯§ÄÆHÍÎó}á?ª]°Äª�«¯§
ê¯ªaóQÚÄÍ&â]¬]ÆHÙ�§}ÜaÍÛÆ á?âQ«]Æ ÏVÙö§QÌ}¬¯ØuÅVÃ «¯Í±¬Û§ÄÆ?Ü\Æ ªöÜaª}°Äó}ÜÄ°ÄªÄá?Ù�ÅVÆ §
n ≥ 3

£
å �DÇHªQ«õ¬õ§QÊ¨ÚÄªQ«­¬¯Í±°ÄªÄÜaª?Æ ØQÏVÍÛÆÄ¬õª)Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªöÏ8¬¯ÙQ«¨á?§Q«¯ªQ«]Æ á?Ø�ÚÄªaÉ��BØ�raª
Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ªaÊ&Ï8¬¯âE�

ÇHªaÊZÚÄ§QÊ�ÍÛÃ «¯§ÄÆm«¯§+§Q«¯§}°ÄóQÏVªaÌQÚÄÍ�¬õª"ÚÄª}«­¬¯®±°Äª"®±¬¯ÏBÆp�DÏ8¬¯Íc«¯§$á?éQ«¯ªaÌQÚÄÍcÜaÉ¯ª}÷a°Ä®}�BÍÛÆ Ê
ÅVÆ §g¬ÛªZ¬]Æ4ÿ4§gÏVÌQÚ]÷?ÍÛÃMÏ8¬¯ÙQ«�ÍÎç¯®±°aÆ ç¯Øc¬õªaÌ\£�×UÍÎ«]Æ á?â]¬¯ÍÎÉ¯§�°Ä®ÎÚÄÍ
â]¬]ÆUÏ8¬õª}ÇHÍÎóQªaÌQÚÄÍ
Ï8¬¯ÙQ«
§Q«¯§@a¯Ø}¬¯ÙQÏVÙ
¬¯ÙQÊo°ÄóQÏVÙQÊo¬ÛªaÌ�Üa§ÄÆ Å8«]Ã ªaÌ\£

Â¥§¤Â ØÙÒ'ÌÈÇ�©�Ì�ÉtÅ�©
ô ÜaÉ��@¬¯Ù�Úa®,ÿ4ªaê¯ªaÊmÍ±Ü?Ã °ÄÌQÏVÙQÊXÍÎ«¯âaÊmÜa§ÄÆ Å8«]Ã ªaÌoÜaªaÌ&ÿ4§�§Q«¯§@�B®ÎÉ¯ªaÌQÚÄÍDÍÛÃ «¯§ÄÆ}Ù\��u�f2lji�fe�¥gjiQ£
Ò ÌQÉ]Æ §QÉ¯Ç8Ã §)Ì}ÜaéQÉ­ÇHÍÛÆaâ}¬Û§Q«&ÅVÆ §já?é}Üaª?Æ ª�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
á?§ÄÆQá?é}Üaª?Æ §uÅ8«¯ØQÏBÆ §uÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Øo¬õªaÌ

si
Æ ÏVÇHóQÍÛÆ�²

ui(s−i, si) ≥ ui(s−i, s
′
i)

� ¢��
ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í

s′i 6= si ∈ Si
á?§ÄÆ]ÅVÆ §&á?é]ÿ4Í

s−i ∈ S−i
âÄÜaªaÌjÆ ÏVÇHóQÍÛÆ

S−i = S1×···×Si−1×
Si+1 × · · · ×Sn

£Gå �@¬¯ÏBÆ\ª�Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ
i
ê¯ÍÎ«u®ÎÇHÍÛÆ\á?§Q«¯®Î«¯§�°Äâ]Å8ª�ÅVÆ §ö«¯§
ÚÄÙQ«jÍ±Ü?Æ °Ä®Îç¯ÍÛÆ\¬¯Ù

Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø
si
ÚaÆ §QÊsá?§QÆaª]¬]Æ ê¯Ø}Üaª}¬¯Ímá?§ÄÆa§Q«&ê]Æ §}°Ä®Îç¯ªaÌQ«�ª?ÆÄÌ}Üaâ]°Äª?Æ Üaª?ÆaÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ�Í±á?ÍÛÃ «¯ªaÊ

ÚÄÍ±ÅVÆ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ÍÛÃD¬õª�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊg¬ÛªaÌ+ÏVÍ á?é]ÿ4Í�ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVÙ\£ � ®�÷?§ÄÆ §+Ì}ÜaéQÉ¯ÇHªaÌQ«�ê]Æ é@�BªaÉ¯ÍÎÊ
Í±á?ê¯ªQÇH®ÎÊmá?ÌQÉ]Æ §QÉ¯Ç8Ã §QÊsâÄÜÄÈDÊmÅVÆ §oÜa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§oÙjÆ ÏVÇHÌQÉ¯Ø�á?§ÄÆQÙo§QÏHÿ4ÍÎ«¯ØQÊXØ�Ùo®Î«¯«¯ª?Æ §o¬¯ÙQÊ
��u�f�lji�fe�¥|�¢wv�c�nEzo~XÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ØQÊ�rÄâaÚQÈDÊ�Ï8á?ªÄÜaâaÊ¨ÚÄ§QÊ�Ø}¬Û§Q«&«¯§jê¯ÍÛÃ ç¯ªaÌQÚÄÍm¬¯ÙQ«¨á?ÍÎ«­¬¯É]Æ á?Ø
Æ ê¯®Î§\£�¥¨ª ÷?§QÏBÆ á?âgÚÄÍÛÆ ªQ«¯®±áa¬¯ÙQÚÄ§�¬¯ÙQÊ�ÚÄÍ,ÿ4âaê¯ªaÌ §QÌ}¬¯ØQÊ)ÍÛÃ «¯§ÄÆ4Ù Ï8ÜaéQ«]Æ §�Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÃ §�¬¯ÙQÊ
á?§ÄÆG§QÌ}¬¯ØgÏVÍ�ÍÎç¯ÍÛÆ ê]Æ á?ÍÎÌQÚÄ®Î«¯§�� Üaª]°ÄóZÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§��já?§ÄÆGâ}Ç8Æ;Å8ÍÎ«]Æ á?é�Üa§ÄÃ Å8«]Æ §Z°Äâ]ÅHÈ
¬¯ÙQÊuÆ ÏVÇHÌQÉ¯ØQÊjÏVÇH®ÎÏVÙQÊ�ÜaªaÌö¬¯ÙQ«)Í±áo�BÉ¯é@a¯ÍÛÆ¤£XÁoÆ ª §Q«¯§}°ÄÌ}¬]Æ á?é
Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ é@a¯Í±¬Û§ÄÆ8Ï8¬ÛªR� � ¢w¡ £
Ëm¬õª+Üa§QÉ­éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§�¢�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

u2(ax, b3) ≥ u2(ax, by)
âÄÜaªaÌ

x ∈ {1, 2} á?§ÄÆ{Í±Ü?Ã ÏVÙQÊ
y ∈ {1, 2} £Uå �oÉ¯§jÙoÅ8«¯ØQÏBÆ §jÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø b3

ÍÛÃ «¯§ÄÆ}á?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÙjÅVÆ §o¬ÛªQ«&ê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ªuÜa§ÄÃ áa¬¯Ù\£
�@ÜaÍÛÆ ê¯Øoª?Æ¯Ü?§QÃ áa¬¯ÍÎÊmÍÛÃ «¯§ÄÆ¯°Äª]ÅVÆ á?ª?Ã}á?§ÄÆ}®ÎÇHªaÌQ«sÜÄ°ÄØQÉ¯Ù¨ÜÄ°ÄÙQÉ¯ª=�BâaÉ¯ÙQÏVÙ�ªoÜaÉ��@¬ÛªaÊXÜa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ
ÿ4§�ê��XÏVÍÛÆ\¬¯ÙQ«)ÜaÉ¯ª}¬]Æ ÚÄâ}¬¯ÍÎÉ¯ÙöÅVÆ §ö¬ÛªQ«�ÍÎ§QÌ}¬¯â�¬ÛªaÌ�§}ÜaéQ«­¬¯ÙQÏVÙ
Í±Ü?Æ °Ä®±Å8ªQ«­¬õ§QÊo¬¯ÙöÅ8«¯ØQÏBÆ §
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø

a2
ÚaÆ §QÊXá?§ÄÆ

10 > 1
£Uå �@¬¯ÏBÆ}á?§¯ÿ2ªaÉ¯Ã a¯Í±¬õ§ÄÆ}¬Ûªjá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊs¬ÛªaÌ�ÜaÉ��@¬ÛªaÌoÜa§ÄÃ áa¬¯Ù

ÏVÍö¢­Þ�á?§ÄÆB¬õªaÌ�ê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ªaÌ�ÏVÍuÖ\£o©�Æ § ÍÎ«¯ê­ÍÎÇHâaÚaÍÎ«­Ù §}ÜaªaÉ]Ã § ÍÛÃ «¯§ÄÆ�r4ÅVÆ §}¬]ÃBªcÜa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ �
ÍÎ«��z®ÎÇHÍÛÆ4á?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÙcÅ8«¯ØQÏBÆ §cÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø á?ÍÎÉ¯ê]Ã a¯ÍÛÆ2Üaª}°Äó °aÆ Å8â}¬¯ÍÎÉ¯§g§}Üaâg¬ÛªQ«�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù
¢Q£$©�Æ §Oê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯Ù�Ã Ï8ÈDÊ�r{ÅVÆ §}¬]ÃGá?ÍÎÉ¯ê]Ã a¯ÍÛÆp�}ÚÄâQ«¯ªo�ZÖZá?§ÄÆ{â}Ç8Æp�ZØ�³�Ï8¬Û§

(a1, b2)
á?§ÄÆ

(a1, b3)
§Q«­¬]Ã Ï8¬õª?Æ ÇH§\£
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Ò §}¬Û§QÉ¯ÇHéQÊöª�á?é]ÿ4Í
Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊöÜaÉ¯ªaÏ8Üa§]ÿ4ÍÛÃU«¯§�ÚÄÍ±ÅVÆ Ï8¬õªÄÜaª?Æ ØQÏVÍÛÆM¬õª�ê]Æ á?â�¬ÛªaÌ�â=�BÍ��
°ÄªaÊ"á?§ÄÆoÜaª}¬¯®�ÏVÌ}ÅHá?É]Æ «¯âaÚÄÍÎ«¯ª ÚÄÍ�§QÌ}¬¯â ¬ÎÈD« Ì]Ü?ª]°Äª?Ã ÜÄÈD«Ä£Ú�oÌ}¬¯âaÊ"ÍÛÃ «¯§ÄÆjá?§]ÿ4§QÉ¯é
�BÌQÇHª}°Äª]ÅVÆ á?âaÊjÜa§QÉ¯é}Å8ªQ«­¬Û§QÊ�á?§QÆ8ê¯ÍÎ«uÏVÇHÍ±¬]Ã a¯Í±¬Û§ÄÆ\ÚÄÍ&¬Û§ö©Z§]ÿ4ÙQÚÄ§}¬]Æ á?é)á?§ÄÆH¬¯Ù q Í±ÈDÉ]Ã §
Á�§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«Ä£ � ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ªQ«�¬Ûªcá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ�á?é]ÿ4ÍuÜa§ÄÃ áa¬¯Ù ÏVÌQ«­á?§]ÿ4ªaÉ]Ã a¯Í±¬Û§ÄÆ4§}Üaâg¬]Æ Ê�Í±Ü?Æ °Äª}Å8®ÎÊ
¬ÛÈD«oÌ}Üaâ]°Äª?Æ ÜÄÈX«oÜa§ÄÆ áa¬��D«uª?Æ?ªÄÜaª?Ã ª?Æa÷?Í±°Q¬]Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ªaóQ«j¬Ûªöâ=�BÍ±°ÄâaÊ&¬ÛªaÌQÊ]£Gå �oÉ¯§�ª
Üa§ÄÃ á@�
¬¯ÙQÊ � ê¯ÍÎ«uÿ4§öÚQÜaªaÉ¯ªaóQÏVÍ�Üaª}¬¯®o«¯§
á?ÍÎÉ¯ê]Ã ÏVÍÛÆ2�?£@¥¨É]Ã ¬õª}«
ª?Æ8Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊjÍÛÃ «¯§ÄÆH°Äª]ÅVÆ á?ª?ÃVá?§ÄÆ
ê¯ÍÎ«�É]Æ Ï8á?éQÉ¯ªaÌQ«Ä£ q §�Ø}¬õ§Q«
á?§]ÿ4§QÉ¯âcÉ]Ã Ï8á?ªgá?§ÄÆ4â}Ç8Æ4°Äª]ÅVÆ á?ØcÏ8á?®}�BÙ�¬ÛªaÌ�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù � §Q«
ÜaÉ¯ªaÏ8Üa§]ÿ4ªaóQÏVÍuÚÄÍj¬¯Ù�Å8«¯ØQÏBÆ §�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù]ÅVÆ á?Ø

b2
«¯§�á?ÍÎÉ¯ê]Ã ÏVÍÛÆ2³�á?§ÄÆBâQÇ8Æ;¢Q£)�oÌ}¬¯Ø�ÍÛÃ «¯§ÄÆ

Ù�¬¯Í±°ÄÍÎÌ}¬Û§ÄÃ §��BªaÉ¯é�ÜaªaÌ�ê]Æ ÍÎÌ}á?É]Æ «]Ã a¯ª?Ì}ÚaÍoá?é}¬]Æ8¬¯®±¬õª?Æ ª8£

Â¥§[Û Ü$®�Ý¥Ô\ÇÞ¬
Nash

ÔVß¥à�Ó<ÅÞ¬áÇÞÔJ¬¥Ì�Ì�¬'â�Å�©�Î
ô Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯Ùrá?§ÄÆ&á?óQÉ]Æ §�r\�]á?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÙ��or)ÚÄ®,ÿ4ªaê¯ªaÊ+Í±Ü?Ã °ÄÌQÏVÙQÊ+ÍÎ«¯âaÊ�Üa§ÄÆ Å8«]Ã ªaÌpÍÛÃ «¯§ÄÆ�Ù
Nash

Æ ÏVªaÉ¯É­ªÄÜ\Ã §?£��XÃ «¯§ÄÆ8Í±á?ÍÛÃ «¯ÙöÜaªaÌöÍÛÆ ÏVØ}Å8§}Å8Í�ª
John Nash

Ï8¬ÛªR� � Ñ�¡ £XøuÆHÍ±Ü?Æ Ï8¬¯Ø��
ÚÄªQ«¯ÍÎÊs¬¯ÙjÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ªaóQ«�á?§]¬¯éjá?âaÉ¯ªQ«oÚaÆ §QÊmá?§ÄÆ}ÿ4Í±ÈDÉ¯ÍÛÃ ¬Û§ÄÆ]ÿ4ÍÎÚÄÍ±°aÆ �Dê¯ÙQÊsÏ8¬¯Ù q Í±ÈDÉ]Ã §
Á�§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«Xá?§ÄÆ­ÈDÊ@Ù¨§Q«­¬]Æ ÜaÉ¯ªaÏ8È@ÜaÍÎÌ}¬]Æ á?â}¬¯ÍÎÉ¯Ù�°ÄóQÏVÙ�ÍÎ«¯âaÊ@Üa§ÄÆ Å8«]Ã ªaÌ�rQÚÄª]°ÄªQ«¯â}¬]Æ¯ÏVÍGªaÉ]Æ Ï��
ÚÄ®Î«¯ÍÎÊmÜaÍÎÉ]Æ ÜÄ¬��DÏVÍÛÆ Êt� � Ã °Q°ÄÙ}ÚaÚÄ§&¬ÛÈD«� sÌ}°Ä§}á\Æ ÏVÚÄ®Î«­ÈD«��Gê¯ÙQÚaÆ ªaÌQÉ­Å8ÍÛÃQ§Q«­¬]Æ �BéQÏVÍÛÆ ÊXá?§ÄÆQÚÄÙ
Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?Æ Ù}¬]Æ á?é
§}Üaª}¬¯Í±°Ä®ÎÏVÚÄ§}¬Û§\£Må �D«¯§

n
��ê]Æ éQÏ8¬Û§}¬Ûª�ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§jÅ8«¯ØQÏBÆ ÈD«oÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«

�
n
Üa§ÄÆ áa¬��D«��

s
ÍÛÃ «¯§ÄÆWm=nE�os6l |

Nash
s�z�v�c}g |$l s�|Uf�f�|@{�gji@~?��

�W�o§Q«�á?§ÄÆMÚÄâQ«¯ªZ§Q«�ÅVÆ §

á?é]ÿ4ÍoÜa§ÄÃ áa¬¯Ù
i
Æ ÏVÇHóQÍÛÆ�²

ui(s) = max
si

[ui(s−i, si)]
� � �

ÚÄÍ
ui
ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊu¬ÛªaÌ�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
r
s ∈ S

r
s−i ∈ S−i

á?§ÄÆ
si ∈ Si

£
ô ÜaÉ¯ªaÙ}Å8ªaóQÚÄÍÎ«¯ÙOÏVÇH®ÎÏVÙOÌ}Üaªaê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆ{â}¬]Æ{á?§Q«¯®Î«¯§QÊ Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ ê¯ÍÎ«ZÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ@«¯§O§QÌQç¯Ø��
ÏVÍÛÆQ¬õª)á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ�¬õªaÌu§}°Q°Äé@a¯ª}«­¬õ§QÊsÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ØuÚÄâQ«¯ª
Í±á?ÍÛÃ «¯ªaÊ�r\ê]Æ §}¬¯ÙQÉ��D«­¬Û§QÊ�Ï8¬Û§]ÿ4ÍÎÉ¯®ÎÊ
¬]Æ Ê�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ�¬ÎÈD«cÌ}Üaâ]°Äª?Æ ÜÄÈD«gÜa§ÄÆ áa¬��D«câ}¬Û§Q« ¬õª

s
ÍÛÃ «¯§ÄÆ;Å8«¯ØQÏBÆ ª

Nash
ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª

Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §QÊ]£pËm¬õª�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§�¢�¬Ûª
s = (a2, b3)

ÍÛÃ «¯§ÄÆDÅ8«¯ØQÏBÆ ª�

� ÚaÆ §QÊcá?§ÄÆX§Q«
ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ Ù]ÿ4ÍÛÃMªgÜa§ÄÃ áa¬¯Ù}Ê�¢ö§}Üaâ

a2
ÏVÍ

a1
á?ÍÎÉ¯ê]Ã a¯ÍÛÆ

1 < 10
ÍÎ«�� §Q«�ªgÜa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ �

ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ Ù]ÿ4ÍÛÃBÏBÍ
b1
á?ÍÎÉ¯ê]Ã a¯ÍÛÆ

3 ≤ 3
á?§ÄÆBÏVÍ

b2
r
1 < 3

£@å �oÉ¯§�Æ ÏVÇHóQÍÛÆVÙ�Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È
ÏVÇH®ÎÏVÙ\£
å øjÚÄª?Æ §�Í±Üa§}°ÄÙ]ÿ4ÍÎóQÍ±¬õ§ÄÆ2â}¬]ÆMá?§ÄÆM¬õª�ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª

s′ = (a2, b1)
ÍÛÃ «¯§ÄÆUÅ8«¯ØQÏBÆ ª�

��£

©�ÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ)ÍÎó}á?ª}°Ä§�«¯§�Í±°Ä®±Å8ç¯ªaÌ}ÚaÍuâ]¬]ÆB¬Û§�Ì}Üaâ]°Äª?Æ Üa§ ÏVÙQÚÄÍÛÃ §�ê¯ÍÎ«öÍÛÃ «­§ÄÆBÅ8«¯ØQÏBÆ §$

��£
×UÍÎ«]Æ á?é�ê¯ÍÎ«
Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ8ÜaÍÎÉ]Æ ªaÉ]Æ ÏVÚÄâaÊ�Ï8¬Ûª�ÜÄ°ÄØ]ÿ4ªaÊj¬ÎÈD«)Å8«¯ØQÏBÆ ÈD«>

�pÏVÍo®Î«¯§öÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª8£

Â¥§�ã ªäÇ½å¥¯�æ
Nash

ÔVß¥à�Ó<ÅÞ¬áÇÞÔJ¬¥Ì�Ì�¬'â�Å�©�Î
©Z®ÎÇHÉ]Æa¬��DÉ¯§jÿ4Í±ÈDÉ¯ªaóQÏV§QÚÄÍsê¯ÍÎê¯ªaÚÄ®Î«¯ªöâ}¬]Æaª
á?é]ÿ4ÍsÜa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ¨ê]Æ §}°Ä®±Å8ÍÛÆ?ÚaÃ §uá?§ÄÆaÚaâ}«¯ªöÏ��
¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø\£5�@ÜaÍ±áa¬¯ÍÛÃ «¯ªaÌQÚÄÍ{¬Ûª�ÚÄªQ«­¬¯®±°Äª�§QÌ}¬¯â�ÌÄÆ ªQÿ4Í±¬��D«­¬Û§QÊ{Ü?Æ ÿ4§Q«¯ª}¬]Æ á?®ÎÊ@á?§}¬Û§Q«¯ªaÚÄ®ÎÊ]£
ô á?é]ÿ4Í@ÚaÃ §&§Q«­¬]Æ Ï8¬Ûª?Æ ÇHÍÛÃ¯ÏVÍ@®Î«¯§Q«XÜa§ÄÃ áa¬¯Ù¨á?§ÄÆ]Ù¨á?é]ÿ4ÍGÜ?Æ ÿ4§Q«¯â]¬¯Ù}¬õ§¨ÏVÍ{ÚaÃ §&Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø
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¬õªaÌ�rÄÍ±áo�BÉ¯é@a¯ªQ«­¬Û§QÊs¬¯ÙQ«¨Ü?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬Û§oÍ±Ü?Æ °Äª}Å8ØQÊs¬¯ÙQÊsÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ØQÊm¬ÛªaÌj§QÌ}¬¯ØQÊ]£G¥¨ª�ÚÄ®��
ÇHÉ]Æ2¬��DÉ¯§cÚÄªQ«­¬¯®±°ÄªZÍÛÃ ÇHÍ�Ü?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬Û§�¢�ÏVÍ�ÚaÃ §cÅ8«¯ØQÏBÆ §cÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�á?§ÄÆMÞcÏVÍ�â}°ÄÍÎÊ
¬]Æ Ê¨Ì}Üaâ}°Äª?Æ ÜaÍÎÊ¨ÅVÆ §)á?é]ÿ4ÍsÜa§ÄÃ áa¬¯Ù\£È�@ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ�ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ�«¯§uÜaªaóQÚÄÍ¨â}¬]ÆÄÅVÆ §)¬ÛªQ«oÜa§ÄÃ á@�
¬¯Ù

i
Ù$Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�� ÜÄ°Ä®Îª}«��

si
ÍÛÃ «­§ÄÆ�v�l������]s��[fhi���z@m�l����O§Q«

si =
∑

α piαπiα
ÚÄÍ

piα ≥ 0
á?§ÄÆ ∑

α piα = 1
rDâÄÜaªaÌ

πiα
ª?Æ{Å8«¯ØQÏBÆ ÍÎÊ Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ�¬ÛªaÌ�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
á?§ÄÆ

piα
ª?ÆmÜ?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊZÚÄÍg¬]Æ Ê�ªÄÜaª?Ã ÍÎÊ�¬]Æ Ê�ê]Æ §}°Ä®±Å8ÍÛÆ¤£^çs®ÎÚÄÍ�â]¬]Æsª�Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ

i
ÇHÉ¯ÙQÏBÆ �

ÚÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃ@¬¯ÙZÅ8«¯ØQÏBÆ §�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø
πiα

â}¬Û§Q«
piα > 0

£Zå �@¬¯ÏBÆ{ª$Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È ªaÉ]Æ ÏVÚÄâaÊ
¬õªaÌ)Å8«¯ØQÏBÆ ªaÌ>

��ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ\«¯§�Å8ÍÎ«¯Æ á?ÍÎÌ]ÿ4ÍÛÃHÏVÍ¨ªaÉ]Æ ÏVÚÄâ�

��� ÍÛÃ ¬¯Í�Å8«¯ØQÏBÆ ªaÌ
ÍÛÃ ¬¯Í&ÚaÆ áa¬Ûªaó��
ÚÄÍu¬¯ÙQ«
¬ÛªÄÜaªQÿ4®±¬¯ÙQÏVÙ�ÚaÆ áa¬��D«�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
á?§ÄÆ4ÚÄÍu¬¯ÙQ«�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÏVÙ�¬ÎÈD«öÅ8«¯ØQÏBÆ ÈD«
ÈDÊ
Ì}ÜaªÄÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVØö¬õªaÌ}Ê]£p��ÏVÇHóQÍÛÆ�²

ui(s) = max
si

[ui(s−i, si)]
� Ö��

ÚÄÍ
si
ÚaÆ áa¬¯Ø�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Øöá?§ÄÆ

s−i
á?§ÄÆ

s
ê]Æ §Q«¯óQÏVÚÄ§}¬Û§öÚaÆ áa¬��D«
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«Ä£

Ò é]ÿ4Í�Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ�®ÎÇHÍÛÆU°Äâ]Å8ªO«¯§cÜa§ÄÃ ç¯ÍÛÆ;ÚÄÍöÚÄÙgÚÄÙQê¯ÍÎ«]Æ á?ØgÜ?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬Û§c¬]Æ Ê�Å8«¯ØQÏBÆ ÍÎÊ
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊOÍ±á?ÍÛÃ «¯ÍÎÊOÜaªaÌ�ÚÄÍ±ÅVÆ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ªaóQ«+¬Ûªrá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊO¬ÛªaÌ�r�ÚÄÍZê¯ÍÎê¯ªaÚÄ®Î«¯ÍÎÊ�¬]Æ Ê�Ï��
¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ�¬ÎÈD«$Ì}Üaâ]°Äª?Æ ÜÄÈD«OÜa§ÄÆ áa¬��D«Ä£ Ò §QÚaÃ §�ê¯Ù}°Ä§Qê¯Ø+Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�ê¯ÍÎ«$ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯ÍÛÃ
®Î«¯§Q«­¬]Æs¬ÛÈD«+é}°Q°QÈD«�Í}�BâaÏVª}«�Í±Ü?Æ °ÄÍÎÇ?ÿ4ÍÛÃ¤£èçsâ]ÅHÈ ¬¯ÙQÊ�Å8É¯§QÚÄÚaÆ á?â}¬¯Ù}¬Û§QÊ$ÚÄÍ±¬Û§Qç¯ó�¬¯ÙQÊ
ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙQÊ�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊ

ui(s)
á?§ÄÆ8¬¯ÙQÊ

si
á?§ÄÆVÏVóQÚ��VÈD«¯§öÚÄÍo¬Û§öÜa§QÉ¯§}ÜaéQ«­ÈpÆ ÏVÇHóQÍÛÆ�²

max
si

[ui(s−i, si)] = max
α

[ui(s−i, πiα)]
� ß=�

å �oÉ¯§OÙOÚaÆ áa¬¯ØOÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�ÍÎ«¯âaÊcªÄÜaª?Æ ªaÌQê¯Ø}Üaª}¬¯Í�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù$ÏVÍ�®Î«¯§OÚaÆ áa¬¯â9

� ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ
«¯§�§Q«­¬]Æ á?§}¬Û§QÏ8¬õ§]ÿ4ÍÛÃ8ÚÄÍuÚaÃ §�ªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø]Ü?ª]¬¯Í)Å8«¯ØQÏBÆ §�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�¬õªaÌ�ÚÄÍuÚÄÙ�ÚÄÙQê¯ÍÎ«¯Æ á?Ø
Ü?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬Û§�á?§ÄÆD«¯§$ÍÎç¯§}á?ª]°ÄªaÌ]ÿ4ÍÛÃD«¯§$®ÎÇHÍÛÆ@¬Ûª"Ã ê]Æ ª�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ�r�ª+Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊg§QÌ}¬¯âaÊ�rmÚÄÍ
ê¯ÍÎê¯ªaÚÄ®Î«¯Ù�¬¯ÙöÚÄÙ�ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ�¬ÛÈD«)Ì}Üaâ}°Äª?Æ ÜÄÈD«�Üa§ÄÆ áa¬��D«Ä£{å �oÉ¯§öÅVÆ §�«¯§�ÍÛÃ «¯§ÄÆH¬õª

s

� ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆV«¯§�Æ ÏVÇHóQÍÛÆVÙ�ÏVÇH®ÎÏVÙ�²

ui(s) = max
α

[ui(s−i, πiα)]
� ä@�

Ëm¬õª�ÍÎç¯ØQÊZÚÄÍB

� ÿ4§�ÍÎ«¯«¯ªaªaóQÚÄÍ�®Î«¯§
Nash

ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª�Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §QÊ�ÍÛÃ ¬¯ÍcÅ8«¯ØQÏBÆ ª�ÍÛÃ ¬¯Í
ÚaÆ áa¬¯â8£søoÜaªaÌQê¯Ø}Üaª}¬¯ÍjÇHÉ¯ÍÛÆ §QÏ8¬¯ÍÛÃ8«¯§�ÅVÃ «¯ÍÛÆBê]Æ §QÇ\ÈDÉ]Æ ÏVÚÄâaÊjÿ4§�§Q«¯§@�B®ÎÉ¯ªQ«­¬Û§ÄÆ8ÈDÊjÅ8«¯ØQÏBÆ ª


� á?§ÄÆ8ÈXÊjÚaÆ áa¬¯â7

��£

Â¥§¤é ê�ë�â¥©�Ì�ì�ß
Nash

ÔVß¥à�Ó<ÅÞ¬)ÒÁÇÞÔJ¬¥Ì�Ì�¬'â�Å�©�Î
ô ÜaÉ��@¬¯Ùr§}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯Ùr¬¯ÙQÊ+ó}Üa§QÉ¯ç¯ÙQÊ$ÍÎ«¯âaÊ¾

� ÏVÍO®Î«¯§ ªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø}Üaª}¬¯Í$Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªhruÜaªaÌ
ê¯ÙQÚÄªaÏBÆ ÍÎó]ÿ4Ù}á?ÍX§]Ü?âo¬õªQ«

John Nash [28]
÷?§QÏBÆ a¯â}¬Û§Q«¨Ï8¬ÛªoÅ8ÍÎ«]Æ á?ÍÎÌQÚÄ®Î«¯ªjÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§&¬ÛªaÌ

|Uf�l s��wl��=�¥i}v�c��w��£=��z���|wu)s�z�v�c}g |�uD¬ÛªaÌ
Kakutani [18].

�oÉõÅ8â}¬¯ÍÎÉ¯§¨ªjÃ ê¯Æ ªaÊDê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÍ
¬¯ÙQ«�§}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯Ù¾� � Õ�¡G÷?§QÏBÆ ÏVÚÄ®Î«¯ÙcÏ8¬Ûªgÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�¬õªaÌ

Brouwer [4].
�oÌ}¬¯Ø}«�ÜaÉ¯âÄá?ÍÛÆ ¬Û§ÄÆ
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«¯§�ê¯ÍÛÃ ç¯ªaÌQÚÄÍjÍÎê���£
µg·}þj¸Äñ2îU�c´<ÖEì

J. Nash [29]
Ò é]ÿ4Í@ÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ªuÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª�®ÎÇHÍÛÆQ®Î«¯§�¬õªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï��

¬õªQ«
Nash

ÏVÙQÚÄÍÛÃ ªcÆ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §QÊ$��

�W�±£
û�1Mð<×\·Q��DÄñ:í å �DÏ8¬ÛÈ

s
®Î«¯§

n
��ê]Ã §QÏ8¬õ§}¬ÛªZê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§g§}ÜaâOÚaÆ áa¬¯®ÎÊ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ�r

ui(s)¬õª)ÜaÉ¯ªaÏVê]Æ ªaÉ]Æ a¯âaÚÄÍÎ«¯ª
á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ�¬ÛªaÌjÜa§ÄÃ áa¬¯Ù
i
á?§ÄÆ

uia(s) = ui(s−i, πia)
¬õªuá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ�¬õªaÌ

Üa§ÄÃ áa¬¯Ù
i
§Q«¨ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ Ù]ÿ4ÍÛÃÄ§}Üaâu¬¯Ù�ÚaÆ áa¬¯ØoÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�¬ÛªaÌ

si
Ï8¬¯ÙQ«�§���ªaÏ8¬¯Ø&Å8«¯ØQÏBÆ §

Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Øo¬ÛªaÌ
πia
ÍÎ«��+ª?ÆÄÌ}Üaâ]°Äª?Æ Üaª?ÆÄÜa§QÉ¯§QÚÄÍÛÃ «¯ªaÌQ«&Ï8¬]Æ ÊsÚaÆ áa¬¯®ÎÊ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊm¬ÛªaÌQÊ

ÜaªaÌZÍÛÃ ÇH§Q« Í±Ü?Æ °Ä®Îç¯ÍÛÆ;Ï8¬Ûª
s
� §QÌ}¬¯âZÍÛÃ «¯§ÄÆM¬õª

s−i
�±£ øjÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ
¬��DÉ¯§g¬Ûª�ÏVóQ«¯ª]°ÄªZ¬ÛÈD«

ÏVÌQ«¯ÍÎÇ��D«�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«u¬õªaÌ
s
ÈDÊuÍÎç¯ØQÊ�²

ϕia(s) = max(0, uia(s) − ui(s))
� ³��

�XÃ «¯§ÄÆ\ÜaÉ¯ª=�B§Q«¯®ÎÊoâ}¬]ÆHÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃH«¯§
ÍÛÃ «¯§ÄÆHªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø}Üaª}¬¯Í�Ù
ÏVÇH®ÎÏVÙ
ÚÄÍ±¬Û§Qç¯ó)¬ÎÈD«
uia(s)

á?§ÄÆ
ui(s)

²
uia(s) > ui(s)

Ø
uia(s) = ui(s)

Ø
uia(s) < ui(s)

£ ô
ϕia(s)

ê¯ÍÎ«�Üa§ÄÃ É­«¯ÍÛÆ
§QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á?®ÎÊj¬]Æ ÚÄ®ÎÊuÚaÆ §QÊjá?§ÄÆVâ}¬Û§Q«öÆ ÏVÇHóQÍÛÆ

uia(s) < ui(s)
Üa§ÄÃ É¯«¯ÍÛÆ8¬¯ÙQ«)¬]Æ ÚÄØ�Þ\£

×;Æ §�á?é]ÿ4ÍoÏVÌQ«]Æ ÏV¬��DÏV§
si
¬ÛªaÌ

s
ªaÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍj¬¯ÙQ«�ÚÄÍ±¬Û§}¬¯É¯ªÄÜaØö¬¯ÙQÊjÏVÍ

s′i
ÈDÊuÍÎç¯ØQÊ�²

s′i =
si +

∑

a ϕia(s)πia

1 +
∑

a ϕia(s)

���@�

ªaÉ]Ã a¯ªQ«­¬Û§QÊuÈDÊ
s′
¬Ûª

n
��ê]Æ éQÏ8¬Û§}¬õª�ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§

(s′1, s
′
2, ..., s

′
n)
£

æoÜaÍÎ«õÿ4ÌQÚaÃ a¯ªaÌQÚÄÍ&â}¬]Æ?¬Û§
si
r
s′i
á?§ÄÆ ∑

a ϕia(s)πia
ÍÛÃ «¯§ÄÆ

n
��ê]Æ éQÏ8¬õ§}¬Û§)ê]Æ §Q«¯óQÏVÚÄ§}¬Û§�ÍÎ«��

ª�Üa§QÉ¯ª}«¯ªaÚÄ§QÏ8¬¯ØQÊcÍÛÃ «¯§ÄÆ{ÜaÉ¯§}Å8ÚÄ§}¬]Æ á?âaÊg§QÉ]Æ ÿ4ÚÄâaÊ]£+å �oÉ¯§$ÙOÚÄÍ±¬õ§}¬¯É¯ªÄÜaØ�ÅVÃ «¯Í±¬Û§ÄÆ{ÜaéQ«­È
Ï8¬¯ÙQ«)Ü?Æ ÿ4§Q«¯ª}¬]Æ á?Ø�á?§}¬õ§Q«¯ªaÚÄØö¬ÛªaÌ�á?é]ÿ4Í�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù\£
�oÉ­á?ÍÛÃ;«¯§�ê¯ÍÛÃ ç¯ªaÌQÚÄÍ�â]¬]ÆU¬Û§�ªaÉ]Æ Ï8¬]Æ á?éZ§QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°ÄÙ}¬õ§cÏVÙQÚÄÍÛÃ §c¬¯ÙQÊ�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ÙQÏBÆ §}á?ØQÊ

§}ÜaÍÛÆ á?âQ«]Æ ÏBÙ}Ê
T : s → s′

ÍÛÃ «¯§ÄÆÄ¬õ§ta¯Ù}¬ÛªaóQÚÄÍÎ«¯§t

��£o��Ê¨ªaÉ]Æ Ï8¬]Æ á?é�§QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°ÄÙ}¬Û§jÏVÙQÚÄÍÛÃ §
ÍÎ«¯«¯ªaªaóQÚÄÍgÍ±á?ÍÛÃ «¯§+ÜaªaÌ+ÚÄ®ÎÏ8È ¬¯ÙQÊgÏVÌQ«­§QÉ­¬¯ÙQÏBÆ §}á?ØQÊg§}ÜaÍÛÆ á?â}«]Æ ÏVÙQÊ

T
ê¯ÍÛÃ ÇH«¯ªaÌQ«OÏ8¬õªQ«

ÍÎ§QÌ}¬¯â�¬ÛªaÌQÊ?�
s = s′

�±£
�oÉ¯Ç8Æ á?éj§QÊXÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÏVªaÌQÚÄÍDÚaÆ §oªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø}Üaª}¬¯Í

n
��éQê¯§

s
£@Ëm¬Ûª)ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§

s
ª

i
��ªaÏ8¬¯âaÊ

Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ�rVÚÄÍo¬¯ÙöÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Øö¬ÛªaÌ
si
rHÿ4§öÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃVá?é}Üaª?Æ ÍÎÊ)§}Üaâ�¬]Æ ÊjÅ8«¯ØQÏBÆ ÍÎÊuÏ��

¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊZ¬ÛªaÌ\£^�@ÜaÍÛÆ ê¯Ø�¬Ûª
s
ÍÛÃ «¯§ÄÆm¬¯ÌQÇH§ÄÃ ª�Å8ÍÎ«]Æ á?é�ÜaÍÎÉ]Æ ÚÄ®Î«¯ªaÌQÚÄÍZ«¯§�Ì}ÜaéQÉ¯ÇHªaÌQ«

á?é}Üaª?Æ ÍÎÊuÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ
πia
°aÆ Å8â}¬¯ÍÎÉ¯ª�Í±Ü?Æ á?ÍÎÉ¯ê¯ØQÊ�r

uia(s) ≤ ui(s)
á?§ÄÆ\á?é}Üaª?Æ ÍÎÊoÜaÍÎÉ]Æ Ï��

ÏVâ}¬¯ÍÎÉ¯ªOÍ±Ü?Æ á?ÍÎÉ¯ê¯ØQÊ�r
uia(s) > ui(s)

£c×;Æ §g¬]Æ Ê�ÚÄÍÎ«�ÜaÉ��@¬¯ÍÎÊ�Æ ÏBÇHó}ÍÛÆ
ϕia(s) = 0

ÍÎ«��
ÅVÆ §�¬]Æ Êjê¯Íjê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ÍÎÊ

ϕia(s) > 0
£

�o« ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÏVªaÌQÚÄÍöâ}¬]ÆGÙ
n
��éQê¯§

s
ÍÛÃ «¯§ÄÆ{ªaÉ¯Æ Ï8¬]Æ á?é�§QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°ÄÙ}¬ÛªOÏVÙQÚÄÍÛÃ ªOÈDÊ�ÜaÉ¯ªaÊ

¬¯Ù
ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ÙQÏBÆ §}á?Ø)§}ÜaÍÛÆ á?âQ«]Æ ÏVÙ
T
ªö°Äâ]Å8ªaÊo¬¯ÙQÊ

πia
ÜaªaÌ
ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃ ¬Û§ÄÆHÏ8¬¯Ù

si
ê¯ÍÎ«

ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ8«¯§
Í±°Ä§}¬­¬��D«¯Í±¬Û§ÄÆ\§}Üaâ�¬¯Ù
T
rH§}°Q°Äé�ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆH«¯§�Üa§QÉ¯§QÚÄ®Î«¯ÍÛÆHÏ8¬Û§]ÿ4ÍÎÉ¯âaÊ>� §}Üaâ�¬ÛªQ«

ªaÉ]Æ ÏVÚÄâc¬ÛªaÌ�ªaÉ]Æ Ï8¬]Æ á?é §QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°ÄÙ}¬ÛªaÌ�ÏVÙQÚÄÍÛÃ ªaÌ��±£)��Üaâg¬¯ÙQ«7���@�¥�B§ÄÃ «¯Í±¬Û§ÄÆ4â]¬]ÆBÅVÆ § â]°Ä§
¬õ§

β
ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ?«¯§�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

ϕiβ(s) = 0
ÅVÆ §�«¯§uÜa§QÉ¯§QÚÄÍÛÃ «¯ÍÛÆ?ª
Üa§QÉ¯ª}«¯ªaÚÄ§QÏ8¬¯ØQÊ¨¬ÛªaÌ

s′i
Ã ÏVªaÊ

ÚÄÍo¬¯Ù�ÚÄªQ«­éQê¯§\£
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å �oÉ¯§�r?§Q«�Ù
n
��éQê¯§

s
ÍÛÃ «¯§ÄÆaªaÉ]Æ Ï8¬]Æ á?é)§QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°ÄÙ}¬Ûª)ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª)ÈDÊ�ÜaÉ¯ªaÊ¨¬¯ÙuÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ÙQÏBÆ �

§}á?Ø�§}ÜaÍÛÆ á?âQ«]Æ ÏVÙ
T
ra¬¯â}¬¯ÍsÅVÆ §�ªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø}Üaª}¬¯Í

i
á?§ÄÆ

β
Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

ϕiβ(s) = 0
£;å ô ê¯Æ §@�BªaÉ¯Í��

¬]Æ á?é�ê¯ÍÎ«�Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆDá?§QÚaÃ §+Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø
πiβ

ÜaªaÌ�«¯§+ÍÛÃ «¯§ÄÆDÜaÍÎÉ]Æ ÏVÏVâ]¬¯ÍÎÉ¯ª"Í±Ü?Æ á?ÍÎÉ¯ê¯ØQÊ�r
ê¯Ù}°Ä§Qê¯Ø�á?§Q«¯®Î«¯§QÊ)Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ)ê¯ÍÎ«öÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ4«¯§�§}ÌQç¯ØQÏVÍÛÆV¬Ûª á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ)¬ÛªaÌ�ÚÄÍ±¬õ§}á\Æ «¯ªaóQÚÄÍÎ«¯ªaÊ
Ï8¬¯Ù�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø

πiβ
£È�@ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ�ÏVÍ¨§QÌ}¬¯ØQ«�¬¯ÙQ«oÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ�®ÎÇHªaÌQÚÄÍ&®Î«¯§�ÚaÆ áa¬¯â�

��£

�o«­¬]Ã Ï8¬¯É¯ª=�B§�rM§Q«�¬Ûª
s
ÍÛÃ «¯§ÄÆM®Î«¯§cÚaÆ áa¬¯âR

� ¬¯â}¬¯Í)ÜaÉ¯ª=�B§Q«��DÊöâ]°Ä§ ¬õ§

ϕ
ÚÄÙQê¯ÍÎ«Ûå �

Æ a¯ªQ«­¬Û§ÄÆUá?éQ«­ªQ«­¬õ§QÊö¬Ûª
s
ªaÉ]Æ Ï8¬]Æ á?é�§QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°ÄÙ}¬Ûª�ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª�ÈDÊöÜaÉ¯ªaÊö¬¯ÙgÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ÙQÏBÆ §}á?Ø

§}ÜaÍÛÆ á?âQ«]Æ ÏBÙ
T
£

�V�Bªaó&ªoÇ��DÉ¯ªaÊ@¬ÛÈD«
n
��éQê­ÈD«sÍÛÃ «¯§ÄÆ

cell
r}§}Üaâ�¬Ûª&ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§s¬õªaÌ¨ªaÉ]Æ ÏV¬]Æ á?é&§QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°��

Ù}¬õªaÌöÏVÙQÚÄÍÛÃ ªaÌ
¬õªaÌ
Brouwer

Ü?É­ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆVâ}¬]Æ8ÙöÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ÙQÏBÆ §}á?Ø
§}ÜaÍÛÆ á?âQ«]Æ ÏVÙ
T
ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ

«¯§�®ÎÇHÍÛÆV®Î«¯§�ªaÉ]Æ Ï8¬]Æ á?é�§QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°ÄÙ]¬õª�ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª
s
rH¬Ûª ªÄÜaª?Ã ªgÍÛÃ «¯§ÄÆ8¬õª$a¯Ù}¬õªaóQÚÄÍÎ«¯ª$

��£

2

Â¥§[î ÃÄ©�Ì�ï�ð�¬¥ì�©
ô

Nash
Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §gÍÛÃ «¯§ÄÆ2ÙcÍ±Ü?Æ á?É¯§}¬¯®ÎÏ8¬¯ÍÎÉ¯Ù ÚÄ®,ÿ4ªaê¯ªaÊ
Í±Ü?Ã °ÄÌQÏVÙQÊ�ÍÎ«¯âaÊ�Üa§ÄÆ Å8«]Ã ªaÌ\£t�W�

Ï8¬¯âaÏVª
á?é}Üaª?Æ ÍÎÊV�BªaÉ¯®ÎÊ�ê¯ÍÎ«jÍÛÃ «¯§ÄÆ\Ù)á?§}°Äó}¬¯ÍÎÉ­Ù\£È�DÚ��B§Q«]Ã a¯ªQ«­¬Û§ÄÆ\ê¯Ù}°Ä§Qê¯Ø)Üa§ÄÃ Å8«]Æ §
âÄÜaªaÌ
á?é}Üaª?Æ ªcê¯Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�ÍÛÃ «¯§ÄÆ6

�pÍÎ«�� Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ8á?é}Üaª?Æ ªcé}°Q°Äª�ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§öÏ��
¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«ö¬ÛªgªÄÜaª?Ã ª�ê¯ÍÎ«�ÍÛÃ «¯§ÄÆ�

� Üa§QÉ¯â]°ÄªgÜaªaÌ�÷?Í±°Q¬]Æ �D«¯ÍÛÆV¬õªcá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ
â]°QÈD«ö¬ÎÈD«
Üa§ÄÆ áa¬��D«�ÏVÍ�ÏBÇH®ÎÏVÙ
ÚÄÍ&¬õª�Ì}ÜaéQÉ¯ÇHªQ«\

��£Vø ªaÉ]Æ ÏVÚÄâaÊj¬ÛªaÌ�

� §@�BØQ«¯ÍÛÆH¬Û§
ÜaÍÎÉ]Æ ÿ2�DÉ]Æ §
ÍÎÚ��BéQ«]Æ ÏVÙQÊ�§QÌ}¬��D«c¬ÎÈD«cÜa§QÉ¯éQê¯ªaç­ÈD«��B§ÄÆ «¯ªaÚÄ®Î«­ÈD«Ä£Í�DÚÄÍÛÃ Ê ÍÎê��²ÿ4§�Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ éQÏVªaÌQÚÄÍ
ê¯óQªÍ� Ã Ï8ÈDÊo¬Û§öÜ?Æ ª ê¯ÙQÚÄª=�4Æ °ÄØ���§]Ü?â�§QÌ}¬¯é\£

´<Öñ.<Ö � />�"º��V¸\ü6×��<D������4¿
Braess

¥¨ªcÜa§QÉ¯éQê¯ªaç¯ª ¬ÛªaÌ
Braess

Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ é@a¯Í±¬Û§ÄÆBÏVÍj®Î«¯§�ê]Ã áa¬¯ÌQªgä�§}á?Ú@�D«
á?§ÄÆV¬¯ÍÎÏVÏVéQÉ­ÈD«
á?âaÚ]÷aÈD«

s
r
t
r
a
á?§ÄÆ

b
âÄÜÄÈDÊ)§QÌ]¬¯â��B§ÄÃ «¯Í±¬õ§ÄÆ8Ï8¬Ûª�Üa§QÉ­§}á?é}¬ÛÈ ÏVÇHØQÚÄ§\£

Ëm¬¯Ù
ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÙ7�q¢õßE¡M§Q«¯§@�B®ÎÉ¯ªQ«­¬Û§ÄÆ\ÜaÍÎÉ]Æ ÏVÏVâ}¬¯ÍÎÉ¯§�ÅVÆ §ö¬¯ÙQ«jÜaª]°ÄÌ}ÜÄ°ÄªÄá?â}¬¯Ù}¬Û§ö¬ÛªaÌ
ÜaÉ¯ª}÷a°ÄØQÚÄ§}¬õªaÊ¨§QÌ}¬Ûªaó)á?§]ÿ2�DÊ�á?§ÄÆ?ÅVÆ §)Ü?Æ ÿ4§Q«¯ªaóQÊ¨¬¯É¯âÄÜaªaÌQÊ&ÍÎ«­¬õªÄÜ?Æ ÏVÚÄªaó)¬ÛªaÌ)Üa§QÉ¯éQê¯ªaçw�
ªaÌ�¬ÛªaÌ

Braess.¥¨ª�ÿ4Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍcÈDÊ�®Î«¯§$Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª�é}ÜaÍÛÆ É­ÈD«�Üa§ÄÆ áa¬��D«�r¨ª?ÆXªÄÜaª?Ã ª?Æs§}Üaª}¬¯Í±°ÄªaóQ«�¬¯ÙQ«
§}ÜaÍÛÆ É¯ªaÏ8¬¯ØcÉ¯ªaØ ÜaªaÌ ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆM«¯§ ÚÄÍ±¬õ§}á\Æ «¯Ù]ÿ4ÍÛÃ2§}Üaâg¬ÛªQ«�á?âaÚ]÷?ª

s
ÏV¬ÛªQ«öá?âaÚ]÷?ª

t
£j¥¨ª

Üa§QÉ¯éQê¯ªaç¯ª�ÍÛÃ «¯§ÄÆ2â]¬]Æ4¬Ûªcá?âaÏ8¬ÛªaÊ�¬¯ÙQÊ)§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ4ÚÄÍ±Å8§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯ªcÏ8¬ÛªgÏVÇHØQÚÄ§�§QÌ}¬¯â
Üa§QÉ¯é&â}¬Û§Q«sê¯ÍÎ«sÌ}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ]Ù¨§}á?ÚÄØ

(a,b),
Ù&ªÄÜaª?Ã §�r}ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ]«¯§�¬õª}«]Ã ÏVªaÌQÚÄÍ�r}®ÎÇHÍÛÆ]ÚÄÙQê¯ÍÎ«¯Æ á?Ø

á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ
(l(x) = 0)

£ Ò Æ2§QÌ}¬¯â�ÏVÌQÚ]÷?§ÄÃ «¯ÍÛÆBÅVÆ §}¬]ÃMÙ�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�Ï8¬ÛªB

� ÚÄÍ
¬¯ÙQ«�ó}Üa§QÉ¯ç¯Ùj¬¯ÙQÊs§}á?ÚÄØQÊ¨§QÌ}¬¯ØQÊsÍÛÃ «¯§ÄÆ � � ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ

s → a → b → t
�{ÍÎ«���Ç\ÈDÉ]Ã Ê&§QÌ}¬¯Ø

ÍÛÃ «¯§ÄÆM¢@rKäöÚaÆ §QÊjá?§ÄÆVÚaÆ ÏVª?ÃVÍ±Ü?Æ °Ä®±Å8ªaÌQ«
¬¯ÙQ«)ÜaéQ«­È ê]Æ §Qê¯É¯ªaÚÄØ�á?§ÄÆVÚaÆ ÏBª?Ã8¬¯Ù}«�á?é}¬ÎÈ�£
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l(x)=x

s

b

a

tl(x)=0

l(x)=x

l(x)=1

l(x)=1

ËsÇHØQÚÄ§c¢@²@¥¨ªcÁ�§QÉ¯éQê¯ªaç¯ª�¬ÛªaÌ
Braess

q §¨§QÏVÇHª}°ÄÙ]ÿ4ªaóQÚÄÍ{ÚÄÍ{¬Û§¨Üa§ÄÃ Å8«]Æ §�é}ÜaÍÛÆ É­ÈD«mÜa§ÄÆ áa¬��D«�Ï8¬Ûªjä}ªoá?Í}�Bé]°Ä§ÄÆ ª8£��@Ü?Æ °ÄóQª}«w�
¬õ§ÄÆHá?§ÄÆV§QÌ}¬¯é�ÚÄÍV

�pÍ±ÜaÍ±áa¬¯ÍÛÃ «¯ª}«­¬õ§QÊj¬ÛªQ«
§QÉ¯Ç8Æ á?âcªaÉ]Æ ÏVÚÄâ8£
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ô ���$¼½M��
���õOÁÀ��Bö"�g�VQ�ZÍQ�N
�XÃ «¯§ÄÆ;¬Û§�Üa§ÄÃ Å8«]Æ §�Ï8¬Û§�ªÄÜaª?Ã §�Í±Ü?Æ á?ÍÎ«­¬¯É��D«¯Í±¬õ§ÄÆ;ÙZÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §Z§QÌ}¬¯Ø\£cÁ�É��@¬Û§ZâaÚQÈDÊöÿ4§
á?éQ«¯ªaÌQÚÄÍ�ÚaÃ §Z§Q«¯§E�BªaÉ¯éZÏ8¬õ§gÜa§ÄÃ Å8«]Æ §Zê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaóZá?§ÄÆGÏ8¬¯ÙQ«cÆ ê]Æ â]¬¯Ù}¬õ§�¬¯ÙQÊ�ÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏ��
ÚÄ®Î«¯ÙQÊ�÷?Í±°Q¬]Ã ÈDÏVÙQÊoá?§ÄÆVóQÏ8¬¯ÍÎÉ¯§�ÿ4§�ªaÉ]Ã ÏVªaÌQÚÄÍo¬Û§öÜa§ÄÃ Å8«]Æ §�ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊo§QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯é\£

Û�§�¦ ÃÄ©'Å�ÆJ®ÈÇ�©Êð:Ò)®5©'à
ÇÏåV¬)÷
q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ�®Î«¯§�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª

Γ(u1, u2, ..., un)
� ÅVÆ §ZÏVÌQ«­¬õªaÚaÃ §

Γ
�uÏVÍ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ØZÚÄªaÉw�

�BØ ÚÄÍ+ÜaÍ±Ü?ÍÎÉ­§QÏVÚa®Î«­ªz§QÉ]Æ ÿ4ÚÄâ Üa§ÄÆ áa¬��D«Ä£ ¥¨ªzÏVóQ«¯ª]°Äª ¬ÎÈD«�Üa§ÄÆ áa¬��D« ÍÛÃ «¯§ÄÆ
N =

{1, 2, ..., n} ra¬Ûª�ÏVóQ«¯ª]°Äª�¬ÎÈD«�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«¨¬õªaÌjÜa§ÄÃ áa¬¯Ù i
ÍÛÃ «¯§ÄÆ

Si
á?§ÄÆaÙuÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ

á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊ�¬ÛªaÌ�r
ui : S → R

r;âÄÜaªaÌ
S = S1 × S2 × ... × Sn

ÍÛÃ «¯§ÄÆM¬Ûª�ÏVóQ«¯ª]°Äª�¬ÛÈD«
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�ÏVÌQ«¯ê¯ÌQ§QÏVÚ@�D«¨á?§ÄÆ

R
¬Ûª
ÏVóQ«¯ª]°Äª�¬ÎÈD«&ÜaÉ¯§}Å8ÚÄ§}¬]Æ á=�D«�§QÉ]Æ ÿ4Ú@�D«Ä£��@Ü?Ã ÏBÙ}Ê

S−i = S1 × ...Si−1 × Si+1 × ... × Sn
£

ô ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ
φ : S → R

ÍÛÃ «¯§ÄÆUÚaÆ §c§}á?É]Æ ÷?ØQÊ�ÏVÌQ«¯é}É­¬¯ÙQÏVÙ ê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó9� Ø ÅVÆ §gÏVÌQ«w�
¬õªaÚaÃ §öÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ�ê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó��mÅVÆ §ö¬Ûª�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª

Γ
§Q«uÅVÆ §
á?é]ÿ4Í

i ∈ N
á?§ÄÆHÅVÆ §
á?é]ÿ4Í

s−i ∈ S−i

ui(s−i, x) − ui(s−i, z) = φ(s−i, x) − φ(s−i, z)ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í
x, z ∈ Si

£
¥¨ª Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª

Γ
âÄÜÄÈDÊ+á?§ÄÆ¨á?é]ÿ4ÍOÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª ÜaªaÌpÍ±Ü?Æ ê¯®ÎÇHÍ±¬Û§ÄÆ�ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ�ê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó

ªQ«¯ªaÚÄé@a¯Í±¬Û§ÄÆ¯§}á?É]Æ ÷?®ÎÊ@Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªoê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó&Ø�Ü?Æ ªo§}ÜÄ°Äé�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªjê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó\£;¥¨ª � Ã °Q°ÄÙ��
ÚÄ§O¬õªaÌ¾ sÌ}°Ä§}á\Æ ÏVÚÄ®Î«¯ªaÌ

G
âÄÜÄÈDÊgÜaÍÎÉ]Æ Å8É¯é@�BÍ±¬Û§ÄÆDÍÛÃ «¯§ÄÆD®Î«¯§OÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª"ê¯Ì}«¯§QÚaÆ á?ªaó\£ ô

ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙöê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó�ÍÛÃ «¯§ÄÆVÙ
φ
åaá?§ÄÆVÍÎó}á?ª}°Ä§�Í±Üa§}°ÄÙ]ÿ4ÍÎóQÍ±¬õ§ÄÆ¤£

G =

(

(1, 1) (9, 0)
(0, 9) (6, 6)

)

, φ′ =

(

4 3
3 0

)

.

øuÆ
Monderer

á?§ÄÆ
Shapley [40]

§}Üa®Îê¯ÍÛÆ ç¯§Q«&â}¬]ÆÄ§Q«
φ1
á?§ÄÆ

φ2
ÍÛÃ «¯§ÄÆÄê¯óQª�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê

ê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó�ÅVÆ §�¬õª
Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª
Γ
¬¯â}¬¯Í&Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ\Ï8¬Û§]ÿ4ÍÎÉ¯é

c
¬¯®±¬õª?Æ §)ÜaªaÌ�ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í

s ∈ S«¯§�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ
φ1(s) − φ2(s) = c

£
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(FIP)
ªaÉ]Ã Ï8¬¯Ù}á?Í
§}Üaâ�¬õªaÌQÊ

Mondererá?§ÄÆ
Shapley

¬Ûª�¢­ÕQÕ\¢¨ÏVÍmÚaÆ §uÍÎÉ­Å8§}Ï4Ã §o¬ÛªaÌQÊsÜaªaÌuê¯ÙQÚÄªaÏBÆ ÍÎó}¬¯Ù}á?Ím¬¯Í±°aÆ á?éj¬Ûª�¢­ÕQÕQ³�� � ß�¡
á?§ÄÆaÌ}Üaªaê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆQ¬Ûª�ÍÎç¯ØQÊ�²@øoÜaª?Æ §Qê¯Ø}Üaª}¬¯ÍmÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯Ùj§}á?ª}°ÄªaÌ]ÿ2Ã §u§}Üaâ�ê]Æ §Q«¯óQÏVÚÄ§}¬Û§
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�Ï8¬¯ÙQ«öªÄÜaª?Ã § á?é]ÿ4Íuê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§�ê]Æ §@�B®ÎÉ¯ÍÛÆ4§}Üaâg¬ÛªcÜaÉ¯ªaÙ}Å8ªaóQÚÄÍÎ«¯âg¬ÛªaÌ ÏVÍ
ÚÄâQ«¯ª�ÚaÃ §�ÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§?� ÚaÆ §)¬¯®±¬Ûª?Æ §�§}á?ª]°ÄªaÌ]ÿ2Ã §�á?§}°ÄÍÛÃ ¬Û§ÄÆ?Úaª}«¯ªÄÜaé}¬]Æj�Dá?§ÄÆ?ª�ÚÄªQ«¯§Qê]Æ á?âaÊ
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ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ â?ÊoÜa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ�¬ÛªaÌ�á?é]ÿ4Ís÷?ØQÚÄ§}¬ÛªaÊ�§QÌQç¯éQ«¯ÍÛÆ\§QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯éu¬õªöá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊo¬ÛªaÌ�r?ÜaÍÎÉ]Æ �
Å8É¯é@�BÍÛÆM¬¯ÙQ«�§Q«¯§@�BÍÎÉ¯âaÚÄÍÎ«¯Ù�Æ ê]Æ â}¬¯Ù]¬õ§\£öÁoÆ ª�§QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯écªaÉ¯Ã a¯ªaÌQÚÄÍ
ÈXÊöÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]ÆMÏ8¬õª

S¬¯ÙQ«�§}á?ª]°ÄªaÌ]ÿ2Ã §
γ = (y0, y1, y2, ...)

¬¯®±¬õª?Æ §&ÜaªaÌ&ÅVÆ §&á?é]ÿ4Í
k ≥ 1

Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ]ÚÄªQ«¯§Qê]Æ á?âaÊ
Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ�rm§QÊcÍÛÃ «¯§ÄÆ@ª�Á�§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ

i
rD¬¯®±¬õª?Æ ªaÊcÜaªaÌOÅVÆ §Oá?é}Üaª?Æ ª

x 6= yk−1
i

Ï8¬õª
Si
rX«¯§

Æ ÏVÇHóQÍÛÆ
yk = (yk−1

−i , x)
£{¥¨ª

y0 ªQ«¯ªaÚÄé@a¯Í±¬Û§ÄÆhi�fe�¥l��=yVs�z�v�c}g |m¬õªaÌ γ
raá?§ÄÆa§Q«&¬õª

γ
ÍÛÃ «¯§ÄÆ

ÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ªhr?¬¯â}¬¯Í�¬Ûª
¬¯Í±°ÄÍÎÌ}¬Û§ÄÃ ª
¬ÛªaÌ�Ï8¬Ûª?Æ ÇHÍÛÃ ª�ªQ«¯ªaÚÄé@a¯Í±¬Û§ÄÆ��ec�f�v�i��wl��=y,s�z�v�c}g |�¬ÛªaÌ
γ
£ ô §}á?ª]°ÄªaÌ]ÿ2Ã §

γ = (y0, y1, y2, ...)
á?§}°ÄÍÛÃ ¬Û§ÄÆ2v�|�nw|@{����wl�£�c¤�h�wg dps�zo~¨§}«¯§@�BªaÉ]Æ á?é�ÚÄÍ

¬õª�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª
Γ
§Q«uÅVÆ §�â]°Ä§ö¬Û§

k ≥ 1
r
ui(y

k) > ui(y
k−1)

r8âÄÜaªaÌ
i
ÍÛÃ «¯§QÆVª ÚÄª}«¯§Qê]Æ á?âaÊ

ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ â?Ê
Ü?§QÃ áa¬¯ÙQÊ�¬õªaÌ
k
÷?ØQÚÄ§}¬ÛªaÊ]£V��Ê
Í±á�¬Ûªaó}¬õªaÌ�r4®Î«¯§cÚÄª}«¯ªÄÜaé}¬]ÆV÷?Í±°Q¬]Ã ÈDÏVÙQÊ

ÍÛÃ «¯§ÄÆG¬õª$ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ{ÜaªaÌ�Üa§QÉ¯é}Å8Í±¬Û§ÄÆ{§}Üaâ��=|�nE�wy�x2µ@i}�=v�|�u@~
Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ]£$¥¨ª+Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª
Γ®ÎÇHÍÛÆX¬¯ÙQ«OÆ ê]Æ â}¬¯Ù]¬õ§+¬¯ÙQÊcÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ÙQÊ�÷?Í±°Q¬]Ã ÈDÏVÙQÊg§Q«�á?é]ÿ4ÍcÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ{÷?Í±°Q¬]Ã ÈDÏVÙQÊ

ÍÛÃ «¯§ÄÆ8ÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ª8£
� Ã «¯Í±¬Û§ÄÆ­ÈDÊ@Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§&®Î«¯§¨§}ÜÄ°Äâ�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª

G
ê¯óQª�Üa§ÄÆ áa¬��D«sÚÄÍ{ê¯óQªoÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ{ÜaªaÌ

®ÎÇHÍÛÆU¬¯ÙQ« §Q«¯§@�BÍÎÉ¯âaÚÄÍÎ«¯Ù�Æ ê]Æ â]¬¯Ù}¬õ§\£cø Á�§ÄÃ áa¬¯ÙQÊg¢�ê]Æ §}°Ä®±Å8ÍÛÆUÅ8É¯§QÚÄÚÄ®ÎÊ�� Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ
§�r ÷��má?§ÄÆBª Á&§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ � Ï8¬¯Ø}°ÄÍÎÊ�� ÏV¬¯É­§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊjÅ<r ê��±£

{ Å } { ê }
G =

(

(1, 0) (2, 0)
(2, 0) (0, 1)

)

{ § }
{÷ }

¥¨ªÍ� §�r Å6�er:� ÷6r Å6�er�� ÷6r ê��er�� §�r ê��sÍÛÃ «¯§ÄÆV®Î«¯§öÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ª�ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ\÷?Í±°}¬]Ã ÈXÏVÙQÊ¯£ Ò é]ÿ4Í
�BªaÉ¯é"®Î«¯§QÊZ§}Üaâ"¬ÛªaÌQÊ�ê¯óQª"Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ�ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ ÍÛÃ ¬Û§ÄÆt� §}°Q°Äé@a¯ÍÛÆXÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø��ersá?§ÄÆ
ÍÎó}á?ª}°Ä§gê]Æ §}Ü?Æ Ï8¬��D«¯Í±¬õ§ÄÆMâ}¬]ÆU§}ÌQç¯éQ«¯ÍÛÆU§QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯é�¬ÛªZá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ�¬ÛªaÌ\£
¥¨ªO§QÉ¯Ç8Æ á?â�ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª
y0 =

� §�r Å6�¨ÍÛÃ «¯§ÄÆB¬¯ÌQÇH§ÄÃ ª8£�©�ÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ)«¯§�ê]Æ §}°Ä®Îç¯ªaÌQÚÄÍuªÄÜ?ª?Æ ªaê¯Ø}Üaª}¬¯Í�§}Üaâ ¬ÛªgÏVóQ«¯ª]°Äª
¬ÛÈD«)Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«)ÏVÌQ«¯ê¯ÌQ§QÏVÚ@�D«Ä£G¥¨ÍÎÉ¯ÚÄ§}¬]Æ á?â ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª�ÍÛÃ «¯§ÄÆH¬Ûª�� §�r ê��m§@�Bªaó
á?§Q«¯®Î«¯§QÊ
Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ�ê¯ÍÎ«+ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃs«¯§�§QÌQç¯ØQÏVÍÛÆm§}ÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯é+¬õª"á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ�¬ÛªaÌ�ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ �D«­¬õ§QÊ�¬¯Ù
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Øö¬ÛªaÌ\£

Û�§[Û ûÕÌÈÇÞÔJà�æ¥Î
¥¨§�Üa§ÄÃ Å8«]Æ §"ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊZªaÉ]Ã Ï8¬¯Ù}á?§Q«+§}Üaâ�¬ÛªQ«

Rosenthal
¬õª ¢­Õ��}ÖÕ� ÖQÑ�¡ £ Ò §}¬¯é

á?óQÉ]Æ ªZ°Äâ]Å8ª�®ÎÇHªaÌQ«�Í}�B§QÉ¯ÚÄª]Å8ØgÏ8¬Û§cê]Ã áa¬¯ÌQ§\£ � Æ §ÄÆ ÏHÿ4Ù}¬]Æ á?é�rMá?é]ÿ4Í)Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª�âÄÜaªaÌ�ÚaÆ �
§cÏVÌ}°Q°Äª]Å8Ø §}ÜaâZªaÚÄª?Æ ª]Å8ÍÎ«¯ÍÛÃ ÊöÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊöê]Æ §}°Ä®±Å8ªaÌQ«�§}Üaâ�®Î«¯§cÏVóQ«¯ª]°Äª�ÍÎ«¯§}°Q°Ä§}áa¬]Æ á=�D«
Í±Ü?Æ °Äª}Å��D«já?§ÄÆ\âÄÜaªaÌ
¬Ûªöá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ&á?é]ÿ4Í¨Üa§ÄÃ áa¬¯Ù�ÍÎç¯§QÉ­¬¯é}¬õ§ÄÆa§}Üaâö¬õª}«u§QÉ]Æ ÿ4Úaâ
¬ÎÈD«jÜa§ÄÆ á@�
¬��D«�ÜaªaÌgê]Æ §}°Ä®±Å8ªaÌQ«�¬¯ÙQ«�Ã ê]Æ §gÚÄÍ�§QÌ}¬¯âQ«�Í±Ü?Æ °Äª]Å8Ø�rUÍÛÃ «¯§ÄÆ2Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª�ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£ q §
§Q«¯§@�B®ÎÉ¯ªaÌQÚÄÍo®Î«¯§�Í±ÜaÍÎç¯Ù}Å8ÙQÚÄ§}¬]Æ á?â�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§\£
Ëm¬Ûª Üa§QÉ¯§]á?é}¬ÛÈ ÚÄª}«­¬¯®±°ÄªpÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊZªpªaê¯Ù}Å8âaÊ

a
ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ¨«¯§"ÜaéQÍÛÆ�§}Üaâr¬õª

ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª
A
Ï8¬Ûª

C
á?§ÄÆXª

b
§}Üaâ�¬Ûª

B
Ï8¬õª

D
£pËsÌQÚ]÷?ª]°aÃ a¯ªaÌQÚÄÍ ¬õ§Oá?ªaÚÄÚÄé}¬]Æ §$¬ÛªaÌ

ê¯É¯âaÚÄªaÌ
AB

r
BC

r
AD

á?§ÄÆ
DC

ÚÄÍo¬õªaÌQÊu§QÉ]Æ ÿ4ÚÄªaóQÊö¢@r � rVÖ�á?§QÆBß�§Q«­¬]Ã Ï8¬Ûª?Æ ÇH§\£�©ZÍ
de(1)

ªaÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ¨¬Ûªöá?âaÏ8¬ÛªaÊoØ)á?§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯§u¬¯ÙQ«oá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙj¬õªaÌ�ÚÄªQ«¯§Qê]Æ á?ªaó
ªaê¯Ù}Å8ªaó
ÜaªaÌ+ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃ@¬õª

e
á?ªaÚÄÚÄé}¬]Æ{¬ÛªaÌ$ê¯É¯âaÚÄªaÌ�rmâÄÜ?ªaÌ

e ∈ {1, 2, 3, 4} £"¥¨ª de(2)
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C

BA

D

d1(1)
r
d1(2)

d2(1)
r

d2(2)

d4(1)
r
d4(2)

d3(1)
r

d3(2)

ËsÇHØQÚÄ§ � ²DÁ�§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§�Á�§ÄÃ Å8«]Æ ªaÌ�ËsÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ

ê¯ÍÛÃ ÇH«¯ÍÛÆQ¬Ûª)§Q«­¬]Ã Ï8¬Ûª?Æ ÇHª�ÚÄ®±Å8Í,ÿ4ªaÊmÅVÆ §já?é]ÿ4ÍXªaê¯Ù}Å8âhr?Ï8¬¯ÙQ«�ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙoÜaªaÌjê¯óQª�ªaê¯Ù}Å8ª?Ã
ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ªaóQ«O¬õª

e
£ ¥¨ª"á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ�Ï8¬Ûª�á?é]ÿ4Ícá?ªaÚÄÚÄé}¬]Æmê¯É¯âaÚÄªaÌ�ÍÛÃ «­§ÄÆ

qe = −de
£

�@ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ�r@ª?ÆGªaê¯Ù}Å8ª?ÃG®ÎÇHªaÌQ«cÏVÌQÚQÜaÍÎÉ]Æ °ÄÙ@�8ÿ4ÍÛÃUÏVÍö®Î«¯§�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª�� Ü?Æ ª$ÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§
ÏVÍGÜa§ÄÃ Å8«]Æ ªoÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ��

CG
r¯¬õªaÌ¨ªÄÜaª?Ã ªaÌ�Ù¨Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�ÚÄªaÉ��BØ¨ê]Ã «¯Í±¬Û§ÄÆ­Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ�£

øuÆaÅ8É¯§QÚÄÚÄ®ÎÊ&§Q«­¬]Æ Ï8¬Ûª?Æ ÇHªaóQ«jÏ8¬]Æ Ê¨Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ�¬õªaÌ)ªaê¯Ù}Å8ªaó�� Üa§ÄÃ áa¬¯Ù)ÜÄ°Ä®ÎªQ«��D§uá?§ÄÆ?ª?Æ
Ï8¬¯Ø}°ÄÍÎÊo¬ÛªaÌ
÷V£

{ ¢@r Ö } { � r ß }

CG =

(

(q1(2) + q2(1), q1(2) + q3(1)) (q2(2) + q1(1), q2(2) + q4(1))
(q3(2) + q4(1), q3(2) + q1(1)) (q4(2) + q3(1), q4(2) + q2(1))

)

{ ¢@r � }
{ Ö�r ß }

Á�§QÉ¯§}¬¯ÙQÉ¯ªaóQÚÄÍGâ}¬]Æõ¬õª¨Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª�ÜaªaÌ�Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ éQÏV§QÚÄÍGÍ±Ü?Æ ê¯®ÎÇHÍ±¬Û§ÄÆ­ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙsê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó�²

φ =

(

q1(1) + q1(2) + q2(1) + q3(1) q2(1) + q2(2) + q1(1) + q4(1)
q3(1) + q3(2) + q4(1) + q1(1) q4(1) + q4(2) + q3(1) + q2(1)

)

�o«m§}Üaâ&¬õª&Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?â�ÏVÌQ«¯ê¯ÌQ§QÏVÚÄâJ� { Ö�r ß } r { � r ß } �4ª�Á�§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ a
é}°Q°Ä§@a¯ÍGÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø

ÿ4§�ÍÛÃ ÇH§QÚÄÍo¬Ûª ÏVÌQ«¯ê¯ÌQ§QÏVÚÄâR� { ¢@r � } r { � r ß } �má?§ÄÆVÚÄÍ±¬Û§¯÷?ª}°ÄØöÏ8¬Ûª�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊu¬ÛªaÌ

uI({1, 2}, {2, 4}) − uI({3, 4}, {2, 4}) = (q2(2) + q1(1)) − (q4(2) + q3(1))

ÍÎ«��pÍÎó}á?ª]°Ä§�ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆV¬Ûª�Üa§QÉ¯§]á?é}¬ÛÈ

φ({1, 2}, {2, 4}) − φ({3, 4}, {2, 4}) = (q2(2) + q1(1)) − (q4(2) + q3(1))

á?§ÄÆuÍ±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊrÆ ÏVÇHóQÍÛÆjÙ*a¯Ù}¬ÛªaóQÚÄÍÎ«¯Ù Æ ÏVâ}¬¯Ù}¬Û§\£ ¥¨ª²Ã ê]Æ ª²Æ ÏVÇHóQÍÛÆoÅVÆ § á?é]ÿ4Í�é}°Q°ÄÙ
ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVÙ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ªaó�ÏBÌ}«¯ê¯ÌQ§QÏVÚÄªaósá?§ÄÆõÅVÆ §¨§QÌ}¬¯â&Ù

φ
ÍÛÃ «¯§ÄÆ­ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙmê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó

Ï8¬õª�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§�§}Ì}¬¯â8£
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q §�§Q«¯§@�BÍÎÉõÿ4ªaóQÚÄÍ¨Ï8¬õ§uÜ?§QÃ Å8«]Æ §
ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ¨Ü?Æ ª�§QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯é\£ q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ¨Üa§ÄÃ Å8«¯Æ §
Ï8¬õ§�ªÄÜaª?Ã §�ª?ÆsÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Êgá?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊ

ui
Ì}Üaª]°Äª}ÅVÃ a­ªQ«­¬õ§ÄÆsÜÄ°ÄØQÉ­ÈDÊ�§}Üaâr§}Üaª}¬¯Í±°ÄÍÎÏ��

ÚÄ§}¬]Æ á?ªaóQÊ�§}°QÅ8ªaÉ]Ã ÿ4ÚÄªaÌQÊ
ÜaªaÌ�÷?§QÏBÃ a¯ªQ«­¬Û§ÄÆ2Ï8¬¯ÙQ«�ÍÛÃ ÏVªaê¯ªZá?§ÄÆMÏ8¬¯ÙQ«öá?§}¬¯éQÏ8¬õ§QÏVÙ\£uÁoÆ ª
ÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§�r}ÏVÍG®Î«¯§�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªoÏBÌ}Ú=�BâaÉ­ÙQÏVÙQÊ{Ù¨ÍÛÃ ÏVªaê¯ªaÊ

(N,E, (Si)i∈N , (de)e∈E)
ÍÛÃ �

«¯§ÄÆ¯Ù¨ÏVÌ}°Q°Äª]Å8Ø�§}Üaâ�¢���¬Ûª�ÏVóQ«¯ª}°Äª
N
¬ÎÈD«

n
Üa§ÄÆ áa¬��D«�r � � ®Î«¯§�ÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ª�ÏVóQ«¯ª]°Äª

E§}Üaâ?s<uEn�l s��}¶ps�c�~'s��[fhi���z�m�lü��¶Wnmá?§ÄÆÄÖ���¬Û§jÏVóQ«¯ª]°Ä§jê¯É¯éQÏVÙQÊ,� Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ��
Si
á?§]ÿ2�DÊ

Í±Ü?Ã ÏVÙQÊ�á?§ÄÆHß=�X¬¯ÙöÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ
d
ÜaªaÌ�§}ÜaÍÛÆ á?ªQ«]Ã a¯ÍÛÆV¬Ûª

E × {1, ..., n}Ï8¬õªaÌQÊö§}á?®ÎÉ¯§ÄÆ ªaÌQÊ]£ ô
de(j)

ÍÛÃ «¯§ÄÆUÚÄÙB�8ÿ2Ã «¯ªaÌQÏV§gÏ8¬õª
j
£ ô á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ`� ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§

Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«��oÍÛÃ «¯§ÄÆM¬Ûª
s = (s1, ..., sn)

£�øjÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍöÚÄÍ
fs(e) = |{i : e ∈ si}|

¬õª
ÜÄ°ÄØ]ÿ4ªaÊu¬ÎÈD«�Üa§ÄÆ áa¬��D«�Ü?ªaÌ�ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ªaóQ«ö¬¯Ù�ÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§öÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ØQÊ

e
ÏVóQÚ��VÈ��

«¯§�ÚÄÍ
¬õª�ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§gÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
s
£�¥�§�á?®ÎÉ¯ê¯Ùg¬ÛÈD«�Üa§ÄÆ áa¬��D« Ì}Üaª}°Äª]ÅVÃ a¯ªQ«­¬Û§ÄÆ;ÈDÊ

§}á?ª}°Äªaó]ÿBÈDÊ�²
ci(s) = −ui(s) =

∑

e∈Si
de(fs(e))

£¨©ZÍué}°Q°Ä§�°Äâ]ÅVÆ §�rBá?é]ÿ4ÍoÜa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ
i
ê]Æ §}°Ä®±Å8ÍÛÆV®Î«¯§�ÏVóQ«¯ª]°Äª ÏVÌQ«]Æ Ï8¬ÎÈDÏh�D«�Ï8¬¯É¯§]¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�rV§}Üaâ Í±á?ÍÛÃ «¯§�ÜaªaÌ�ÍÛÃ «¯§ÄÆVê]Æ §]ÿ4®ÎÏ��
Æ ÚÄ§cÏVÍ�§QÌ}¬¯â}«�r2á?§ÄÆMÏVÇHÙQÚÄ§}¬]Ã a¯ÍÛÆ4ÚaÆ §cÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø

si
£u¥¨ª�á?âaÏ8¬ÛªaÊ
ÜaªaÌcÇHÉ¯Íe�D«¯Í±¬õ§ÄÆ2ª

Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊu§QÌ}¬¯âaÊ?� ¬Ûª §QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á?â�¬ÛªaÌ�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊj¬õªaÌ��sÌ}Üaª]°Äª}ÅVÃ a¯Í±¬Û§ÄÆ8Ü?É­ªaÏ8ÿ4®±¬ÛªQ«­¬Û§QÊo¬¯ÙQ«
á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ
¬¯ÙQÊoá?é]ÿ4ÍjÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§QÊ�Ü?ªaÌ�ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜ?ª?Æ ÍÛÃ�rV°Ä§QÚ]÷?éQ«¯ªQ«­¬Û§QÊjÌ}Üaâ=�BÙ�â]¬]Æ
Ù�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�¬¯ÙQÊjÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§QÊ

e
ÍÎç¯§QÉ­¬¯é}¬õ§ÄÆH§}Üaâ�¬¯Ù�ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙ

fs(e)
£

ËsÍ{®Î«¯§�ê]Æ áa¬¯ÌQ§}á?â�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªoÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊGª?Æ¯ª?Æ á?ª]Å8®Î«¯ÍÛÆ ÍÎÊD¬ÛÈD«XÏVÌQ«¯â]°QÈD«
Si
Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ é��

a¯ªQ«­¬Û§ÄÆaÍ±Üa§}á?É]Æ ÷=�DÊ�ÈDÊ¨ÚÄª}«¯ªÄÜaé}¬]Æ §)ÏVÍs®Î«¯§uê]Ã áa¬¯ÌQª8£ � ªaÏVÚÄ®Î«¯ªaÌ)ÍÎ«¯âaÊ¨ê]Æ áa¬¯óQªaÌ
(V,E)

r
ê¯óQª á?âaÚ]÷aÈD«

ai, bi ∈ V
ÅVÆ § á?é]ÿ4Í+Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
á?§ÄÆ�r�âÄÜÄÈDÊ�ÜaÉ¯ªaÙ}Å8ªaÌQÚÄ®Î«­ÈDÊ�r�ÚaÆ §QÊ

ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙQÊ�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�r
ÚÄÍ�¬]Æ Ê�§}á?ÚÄ®ÎÊ"«¯§ Üa§ÄÃ a¯ªaÌQ« ¬õªzÉ¯â]°Äªz¬ÛÈD« ÏVÌQ«]Æ Ï8¬w�
ÈDÏh�D«+Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�r�¬ÛªrÌ}ÜaªaÏVóQ«¯ª]°Äª�¬õªaÌ

E
ÜaªaÌ"ÍÛÃ «¯§ÄÆ�ê¯Æ §]ÿ4®ÎÏ4Æ ÚÄª"ÈDÊ�ÍÎ«¯®ÎÉ­Å8ÍÛÆ ÍÎÊ

� Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ��&Ï8¬ÛªQ«
Üa§ÄÃ áa¬¯Ù
i
ÍÛÃ «¯§ÄÆB¬õªcÏVóQ«¯ª}°Äªgâ]°QÈD«ö¬ÎÈD«�ÚÄª}«¯ªÄÜa§}¬]Æ �D«�§}Üaâc¬Ûª

aiÏ8¬õª
bi
£ q §
ÿ4Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍoâ}¬]Æ8¬Ûª ê]Ã áa¬¯ÌQª ÍÛÃ «¯§ÄÆ8á?§}¬¯ÍÎÌ]ÿ4ÌQ«¯âaÚÄÍÎ«¯ª8£

µg·}þj¸Äñ2îU�gì<Ö ��ý
Rosenthal, [38])

Ò é]ÿ4ÍDÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª�ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊm®ÎÇHÍÛÆ}Å8«¯ØQÏBÆ ªJ

��£
û�1Mð<×\·Q��DÄñ:í ô ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ
ê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó�ÜaªaÌ�Üa§QÉ¯é}Å8ÍÛÆ8¬Ûª §}Üaª}¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§öÍÛÃ «¯§ÄÆVÙ
φ(s) =

∑

e

∑fs(e)
j=1 de(j)

£�×;Æ §p¬¯ÙQ«r§}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯Ù §}«­¬]Æ Ï8¬¯É¯®}�BªaÌQÚÄÍ$¬Û§ §]ÿ4É¯ª?Ã ÏVÚÄ§}¬Û§�²
φ(s) =

∑n
i=1

∑

e∈si
de(f

≤i
s (e))

r;âÄÜaªaÌ�¬Ûª
f≤i

s (e)
ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ÍÛÆM¬ÛªQ« ÏVÌQ«¯ª]°aÆ á?âO§QÉ]Æ ÿ4ÚÄâ

¬ÛÈD«gÜa§ÄÆ áa¬��D«
j ≤ i

ÜaªaÌ$ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ªaóQ«�¬¯ÙQ«
e
£�æoÜaªQÿ4®±¬ÛªaÌQÚÄÍ â}¬]Æ{¬õª

(s, s′)
ÍÛÃ �

«¯§ÄÆ4ÚaÆ §�÷?Í±°Q¬]Æ È@¬]Æ á?Ø ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ á?§ÄÆ4Í±Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«R� Ç\ÈDÉ]Ã Êu÷a°Äé¯÷?Ù�¬¯ÙQÊ)Å8ÍÎ«]Æ á?â}¬¯Ù}¬Û§QÊ
ÚaÆ §QÊ
á?§ÄÆMª?ÆMÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊöÏVÌQ«­¬¯éQÇ?ÿ4Ù}á?§Q«�§QÌ]ÿ4§ÄÃ É¯Í±¬Û§��&â}¬]ÆMª

n
Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊöÍÛÃ «¯§ÄÆU§}Ì}¬¯âaÊ
ÜaªaÌ

ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ Ø]ÿ4Ù}á?Í¯£X¥¨â}¬¯Í
φ(s′) − φ(s) =

=
∑

e∈sn

de(f
≤n
s′ (e)) −

∑

e∈sn

de(f
≤n
s (e)) =

∑

e∈sn

de(fs′(e)) −
∑

e∈sn

de(fs(e)) =

= cn(s′) − cn(s)
ÜaªaÌ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ8¬Ûª�a¯Ù}¬ÛªaóQÚÄÍÎ«¯ª8£Gå �oÉ¯§�Ù

φ
ÚÄÍÛÆ �D«¯Í±¬Û§ÄÆ8á?§}¬¯é�ÚÄØ}á?ªaÊuâ]°QÈD«

¬ÛÈD«j§}á?Ú@�D«u¬ÛªaÌ�Å8É¯é@�BªaÌ
ÍÎç¯®±°aÆ ç¯ÙQÊ&¬¯ÙQÊ
Nash

ê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ØQÊ�á?§ÄÆ\ÈDÊ�Í±á�¬õªaó}¬ÛªaÌ
Ù
Nashê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?Ø�ÏVÌ}ÅHáa°aÃ «¯ÍÛÆ¤£
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2

�@Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ�â}¬]ÆoÙpÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ
φ(s)

ê¯ÍÎ«�ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃo«¯§ ÚÄÍ±¬Û§@�BÉ¯§QÏ8¬¯ÍÛÃ�r)®ÎÏ8¬ÎÈ ê]Æ �
§ÄÆ ÏHÿ4Ù}¬]Æ á?é�r��DÊJ�]á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?Ø ÍÎÌQÙQÚÄÍÎÉ]Ã §@�öØ�á?é}¬]ÆVÏVÇHÍ±¬]Æ á?â8£p��ÜÄ°Äé�ê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆVÍ±Üa§}á?É]Æ ÷=�DÊ
¬¯ÙQ«�ÍÎç¯®±°aÆ ç¯Ù�rVâÄÜÄÈDÊoÿ4§�®±ÜaÉ¯Í±ÜaÍj«¯§öá?éQ«¯ÍÛÆ8ÈXÊjÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙöê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó\£
µg·}þj¸Äñ2îU� ì<ÖE´þý

Monderer & Shapley, [24])
Ò é]ÿ4ÍcÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ

ÍÛÃ «¯§ÄÆ8á?§ÄÆ8Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªcê¯ÌQ«¯§QÚaÆ á?ªaó\£
û�1Mð<×\·Q��DÄñ:í ËsÌQ«¯é}Å8Í±¬Û§ÄÆV§}Üaâ�¬Ûª�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§öÖ\£¤¢Q£

2

Ëm¬õªuá?Í}�Bé}°Ä§ÄÆ ª)¬¯ÙQÊDÿ4Í±ÈDÉ]Ã §QÊmÜa§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«&Ç\ÈDÉ]Ã ÊsÏVÌQ«¯ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §o§Q«¯§@�BÍÎÉõÿ4Ø}á?§QÚÄÍXÏ8¬¯Ù&ÿ4Í±È5�
É]Ã §r¬ÛªaÌ

Nash,
ª ªÄÜaª?Ã ªaÊ�§}Üa®Îê¯ÍÛÆ ç¯ÍOâ}¬]Æ¨á?é]ÿ4Í�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª ®ÎÇHÍÛÆ&ÚaÆ áa¬¯â

Nash
ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª

Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §QÊ�á?§ÄÆ;Ï8¬Ûª�â}¬]Æ;Ì}ÜaéQÉ¯ÇHªaÌQ« Üa§ÄÃ Å8«]Æ §ZÇ\ÈDÉ]Ã Ê�Å8«¯ØQÏBÆ ªÍ

��£U¥¨§�Üa§ÄÃ Å8«]Æ §ZÏVÌQÚ��
�BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ�®ÎÇHªaÌQ«c§Q«¯§}Å8«­ÈDÉ]Æ Ï8¬¯ÍÛÃMÈDÊ�ÚaÆ §ZÆ ê]Æ §ÄÃ ¬¯ÍÎÉ¯§ZÍÎ«¯ê]Æ §@�B®ÎÉ¯ªaÌQÏV§gáa°ÄéQÏVÙgÜa§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«�r
°Äâ}ÅHÈ ¬ÛÈD«+Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ Æ ê]Æ ª]¬¯Ø}¬ÛÈD«�¬ÛªaÌQÊOá?§ÄÆ�á?ÌQÉ]Ã ÈDÊO¬¯ÙQÊ�ÜaÉ��@¬¯ÙQÊ$§}Üaâ §QÌ}¬¯®ÎÊ�² ¢��
¥¨§ Üa§ÄÃ Å8«¯§cÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ)®ÎÇHªaÌQ«�ÜaéQ«­¬Û§�Å8«¯ØQÏBÆ ª�

��£ � ��Ëm¬Û§�Üa§ÄÃ Å8«]Æ §cÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ
ê]Æ áa¬¯ó}ÈD« ÏVÌQÚÄÚÄÍ±¬¯®ÎÇHªaÌQ«�Üaª]°Q°Äª?ÃMÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ]£öÖ���×UÍÎ«]Æ á?é�ªZ§QÉ]Æ ÿ4ÚÄâaÊ
¬ÎÈD«�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
ÍÎ«¯âaÊ�Üa§ÄÃ áa¬¯ÙZÍÛÃ «¯§ÄÆ;Í±áÄÿ4Í±¬]Æ á?âaÊ�§@�Bªaóg¬ÛªZÜÄ°ÄØ]ÿ4ªaÊ�¬ÎÈD« ÚÄªQ«¯ªÄÜa§}¬]Æ �D«cÏ8¬Ûª�ê]Ã áa¬¯ÌQªOê¯ó��
«¯§}¬õ§ÄÆM«¯§ZÍÛÃ «¯§ÄÆ;Í±áÄÿ4Í±¬]Æ á?â8£�ß=� ô á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ ¬¯ÙQÊöá?é]ÿ4Íö§}á?ÚÄØQÊ�ÍÛÃ «¯§ÄÆUÚaÆ §ZÏV§@�6�DÊ
ªaÉ]Æ ÏVÚÄ®Î«¯Ù�ÏVÌQ«¯éQÉõ¬¯ÙQÏVÙ�§}Üaâc¬ÛªcÏVóQ«¯ª]°Äª ¬ÎÈD«öÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
Ï8¬õªaÌQÊjÜaÉ¯§}Å8ÚÄ§}¬]Æ á?ªaóQÊ�� Ø
§}á?®ÎÉ¯§ÄÆ ªaÌQÊ��±£ äE�c×;Æ §rªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø}Üaª}¬¯Í$ÏV¬¯É­§}¬¯Ù}ÅVÆ á?âpÏVÌQ«¯ê¯ÌQ§QÏVÚÄâ Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ¨§}Üaª]¬¯Í±°ÄÍÎÏ��
ÚÄ§}¬]Æ á?âaÊ)§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÊjÜ?ªaÌ�«¯§�Ì}Üaª]°Äª]ÅVÃ a¯ÍÛÆV¬õª�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊu¬ÛªaÌ�á?é]ÿ4Í�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù\£

Û�§�ã ÃÄ¬È±'ÒWâ'±)¬'å
æW¯�ß'¯3©
¥¨§jÜa§ÄÃ Å8«]Æ §uÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊsÚQÜaªaÉ¯ªaóQ«�«¯§uÇ\ÈDÉ]Æ Ï8¬ÛªaóQ«�ÏVÍsê]Æ é@�BªaÉ¯ÍÎÊsá?§}¬¯Ù}Å8ªaÉ]Ã ÍÎÊ¨§Q«¯é}°ÄªE�
Å8§gÚÄÍ)¬]Æ ÊöÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Æ Ï8¬]Æ á?®ÎÊ�Æ ê]Æ â}¬¯Ù}¬¯®ÎÊ
¬ÛªaÌQÊ]£
Ëm¬¯ÙcÅ8ÍÎ«]Æ á?Øc¬ÛªaÌQÊöÚÄªaÉ��BØcªQ«¯ªaÚÄé@a¯ªQ«w�
¬õ§ÄÆX×UÍÎ«]Æ á?é�Á�§ÄÃ Å8«]Æ §�ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ�rsÍÎ«��ãÏ8¬¯Ù�ÏVÌQÚÄÚÄÍ±¬¯É]Æ á?Ø$¬õªaÌQÊ9� â]°Äª?Æsª?ÆXÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ
®ÎÇHªaÌQ« ¬ÛªOÃ ê]Æ ªOÏVóQ«¯ª}°ÄªZÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«��uËsÌQÚÄÚÄÍ±¬¯É]Æ á?é�Á�§ÄÃ Å8«]Æ §�ËsÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ¯£ ø Ã êw�
Æ ªaÊcê]Æ §QÇ\ÈDÉ]Æ ÏVÚÄâaÊgÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ@«¯§�ÅVÃ «¯ÍÛÆ{á?§ÄÆ@Ï8¬Û§�ê]Æ áa¬¯ÌQ§}á?éOÜa§ÄÃ Å8«]Æ §OÏBÌ}Ú=�BâaÉ­ÙQÏVÙQÊ âÄÜaªaÌ
®ÎÇHªaÌQÚÄÍc¬Û§`�oÏVÌQÚÄÚÄÍ±¬¯É]Æ á?éOá?§ÄÆD¬Û§�ËsÌQÚÄÚÄÍ±¬¯É]Æ á?é � Æ áa¬¯ÌQ§}á?é�Á�§ÄÃ Å8«]Æ §�ËsÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£
©Z®ÎÇHÉ]ÆX¬��DÉ¯§+ê¯ÍÎÇ?ÿ4Ø}á?§QÚÄÍcâ}¬]ÆXª�á?é]ÿ4Í Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ�®ÎÇHÍÛÆXÚÄªQ«¯§Qê]Æ §ÄÃ §�É­ªaØ\£ øuÆDÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ
ÚQÜaªaÉ¯ªaóQ«�«¯§ ®ÎÇHªaÌQ«�ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?®ÎÊ
ÜaªaÏVâ}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ
É¯ªaØQÊ7� ÷?éQÉ¯Ù��&ªÄÜaâ}¬¯Í�ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬ÛªaÌQ«�¬Û§
kJi@g m=n�ljiR�tu}v:x2yUf2zos�zo~?v�c\ÿ
��f2z?£Zå �D«¯§�§}Üaâ+§QÌ}¬¯é�ÿ4§Z§Q«¯§}°ÄóQÏVªaÌQÚÄÍ�Ï8¬õª$Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ª
á?Í}�Bé}°Ä§ÄÆ ª8£ ô §Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙjÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«oÍÛÃ «¯§ÄÆa®Î«¯§uÜa§ÄÃ Å8«]Æ ªöÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ�ÚÄÍD÷?éQÉ¯Ù\£��@Ü?Ã ÏVÙQÊ
®ÎÇHÍÛÆ}ÚÄÍ±°ÄÍ±¬¯Ù]ÿ4ÍÛÃ¯Ù¨ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVÙ&âÄÜaªaÌoª?Æ]á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯ØQÏVÍÛÆ ÊDÍÛÃ «¯§ÄÆ]Ì}ÜaªÄá?ÍÛÆ ÚÄÍÎ«]Æ á?®ÎÊsØ�§}°Q°aÆ �DÊ
á?§]ÿ4ªaÉ]Æ ÏVÚÄ®Î«¯ÍÎÊ)ê]Æ §@�BªaÉ­Í±¬]Æ á?é §Q«¯é�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù�ªÄÜaâ}¬¯Íu®ÎÇHªaÌQÚÄÍo¬õ§��){�|��=c}l v�c�n�lü�=��kJi@g m=n�lji
�tuwv�x2yUf2zos�zo~Û£ ËsÍc§QÌ}¬¯éOê¯ÍÎ«�Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ@ÚaÃ §+ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯Ù}ÏBÙZá?âaÏ8¬ÛªaÌQÊg§Q«¯é$ÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§



ò �&�j��&U�&� �Ñ(?¹{��ó&�s�p+V('+V( � Þ

Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ØQÊ$� §}á?ÚÄØ�ÅVÆ §�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§��±£Xå �@¬¯ÏBÆVÅVÃ «¯Í±¬Û§ÄÆBÜaÉ¯ªaÏ8Üaé]ÿ4ÍÛÆ §�«¯§�ÚÄÍ±°ÄÍ±¬¯Ù]ÿ4ÍÛÃ8Ù
ÜaÉ¯§}Å8ÚÄ§}¬]Æ á?â}¬¯Ù}¬Û§ZÜ?Æ ª+É¯ÍÎ§}°aÆ Ï8¬]Æ á?é\£Z¥¨Í±°ÄÍÛÆ �D«¯ªaÌQÚÄÍ�ÚÄÍ�¬¯ÙQ«c§Q«¯§@�BªaÉ¯éZ¬ÎÈD«BkJi@l mon�g dpn
�tuwv�x2yUf2zos�zo~Wv�c��
m�dpl s��wl��=���,f2|�v:|��6|�m�|�¢wv�c�nEz��)|E��âÄÜaªaÌjªu§QÉ]Æ ÿ4ÚÄâaÊX¬ÎÈD«�Üa§ÄÆ áa¬��D«
¬¯ÍÛÃ «¯ÍÛÆ}Ï8¬Ûªjé}ÜaÍÛÆ É¯ª8£G¥¨ªuÜa®ÎÚQÜÄ¬Ûªoá?Í}�Bé}°Ä§ÄÆ ªuÍÛÃ «¯§ÄÆ}§@�4Æ ÍÎÉ­ÈDÚÄ®Î«¯ªjÏVÍD§QÌ}¬¯Ø¨¬¯ÙQ«sá?§}¬¯Ù}Å8ªaÉ]Ã §
Üa§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«Ä£
å �D«¯§gê]Æ áa¬¯Ì}§}á?âZÜa§ÄÃ Å8«]Æ ªZÏBÌ}Ú=�BâaÉ­ÙQÏVÙQÊ
ÍÛÃ «¯§ÄÆMÏVÌQÚÄÚÄÍ±¬¯É]Æ á?âZ§Q«�â]°Äª?ÆUª?Æ2Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊö®��

ÇHªaÌQ«Z¬õªaÌQÊgÃ ê]Æ ªaÌ}Êgá?âaÚ]÷?ªaÌQÊ
a
á?§ÄÆ

b
ÈDÊg§@�BÍ±¬¯ÙQÉ]Ã §Oá?§ÄÆ@ÜaÉ¯ªaªaÉ]Æ ÏVÚÄâ�á?§ÄÆDÍ±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ

®ÎÇHªaÌQ«
â}°Äª?Æ8¬]Æ ÊuÃ ê]Æ ÍÎÊ)Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ?� Í±Ü?Æ °ÄÍ±Å8âaÚÄÍÎ«¯§�ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ §��±£
µg·}þj¸Äñ2îU�ãì<ÖEì æoÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆsÜaª]°ÄÌ}ÈD«¯ÌQÚaÆ á?âaÊ$§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÊ�ÅVÆ §"¬¯ÙQ«�ÍÎóQÉ¯ÍÎÏVÙ�Å8«¯ØQÏBÆ ªaÌ


�pÏVÍo®Î«¯§�ËsÌQÚÄÚÄÍ±¬¯É]Æ á?â � Æ áa¬¯ÌQ§}á?âcÁ�§ÄÃ Å8«]Æ ªgËsÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£
û�1Mð<×\·Q��DÄñ:í ø §}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÊ¨Ì}Üaª]°Äª]ÅVÃ a¯ÍÛÆa¬Ûª�ª]°aÆ á?â)÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õªu¬¯ÙQÊ�ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙQÊmê¯ÌQ«¯§��
ÚaÆ á?ªaó

φ(s)
£5�@ÜaÍÛÆ ê¯Ø&¬Ûªoª]°aÆ á?â�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬ÛªoÍÛÃ «¯§ÄÆ¯á?§ÄÆ¯¬ÛªÄÜ?Æ á?â�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬Ûªhr]Ù¨¬¯Í±°aÆ á?Ø¨á?§}¬¯éQÏ��

¬õ§QÏVÙ
ŝ
ÿ4§¨ÍÛÃ «¯§ÄÆ�

��£�� ¥¨ª,

��ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ]«¯§sÿ2Í±ÈDÉ¯Ù¯ÿ2ÍÛÃõ¬ÛªÄÜ?Æ á?âjÍ±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬Ûªhr}âÄÜaªaÌ&Å8ÍÛÆ ¬ÛªQ«]Æ é

ÍÛÃ «¯§ÄÆHâ}°Q§
¬õ§
ÏVÙQÚÄÍÛÃ §
âÄÜaªaÌöÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ�«¯§öÚÄÍ±¬Û§¯÷?ªaóQÚÄÍ&§}Üaâ�¬Ûª�¬¯É¯®ÎÇ\ÈD«)ÏVÙQÚÄÍÛÃ ªhrHÚÄÍ&¬¯Ù
ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ)ÍÎ«¯âaÊ¨Üa§ÄÃ áa¬¯Ù�r?âÄÜÄÈDÊ¨§QÌ}¬¯ØQ«�ÏV§@�6�DÊs¬¯ÙQ«�ªaÉ]Ã ÏV§QÚÄÍ¯£j�
ÁoÆ ª
ÏBÌ]ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®��
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¬õª$ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§�ÜaªaÌO§Q«¯§}Å8é}Å8ªaÌQÚÄÍ�ÏVÍ�®Î«¯§Oê]Æ áa¬¯ÌQ§}á?â+Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª�ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ�á?§ÄÆ{ÜaªaÌ
ê¯ÍÛÃ ÇH«¯ªaÌQÚÄÍjâ}¬]ÆVÍÛÃ «¯§ÄÆ

PLS
� ÜÄ°ÄØQÉ¯ÍÎÊ]£

2
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� � �JI�� �)ZÍQ Y �VM���Z"��� �
ËsÍu§QÌ}¬¯Ø�¬¯ÙQ«
ÍÎ«¯â]¬¯Ù}¬õ§öÿ4§�ÜaÍÎÉ]Æ Å8É¯é@�BªaÌQÚÄÍu®Î«¯§
÷?§QÏBÆ á?âcÚÄªQ«­¬¯®±°Äª ê¯É¯ªaÚÄª}°Äâ]Å8ÙQÏVÙQÊ�rV¬õª
ªÄÜaª?Ã ª�§QÉ¯Ç8Æ á?éuÍÛÆ ÏVØQÇ?ÿ4Ù}á?ÍX§}Üaâ)¬ÛªaÌQÊ Ò ªaÌ}¬¯ÏVªaÌ}Ü?Æ éoá?§ÄÆQÁ�§}Üa§Qê¯ÙQÚÄÙ}¬¯É]Ã ªaÌ�� � Þ�¡ £5�o«¯Ø}á?ÍÛÆ
Ï8¬¯ÙQ«�á?§}¬¯Ù}Å8ªaÉ]Ã §)¬ÎÈD«jËsÌQÚÄÚÄÍ±¬¯É]Æ á=�D« � Æ áa¬¯ÌQ§}á=�D«jÁ�§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«)ËsÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ¨ÚÄÍ � éQÉ¯Ù\£
�Dê���¬õªöá?âaÏ8¬õªaÊ�¬õªaÌ�á?é]ÿ4Í¨Üa§ÄÃ áa¬¯Ùöê¯ÍÎ«)ÍÎç¯§QÉ­¬¯é}¬Û§ÄÆ\ÚÄâQ«¯ª�§}Üaâ�¬ÛªQ«)§QÉ]Æ ÿ4ÚÄâ�¬ÎÈD«jÜa§ÄÆ á@�
¬��D«$ÜaªaÌ�ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ªaóQ«�¬ÛªQ«�Ã ê]Æ ªrÜaâaÉ¯ª^� ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø���§}°Q°Äé�á?§ÄÆ�§}Üaâr¬Û§+÷?éQÉ¯Ù�¬ÎÈD«
Üa§ÄÆ áa¬��D«
§QÌ}¬��D«�� á?âaÏ8¬¯Ù�ÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«��±£

ãV§�¦ ¨]¬*à�¬�®:¯�°6±)¬�©�®�ï��?Ó�ÔVß¥ÎRÓ�Ì:ÆJ©�Ô\Ç �Í®9à�Ó�ÆJÌ�©�à�à
Ç½å
°�Î ÔtÒ'®�©�Ì:¯�Ý"!
ÔJÓ<ÇÞÎ!å
æ¥Ô,¯�¬)Ò'Î

q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍm®Î«¯§�ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§��:f�|�nw|@{Uf�|�m�fhi}v:v�i��wl s�v:|�¢�ÚÄÍ
m
§Q«¯ÍÎç¯éQÉ­¬¯Ù}¬¯ÍÎÊmÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊmÚÄÍ

¬õ§QÇHó}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ
a1, ..., am

á?§ÄÆ
n
§Q«¯ÍÎç¯éQÉ­¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ�ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊöÚÄÍj÷aéQÉ¯Ù

w1, ..., wn
£t�o«�â]°ÄÍÎÊ

ª?Æ&ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ$®ÎÇHªaÌQ«�l s�|���¢En}i}v�iO÷?éQÉ¯Ù"¬¯â]¬¯ÍZÿ4§�ÚaÆ °ÄéQÚÄÍZÅVÆ §*l s�|���¢@nei}v�c�~`c�f�m�i@s6gjc�~
á?§ÄÆ�§Q«�â}°ÄÍÎÊ+ª?Æ&¬Û§QÇHó}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊOÍÛÃ «¯§ÄÆ�Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊ�rj¬¯â}¬¯ÍZÿ4§rÚaÆ °ÄéQÚÄÍOÅVÆ §�l s�|���¢En}iev�c�~
vpz}�'i�n���~Û£&ø Ï8¬¯âQÇHªaÊ)Í±Ü?Ã ¬¯ÍÎÌQç¯ÙQÊ)ÍÛÃ «¯§ÄÆB«¯§�§Q«¯§]ÿ4®ÎÏVªaÌQÚÄÍo¬]Æ Ê�ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ)Ï8¬]Æ Ê)ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ
Í±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ �D«­¬Û§QÊj¬õª�ÚÄ®±ÅVÆ Ï8¬Ûª��BâaÉõ¬õª Ï8¬]Æ ÊuÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊo¬ÛªaÌ�ÏVÌQÏ8¬¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊ]£
��ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄ§�ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ�«¯§�¬õªgê¯ªaóQÚÄÍuÈDÊ�®Î«¯§�ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§ Í±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙQÊ)á?âaÏ��

¬õªaÌQÊ&ÍÎ«¯âaÊoê]Æ áa¬¯óQªaÌ�¬¯ÙQÊ¨Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ�ÚÄªaÉ��BØQÊ�r\âÄÜaªaÌöª?Æ
n
ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ�ÿ4®±°ÄªaÌQ«j«¯§�ÚÄÍ±¬Û§}á@�

Æ «¯Ù]ÿ4ªaóQ«�§}Üaâc¬¯ÙQ«
ÜaÙ}Å8Ø
s
Ï8¬¯ÙQ«�á?§}¬¯é}°ÄÙQç¯Ù

t
á?§ÄÆ4ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ4«¯§ ê]Æ §}°Ä®Îç¯ªaÌQ«�ÚaÃ § §]Ü?âc¬]Æ Ê

m
Üa§QÉ¯é}°Q°ÄÙ}°ÄÍÎÊj§}á?ÚÄ®ÎÊj¬ÛªaÌ\£

s t

ËsÇHØQÚÄ§�Ö�²D¥¨ªcÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄª ê]Ã áa¬¯ÌQª�¬¯ÙQÊu§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙQÊoÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«Ä£

q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ â]¬]Æ@á?é]ÿ4Í ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §OÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃD«¯§$§Q«¯§}¬¯Í,ÿ4ÍÛÃ{ÏVÍ�ÚaÃ §Oá?§ÄÆDÚÄâQ«¯ª�ÚÄÙQÇH§}«¯Ø
§}°Q°Äé
Ù�§}Üaâ=�B§QÏVÙ�ÅVÆ §�¬õªöÜaª?Æ §öÚÄÙQÇH§Q«¯Øuÿ4§
§Q«¯§}°Äé­÷?ÍÛÆ\ÚaÆ §
ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §�á?§]ÿ4ªaÉ]Ã a¯Í±¬Û§ÄÆH§}Üaâ
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¬¯ÙQ«�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�¬ÛªaÌ á?é]ÿ4Í)ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù\£
�o«�ÚaÆ § ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §
i
§Q«¯§}¬¯Í,ÿ4ÍÛÃ4«­¬¯Í±¬¯ÍÎÉ¯ÚaÆ «]Æ Ï8¬]Æ á?é

ÏVÍ�ÚaÃ §)ÚÄÙQÇH§Q«¯ØuÏ8¬Ûª
ÏVóQ«¯ª]°ÄªB�
m
¡V¬¯â}¬¯Ís°Ä®ÎÚÄÍsâ}¬]Æ?Ù

i
§}á?ª]°ÄªaÌ]ÿ4ÍÛÃaÅ8«­ØQÏBÆ §)Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø\£

� Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?é�r2§Q«ö§Q«¯§}¬¯Í,ÿ4ÍÛÃVÚÄÍjá?é}Üaª?Æ §�Ü?Æ ÿ4§Q«¯ª}¬]Æ á?Ø�á?§}¬õ§Q«¯ªaÚÄØ�ÏV¬Ûª`�
m
¡�rB¬¯â}¬¯Íj°Q®ÎÚaÍ

â}¬]ÆV§}á?ª}°ÄªaÌ]ÿ4ÍÛÃVÚaÆ áa¬¯Ø�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø\£
å �DÏ8¬ÎÈ

(s1, ..., sn) ∈ [m]n
Ù�§}á?ª]°ÄªaÌ]ÿ2Ã §g¬ÛÈD«�Å8«¯ØQÏBÆ ÈD« Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�r;ÚaÃ §gÅVÆ §

á?é]ÿ4ÍjÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §�r8âÄÜaªaÌR�e|\�=y�s���|�~¨¬¯ÙQÊjÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §QÊ
i
ÍÛÃ «¯§ÄÆ

1

asi

·
∑

sk=si

wk ,

¬õª
ªÄÜaª?Ã ª�§Q«­¬]Æ ÜaÉ¯ªaÏ8È@ÜaÍÎóQÍÛÆa¬ÛªöÇHÉ¯â}«¯ªöÜaªaÌ)ÇHÉ¯ÍÛÆ é@a¯Í±¬õ§ÄÆaÙ)ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø
si
r?Í±Ü?Æ °ÄÍ±Å8ÚÄ®Î«¯Ù)§}Üaâ

¬¯ÙQ«�ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §
i
r4ÅVÆ § «¯§ ê]Æ Í±áaÜaÍÎÉ¯§ÄÆ �DÏVÍÛÆ2â]°ÄÍÎÊ�¬]Æ Ê
ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ)ÜaªaÌ ®ÎÇHªaÌQ«�§Q«¯§}¬¯Í,ÿ4ÍÛÃBÏVÍ

§QÌ}¬¯Øö¬¯Ù�ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø\£
å øjÚÄª?Æ §�r;ÅVÆ §g¬¯ÙQ«�§}á?ª]°ÄªaÌ]ÿ2Ã §�§}ÜaâZÅ8«¯ØQÏBÆ ÍÎÊ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ

(s1, ..., sn) ∈ [m]n
rp|

x2yUf2�e|�~�¬¯ÙQÊuÚÄÙQÇH§Q«¯Ø}Ê
j
ªaÉ]Ã a¯Í±¬Û§ÄÆVÈDÊuÍÎç¯ØQÊ

1

aj

·
∑

sk=j

wk .

� ªaÏVÚÄ®Î«­ÈD«
n
ÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«mÚÄØ}á?ªaÌQÊ

w1, ..., wn
á?§ÄÆ

m
ÚÄÙQÇH§Q«��D«D¬Û§QÇHÌ}¬¯Ø}¬ÛÈD«

a1, ..., am
r

ê¯Ù}°@�D«¯ªaÌQÚÄÍXÈDÊ
opt

��|
�=|�lün}dpn�l��oyÈ£��¤�h�wl s���|�rQê¯Ù}°Ä§Qê¯Øo¬Ûª�Í±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬Ûªuá?âaÏ8¬õªaÊ�ÚaÆ §QÊmÅ8«¯Ø��
ÏBÆ §QÊuÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ØQÊ�²

opt = min
(si,...,sn)∈[m]n

max
j∈[m]

1

aj

·
∑

i:si=j

wi .
� Ñ@�

×;Æ §�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§�r�§Q«+â]°ÄÍÎÊOª?Æ�ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ�®ÎÇHªaÌQ«+¬¯ÙQ«�Ã ê]Æ §"ÚÄªQ«¯§Qê]Æ §ÄÃ §"¬Û§QÇHó}¬¯Ù}¬Û§
�
aj = 1

ÅVÆ §cá?é]ÿ4Í
j ∈ [m]

�&á?§ÄÆM§Q«­¬]Ã Ï8¬õª?Æ ÇH§ ÅVÆ §gâ]°Ä§c¬Û§�÷?éQÉ¯ÙÍ�
wi = 1

ÅVÆ §cá?é]ÿ4Í
i ∈ [n]

�erU¬¯â}¬¯Í
¬Ûª�á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?â�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬Ûª�ÍÛÃ «¯§ÄÆ d n
m
e £$�@Ü?Æ ÜÄ°ÄÍÎâQ«�rGÍÎó}á?ª]°Ä§�ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆâ}¬]ÆVÏVÍoªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø}Üaª}¬¯ÍuÏVóQÏ8¬¯ÙQÚÄ§öÆ ÏVÇHóQÍÛÆ

opt ≥ maxi wi

maxj sj

.
� Õ@�

�@Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ¨ÜaéQ«­¬ÎÈDÊ�â}¬]Æ\ª�Ì}Üaª]°Äª}ÅVÆ ÏVÚÄâaÊ�¬ÛªaÌ�á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á\ªaó�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬ÛªaÌ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ
NP

�
ê¯óQÏ8á?ª}°Äªu§}á?âaÚÄ§�á?§ÄÆ]ÅVÆ §uÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊX¬Û§QÇHó}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ�r}ÅVÆ §}¬]Ã]¬¯â}¬¯Í�rQâÄÜÄÈDÊs§Q«¯§@�B®ÎÉ¯Í±¬Û§ÄÆ]Ï8¬Ûª
� � Þ�¡�rVÍÛÃ «¯§ÄÆVªaÌQÏBÆ §QÏ8¬]Æ á?é�¬Ûª`{UfhyU£���z�v<i���lji}v���f2l s�zo~$#}rH¬õª�ªÄÜaª?Ã ªcÍÛÃ «¯§ÄÆ

NP
� ÜÄ°ÄØQÉ¯ÍÎÊ¯£

å �DÏ8¬ÎÈ
pj

i

ÙOÜ?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬Û§Oâ}¬]Æ@ª�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙQÊ
i ∈ [n]

Ï8¬¯®±°Ä«¯ÍÛÆG¬¯ÙQ«gá?Ì}áa°Äª=�BªaÉ]Æ §}á?Ø
á\Ã «¯ÙQÏVÙ

wi
Ï8¬¯Ù ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø

j ∈ [m]
� Øcê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?égÙgÍÎÉõÅ8§QÏBÃ §

i ∈ [n]
ÚÄÍj÷?éQÉ¯ªaÊ

wi

%'&)(+*-,�.0/2143452647"(0528:9�; 7264<+.�; =>528:<+?@*�A264B
n

1�C2.05
(c1, ..., cn) D 74;@72E072F05$(+*�G264BH<+E07IA$,�*�=>G2E0*$34/('*�A28

S
(0<�('*J; *LKM=@(0BNE07L; =>?@G2B';

∑

j∈S cj =
∑

j /∈S cj O
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§Q«¯§}¬]Ã ÿ4Í±¬Û§ÄÆ\Ï8¬¯Ù
ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø
j ∈ [m]

�±£Gå �DÏ8¬ÎÈ
`j
|Ji�n}i}v�c�n�y�v�c�nw|�~,x2yUf2�e|�~¨Ï8¬¯Ù
ÚÄÙQÇH§}«¯Ø

j ∈ [m]
r

`j =
1

aj

·
∑

i∈[n]

wi p
j
i .

×;Æ §$ÚaÆ §+ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §
i
rV��|�i�n}i}v�c�n�y�v�c�nw|Í�=y�s���|�~�¬¯ÙQÊcÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §QÊ

i
Ï8¬¯ÙOÚÄÙQÇH§Q«¯Ø

j� Ø$ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?é�ª�ÇHÉ¯â}«¯ªaÊg¬¯ÍÎÉ¯ÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄªaó�¬¯ÙQÊcâ}¬Û§Q«Zª��BâaÉ­¬õªaÊ
wi
§Q«¯§}¬]Ã ÿ4Í±¬õ§ÄÆ{Ï8¬¯Ù

ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø
j
r:� � Þ�¡Ï��ÍÛÃ «¯§ÄÆ4Ã ÏVª ÚÄÍ

cj
i =

wi

aj

+
1

aj

·
∑

t6=i

wt p
j
t = `j + (1 − pj

i )
wi

aj

.

©ZÍ�¬õ§�âaÏV§"ªaÉ]Ã ÏV§QÚÄÍ�Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍZ«¯§�ÜaÉ¯ªQÇ\ÈDÉ¯ØQÏVªaÌQÚÄÍZÏ8¬ÛªQ«+ªaÉ]Æ ÏVÚÄâ
¬õªaÌÍ

� ÅVÆ §O¬Ûª�ÚÄªQ«­¬¯®±°Äª�§QÌ}¬¯â8£9�o«¯§@�B®ÎÉ¯ªaÌQÚÄÍ�rXÇ\ÈDÉ]Ã Êg«¯§OÍ±ÜaÍ±áa¬õ§]ÿ4ªaóQÚÄÍ�rDâ}¬]ÆDÏ8¬¯Ù
ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÙ��q¢­Þ�¡U§Q«¯§}°ÄóQÍ±¬Û§ÄÆ8ÙöÜaª]°ÄÌ}ÜÄ°ÄªÄá?â}¬¯Ù}¬õ§ö¬ÛÈD«\

� ÅVÆ §�¬Ûª ÚÄªQ«­¬¯®±°Äª�§QÌ}¬¯â8£
F�¸H�K�{îUð2½�¡�Ö �$ý

Nash
�Uñ2îU·Q¹ �c�K���2¸\¸��21U¹¤�V½�PRQ��S� øuÆõÜ?Æ ÿ4§Q«¯â]¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ

(pj
i ) i∈[n], j∈[m]ªaÉ]Ã a¯ªaÌQ«c®Î«¯§7

� §Q«�á?§ÄÆMÚaâ}«¯ª�§Q«�ªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø}Üaª}¬¯ÍöÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §

i
Í±á?Ç\ÈDÉ¯ÍÛÃUÚÄÙ���ÚÄÙQê¯ÍÎ«]Æ á?®ÎÊ

Ü?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ�ÚÄâQ«¯ª
Ï8¬]Æ Ê¨ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊsÜaªaÌ)Í±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ªaóQ«�¬õª
cj
i

raéQÉ¯§uÙuÏBÇH®ÎÏVÙ
pj

i > 0Ì}Üaªaê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆVâ}¬]Æ
cj
i ≤ cq

i

ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í
q ∈ [m]

£
©ZÍZé}°Q°Ä§�°Äâ}ÅVÆ §�r�®Î«¯§]

� ÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Ã a¯Í±¬Û§ÄÆ�§}Üaâ�¬¯ÙQ«�Æ ê]Æ â]¬¯Ù}¬õ§"â}¬]Æsá?§QÚaÃ §"ÍÎÉw�

Å8§QÏBÃ §�ê¯ÍÎ«ö®ÎÇHÍÛÆV¬õª á\Ã «¯Ù}¬¯É¯ªg«¯§�§}°Q°ÄéQç¯ÍÛÆ8¬¯Ù�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�¬¯ÙQÊ]£)��Ê�®Î«¯§�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§�r
Üa§QÉ¯§}¬¯ÙQÉ¯ªaóQÚÄÍGâ}¬]Æ¯Ï8¬Ûª�ÏVóQÏ8¬¯ÙQÚÄ§XÜaªaÌsÿ4Í±ÈXÉ­ØQÏV§QÚÄÍ;ÜaÉ¯ªaÙ}Å8ªaÌQÚÄ®Î«­ÈDÊ�r}Ï8¬Ûª�ªÄÜaª?Ã ªjâ]°ÄÍÎÊDª?Æ
ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ¨®ÎÇHªaÌQ«�¬¯ÙQ«jÃ ê]Æ §)ÚÄªQ«¯§Qê]Æ §ÄÃ §u¬õ§QÇHó}¬¯Ù}¬Û§oá?§ÄÆ?â]°Ä§u¬Û§�÷?éQÉ¯Ùu¬¯ÙQ«oÃ ê]Æ §)¬]Æ ÚÄØ�raª?Æ?ªE�
ÚÄª?Æ âaÚÄªaÉ��BÍÎÊDÜ?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ

pj
i = 1

m

ÅVÆ §&â]°Ä§�¬Û§
j ∈ [m]

á?§ÄÆ¯â]°Ä§�¬Û§
i ∈ [n]

ªaÉ]Ã a¯ªaÌQ«
®Î«¯§�

��£aå �D«¯§�ê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ª�Üa§QÉ­éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§�r\ÅVÆ §�Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊoÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ�á?§ÄÆ8ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ�r?ÿ4Í±È5�
É¯ªaóQÚÄÍ
ÚaÆ §�Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜaÙQÚÄ®Î«¯Ù�«­¬¯Í±¬¯ÍÎÉ¯ÚaÆ «]Æ Ï8¬]Æ á?Øg§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙcÏ8¬¯ÙQ«�ªÄÜaª?Ã §�§Q«¯§]ÿ4®±¬õªaÌQÚÄÍu¬¯ÙQ«
ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §

i
Ï8¬¯ÙuÚÄÙQÇH§Q«­Ø

(i mod m)+1
� ê¯Ù}°Ä§Qê¯Ø�r

pj
i = 1

ÅVÆ §
j = (i mod m)+1á?§ÄÆ}ÍÛÃ «¯§ÄÆ}ÚÄÙQê¯®Î«�ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?é��erQâÄÜaªaÌ�á?§ÄÆ}ÍÎê���¬ÛªjÏVóQÏ8¬¯ÙQÚÄ§¨ÍÛÃ «¯§ÄÆ}ÏVÍ

Nash
Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §\£

�oÊ�ç¯Í±á\Æ «¯Ø}ÏBªaÌ}ÚaÍsÚÄÍm®Î«¯§Q«�§}ÜÄ°Äâ
Æ ÏVÇHÌQÉ]Æ ÏVÚÄâ)ÜaªaÌjÜaÍÎÉ]Æ Å8É¯é@�BÍÛÆÄÚaÆ §�÷?§QÏBÆ á?Ø)Æ ê]Æ â]¬¯Ù}¬õ§
¬õªaÌ�

��£
T �{¼U¿B¸H�K�{îUð2½ ¡�ÖE´ ËsÍo®Î«¯§ö§QÌ]ÿ4§ÄÃ É¯Í±¬Ûª?

�)r8§Q«

pq
i > 0

ÅVÆ §
á?é}Üaª?Æ §�ÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§
i ∈ [n]

á?§ÄÆ
q ∈ [m]

r4¬¯â}¬¯Í
`j + wi

aj
≥ `q

ÅVÆ § á?é]ÿ4Í
j ∈ [m]

£uÁoÆ ª�ÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§�r
§Q«

`j + 1 < `q
¬¯â}¬¯Í

wi > aj
£

�@Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«�rV§Q«
pj

i > 0
á?§ÄÆ

pq
i > 0

r8¬¯â}¬¯Í | `j − `q| ≤ opt
£

û�1Mð<×\·Q��DÄñ:í �oÉ¯Ç8Æ á?é�r}Í±Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ{â}¬]Æ
cj
i ≤ `j+

wi

aj

á?§ÄÆ
cq
i = `q+(1−pq

i )
wi

aq
≥

`q
âÄÜÄÈDÊZÍÎó}á?ª]°Ä§+ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬ÛªaÌQ«$§}Üaâ�¬ÛªQ«OªaÉ]Æ ÏVÚÄâ"¬ÛªaÌ+§Q«¯§QÚÄÍÎ«¯âaÚÄÍÎ«¯ªaÌ+á?âaÏ8¬ÛªaÌQÊ

cj
i

£
å �oÉ¯§orX§@�Bªaó

pq
i > 0

rDª+ªaÉ]Æ ÏVÚÄâaÊ ¬õªaÌ�

� Ì}Üaªaê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆ
cq
i ≤ cj

i

á?§ÄÆ{®±¬¯ÏBÆ@Æ ÏVÇHóQÍÛÆ
`q ≤ `j + wi

aj

£
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ø ê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ)Æ ÏVÇHÌQÉ]Æ ÏBÚÄâaÊoÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆBÍÎó}á?ª]°Ä§�§}Üaâ�¬ÛªQ«�ÜaÉ��@¬Ûª8£
��Üaâ ¬ÛªQ«�ÜaÉ��@¬ÛªgÆ ÏVÇHÌQÉ]Æ ÏVÚÄâ ÚÄÍo¬]Æ Ê)Ì}ÜaªQÿ4®ÎÏVÍÛÆ Êj¬õªaÌ�¬¯É]Ã ¬ÛªaÌ�ÜaÉ¯ªÄá?ó]Üa¬ÛªaÌQ«öª?ÆBÏVÇH®��

ÏVÍÛÆ Ê]� §��
`j + wi

aj
≥ `q

á?§ÄÆt� ÷��
`q + wi

aq
≥ `j

£^�o«
`j = `q

¬¯â}¬¯Í�Æ ÏVÇHóQÍÛÆsª
¬¯É]Ã ¬ÛªaÊ�Æ ÏVÇHÌQÉ]Æ ÏVÚÄâaÊ]£7�o«

`j ≥ `q
¬¯â}¬¯Íö§}Üaâ�¬¯ÙZÏVÇH®ÎÏVÙ¾� Õ��já?§ÄÆU¬¯Ù9� ÷��jÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆ

â}¬]Æ
`j − `q ≤ opt

£�å øjÚÄª?Æ §Zê¯ÍÛÃ ÇH«¯ªaÌQÚÄÍ�â]¬]ÆGÆ ÏVÇHóQÍÛÆ
`q − `j ≤ opt

â}¬õ§Q«
`q ≥ `j

£
�@ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ�Æ ÏVÇHóQÍÛÆVª�¬¯É]Ã ¬õªaÊ)Æ ÏVÇHÌQÉ]Æ ÏVÚÄâaÊ�r | `j − `q| ≤ opt

£

2

�oÊ�á?§]ÿ4ªaÉ]Ã ÏVªaÌQÚÄÍ�®Î«¯§c§QÌ]ÿ4§ÄÃ É¯Í±¬Ûª�

��£ Ò §]ÿ4ªaÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ�ê¯Ù}°Ä§Qê¯Ø�¬]Æ Ê�Ü?Æ ÿ4§Q«¯â]¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ
(pj

i )i∈[n], j∈[m]
ÜaªaÌ ªaÉ]Ã a¯ªaÌQ«�®Î«¯§�

��£��oÊ)ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÏVªaÌQÚÄÍj¬¯ÌQÇH§ÄÃ ÍÎÊ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ
§Q«¯é��

ÿ4ÍÎÏVÙQÊ)Ï8¬]Æ Ê�ªÄÜaª?Ã ÍÎÊ�á?é]ÿ4ÍuÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §
i
§Q«¯§}¬]Ã ÿ4Í±¬õ§ÄÆVÏ8¬¯Ù�ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø

j
ÚÄÍjÜ?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬õ§

pj
i

£
å �DÏ8¬ÛÈ

Cj
rVÅVÆ §

j ∈ [m]
r4Ù�¬¯ÌQÇH§ÄÃ §�ÚÄÍ±¬õ§¯÷a°ÄÙ]¬¯Ø�ÜaªaÌ�ê¯ÍÛÃ ÇH«¯ÍÛÆ��e|�x2yUf2��|j¬¯ÙQÊ)ÚÄÙQÇH§Q«¯ØQÊ

j
Ï8¬Ûª"¬¯ÌQÇH§ÄÃ ª�ÚÄ§QÊ�ÜaÍÛÃ É¯§QÚÄ§\£zÁ�§QÉ¯§}¬¯ÙQÉ¯ªaóQÚÄÍgâ}¬]ÆX¬Ûª

Cj
ÍÛÃ «¯§ÄÆX¬Ûª�é]ÿ4É¯ª?Æ ÏVÚÄ§+¬ÎÈD«�r

Üaª}°Q°Ä§}ÜÄ°Ä§QÏBÆ §QÏVÚÄ®Î«­ÈD«j§}Üaâö¬õª�÷?éQÉ¯ªaÊ�¬¯ÙQÊ�§Q«­¬]Ã Ï8¬õª?Æ ÇHÙQÊoÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §QÊ�rH§Q«­ÍÎç¯éQÉ­¬¯Ù}¬ÛÈD«jÞ��,¢
¬¯ÌQÇH§ÄÃ ÈD«
ÚÄÍ±¬Û§¯÷a°ÄÙ}¬��D«

J j
i

r8âÄÜaªaÌ
Pr[J j

i = 1] = pj
i

rV®±¬¯ÏBÆ��DÏ8¬¯Í

Cj =
1

aj

n
∑

i=1

wi · J j
i .

��¢­Þ��

å �DÏ8¬ÛÈ
c
|Vv���m�l s���|�~
i�n}i}v�c�n�y�v�c�nw|�~
x2yUf2��|�~s§Q«¯éQÚÄÍÎÏV§uÏVÍ¨â]°ÄÍÎÊ&¬]Æ Ê�ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ]£���ÏVÇHóQÍÛÆ

c = max
j∈[m]

`j .
��¢Q¢��

æoÜaÍÎ«õÿ4ÌQÚaÃ a¯ªaÌQÚÄÍoâ}¬]Æ
E[Cj] = `j

r8á?§ÄÆVÍ±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ
c = maxj∈[m] E[Cj]

£
¥¨Í±°ÄÍÛÆ �D«¯ª}«­¬õ§QÊ�r�ªaÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ9��|��=|�l�nwdpn�l��=y¾�=y�s���|�~

C
«¯§+ÍÛÃ «¯§ÄÆXª"§Q«¯§QÚÄÍÎ«¯âaÚÄÍÎ«¯ªaÊ

ÚÄ®±ÅVÆ Ï8¬ÛªaÊt�BâaÉ­¬ÛªaÊ$� á?§ÄÆVâ}Ç8ÆVª ÚÄ®±ÅVÆ Ï8¬ÛªaÊu§Q«¯§QÚÄÍÎ«¯âaÚÄÍÎ«¯ªaÊt�BâaÉ­¬ÛªaÊ��erVÈDÊuÍÎç¯ØQÊ

C = E[max
j∈[m]

Cj] .
��¢ � �

ËsÌ}ÅHá?É]Ã «¯ªQ«­¬Û§QÊ�¬õ§
c
á?§ÄÆ

C
ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆ2ÍÎó}á?ª]°Ä§ â}¬]Æ

c ≤ C
á?§ÄÆBÜ?Æ ÿ4§Q«¯â}¬õ§}¬Û§

c � C
£

æoÜaÍÎ«õÿ4ÌQÚaÃ a¯ªaÌQÚÄÍoâ}¬]ÆH¬Ûª
opt
ê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆH¬Ûª�á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á\â�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õª8£ q §öÍÎÏ8¬]Æ éQÏVªaÌQÚÄÍ&¬¯ÙQ«

§Q«¯é}°ÄÌQÏVØ�ÚÄ§QÊoÏ8¬Ûªöá?âaÏ8¬ÛªaÊo¬¯ÙQÊ�§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊoØ
ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?é�Ï8¬Ûªö°Äâ]Å8ª�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó
ª
ªÄÜaª?Ã ªaÊ)ÍÛÃ «¯§ÄÆVª ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ)ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«)°Äâ}Å8ªaÊ

R = max
C

opt
,

��¢­Ö��

âÄÜaªaÌ�¬Ûª
max

ÍÛÃ «¯§ÄÆV§Q«¯éQÚÄÍÎÏV§öÏVÍoâ]°Ä§�¬Û§�

��£
º��V¸\ü6×\·Q� �{îU�"¡�ÖEì q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ�®Î«¯§ §}ÜÄ°Äâ�ÏVÍÎ«¯éQÉ]Æ ª�ê¯óQªgÚaÙ}ÇH§Q«��D«�r

m = 2
£V�o«�ª?Æ

ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊsÍÛÃ «¯§ÄÆÄÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊ�rQ¬¯â}¬¯ÍX®Î«¯§,�]á?§}á?âo�oÏVÍÎ«¯éQÉ]Æ ªuÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃÄ«­§jÍ±Ü?Æ ¬¯ÍÎÌQÇ?ÿ4ÍÛÃQ§}á?âaÚÄ§
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á?§ÄÆHÅVÆ §�ê¯óQª�Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊoÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ�r8â}¬Û§Q«)Ù
á?é]ÿ4Í�ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §ö§Q«¯§}¬]Ã ÿ2Í±¬Û§ÄÆ\ªaÚÄª?Æ âaÚÄªaÉ��B§
á?§ÄÆ{¬¯ÌQÇH§ÄÃ §�rXê¯Ù}°Ä§Qê¯ØOÆ ÏVÇHóQÍÛÆ

pj
i = 1

2

ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í
i, j ∈ [2]

£¾�oÌ}¬¯â+ÍÛÃ «¯§ÄÆ@®Î«¯§OÚaÆ á@�
¬¯â¾

� ÚaÆ §QÊ�á?§ÄÆGá?§QÚaÃ §OÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §�ê¯ÍÎ«�®ÎÇHÍÛÆ{ÏVÌQÚ��B®ÎÉ¯ªQ«g«¯§O§}°Q°ÄéQç¯ÍÛÆ;¬¯Ù�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø
¬¯ÙQÊ�ê¯ÍÎê­ªaÚa®Î«­ÙQÊg¬¯ÙQÊ�ÚÄÙ+ÚÄÍ±¬Û§¯÷?ª]°ÄØQÊc¬¯ÙQÊgé}°Q°ÄÙQÊ]£��p�B§QÉ¯ÚÄâ=a¯ªQ«­¬Û§QÊ�¬ÛªÕ��¢ � �ö®ÎÇHªaÌQÚÄÍ
C = 1 · 1

4
+ 2 · 1

4
+ 1 · 1

4
+ 2 · 1

4
= 3

2

ÍÎ«���¬Ûª�á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?â�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õª�ÍÛÃ «¯§ÄÆHÜaÉ¯ª=�B§Q«��DÊ
opt = 1

£Õ��Üaâ"¬Û§+Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­Èãê]Æ §}Ü?Æ Ï8¬��D«¯ªaÌQÚÄÍgâ}¬]ÆX§}á?âaÚÄ§�á?§ÄÆXÏ8¬¯ÙQ«ZÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVÙ
Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚQÈD«�ÚÄÙQÇH§Q«��D«�á?§ÄÆMÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«�ªZÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ�ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«�°Äâ}Å8ªaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó
ÍÛÃ «¯§ÄÆVÚÄÍ±Å8§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊj§}Üaâ�¬¯Ù�ÚÄªQ«¯éQê¯§�rVÍÛÃ «¯§ÄÆ8¬ÛªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï8¬ÛªQ« 3

2

£
å �D«¯§ ê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ªcÜ?Æ ªgÜaª]°Äó}ÜÄ°ÄªÄá?ª�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§ âÄÜaªaÌ ¬Ûªcá?é}¬ÎÈ*�BÉ¯é}Å8ÚÄ§ ÚÄÍ±Å8§}°@�D«¯ÍÛÆ

ÍÛÃ «¯§ÄÆM¬ÛªZÍ±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ª8£ q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ�¬ÛªZÏVÍÎ«¯éQÉ]Æ ª�âÄÜaªaÌ
n = m = 2

ÚÄÍ
ÚÄÙgÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊ
ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊjá?§ÄÆBÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ]£{å �DÏ8¬ÎÈ

a1 = 1
á?§QÆ

a2 ≥ a1
r8á?§ÄÆV¬Û§�÷?éQÉ¯Ù�ÍÛÃ «¯§ÄÆ

w1 = a1á?§ÄÆ
w2 = a2

£ q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍj¬¯ÙQ«öÍÎç¯ØQÊuá?§}¬õ§Q«¯ªaÚÄØ�Ï8¬]Æ Ê)Ü?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ�r
p2

1 =
a2

2

a1(a1+a2)

r
p1

1 = 1−p2
1

á?§ÄÆ
p1

2 =
a2

1

a2(a1+a2)

r
p2

2 = 1−p1
2

£È�@Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ�â}¬]Æ?§Q«
a2 > φ

r?âÄÜaªaÌ
φ = (1 +

√
5)/2

r\¬¯â}¬¯Í&ª?Æ\Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È"Ü?Æ ÿ4§Q«¯â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ\Í±áa¬¯âaÊjê]Æ §QÏ8¬¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊ
[0, 1]

r
á?§ÄÆMÍ±Ü?ªaÚÄ®Î«­ÈDÊöÌ}ÜaªQÿ4®±¬ÛªaÌQÚÄÍ�â}¬]Æ

a2 ≤ φ
£J��Üaâ�¬Ûªgÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§ Öc¬ÛªaÌ`� � Þ�¡@ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆ

â}¬]Æ�§QÌ}¬¯®ÎÊ�ª?ÆsÜ?Æ ÿ4§Q«¯â]¬¯Ù}¬¯ÍÎÊO§}Üaª]¬¯Í±°ÄªaóQ«�ÚaÆ áa¬¯â�

��£)�@Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«�Ì}Üaª]°Äª]ÅVÃ a¯ªaÌQÚÄÍ�¬ÛªQ«
§Q«¯§QÚÄÍÎ«¯âaÚÄÍÎ«¯ª ÚÄ®±ÅVÆ Ï8¬õª$�BâaÉ­¬Ûª á?§ÄÆV®ÎÇHªaÌQÚÄÍ

C =

(

p1
1 · p1

2

a1

+
p2

1 · p2
2

a2

)

(w1 + w2) +

(

p2
1 · p1

2

a1

+
p1

1 · p2
2

a2

)

w2 =
a1 + 2a2

a1 + a2

,

ÍÎ«�� ¬Ûª$á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?â$÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õªOÍÛÃ «¯§ÄÆ
opt = 1

ÚaÆ §QÊ�á?§ÄÆ
w1 = a1

á?§ÄÆ
w2 = a2

á?§ÄÆ
§QÌ}¬¯Ø"Ù"§Q«­¬]Æ Ï8¬Ûª?Ã ÇHÙQÏVÙ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ�Ù�á?§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯Ù�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø\£Ñ�oÌ}¬¯é"Ì}Üaªaê¯Ù}°@�D«¯ªaÌQ«�â]¬]Æ
ªOÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ�ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ« °Äâ]Å8ªaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaógÅVÆ §�¬Ûª�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§Z§QÌ}¬¯â�ÍÛÃ «¯§ÄÆ

R =
a1+2a2

a1+a2

£È�@ÜaÍÛÆ ê¯Ø)ª
°Äâ]Å8ªaÊ�§QÌ}¬¯âaÊ¨ÚÄÍ±ÅVÆ Ï8¬ÛªÄÜ?ª?Æ ÍÛÃ ¬Û§ÄÆ?â}¬õ§Q«oª
a2/a1

ÚaÍ±ÅVÆ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ÍÛÃ ¬õ§ÄÆaá?§ÄÆ
Í±ÜaÍÛÆ ê¯ØZê¯ÍÎÇ?ÿ4Ø}á?§QÚÄÍ

a2/a1 ≤ φ
ÏVÌQÚQÜaÍÎÉ¯§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍöâ}¬]Æ;ªOÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ�ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«�°Äâ}Å8ªaÊ

ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó�ÅVÆ §�ê¯óQªgªÄÜaª?Æ ÍÎÏVê¯Ø}Üaª]¬¯Í)ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ)ÍÛÃ «¯§ÄÆV¬ÛªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï8¬ÛªQ«
1 + φ

1+φ
= φ ≈

1, 618
£

ãV§¤Â U�©�Ô\Ç½å
ï ©pâ¥¬p¯�Ó6±)°�ÔJà�©p¯3© ¯3¬)Ò ±)æÈÆJ¬)Ò ÔtÒ'®:¯�¬�®ÈÇÞÔJà�¬)÷ Æ\Ç�©
ÆJÌ�©�à�à
Ç½å
°�Î^ÔtÒ'®�©�Ì:¯�Ý¥ÔJÓ<ÇÏÎ*å
æ¥Ô,¯3¬)Ò'Î

øuÆ Ò ªaÌ}¬¯ÏVªaÌ}Ü?Æ éQÊ�á?§ÄÆ�Á�§}Üa§Qê¯ÙQÚÄÙ}¬¯É]Ã ªaÌ*� � Þ�¡jØ}¬Û§Q«+ª?ÆsÜaÉ��@¬õª?ÆsÜaªaÌ�ÚÄÍ±°Ä®±¬¯ÙQÏV§Q«�¬õª
ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ª"ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«Z°Äâ]Å8ª�ÏVÌQ«­¬õªQ«¯Æ ÏVÚÄªaóOá?§ÄÆD®Îê¯ÍÛÆ ç¯§Q«�ªaÉ]Æ ÏVÚÄ®Î«¯ÍÎÊg§}Üaâ�¬]Æ Ê�÷?§QÏBÆ á?®ÎÊ
Æ ê]Æ â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ)Ï8¬Ûª�ÚÄªQ«­¬¯®±°Äª�¬¯ÙQÊj§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙQÊoÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«Ä£

• ×;Æ §Oê¯óQª�Æ ÏVªaê¯ó}«¯§QÚÄÍÎÊcÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ ª+ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊcê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«g°Äâ]Å8ªaÊgÏVÌQ«w�¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�ÍÛÃ «¯§ÄÆV§}á?É]Æ ÷=�DÊ 3
2

£
• ×;Æ §&ê¯óQªoÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ¥� Å8ÍÎ«¯Æ á?é�ÚÄÍ@ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?®ÎÊD¬Û§QÇHó}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ��2ªoÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊê¯Ì}«¯§}¬¯âQ«�°Äâ]Å8ªaÊ)ÍÛÃ «¯§ÄÆ8¬õªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï8¬ÛªQ«

φ = 1+
√

5
2

≈ 1, 618
£
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• ×;Æ § m
Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊuÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊjª ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ)ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«)°Äâ]Å8ªaÊ)ÏVÌQ«­¬ÛªQ«w�

Æ ÏVÚÄªaó�ÍÛÃ «¯§ÄÆ
Ω
(

log m
log log m

) á?§ÄÆVÍÛÃ «¯§ÄÆ8¬õª�Üaª}°Äó
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�)r8ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆBâ}¬]ÆVÙöÜa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�ÍÛÃ «¯§ÄÆVÏVÍ

Nash
Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §\£

�XÃ «¯§ÄÆ¯ÍÎó}á?ª]°Äªo«¯§�ê¯ªaóQÚÄÍ{â}¬]Æõ¬Ûª&á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?â&÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬Ûª&ÍÛÃ «¯§ÄÆ
opt = 1

ÜaªaÌ¨Í±Ü?Æ ¬¯Ì}Å8ÇHéQ«¯Í��
¬õ§ÄÆ?ÚÄÍ�¬¯ÙQ«j§Q«¯é¯ÿ2ÍÎÏVÙj¬¯ÙQÊ

i
ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §QÊ&Ï8¬¯ÙQ«

i
ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø\£@×;Æ §�«¯§�§Q«¯§}°ÄóQÏVªaÌQÚÄÍs¬Ûªöá?ª?Æ «w�

ÈD«]Æ á?â�á?âaÏ8¬ÛªaÊ
C
ÇHÉ¯ÍÛÆ é@a¯Í±¬Û§ÄÆ\«¯§
§Q«¯§}¬¯É¯®Îç¯ªaÌQÚÄÍ&Ï8¬¯ÙQ«j§QÉ¯ÇHØ�¬¯ÙQÊ�Ì}ÜaªaÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§QÊ�á?§ÄÆHÚÄÍ

÷?éQÏVÙ�¬Ûª$°ÄØQÚÄÚÄ§�ßH£ ßZÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆ
C = Θ( log m

log log m
)
£Oø

Gonnet
�q¢Q¢w¡s®Îê¯ÍÛÆ ç¯Í�â}¬]Æ{ÏVÍ

§QÌ}¬¯Ø
¬¯ÙQ«jÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVÙ�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ
C = Γ(−1)(m)− 3

2
+ o(1)

£p�@ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ�rVª�°Äâ}Å8ªaÊjÏVÌQ«w�
¬õªQ«¯Æ ÏVÚÄªaó�ÍÛÃ «¯§ÄÆH¬õªaÌ}°Äé}Ç8Æ Ï8¬ÛªQ«

C = Γ(−1)(m)− 3
2

+ o(1) = log m
log log m

(1 + o(1))
r8ÚaÆ §QÊ

á?§ÄÆ
opt = 1

r8§}Üaª]¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§
¬Ûª�ªÄÜaª?Ã ª ª]°ÄªÄáa°ÄÙQÉ��D«¯ÍÛÆH¬¯ÙQ«)§}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯Ùö¬ÛªaÌ
ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊ]£

2

¡�ÖEì<ÖE´ n ûg»\� ï@¸\üH�{îU�
µg·}þj¸Äñ2îU��¡�Öñ. ×;Æ §

m
Æ ÏVªaê¯óQ«­§QÚÄÍÎÊ�ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ)ªcÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ
ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«
°Äâ]Å8ªaÊ�ÏVÌQ«w�

¬õªQ«¯Æ ÏVÚÄªaó�ÍÛÃ «¯§ÄÆ O(log m/ log log m)
£

û�1Mð<×\·Q��DÄñ:í o ÈDÉ]Ã Ê�÷a°Äé¯÷?Ù�¬¯ÙQÊZÅ8ÍÎ«]Æ á?â}¬¯Ù}¬Û§QÊ�ÿ4§�ê¯ÍÎÇ?ÿ4ªaóQÚÄÍ�â}¬]Æ�ª?Æs¬Û§QÇHó}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ
ÍÛÃ «¯§ÄÆBÃ ÏVÍÎÊuÚÄÍ�¬¯Ù�ÚÄªQ«¯éQê¯§�á?§ÄÆVâ}¬]Æ8¬Ûª�á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á\â á?âaÏ8¬õªaÊuÍ±Ü?Ã ÏVÙQÊ

opt = 1
£

��Üaâ�¬ÛªÍ� Õ��má?§ÄÆ8°Äâ]ÅHÈ ¬õªaÌ�â}¬]Æ
opt = 1

ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆV«¯§�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

wi ≤ 1
ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í

i ∈ [n]
£

�@Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«o§}Üaâ)¬õªQ«���ÏVÇHÌQÉ]Æ ÏVÚÄâ)ßH£ � á?§ÄÆaÚÄÍX¬¯ÙQ«&Üa§QÉ¯§Qê¯ª}ÇHØuâ}¬]ÆQ¬õª�ÏVóQÏ8¬¯ÙQÚÄ§�÷?É]Ã Ï8á?Í±¬Û§ÄÆ
ÏVÍ

Nash
Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §�ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆBâ}¬]Æ

c = maxj∈[m] `j < 2
ÅVÆ §öá?é]ÿ4Í

j ∈ [m]
£

×;Æ §g«¯§cÌ}Üaª]°Äª]ÅVÃ ÏVªaÌQÚÄÍ)¬õª��BâaÉ­¬Ûª
Cj
ÚaÃ §QÊ
ªÄÜaª?Æ §QÏVê¯Ø}Üaª}¬¯Í
ÚÄÙQÇH§Q«¯ØQÊ

j ∈ [m]
Í}�B§QÉw�

ÚÄâ=a¯ªaÌQÚÄÍ�Ï8¬¯Ù7��¢­Þ��@¬¯ÙQ«��=iEnw|�n�lü���7i�n�l s6y���z���i>s<u�m��=��nE�[f�dps�zo~�ÜaªaÌ
§}Üaªaê]Ã ê¯Í±¬õ§ÄÆHÏ8¬ÛªQ«
Hoeffding [16]

ÅVÆ §
«¯§)ÜaÍ±¬¯óQÇHªaÌQÚÄÍ�¬õª
Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ��BÉ¯é}Å8ÚÄ§)ÜaªaÌöÆ ÏVÇHóQÍÛÆ?ÅVÆ §�ªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø��
Üaª}¬¯Í

t > 0
²

Pr[Cj ≥ t] ≤ (e · E[Cj] / t)t ≤ (2 e/ t)t ,
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âÄÜaªaÌ"Ù�¬¯Í±°ÄÍÎÌ}¬Û§ÄÃ §�§Q«]Æ ÏVâ}¬¯Ù}¬Û§+ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆs§}Üaâ�¬Ûª"Å8Í±Å8ªQ«¯âaÊOâ]¬]Æ
E[Cj] = `j

á?§ÄÆ
`j < 2

£
å �oÉ¯§�ru§Q«"ê]Æ §}°Ä®Îç¯ªaÌQÚÄÍO¬õª

t ≥ 3 ln m/ ln ln m
rj¬¯â}¬¯Í�ÿ4§ ®ÎÇHªaÌQÚÄÍ

Pr[Cj ≥
t] � 1/m

£ � Ù}°Ä§Qê¯Ø�ÍÛÃ «¯§ÄÆmÏVÇHÍÎê¯âQ«$§}Ü?Ã ÿ4§Q«¯ª"ÅVÆ §�¬Ûª��BâaÉ­¬Ûª
Cj
«¯§�ÜaéQÉ¯ÍÛÆX¬]Æ ÚÄ®ÎÊ

ÚÄÍ±Å8§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯ÍÎÊj§}Üaâ�¬Ûª
t
á?§ÄÆ8¬ÛªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï8¬õªQ«�ê]Æ §ÄÆ ÏHÿ4Ù}¬]Æ á?é�ÚÄ§QÊuªaê¯Ù}Å8ÍÛÃVÏ8¬Ûª

C = E[maxj∈[m] Cj] = O(t)
£zøuÆmÍ±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ÍÎÊZ§Q«]Æ ÏVâ}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊg¬õª"§}Üaªaê¯ÍÛÆ á?«¯óQªaÌQ«$Ü?Æ ª

§QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯é�²

C = E[max
j∈[m]

Cj] ≤ t +
∞
∑

τ=t

Pr[∃j∈[m]Cj ≥ τ ]

≤ t +
∞
∑

τ=t

m · (2e/τ)τ ≤ t +
∞
∑

τ=t

2−τ ≤ t + 1 .

�oÌ}¬¯âp¬Ûª §}Üaª}¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§�§}Üaªaê¯ÍÛÆ á?«¯óQÍÛÆ�ªaÌQÏBÆ §QÏ8¬]Æ á?é�¬Ûª ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�roÚ?Æ §}Ê$á?§ÄÆ¨ÜaØQÉ¯§QÚÄÍ
t ≥ 3 ln m/ ln ln m

£

2

Ëm¬¯Ù ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVØ�¬ÛªaÌQÊ�ª?Æ
Czumaj

á?§ÄÆ
Vocking

� Ñ�¡GÜaÉ¯ªaÏVéQÉ¯ÚÄªaÏV§Q«ö¬Ûª�éQ«­È*�BÉ¯é}Åo�
ÚÄ§�«¯§$¬Û§ÄÆ É]Æ éQç¯ÍÛÆX§}á?É]Æ ÷=�DÊZÚÄÍ ¬õª�á?é}¬ÎÈù�BÉ¯é]Å8Úa§$¬ÛªaÌ$ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊcßH£¤¢ZªÄÜaâ}¬¯Ícá?§ÄÆ
§}Üa®Îê¯ÍÛÆ ç¯§Q«�¬¯Í±°aÆ á?é�¬Ûª Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ª�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§\£
µg·}þj¸Äñ2îU�"¡�ÖÞ; ø ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊöê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«�°Äâ}Å8ªaÊöÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó ÅVÆ §

m
Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊ

ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊuÍÛÃ «¯§ÄÆV§}á?É]Æ ÷=�DÊ
Γ(−1)(m) + Θ(1) = log m

log log m
(1 + o(1))

£

ãV§�ã Ü$Ó�®ÈÇ½å)Ý â¥Ó�ÌÈÅ½â'¯3ËÍÔVß
ËsÍ{§QÌ}¬¯ØQ«D¬¯ÙQ«XÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§sÿ4§sÜa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ éQÏVªaÌQÚÄÍ;¬ÛªQ«XÜÄ°ÄØQÉ¯Ù�ÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Æ ÏVÚÄâ&¬ÛªaÌ¨ÇHÍÛÆ É¯â]¬¯ÍÎÉw�
ªaÌcê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«�°Äâ]Å8ªaÌcÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó�ÅVÆ § ¬Ûª�ÚÄªQ«­¬¯®±°Äªg¬¯ÙQÊ
§Q«­é]ÿ4ÍÎÏBÙ}Ê�ÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«�âÄÜÄÈDÊ
§}Üaªaê¯ÍÛÃ Ç?ÿ4Ù}á?ÍuÏ8¬õªÍ� Ñ�¡ £�¥¨§�Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ âaÉ]Æ §�ÍÛÃ «¯§ÄÆB§QÏVÌQÚQÜÄ¬ÛÈ@¬]Æ á?éBs6x2l �
�w�Q£s¥¨ªcá?óQÉ]Æ ª
§}Üaª}¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§�ÍÛÃ «¯§ÄÆ8¬õª�§}á?â}°ÄªaÌ¯ÿ2ªh²
µg·}þj¸Äñ2îU�$¡�ÖEÀ ø °Äâ]Å8ªaÊ)ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaóöÅVÆ §

m
ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊjÍÛÃ «¯§ÄÆ

Θ



min







log m

log log log m
,

log m

log
(

log m
log(a1/am)

)









 ,

âÄÜaªaÌ�®ÎÇHªaÌQÚÄÍoê¯ÍÎÇ?ÿ4ÍÛÃVÇ\ÈDÉ]Ã Êo÷a°Äé¯÷?Ù
¬¯ÙQÊoÅ8ÍÎ«]Æ á?â}¬¯Ù}¬õ§QÊuâ}¬]ÆBÆ ÏVÇHóQÍÛÆ
a1 ≥ . . . ≥ am

£
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ËsÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§�r�ª�ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊZê¯ÌQ«¯§}¬¯â}«Z°Äâ}Å8ªaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó$ÅVÆ §
m
ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ

ÍÛÃ «¯§ÄÆ
Θ

(

log m

log log log m

)

.

¥¨ªOâaÉ]Æ ª�ÜaªaÌ�Í±Ü?Æ ¬¯ÍÎóQÇ?ÿ4Ù}á?ÍöÚÄÍ�¬Ûª�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§c§QÌ}¬¯â�ÍÛÃ «¯§ÄÆUÚÄé}°Q°ÄªQ«�ÜaÉ­È@¬õª=�B§Q«¯®ÎÊ�ÚaÆ §QÊ
á?§ÄÆoª ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ"ê¯ÌQ«¯§}¬¯â}«"°Äâ}Å8ªaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaópÍÛÃ «¯§ÄÆoÚaÆ §p§}É­á?Í±¬¯ép§QÏVÌQ«¯Ø]ÿ2Æ Ï8¬¯Ù
ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ O( log m

log log log m

�erV§}°Q°Äé�á?§ÄÆBÍ±ÜaÍÛÆ ê¯Ø�§}á?âaÚÄ§�á?§ÄÆB§Q«öª?ÆBÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊu®ÎÇHªaÌQ«ö§QÌ��
ÿ4§ÄÃ É¯Í±¬¯ÍÎÊc¬]Æ ÚÄ®ÎÊ�r�ª�°Äâ]Å8ªaÊ�ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó+ÍÛÃ «¯§ÄÆD°aÃ Å8ª*� á?§ÄÆXâQÇ8ÆDÜaª]°Äó���ÚÄÍ±Å8§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ
§}ÜaâöÍ±á?ÍÛÃ «¯ªQ«jÅVÆ §
Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊ&ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ&âÄÜÄÈDÊ&§QÌ}¬¯âö§}Üaªaê¯ÍÛÃ Ç?ÿ4Ù}á?Í¨Ï8¬õª)ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§uß\£j�?£
�@Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«�r2§QÌ}¬¯âc¬ÛªcâaÉ]Æ ªgê¯ÍÛÃ ÇH«¯ÍÛÆ4â}¬]Æ4ªc°Äâ]Å8ªaÊ
ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�ÍÛÃ «¯§ÄÆ4éQ«­ÈÕ�BÉ¯§}Å8ÚÄ®Î«¯ªaÊ
§}Üaâ�ÚaÃ §cÏVÌQ«¯éQÉõ¬¯ÙQÏVÙ�ÍÎç¯§QÉ­¬¯ÙQÚÄ®Î«¯Ù�ÚÄâQ«¯ª�§}Üaâg¬õª

m
á?§ÄÆ2Í±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ
§Q«¯ÍÎç¯éQÉ­¬¯Ù}¬¯Ù�¬õªaÌ

§QÉ]Æ ÿ4ÚÄªaój¬ÎÈD«�ÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«�ra¬ÎÈD«�÷?§QÉ��D«�¬ÛªaÌQÊ�á?§ÄÆÄ¬ÎÈD«&¬Û§QÇHÌ}¬¯Ø}¬ÛÈD«¨¬ÎÈD«�ÚÄÙQÇH§Q«��D«Ä£ � ÍÎ«
Ø}¬õ§Q«uÅ8«­ÈDÏ8¬¯â ÚÄ®ÎÇHÉ]Æ8¬��DÉ¯§öá?é}Üaª?Æ ªc§Q«¯é}°Äª}Å8ª âaÉ]Æ ª8£
ô §}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯Ù�¬ÛªaÌ¨éQ«­ÈZªaÉ]Ã ªaÌ&Ï8¬õª�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§sßH£ ÑsÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆ¯éQÚÄÍÎÏV§�§}Üaâ&¬õ§�§}á?â]°ÄªaÌ��

ÿ4§�ê¯óQª�°ÄØQÚÄÚÄ§}¬Û§�²
Cu 2îUîU�$¡�Öp� ø ÚÄ®±ÅVÆ Ï8¬ÛªaÊu§Q«¯§QÚÄÍÎ«¯âaÚÄÍÎ«¯ªaÊt�BâaÉ­¬õªaÊ

c
Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?ÆKÍÛÃV¬¯Ù�ÏVÇH®ÎÏVÙ

c ≤ min
{

opt · (Γ(−1)(m) + 1), opt · (2 log(a1/am) + O(1))
}

,

âÄÜaªaÌ�®ÎÇHªaÌQÚÄÍoê¯ÍÎÇ?ÿ4ÍÛÃVÇ\ÈDÉ]Ã Êo÷a°Äé¯÷?Ù
¬¯ÙQÊoÅ8ÍÎ«]Æ á?â}¬¯Ù}¬õ§QÊuâ}¬]ÆBÆ ÏVÇHóQÍÛÆ
a1 ≥ . . . ≥ am

£
ËsÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§�r

c = opt · O
(

min

{

log m

log log m
, log

(

a1

am

)})

.

Cu 2îUîU�$¡�Ö �rq ¥¨ª á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á\âcá?âaÏ8¬ÛªaÊ
C
Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?Æ ÍÛÃB¬¯ÙQ«
Æ ÏVâ}¬¯Ù}¬Û§

C = opt · O
(

log m

log
(

opt·log m
c

)

)

.

�o«­¬]Æ á?§]ÿ2Æ Ï8¬��D«­¬Û§QÊZ¬¯ÙQ«$¬]Æ ÚÄØ�¬õªaÌ
c
ÜaªaÌ"Üa§ÄÃ É¯«¯ªaÌQÚÄÍ�§}Üaâr¬Ûªr°ÄØQÚÄÚÄ§�ßH£ Õ�Ï8¬¯ÙQ«

Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È�Æ ÏVâ}¬¯Ù]¬õ§)§}Üaâö¬Ûªö°ÄØQÚÄÚÄ§ußH£¤¢­Þ)á?§ÄÆ\ÏVóQÚ��VÈD«¯§)ÚÄÍ�¬ÛªQ«uªaÉ]Æ ÏVÚÄâö¬ÛªaÌ�á?âaÏ8¬ÛªaÌQÊ
§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊjÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆ8¬Ûª�a¯Ù}¬ÛªaóQÚÄÍÎ«¯ª�¬õªaÌ
ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊoßH£ Ñ\£XøuÆ8§}Üaªaê¯ÍÛÃ ç¯ÍÛÆ Êu¬ÎÈD«�ê¯óQª
°ÄÙQÚÄÚÄé}¬ÛÈD«ZÍÛÃ «¯§ÄÆXÚÄÍ±Å8é}°ÄÍÎÊcá?§ÄÆDá?éQ«¯ªaÌ}«OÇHÉ¯ØQÏVÙ+é}°Q°QÈD«�°ÄÙQÚÄÚÄé}¬ÛÈD«�Ï8¬õªÕ� Ñ�¡&á?§ÄÆ@ÅVÆ §
§QÌ}¬¯â�ÿ4§
Üa§QÉ¯§}°ÄÙ@�8ÿ4ªaóQ«Ä£

ãV§¤é ÃÑ±WÝ¥Ì�ËÍÎ à
Ç½å¥¯�ïtsvu
øuÆ{©Z§QÌQÉ¯ª}«]Æ á?â}°Ä§QÊ�á?§ÄÆ{ËmÜaÌQÉ¯é}á?ÙQÊ�ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏV§Q«�¬Ûª � ÞQÞ\¢�¬¯ÙQ« ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §�¬ÛªaÌQÊ�� � Ö�¡
ÜaªaÌ�§@�BªaÉ¯ég¬ÛªOÃ ê]Æ ªOÚÄªQ«­¬¯®±°Äª�§}°Q°ÄégÚÄÍ
®Î«¯§Q«�ÜaÍÎÉ]Æ ªaÉ]Æ ÏVÚÄâ�ÈDÊöÜaÉ¯ªaÊö¬õ§B

��£M¥¨§�

�
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ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆQ«¯§oÍÛÃ «¯§ÄÆQÚaÆ áa¬¯é�á?§ÄÆQÚÄÍXÚÄÙ�ÚÄÙQê¯ÍÎ«]Æ á?®ÎÊmÜ?Æ ÿ2§}«¯â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊXÈDÊXÜ?É­ªaÊsâ}°ÄÍÎÊX¬]Æ ÊmÍ±Ü?Æ °Äª]Å8®ÎÊ
� Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ��;â]°QÈD«�¬ÛÈD«sÜa§ÄÆ áa¬��D«Ä£ � Ù}°Ä§Qê¯Ø&¬Û§V

�OÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ}«¯§oÍÛÃ «¯§ÄÆ]ÜÄ°ÄØQÉ­ÈDÊmÚaÆ áa¬¯é\£
�oÌ}¬¯Ø�ÙZÚaÍ±°Q®±¬¯Ù�ÜaÉ¯ªaÙ}Å8Ø]ÿ4Ù}á?Í�¬¯ÙQÊR� Ñ�¡má?§ÄÆ{ÍÛÃ «¯§ÄÆ5�BÌQÏBÆ á?é�ÚÄÍ±¬Û§}Å8ÍÎ«¯®ÎÏ8¬¯ÍÎÉ¯Ù�¬¯ÙQÊ�� � Þ�¡ £
� ÍÎ«¨ÿ4§oÍ±ÜaÍ±áa¬Û§]ÿ4ªaóQÚÄÍDÜaª}°ÄójÏ8¬¯ÙQ«�ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙo§QÌ}¬¯Ø�rÄ§}ÜÄ°Äé&ÿ4§�Üa§QÉ¯§]ÿ4®ÎÏVªaÌQÚÄÍD¬Û§�¬¯É]Ã §
ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬õ§�¬¯Ù}Ê ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÙQÊ�§QÌ}¬¯ØQÊ¯£ ô §Q«¯é}°ÄÌQÏVÙZ®±ÅVÆ «¯Í�ÅVÆ §OÚÄÙOÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊ�á?§ÄÆ
Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊöÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ
âÄÜaªaÌ�Ù ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVÙ ¬ÛÈD«�ÚÄÙgÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚQÈD«�ÚÄÙQÇH§Q«��D«�®ÎÇHÍÛÆMê¯óQª
Ì}ÜaªÄÜaÍÎÉ]Æ ÜÄ¬��DÏVÍÛÆ Ê]£@×;Æ §�á?é]ÿ4Ím§}Üaª}¬¯®±°QÍÎÏBÚÄ§�ÇHÉ¯ÍÛÆ éQÏ8¬¯Ù}á?ÍX«¯§j§}Üaªaê¯ÍÛÆ Ç?ÿ4ÍÛÃ}Ü?É��D¬Û§�¬Ûª)éQ«­È
�BÉ¯é}Å8ÚÄ§ ¬ÛªaÌ á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?ªaógá?âaÏ8¬õªaÌ}Ê
á?§ÄÆMóQÏ8¬¯ÍÎÉ¯§�¬Ûªgá?é}¬ÎÈ��BÉ¯é}Å8ÚÄ§ ¬ÛªaÌ á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?ª?ó
÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬ÛªaÌ�®±¬¯ÏBÆ��DÏ8¬¯Í�«¯§?�BÉ¯§QÇ?ÿ4ÍÛÃ8§}Üaâ éQ«­È ª�°Äâ]Å8ªaÊ)ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó\£

µg·}þj¸Äñ2îU��¡�Ö �V� q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍj¬¯ÙQ«
ÜÄ°ÄØQÉ­ÈDÊ)ÚaÆ áa¬¯Ø�ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ�ÅVÆ §�¬õªcÚÄªQ«­¬¯®±°Äª ¬ÛÈD«
Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚQÈD«�ÚÄÙQÇH§Q«��D«Ä£XæoÜaªQÿ4®±¬ÛªaÌQÚÄÍjâ]¬]Æ

n = m
£D¥¨â]¬¯Í)Æ ÏVÇHóQÍÛÆ�²

R ≤ e ln n

ln ln n
+ 1 ,

âÄÜaªaÌ�ÚÄÍ
R
ÏVÌQÚ]÷?ª]°aÃ a¯ªaÌQÚÄÍ�¬õª�°Äâ}Å8ª ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó\£

Ëm¬¯ÙjÏVÌQ«¯®ÎÇHÍÛÆ §jÌ}ÜaªQÿ4®±¬ÛªaÌQÚÄÍmâ}¬]Æ
m ≤ n/(24 ln n)

raÚaÆ §jÌ}ÜaâQÿ2ÍÎÏVÙ�ÅVÆ §j¬¯ÙQ«&ªÄÜaª?Ã §
ê¯ÍÎ«
ÍÛÃ ÇHÍjê¯ÍÛÆ Ç?ÿ4ÍÛÃ8¬]Ã Üaª]¬õ§öÜ?Æ ª�ÜaéQ«­È�£
µg·}þj¸Äñ2îU� ¡�Ö �?´ q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ�¬¯ÙQ«rÜÄ°ÄØQÉ­ÈDÊ"ÚaÆ áa¬¯Ø ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ ÅVÆ § ¬ÛªzÚÄªQ«­¬¯®±°Äª
¬ÛÈD«�Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚQÈD«ZÚÄÙQÇH§Q«��D«Ä£�æoÜaªQÿ4®±¬ÛªaÌQÚÄÍ â}¬]Æ

m ≤ n/(24 ln n)
ÅVÆ §$á?§}¬¯é}°Q°ÄÙ��

°Ä§�ÚÄÍ±Å8é}°Ä§
m
á?§ÄÆ

n
£D¥¨â]¬¯Í)Æ ÏVÇHóQÍÛÆ�²

R <

(

3

2
+ ε

)

· maxi∈[n](wi)

mini∈[n](wi)
.

¥¨®±°ÄªaÊ@¬Ûª&Ü?Æ ªjÆ ÏVÇHÌQÉ¯â¨ÿ4Íe�XÉ­ÙQÚÄ§sÜaªaÌ¨®Îê¯ÍÛÆ ç¯§Q«mÏ8¬¯Ù�ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVØm¬õªaÌQÊ@Ø}¬Û§Q«D¬Ûª&Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ�£
µg·}þj¸Äñ2îU��¡�Ö �?ì q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍj¬¯ÙQ«
ÜÄ°ÄØQÉ­ÈDÊ)ÚaÆ áa¬¯Ø�ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ�ÅVÆ §�¬õªcÚÄªQ«­¬¯®±°Äª ¬ÛÈD«
ÚÄÙ�Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚQÈD«OÚÄÙQÇH§Q«��D«Ä£ æoÜaªQÿ4®±¬ÛªaÌQÚÄÍgâ]¬]Æmâ]°Ä§+¬Û§�÷?éQÉ¯Ù�ÍÛÃ «¯§ÄÆsÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄ§$á?§ÄÆ
Í±Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«öâ]¬]ÆBÆ ÏVÇHóQÍÛÆ

m ≤ n
£@¥¨â}¬¯ÍuÆ ÏVÇHóQÍÛÆ�²

R ≤ 2e ln n

ln ln n
+ 2 · (2e + 1)
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y Y M]Sã�[Z`H
�'zRI|{ �JLg�BL�K$L\M�L~}��g���VQ��ÊL$_
ËsÍu§QÌ}¬¯â�¬Ûª á?Í}�Bé}°Ä§ÄÆ ªhr8ÿ4§
ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÏVªaÌQÚÄÍj®Î«¯§�ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?âgÚÄª}«­¬¯®±°Äªc§}Üaâ ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯Ø��
ÏVÍÛÆ Ê�á?âaÏ8¬ÛªaÌQÊ�r8ÏV¬Ûª�ªÄÜ?ª?Ã ª�¬Ûª�á?âaÏ8¬õªaÊo¬¯ÙQÊ�ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜ?ª?Ã ÙQÏVÙQÊo¬¯ÙQÊ�§}á?ÚÄØQÊ�� ÜÄ°Ä®Îª}«�rHá?§ÄÆ
âQÇ8ÆQÚÄÙQÇH§Q«¯ØQÊ��Gê­ÍÎ«&ÍÛÃ «¯§ÄÆQÚÄâQ«¯ª)ÚaÃ §jÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ¨¬õªaÌV�BâaÉ­¬ÛªaÌj§}°Q°Äé�á?§ÄÆQÚaÆ §jÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ
á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£j×;Æ §�¬¯ÙQ«�§Q«¯é}°ÄÌQÏVÙ�¬ÛªaÌ ÚÄªQ«­¬¯®±°ÄªaÌc§QÌ}¬Ûªaó Ì}ÜaªQÿ4®±¬õªaÌQÚÄÍ)â}¬]Æ2ªgá?é]ÿ4Í
ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙQÊZ¬ÛªaÌ"ê]Æ áa¬¯óQªaÌ�Í±°Ä®±Å8ÇHÍÛÆ�®Î«¯§"§QÚÄÍ±°ÄÙ}¬¯®Îª"ÜaªaÏVªaÏ8¬¯â�¬¯ÙQÊ�ÏVÌQ«¯ª}°aÆ á?ØQÊZá?Ì}áa°ÄªE�
�BªaÉ]Æ §}á?ØQÊZá\Ã «¯ÙQÏVÙQÊ�á?§ÄÆXÍ±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊZÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃm«¯§�ÚÄªQ«­¬¯Í±°ÄªÄÜaª?Æ Ù]ÿ4ÍÛÃXÈDÊZÚaÆ §�§}ÜaÍÛÆ É¯ªaÏ8¬¯Ø
É¯ªaØ\£p×;Æ §$Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§+á?é]ÿ4Í ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙQÊgÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃX«¯§Oÿ4Í±ÈDÉ¯Ù]ÿ4ÍÛÃ@â}¬]ÆX§Q«­¬]Æ ÜaÉ¯ªaÏ8È@ÜaÍÎóQÍÛÆ
®Î«¯§)§QÌ}¬ÛªÄá\Ã «¯Ù}¬õª
ÏVÍs®Î«¯§uÏVóQÏ8¬¯ÙQÚÄ§o§QÌ}¬õªÄá\Æ «¯Ù}¬Ûªaê¯É¯âaÚQÈD«jØu§}°Q°aÆ �DÊ¨®Î«¯§jÜa§}á?®±¬Ûª
ÏVÍs®Î«¯§
Í±Ü?Æ á?ª?Æ «­ÈD«]Æ §}á\âgê¯Ã áa¬¯ÌQª8£

é¥§�¦ ¨]¬ à�¬�®:¯�°6±)¬Á¯�ß¥Î Ó6ÆJË`ÇÞÔt¯ÈÇ½å
ïÊð�Ì�¬¥à�¬È±)¬pÆJ¬)÷'à�Ó�®�ß¥Î^Ì�¬�Ý¥Î
q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ ®Î«¯§Oá?§}¬¯ÍÎÌ]ÿ4ÌQ«¯âaÚÄÍÎ«¯ª+ê]Ã áa¬¯ÌQª N = (V,E)

rXâÄÜaªaÌ
V
ÍÛÃ «¯§ÄÆ@¬Ûª�ÏVóQ«¯ª]°Äª

¬ÛÈD«Oá?âaÚ]÷aÈD«$á?§ÄÆ
E
¬õª�ÏVóQ«¯ª}°Äª"¬ÎÈD«+§}á?Ú@�D«�r�á?§ÄÆ

k
a¯ÍÎÌ}Å8éQÉ]Æ §�á?âaÚ]÷aÈD«$ÜaÙ}Å8ØQÊB�

á?§}¬¯é}°ÄÙQç¯ÙQÊ {s1, t1}, {s2, t2}, . . . , {sk, tk}
£ � Ù}°@�D«¯ªaÌQÚÄÍ�¬õª�ÏVóQ«¯ª]°Äª�¬ÎÈD« {si, ti}� §}ÜÄ°@�D«��uÚÄªQ«¯ªÄÜa§}¬]Æ �D«cÚÄÍ Pi

á?§ÄÆ;ªaÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ�¬Ûª$ÍÎç¯ØQÊ�² P =
⋃k

i=1 Pi
£ ô É¯ªaØZÍÛÃ «¯§ÄÆ

ÚaÆ §�ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ
f : P → R≥0

ÚÄÍZ¬¯ÙQ«+®Î«¯«¯ª?Æ §râ}¬]Æ�ÏVÍ�á?é]ÿ4Í�a¯ÍÎÌ}Å8éQÉ]Æsá?âaÚ]÷aÈD«
ÜaÙ}Å8ØQÊ7��á?§}¬¯é}°ÄÙQç¯ÙQÊg§Q«­¬]Æ Ï8¬Ûª?Æ ÇHªaóQÚÄÍg®Î«¯§Q«�ÜaÉ¯§}Å8ÚÄ§}¬]Æ á?â�§QÉ]Æ ÿ4ÚÄâ�ÜaªaÌ�ê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆD¬¯ÙQ«
§}Üa§ÄÆ ¬ÛªaóQÚÄÍÎ«¯ÙcÜaÉ¯ªaÊ�ê¯É¯ªaÚÄª]°Äâ]Å8ÙQÏVÙ�Í±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?Ø�É¯ªaØg§}ÜaâZ¬¯ÙQ«�ÜaÙ}Å8ØgÏ8¬¯ÙQ«�á?§}¬¯é]°ÄÙQç¯Ù\£
×;Æ §�ÚaÆ §�ªaÉ]Æ Ï8¬]Æ á?é�§QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°ÄÙ}¬¯Ù�É¯ªaØ

f
á?§ÄÆBÅVÆ §�ªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø}Üaª}¬¯Í)§}á?ÚÄØ

e ∈ E
ªaÉ¯Ã a¯ªaÌQÚÄÍ

¬õªöÍÎç¯ØQÊ�²
fe =

∑

π∈P:e∈π fπ
âÄÜaªaÌ�¬Ûª

π
ÍÛÃ «¯§ÄÆ\®Î«¯§�ªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø}Üaª}¬¯Í�ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ?¬õªaÌ P £ ôÜaÉ¯ªaÙ}Å8ªaóQÚÄÍÎ«¯Ù)ÏVÇH®ÎÏVÙjê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆÄâ}¬]ÆÄÙuÉ¯ªaØuÚaÆ §QÊ¨§]á?ÚaØ}Ê&Æ ÏVªaó}¬Û§ÄÆÄÚÄÍm¬Ûª
é¯ÿ2É­ª?Æ ÏVÚÄ§jâ]°QÈD«

¬ÛÈD«cÉ¯ª��D«g¬ÎÈD«gÚÄªQ«­ªÄÜ?§]¬]Æ �X«
π
ÜaªaÌ�§Q«¯Ø}á?ªaÌQ«gÏ8¬õªOÏVóQ«¯ª]°Äª P á?§ÄÆGÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ªaóQ«

¬¯ÙQ«�§}á?ÚÄØ
e
£ ËsÍcá?é]ÿ4ÍBa¯ÍÎó}Å8ªaÊ {si, ti}

rsÏVÌQÏVÇHÍ±¬]Ã a¯ªaÌQÚÄÍc®Î«¯§Q«�ÿ4Í±¬]Æ á?â	y�m��=|�{Uf�|�~
�Uf�|�v:|��6y�m6zos�zOá?Ì}áa°Äª=�BªaÉ]Æ §}á?ØQÊ�á\Ã «¯ÙQÏVÙQÊ

ri
ÜaªaÌ+ê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆ@¬õª+ÜaªaÏVâ�¬¯ÙQÊcÉ¯ªaØQÊcÜaªaÌ

Ï8¬¯®±°Ä«¯Í±¬õ§ÄÆ4§}ÜaâZ¬ÛªQ«�á?âaÚ]÷?ª
si
Ï8¬ÛªQ«�á?âaÚ]÷?ª

ti
£\çs®ÎÚÄÍ
â]¬]ÆUÙcÉ¯ªaØ

f
ÍÛÃ «¯§ÄÆMÍ}�4Æ áa¬¯Ø�§}«

ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í
i ∈ [k]

rBÆ ÏVÇHóQÍÛÆ ∑
π∈Pi

fπ = ri
£

q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ�â}¬]Æ;ÏVÍöá?é]ÿ4Íö§}á?ÚÄØ
e ∈ E

ê]Ã «¯Í±¬Û§ÄÆGÚaÃ §ZÏVÌQ«­éQÉ­¬¯ÙQÏVÙcá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ
ÜaªaÌ�ÍÎç­§QÉ­¬¯é}¬õ§ÄÆ@§}Üaâ�¬ÛªQ«��BâaÉ­¬Ûª�¬¯ÙQÊc§}á?ÚÄØQÊcá?§ÄÆXê¯Ù}°@�D«¯Í±¬Û§ÄÆ{ÈXÊ

`e(·)
£��oÉ­Å8â}¬¯ÍÎÉ¯§

ÿ4§Oá?éQ«¯ªaÌQÚÄÍ á?é}Üaª?Æ ÍÎÊgÜ?Æ ª"§}á?É]Æ ÷?ÍÛÃ ÊgÜa§QÉ¯§Qê¯ª}ÇH®ÎÊgÏVÇHÍ±¬]Æ á?é+ÚÄÍ�¬]Æ ÊgÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§��
ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�rs§}°Q°Äé+ÅVÆ §�¬��DÉ¯§�r�ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ�«¯§�Ì}ÜaªQÿ4®ÎÏVªaÌQÚÄÍgâ}¬]ÆXá?é]ÿ4Í

`e
ÍÛÃ «¯§ÄÆmÚÄÙ

§QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á?Ø�rsê]Æ §@�BªaÉ¯ØQÏBÆ ÚÄÙ$á?§ÄÆDÚÄÙ¾�8ÿ2Ã «¯ªaÌQÏV§\£ ô á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�¬ÛªaÌ+ÚÄªQ«¯ªÄÜa§}¬]Æ ªaó
πÏVóQÚ��VÈD«¯§)ÚÄÍ�¬¯Ù)É¯ªaØ

f
ªaÉ]Ã a¯Í±¬Û§ÄÆ?ÈDÊ¨¬Ûªöé]ÿ4É¯ª?Æ ÏVÚÄ§u¬ÎÈD«oá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯ØQÏVÍ±ÈD«&¬ÎÈD«j§}á?Ú@�D«

ÜaªaÌ�ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ªaóQ«­¬Û§ÄÆBÏ8¬Ûª�ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ8á?§ÄÆVê¯Ù}°@�D«¯ªQ«­¬Û§ÄÆ8ÈDÊ
`π(f )

£XøoÜaâ}¬¯Ío®ÎÇHªaÌQÚÄÍ�²

`π(f ) =
∑

e∈π

`e(fe) .

¥¨®±°ÄªaÊ�r
ªaÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ+¬Ûª á?âaÏ8¬ÛªaÊ
C(f )

ÚaÆ §QÊ�É¯ªaØQÊ
f
Ï8¬õª N ÈDÊ+¬¯Ù ÏVÌQ«¯ª]°aÆ á?Øpá?§��
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ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ
ÜaªaÌöÜaÉ¯ªÄá?§}°ÄÍÛÃ ¬Û§ÄÆV§}Üaâ�¬¯ÙQ«
f
²

C(f ) =
∑

π∈P
`π(f ) · fπ .

æoÜaÍÎ«õÿ4ÌQÚaÃ a¯ªaÌQÚÄÍ�â}¬]Æ2¬Ûª
`π(f )

ê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆ2¬¯Ù}«�ÏVÌQ«¯ª}°aÆ á?Ø á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�¬ÛªaÌgÚÄª}«¯ªÄÜa§��
¬]Æ ªaó

π
ÅVÆ §OÚaÃ §�ÚÄªQ«¯éQê¯§�É¯ªaØQÊ�á?§ÄÆG¬õª

fπ
¬Ûª$ÜaªaÏVâ$¬¯ÙQÊ�É¯ªaØQÊ�ÜaªaÌ�ÜaÍÎÉ¯«¯éQÍÛÆ{§}Üaâ$¬Ûª

ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ
π
£Uå �oÉ¯§j¬õª)ÅVÆ «¯âaÚÄÍÎ«¯â
¬ÛªaÌQÊ�ê]Ã «¯ÍÛÆQ¬¯Ùuª]°aÆ á?Øuá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�ÅVÆ §j¬Ûª�ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ

§QÌ}¬¯â8£���Üaâ$¬ÛªQ«cÜ?§}É¯§}ÜaéQ«­È ªaÉ]Æ ÏVÚÄâ+ÍÛÃ «¯§ÄÆ{ÍÎó}á?ª]°Äª�«¯§�ê¯ªaóQÚÄÍ�â}¬]ÆG¬Ûª$á?âaÏ8¬ÛªaÊ
C(f )ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃB«¯§öÅ8É¯§@�BÍÛÃ8á?§ÄÆ8ÈDÊ

C(f ) =
∑

e∈E `e(fe) · fe
£

q §öªQ«¯ªaÚÄé@a¯ªaÌQÚÄÍ�¬¯ÙQ«u¬¯É]Æ éQê¯§
(N , r, `)

�=i��w�@s��ei@s�z�ÏVóQÚ��VÈD«¯§
ÚÄÍ�¬ÛªaÌQÊ
Rough-

garden
á?§ÄÆ

Tardos
� ß � ¡ £

é¥§¤Â u�ÆJË`ÇÞÔ,¯ÈÇ½å
ï ð�Ì�¬¥à�¬È±)¬ÈÆJ¬)÷'à�Ó�®�Ó�Î Ì�¬¥°�ÎäÔJÓ
Nash

ÇÞÔJ¬¥Ì`!
Ì�¬'â�Å�©

©�Æ §QÊ�á?§ÄÆÄ®ÎÇHªaÌQÚÄÍsê¯ÍÎÇ?ÿ4ÍÛÃQâ}¬]ÆÄâ}°Äª?ÆÄª?ÆaÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊsÚÄÍ±¬Û§@�B®ÎÉ¯ªaÌQ«&®Î«¯§u§QÚÄÍ±°ÄÙ}¬¯®ÎªjÜaªaÏVªaÏ8¬¯â
¬¯ÙQÊöª]°aÆ á?ØQÊöá?Ì}áa°Äª=�BªaÉ]Æ §}á?ØQÊ�á\Ã «¯ÙQÏVÙQÊ�rUÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍöê]Æ §ÄÆ ÏHÿ4Ù}¬]Æ á?écá?§ÄÆMé}¬¯Ì}Üa§cÍÎê��è� Ü?Æ �
ª §QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯é�Ï8¬Ûª��q¢¯ä�¡Ï��«¯§�ê¯ÍÎÇ?ÿ4ªaóQÚÄÍZâ}¬]Æ�ªrá?é]ÿ4ÍZÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙQÊ�Í±Ü?Æ °Ä®±Å8ÍÛÆ�®Î«¯§*� §}ÜÄ°Äâo�
ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]ÆH¬õªaÌöê]Æ áa¬¯óQªaÌöá?§ÄÆ8Í±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊj«¯§�Í±Ü?Æ á?ÍÎ«­¬¯É��DÏVªaÌQÚÄÍ&¬¯ÙöÚÄÍ±°Ä®±¬¯ÙöÚÄ§QÊoÏVÍ&Å8«¯Ø��
ÏBÆ ÍÎÊuÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊoá?§ÄÆB«¯§�ªaÉ]Ã ÏVªaÌQÚÄÍ,

�pÚÄâQ«¯ª�Å8«¯ØQÏBÆ ÈD«
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«Ä£
F�¸H�K�{îUð2½+ò<Ö � ©�Æ §gÉ¯ªaØ

f
Í}�4Æ áa¬¯ØcÅVÆ §gÚaÆ §cá?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ

(N , r, `)
ÍÛÃ «¯§ÄÆUÏVÍ

NashÆ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §ö§Q«jÅVÆ §
â]°Ä§�¬Û§
i ∈ [k]

r
π1, π2 ∈ Pi

ÚÄÍ
fπ1

> 0
á?§ÄÆ

δ ∈ (0, fπ1
)
rH®ÎÇHªaÌQÚÄÍ�²

`π1
(f ) ≤ `π2

(f̃ ) ,

âÄÜaªaÌ

f̃π =







fπ − δ
§Q«

π = π1

fπ + δ
§Q«

π = π2

fπ
§Q«

π /∈ {π1, π2} .� Ù}°Ä§Qê¯Ø §Q«pÍ±Ü?Æ ¬¯É¯®±Üa§QÚÄÍ"ÚaÆ § ÚaÆ á?É¯Ø ÜaªaÏVâ}¬¯Ù}¬Û§ É¯ªaØQÊ
δ
«¯§ ÚÄÍ±¬Û§}á\Æ «¯Ù]ÿ4ÍÛÃu§}Üaâz¬Ûª

ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ
π1
Ï8¬Ûª

π2
ê¯ÍÎ«uÿ4§öá?§}¬Û§@�B®ÎÉ¯«¯§QÚÄÍoÚaÆ á?É¯â}¬¯ÍÎÉ¯Ù�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ\£

�@Ü?Æ ¬¯É¯®±ÜaªQ«­¬Û§QÊs¬Ûª
δ
«¯§o¬¯ÍÛÃ «¯ÍÛÆQÏ8¬õªuÞ�rÄÙoÏVÌQ«¯®ÎÇHÍÛÆ §�á?§ÄÆQÙjÚÄª}«¯ª}¬õª}«]Ã §j¬ÎÈD«&ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯Ø��

ÏVÍ±ÈD«�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ}Ê�¬ÛÈD«�§}á?Ú@�D«
ÚÄ§QÊjªaê¯Ù}Å8ªaóQ«öÏ8¬ÛªQ«�Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ªcÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Æ ÏVÚÄâ�¬¯ÙQÊ
É¯ªaØQÊ�â]¬õ§Q«u÷?É]Ã Ï8á?Í±¬Û§ÄÆBÏVÍ

Nash
Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §\£)�oÌ}¬¯âaÊ)ªcÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Æ ÏVÚÄâaÊuá?§}°ÄÍÛÃ ¬Û§ÄÆVá?§ÄÆ

ÈDÊ
Wardrop

Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §�§}Üaâ�¬¯Ù�ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÙö¬ÛªaÌ�Ã ê]Æ ªaÌR� ßaä�¡ £
µg·}þj¸Äñ2îU�"ò<ÖE´ ©�Æ §�É¯ªaØ

f
Í}�4Æ áa¬¯Ø�ÅVÆ §�ÚaÆ §�á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ

(N , r, `)
ÍÛÃ «¯§ÄÆBÏVÍ

NashÆ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §�§Q«�á?§ÄÆUÚÄâ}«¯ª�§Q«�ÅVÆ §cá?é]ÿ4Í
i ∈ [k]

á?§ÄÆ
π1, π2 ∈ Pi

ÚÄÍ
fπ1

> 0
rGÆ ÏVÇHóQÍÛÆ
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`π1
(f ) ≤ `π2

(f )
£

©ZÍ�é}°Q°Ä§j°Äâ]ÅVÆ §)§}Üaâ�¬¯ÙuÏ8¬]Æ Å8ÚÄØjÜaªaÌ)ÙuÉ¯ªaØ
f
ÍÛÃ «¯§ÄÆ=

��á?§QÆ?Í±Ü?Æ ¬¯É¯®±ÜaÍÛÆa®Î«¯§uÚÄ®ÎÉ¯ªaÊ�¬¯ÙQÊ

É¯ªaØQÊm¬¯ÙQÊm§]Ü?âj¬ÛªuÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ
π1
�
fπ1

> 0
�erQ¬¯â]¬¯ÍXªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø}ÜaªQ¬¯Ímé}°Q°ÄªuÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ}ÚÄÍ±¬õ§}ç¯ó

¬ÛÈD«�Ã ê]Æ ÈD«�á?âaÚ]÷aÈD«sÜaÙ}Å8ØQÊ��4á?§}¬¯é}°ÄÙQç¯Ù}Ê
π2
®ÎÇHÍÛÆ¯¬õª�°aÆ Å8â]¬¯ÍÎÉ¯ªj¬¯ÙQ«�Ã ê]Æ §&á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ\£

�oÌ}¬¯â�ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆVÍÎó}á?ª}°Ä§�§}Üaâ�¬õªQ«�ªaÉ]Æ ÏBÚÄâ�¬ÛªaÌ?
���£
��Üaâ�¬Ûª�Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È"ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�r\ÜaªaÌ�Ì}ÜaÍÎ«õÿ4ÌQÚaÃ a¯ªaÌQÚÄÍ�â}¬]Æ8ÍÛÃ «¯§ÄÆ8®Î«¯§QÊjÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Æ Ï��

ÚÄâaÊ�¬ÎÈD«�

�)rMÜaÙ}Å8é@a¯ÍÛÆU®Î«¯§�ÏVÙQÚÄ§Q«­¬]Æ á?â�§}Üaª]¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§\£��o« ÙgÉ¯ªaØ
f
ÍÛÃ «¯§ÄÆ�

�z¬¯â}¬¯Í

â}°Ä§o¬Û§
si−ti

ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ §uÏ8¬Û§jªÄÜaª?Ã §uÙ
f
§Q«­¬]Æ Ï8¬Ûª?Æ ÇHÍÛÃ}ÿ4Í±¬]Æ á?ØoÜaªaÏVâ}¬¯Ù}¬Û§jÉ¯ªaØQÊ�®ÎÇHªaÌQ«

Ã ÏVÙ
á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�r?¬¯ÙQ«�ªÄÜaª?Ã §öÿ4§�ê¯Ù]°@�D«¯ªaÌQÚÄÍ�ÈDÊ
Li(f )

£DÁ�É¯é}Å8ÚÄ§}¬]Æ8§Q«�Ì}ÜaªQÿ4®±¬Û§QÚÄÍ
â}¬]ÆDê¯ÍÎ«�Ã ÏVÇHÌQÍ�á?é}¬]Æ@¬¯®±¬Ûª?Æ ª$ÿ4§Oá?§}¬Û§}°ÄØ}Å8§QÚÄÍ�ÏVÍ §Q«­¬]Ã �B§QÏVÙO§}Üaâ+¬õª$ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§$ä?£ � £
å �@¬¯ÏBÆ�rVÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍj«¯§�Í±áo�BÉ¯éQÏVªaÌQÚÄÍ�¬õª�á?âaÏ8¬õªaÊuÚaÆ §QÊuÉ¯ªaØQÊ

f
ÏVÍV

�pÚÄÍo¬¯ÙQ«�Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯Ù

ÇHÉ¯ØQÏBÆ ÚÄÙ�ÚÄªaÉ��BØ\£
µg·}þj¸Äñ2îU�"ò<ÖEì �o«

f
ÍÛÃ «¯§ÄÆ4ÚaÆ §�Í±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?é ê¯É¯ªaÚÄª]°Äª]Å8ªaóQÚÄÍÎ«¯ÙcÉ¯ªaØ�ÏVÍ

Nash
Æ ÏVªaÉw�

É¯ªÄÜ?Ã §�Ï8¬¯ÙQ«uá?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ
(N , r, `)

rH¬¯â}¬¯Í

C(f ) =
k
∑

i=1

Li(f ) ri .

é¥§[Û U�°6±�¯ÈÇÞÔ,¯�Ó�Î^Ó6ÆJË`ÇÞÔ,¯ÈÇ½å
ïþð�Ì�¬¥à�¬È±)¬ÈÆJ¬)÷'à�Ó�®�Ó�ÎÑÌ�¬¥°�Î
q §¨ÍÎÉ¯ÍÎÌQ«¯ØQÏVªaÌQÚÄÍU¬]Æ ÊDÆ ê]Æ â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ{¬¯ÙQÊ;÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯ÙQÊ{É¯ªaØ}Ê�r}Í±á?ÍÛÃ «¯ÙQÊ@ê¯Ù}°Ä§Qê¯ØsÜaªaÌ¨Í±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ÍÛÃ
¬¯ÙQ«$ª]°aÆ á?Ø�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ\£ æoÜaÍÎ«õÿ4ÌQÚaÃ a¯ªQ«­¬Û§QÊZâ]¬]Æm¬Ûª"á?âaÏ8¬ÛªaÊZ¬¯ÙQÊ�É¯ªaØQÊ

f
ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ

«¯§ZÍ±áo�BÉ¯§QÏ8¬¯ÍÛÃUÈDÊ
C(f ) =

∑

e∈E `e(fe) · fe
rGÜa§QÉ¯§}¬¯ÙQÉ¯ªaóQÚÄÍöâ}¬]ÆU¬Ûª�ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§�¬¯ÙQÊ

ÍÎóQÉ¯ÍÎÏVÙQÊ�¬¯ÙQÊ�Í}�4Æ áa¬¯ØQÊ�É¯ªaØQÊ ÚÄÍö¬¯ÙQ«gÍ±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬¯Ù�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�ÏVÍ�®Î«¯§Zê]Ã áa¬¯ÌQª+ÍÛÃ «¯§ÄÆ
ÚaÆ §�ÍÛÆ ê]Æ á?Ø�ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVÙö¬ÛªaÌ�Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ ÚÄÙöÅ8É¯§QÚÄÚaÆ á?ªaó�ÜaÉ¯ª}Å8É¯éQÚÄÚÄ§}¬ÛªaÊ?� ©Z×UÁV�

min
∑

e∈E ce(fe)ÚÄÍ�¬ÛªaÌQÊjÜaÍÎÉ]Æ ªaÉ]Æ ÏVÚÄªaóQÊ�²
∑

π∈Pi
fπ = ri ∀i ∈ {1, . . . , k}

(MΓΠ) fe =
∑

π∈P:e∈π fπ ∀e ∈ E

fπ ≥ 0 ∀π ∈ P
âÄÜaªaÌ Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

ce(fe) = `e(fe) fe
£
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Ëm¬¯Ù ÏBÌ}«¯®ÎÇHÍÛÆ §pÿ4§ ÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Ã ÏVªaÌQÚÄÍ�¬Û§ ¬ÛªÄÜ?Æ á?ép÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬Û§p¬ÛªaÌÙ� ©Z×UÁV�±£ � Æ �
§ÄÆ ÏHÿ4Ù}¬]Æ á?é�§Q«¯§QÚÄ®Î«¯ªaÌQÚÄÍöÚaÆ §ZÉ¯ªaØ�«¯§�ÍÛÃ «¯§ÄÆ;¬ÛªÄÜ?Æ á?ég÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù�§Q«�á?§ÄÆGÚÄâQ«¯ª$§Q«câ]¬õ§Q«
ÚÄÍ±¬õ§@�B®ÎÉ¯ªaÌQÚÄÍ�ÚaÆ §cÜaªaÏVâ}¬¯Ù}¬õ§cÉ¯ªaØQÊ�§}Üaâ�®Î«¯§gÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]ÆUÏVÍ�á?é}Üaª?Æ ªOé}°Q°ÄªZ«¯§gÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ
ÚÄâQ«¯ª�«¯§�§QÌQç¯ØQÏVÍÛÆ�� á?§ÄÆHÏVÍ�á?§QÚaÃ §�ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ�«¯§
ÚÄÍÛÆ �DÏVÍÛÆj�D¬Ûªöá?âaÏ8¬ÛªaÊ�¬¯ÙQÊ&É¯ªaØQÊ]£m©ZÍ
é}°Q°Ä§)°Äâ}ÅVÆ §orHÜaÍÎÉ]Æ ÚÄ®Î«¯ªaÌQÚÄÍ&Ù�É¯ªaØ
«¯§
ÍÛÃ «¯§ÄÆ?¬ÛªÄÜ?Æ á?é)÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù�â}¬Û§Q«j¬Ûª7|Uf2lji@�=y&á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ
¬¯ÙQÊ ÚÄÍÛÆ ÈD«¯âaÚÄÍÎ«¯ÙQÊcÉ¯ªaØQÊcÏVÍ�®Î«¯§OªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø}ÜaªQ¬¯Í

si − ti
ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ@ÍÛÃ «¯§ÄÆ{¬õª$Üaª]°ÄóO¬Ûª

ªaÉ]Æ §}á?âcá?âaÏ8¬ÛªaÊu¬¯ÙQÊj§QÌQç¯§Q«¯âaÚÄÍÎ«¯ÙQÊuÉ¯ªaØQÊuÏVÍoá?é}Üaª?Æ ªcê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?â
si − ti

ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ¤£
¥¨ª�¬ÛªÄÜ?Æ á?â�á?§ÄÆQ¬Ûª�ª]°aÆ á?âu÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õªuÏVÍmÚaÃ §oá?ÌQÉ­¬¯ØuÏVÌQ«­éQÉ­¬¯ÙQÏVÙoÍÎ«¯âaÊsá?ÌQÉ­¬ÛªaóuÏVÌQ«¯â]°ÄªaÌ
ÏVÌQÚQÜ?Ã ÜÄ¬õªaÌQ«$� � ÖQ³�¡�r\ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§ � £ Ö\£ ß=�±£ ô ÏVÇH®ÎÏVÙö§QÌ}¬¯ØöÍÛÃ «¯§ÄÆV§Q«¯§}ÅHá?§ÄÃ §öá?§ÄÆVÆ á?§Q«¯Ø�ÅVÆ §
«¯§gÜaªaóQÚÄÍ
â}¬]ÆUÙgÉ¯ªaØ�ÍÛÃ «¯§ÄÆUª]°aÆ á?é ÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ùcâ}¬Û§Q«�Ù�§Q«­¬]Æ á?ÍÛÆ ÚÄÍÎ«]Æ á?Ø�ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ ¬ÛªaÌ
� ©Z×UÁV�mÍÛÃ «¯§ÄÆ\á?ÌQÉ­¬¯Ø7� âÄÜÄÈXÊjÆ ÏVÇHóQÍÛÆHÏ8¬¯ÙQ«jÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ
âÄÜaªaÌöÅVÆ §
á?é]ÿ4Í

e ∈ E
®ÎÇHªaÌQÚÄÍ

ce(fe) = `e(fe) fe
âÄÜ?ªaÌ�ª?ÆVÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê

`e
ÍÛÃ «¯§ÄÆ8á?ÌQÉ­¬¯®ÎÊ��±£

©ZªaÉ��BªÄÜaª?Æ ª?óQÚÄÍ{¬Û§�âaÏV§¨ÍÛÃ Üa§QÚÄÍ;ÈDÊ@¬��DÉ¯§sÜ?Æ ªo§QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯ésÚÄÍ;¬Ûª&Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÛÈcÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§
âÄÜaªaÌ�ÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍc¬Û§+ª]°aÆ á?éO÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬Û§$ÏVÍ á?ÌQÉ­¬¯é+ÜaÉ¯ª]Å8É¯éQÚÄÚÄ§}¬Û§$¬¯ÙQÊ�ÚÄªaÉ��BØ}Ê
� ©Z×UÁV�±£D©ZÍ�¬Ûª

c′e
ê¯Ù}°@�D«¯ªaÌQÚÄÍ�¬¯ÙQ«cÜa§QÉ¯é}ÅHÈ@Å8ª d

dx
ce(x)

¬ÛªaÌ
ce
á?§ÄÆ{ªaÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ ÚÄÍ

c′π(f )
¬Ûª

c′π(f ) =
∑

e∈E c′e(fe)
£{å �@¬¯ÏBÆ8®ÎÇHªaÌQÚÄÍ�²

µg·}þj¸Äñ2îU� ò<Ö0¡ ô É¯ªaØ
f
ÍÛÃ «¯§QÆm÷a®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù�ÅVÆ §"¬Ûªrá?ÌQÉ­¬¯â�ÜaÉ¯â}Å8É¯§QÚÄÚÄ§�¬¯ÙQÊ�ÚÄªaÉw�

�BØQÊ�� ©Z×UÁV�m§Q«)á?§QÆ8ÚÄâQ«¯ª�§Q«)ÅVÆ §
á?é]ÿ4Í
i ∈ {1, . . . , k} á?§ÄÆ π1, π2 ∈ Pi

ÚÄÍ
fπ1

> 0
r

Æ ÏVÇHóQÍÛÆ
c′π1

(f ) ≤ c′π2
(f )
£

¥¨ÙQ«&ªaÚÄª?Æ â}¬¯Ù}¬Û§uÚÄÍ±¬Û§Qç¯ó�¬ÎÈD«&ÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Æ ÏVÚ@�D«¨¬ÎÈD«s÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬ÎÈD«�°ÄóQÏVÍ±ÈD«¨ÏVÍXá?ÌQÉ­¬¯é
ÜaÉ¯ª}Å8É¯éQÚÄÚÄ§}¬Û§c¬¯ÙQÊöÚÄªaÉ��BØQÊB� ©Z×UÁV�oá?§ÄÆM¬ÎÈD«�É¯ª��D« ÏVÍ

Nash
Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §g¬¯ÙQ«�ÍÛÃ ÇH§Q«

Í±Ü?Æ ÏVÙQÚÄéQ«¯ÍÛÆMÏVÇHÍ±¬]Æ á?ég«­ÈDÉ]Ã Ê�ª?Æ
Beckman et al.

Ï8¬õª��q¢w¡ £��oÌ}¬Ûª?ÃUÚÄÍ±¬Û§}¬¯É¯®±ÜaªaÌQ«�ÚaÆ §
÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù�É¯ªaØ ÏVÍuÚaÃ §�É¯ªaØ�ÏVÍ

Nash
Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã § ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ �D«­¬õ§}Ê�¬]Æ Ê)ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê

á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯ØQÏVÍ±ÈD«X¬ÎÈD«s§}á?Ú@�D«sÚÄÍ@¬ÛªQ«m¬¯É¯âÄÜaªoÜaªaÌ¨ÿ4§¨ê¯ªaóQÚÄÍDÏ8¬Ûª�Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§\£
�o«¯§@�BªaÉ¯é ÏVÍO§QÌ}¬¯â ÅVÃ «¯Í±¬Û§ÄÆ¨á?§ÄÆ&Ï8¬õª^� ß � ¡ £ ×;Æ § «¯§�ÅVÃ «¯ªaÌQÚÄÍOÜ?Æ ª ÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯ª?Æ
ÏVÇHÍ±¬]Æ á?é�ÚÄÍ&¬¯Ù
ê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙö¬ÛÈD«)ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«�r?ê¯Ù}°@�D«¯ªaÌQÚÄÍ&¬õª�ªaÉ]Æ §}á?â�á?âaÏ8¬ÛªaÊ
¬¯ÙQÊu§QÌQç¯§Q«¯âaÚÄÍÎ«¯ÙQÊjÉ¯ªaØQÊuÏVÍoÚaÃ §�§}á?ÚÄØ

e
ÚÄÍ�¬Ûª

`∗e(fe) = (`e(fe) · fe)′ = `e(fe) + `′e(fe) · fe .
��¢õß=�

��Üaâ ¬Û§
ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬Û§�ä?£ � á?§ÄÆBä?£ ß�ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆV¬Ûª §}á?â]°ÄªaÌ]ÿ4ªh²
µg·}þj¸Äñ2îU� ò<ÖEò å �DÏ8¬ÎÈ � N , r, `

�cÚaÆ §�á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ"Ï8¬¯ÙQ«�ªÄÜaª?Ã §
x · `e(x)

ÍÛÃ «¯§ÄÆ
ÚaÃ §�á?ÌQÉ­¬¯Ø�ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ
ÅVÆ §�á?é]ÿ4Íj§}á?ÚÄØ

e
rVÚÄÍuÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯Ù}ÏBÙöªaÉ]Æ §}á?ªaó�á?âaÏ8¬ÛªaÌQÊ

`∗
âÄÜE�

ÈDÊ §QÌ}¬¯ØZªaÉ]Ã Ï8¬¯Ù}á?Í�Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È�£�¥¨â}¬¯Í�ÚaÆ §�Í}�4Æ áa¬¯ØZÅVÆ §�¬¯ÙQ«¾� N , r, `
�)É¯ªaØ

f
ÍÛÃ «¯§ÄÆ

÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ùö§Q«)á?§ÄÆVÚÄâQ«¯ª §Q«
ÍÛÃ «¯§ÄÆ6

� ÅVÆ §�¬¯ÙQ«)á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙB� N , r, `∗
�±£

�oÌ}¬¯âaÊ�ªz§}á?É]Æ ÷?ØQÊ�á?§ÄÆj§}ÜÄ°ÄâaÊ�ÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Æ ÏVÚÄâaÊ�¬ÛÈD«�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬ÎÈD«�É¯ª��D«rÜa§ÄÃ a¯ÍÛÆ
ÏVÙQÚÄ§Q«­¬]Æ á?ârÉ¯â]°ÄªrÏ8¬¯ÙQ«$§Q«¯é}°ÄÌQÏVÙ+á?§ÄÆsÏ8¬¯ÙQ«�á?§}¬Û§Q«¯âaÙQÏVÙ�¬ÛªaÌ"ÚÄªQ«­¬¯®±°ÄªaÌ�¬¯ÙQÊZÉ¯ªaØQÊ
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tss t

xpxp

1 1

(p + 1) xp

� §���ËsÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Êjá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ � ÷���ËsÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ ÊjªaÉ]Æ §}á?ªaó�á?âaÏ8¬õªaÌQÊ
ËsÇHØQÚÄ§Zß�²ö¥¨ªOÜa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§�¬õªaÌ

Pigou
ÚÄÍ�ÜaÙ}ÅHØZ¬Ûª

s
á?§ÄÆ;á?§}¬¯é}°ÄÙQç¯Ù�¬Ûª

t
á?§ÄÆGÚÄÍ

ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ
`1(x) = 1

á?§ÄÆ
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Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §�r8¬¯â}¬¯Í

C(f ) = C(f̃ )
£

©ZÍ±¬¯é$§}Üaâ�â}°Ä§O¬õ§OÜa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍc«¯§+ÍÛÆ ÏVé}Å8ªaÌQÚÄÍ á?§ÄÆ@¬ÛªQ«�ªaÉ]Æ ÏVÚaâ�¬ÛªaÌ
°Äâ}Å8ªaÌ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó\£
F�¸H�K�{îUð2½Zò<ÖÞ; ��Êu°Äâ]Å8ªcÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó�Ø�á?âaÏ8¬ÛªaÊ)§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊuªQ«¯ªaÚÄé@a¯ªaÌQÚÄÍj¬Ûª�°Äâ]Å8ª
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ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ2«¯§�ÅVÃ «¯ÍÛÆ
§QÌ]ÿ4§ÄÃ É¯Í±¬õ§öÚÄÍ±Å8é}°ÄªaÊ]£
�oÊGÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÏVªaÌQÚÄÍU¬õª&Üa§QÉ¯éQê­ÍÛÆ Å8ÚÄ§s¬õªaÌ�ÏVÇHØQÚÄ§}¬õªaÊGß�r¯¬Ûª�ªÄÜaª?Ã ªjÍÛÃ «¯§ÄÆ­®Î«¯§�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§

ÜaªaÌ+ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÍ�ª
Pigou
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q · 1 + (1 − q) · (1 − q)p = q + (1 − q)p+1 £Ò §}¬Û§QÉ¯ÇHéQÊ�Í±Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ�â}¬]Æ2ÙcÉ­ªaØgÏVÍ
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£p�5�
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= 1 − (1 + p)−1/p · (1 − 1

1 + p
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p + 1
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√
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√
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£�ËsÍ�®Î«¯§�¬¯®±¬õª?Æ ª
ÏVÍÎ«¯éQÉ]Æ ª�§Q«¯§}á?§}°Äó@�8ÿ4Ù}á?Ío§QÉ¯Ç8Æ á?é�¬Ûª�Üa§QÉ¯éQê¯ªaç¯ª�¬õªaÌ

Braess
� Ö�¡�r:� � ��¡ £

��ÜaâZ¬¯ÙQ«�ÜaÉ¯ªaÙ}Å8ªaóQÚÄÍÎ«¯Ù�ÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§gá?§ÄÆ4÷?é@a¯ªQ«­¬Û§QÊ
p = 1

®ÎÇHªaÌQÚÄÍö®Î«¯§gê]Ã áa¬¯ÌQªOÚÄÍ
Å8É¯§QÚÄÚaÆ á?®ÎÊOÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£²¥¨ª ê]Ã áa¬¯ÌQª §QÌ}¬¯â�ÚÄ§QÊ�ê]Ã «¯ÍÛÆ�®Î«¯§�á?§}°Äâ
á?é}¬ÛÈ��BÉ¯é}Å8ÚÄ§öÅVÆ §�¬Ûª�°Äâ]Å8ªcÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó\£È��Üaâ�¬ÛªQ«�¬¯ó}Üaª ®ÎÇHªaÌQÚÄÍ�²

R =
(1 + p) p

√
1 + p

(1 + p) p
√

1 + p − p
=

4

3

¥¨ª�á?é}¬ÎÈ��BÉ¯é}Å8ÚÄ§ §QÌ}¬¯âgÍÛÃ «¯§ÄÆ4á?§}°ÄâgÅVÆ §}¬]Ã2âÄÜÄÈDÊ�ÿ4§ ê¯ÍÛÃ ç¯ªaÌQÚÄÍ)Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ ÍÛÃ «¯§ÄÆ4á?§ÄÆ
éQ«­È	�BÉ¯é}Å8ÚÄ§\£
×;Æ §�¬¯ÙQ«cÍÛÆ ê]Æ á?ØZÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ�¬ÛÈD« Å8É¯§QÚÄÚaÆ á=�D«cÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�ÿ4§

ÜaÉ¯ªÄá?ó@�BªaÌQ«�§}ÜÄ°ÄªaÌQÏ8¬¯ÍÎÌQÚÄ®Î«¯ª?Æ\¬¯ó}Üaª?Æ¤£D×;Æ §
¬¯ÙQ«uª]°aÆ á?Øöá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�®ÎÇHªaÌQÚÄÍ
C(f ) =

∑

e aef
2
e + befe

á?§ÄÆ?Í±ÜaÍÛÆ ê¯Ø
ae ≥ 0

¬ÛªöÚÄÙuÅ8É¯§QÚÄÚaÆ á?â
ÜaÉ¯â}Å8É¯§QÚÄÚÄ§$� ©Z×UÁV�@¬¯ÙQÊ¨ÍÎ«¯â}¬¯Ù��
¬õ§QÊöä?£ ÖcÍÛÃ «¯§ÄÆ2á?ÌQÉ­¬¯â�� ê¯ÍÎÌ}¬¯ÍÎÉ¯ª}÷?é]ÿ4ÚaÆ ªo�&á?§ÄÆMÍ±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊöÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ�«¯§cÍ}�B§QÉ¯ÚÄâaÏVªaÌQÚÄÍ
¬õª ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§rä?£ ßH£Á�@Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«�ÙrÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ�ªaÉ]Æ §}á?ªaó á?âaÏ8¬õªaÌ}Ê

`∗e
ÍÛÃ «¯§ÄÆ&§}ÜÄ°ÄérÙ

`∗e(x) = 2aex + be
£Gå �@¬¯ÏBÆHÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬ÛªaÌQ«
ÍÛÆ ê]Æ á?®ÎÊuÚÄªaÉ��B®ÎÊoÅVÆ §ö¬Û§�ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬õ§öä?£ � á?§ÄÆ

ä?£ ß�¬]Æ ÊuªÄÜaª?Ã ÍÎÊuÜa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ é@a¯ªaÌQÚÄÍoÚÄÍj®Î«¯§�ÏVÌ}ÅHá?ÍÎ«­¬¯É­È@¬]Æ á?â�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§\£
µg·}þj¸Äñ2îU��ò<ÖEÀ å �DÏ8¬ÎÈ"ÚaÆ §)á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ

(N , r, `)
ÚÄÍ¨ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ
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`e(x) = aex + be
ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í

e ∈ E
£D¥¨â]¬¯Í�r

� §��&Ù É¯ªaØ
f
ÍÛÃ «¯§ÄÆ2ÏVÍ

Nash
Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §cÏ8¬õª N §Q«öá?§ÄÆ2ÚÄâQ«¯ª�§Q«öÅVÆ §�á?é]ÿ4ÍJa¯ÍÎÌ}Å8éQÉ]Æ

ÜaÙ}Å8ØQÊjÜaÉ¯ªaªaÉ]Æ ÏVÚÄªaó
i
á?§ÄÆ

π1, π2 ∈ Pi
ÚÄÍ

fπ1
> 0

r
∑

e∈π1

aefe + be ≤
∑

e∈π2

aefe + be

� ÷��uÙ�É¯ªaØ
f ∗ ÍÛÃ «¯§ÄÆ�� ª}°aÆ á?é���÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù�Ï8¬Ûª N §Q«�á?§ÄÆGÚÄâQ«¯ªO§Q« ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í�a¯ÍÎÌ}Å8éQÉ]Æ

ÜaÙ}Å8ØQÊjÜaÉ¯ªaªaÉ]Æ ÏVÚÄªaó
i
á?§ÄÆ

π1, π2 ∈ Pi
ÚÄÍ

f ∗
π1

> 0
r

∑

e∈π1

2aef
∗
e + be ≤

∑

e∈π2

2aef
∗
e + be .

��Üaâ�¬Ûª¨ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�ä?£ Ñ�ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆ¯ÚaÃ §�§}ÜÄ°ÄØ�§}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯Ù¨ÍÎ«¯âaÊDÚÄÙs¬¯Í±¬¯É]Æ ÚÄÚÄ®Î«¯ªaÌ¨§}Üaª]¬¯Í±°Ä®ÎÏ��
ÚÄ§}¬õªaÊ�§Q«¯§@�BªaÉ]Æ á?écÚÄÍu¬Û§ ê]Ã áa¬¯ÌQ§�¬ÎÈD«�ªÄÜ?ª?Ã ÈD«�â]°ÄÍÎÊ
ª?Æ2§}á?ÚÄ®ÎÊ
®ÎÇHªaÌQ«�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ
§Q«¯é}°Äª}Å8ÙöÈDÊjÜaÉ¯ªaÊj¬¯Ù�ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙ\£
º�ð2¸H�K�{îU�öò<Öp� å �DÏ8¬ÎÈZ®Î«¯§�ê]Ã áa¬¯ÌQª N Ï8¬Ûª�ªÄÜaª?Ã ªoâ}°ÄÍÎÊ@ª?Æ¯ÏVÌQ«¯§QÉõ¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê;á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ��
ÊöÍÛÃ «¯§ÄÆ2¬¯Ù}Ê
ÚÄªaÉ��BØQÊ

`e(x) = ae · x
£j¥¨â}¬¯Í�ÅVÆ §cªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø}Üaª}¬¯Íöâ]ÅHá?ªZê¯É¯ªaÚÄª}°Äâ]Å8ÙQÏVÙQÊ

r
ÚaÆ §�Í}�4Æ áa¬¯ØZÉ¯ªaØgÅVÆ §�¬¯ÙQ«�á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ

(N , r, `)
ÍÛÃ «¯§ÄÆ2÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ùg§Q«�á?§ÄÆ;ÚÄâQ«¯ªO§Q«

ÍÛÃ «¯§ÄÆ6

��£
û�1Mð<×\·Q��DÄñ:í ©�Æ §+Í}�4Æ áa¬¯Ø$É¯ªaØ$ÅVÆ §$ÚaÆ §O¬¯®±¬õª?Æ §Oá?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙOÆ á?§Q«¯ªÄÜaª?Æ ÍÛÃX¬]Æ ÊgÏVÌQ«w�
ÿ4Ø}á?ÍÎÊO¬õªaÌ"ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊ$ä?£ Ñh� §�� §Q«�á?§ÄÆ&ÚÄâQ«¯ªp§Q«"Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?Æ ÍÛÃ�¬]Æ Ê$ÏVÌQ«õÿ4Ø}á?ÍÎÊO¬ÛªaÌ
ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬õªaÊuä?£ Ñh� ÷��±£
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å �D«¯§ ê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ª ÜaâaÉ]Æ ÏVÚa§�ÜaªaÌ ÏVÌQ«¯é}Å8Í±¬Û§ÄÆB§}Üaâc¬Ûª ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�ä?£ Ñ�á?§ÄÆ4¬ÛªgªÄÜaª?Ã ªcÿ4§
Üa§ÄÃ ç¯ÍÛÆÄá?§¯ÿ2ªaÉ¯Æ Ï8¬]Æ á?â�É¯â}°Äª�Ï8¬¯ÙQ«¨§}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯Ùu¬ÛªaÌoá?óQÉ]Æ ªaÌjÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊ�ä?£¤¢ � ¬¯ÙQÊsÍÎ«¯â}¬¯Ù��
¬õ§QÊj§QÌ}¬¯ØQÊ�r8ÍÛÃ «¯§ÄÆV¬Ûª Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ª�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§\£
µg·}þj¸Äñ2îU�²ò<Ö �rq å �DÏ8¬ÎÈ ÚaÆ §Oá?§}¬¯éQÏ8¬õ§QÏVÙ

(N , r, `)
ÚÄÍ�Å8É¯§QÚÄÚaÆ á?®ÎÊgÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê

á?âaÏ8¬õªaÌQÊjá?§ÄÆVÚaÆ §�

�pÉ¯ªaØ
f
£D¥¨â]¬¯Í)Æ ÏVÇHóQªaÌQ«�r

� §���Ù�É¯ªaØ
f /2

ÍÛÃ «¯§ÄÆ\÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù
ÅVÆ §�¬¯ÙQ«)á?§}¬¯éQÏ8¬õ§QÏVÙ
(N , r/2, `)

á?§ÄÆ
� ÷���¬õª�ªaÉ]Æ §}á?â�á?âaÏ8¬ÛªaÊg¬¯ÙQÊc§QóQç¯ÙQÏVÙQÊ�¬¯ÙQÊcÉ¯ªaØQÊgÏVÍ ®Î«¯§$ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ

π
ÚÄÍ É¯ªaØ

f /2Æ ÏVªaó}¬Û§ÄÆ8ÚÄÍo¬¯ÙQ«)á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�¬ÛªaÌ
π
ÚÄÍjÉ¯ªaØ

f
£

û�1Mð<×\·Q��DÄñ:í ×;Æ §�¬Ûª^� §�� Úa®ÎÉ­ªaÊ�ru§}ÜÄ°Äé�Í±Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ�â}¬]Æ¨§Q«�Ù
f
Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?Æ ÍÛÃ

¬¯Ù$ÏVÌQ«õÿ4Ø}á?ÙZ¬õªaÌZÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬õªaÊcä?£ Ñh� §��)ÅVÆ §O¬¯ÙQ«
(N , r, `)

¬¯â}¬¯Í Ù
f /2

Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?ÆKÍÛÃ
¬¯ÙgÏVÌQ«õÿ4Ø}á?Ù ¬ÛªaÌ ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬õªaÊöä?£ Ñh� ÷���ÅVÆ §c¬¯ÙQ«

(N , r/2, `)
r;ÚaÆ §QÊ
á?§ÄÆM¬��DÉ¯§c¬ÛªZé��

ÿ4É¯ª?Æ ÏVÚÄ§gâ]°QÈD« ¬ÎÈD« É¯ª��D«�rGâ]°QÈD« Ì}Üaªaê]Æ ÜÄ°Ä§QÏBÆ §QÏVÚÄ®Î«­ÈD«�rGÆ ÏVªaó}¬õ§ÄÆUÚÄÍ�¬ÛªQ« ÚaÆ ÏVâhr;§}Üaâ
¬õªQ«O§QÉ¯Ç8Æ á?âhr&â}ÅHá?ª�ÜaÉ¯ªaÊZê¯É¯ªaÚÄª}°Äâ]Å8ÙQÏVÙ\£z×;Æ §�¬Ûª�� ÷���ÚÄ®ÎÉ¯ªaÊ�r¨Ì}ÜaÍÎ«õÿ4ÌQÚaÃ a¯ªaÌQÚÄÍgâ}¬]Æ
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§Q« ÚaÃ §Z§}á?ÚÄØ
e
®ÎÇHÍÛÆ;ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ

`e(x) = aex + be
¬¯â}¬¯ÍöÙ

e
®ÎÇHÍÛÆ

ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ ªaÉ]Æ §}á?ªaócá?âaÏ8¬õªaÌQÊ
`∗e(x) = 2aex + be

£jå �oÉ¯§gÆ ÏVÇHóQÍÛÆ
`∗e(fe/2) = `e(fe)ÅVÆ §�á?é]ÿ4Ío§}á?ÚÄØ

e
á?§ÄÆB®±¬¯ÏBÆ

`∗π(f /2) = `π(f )
ÅVÆ §�á?é]ÿ4ÍoÚaª}«¯ªÄÜaé}¬]Æ

π
£
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©�Æ §�ÏVóQ«­¬ÛªaÚÄÙ�ÜaÍÎÉ]Æ Å8É¯§@�BØ�¬¯ÙQÊ�§}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯ÙQÊ�¬õªaÌ�á?óQÉ]Æ ªaÌ�ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊOä?£¤¢ � ÍÛÃ «¯§ÄÆ�Ù
ÍÎç¯ØQÊ]£V�oÊ�Ï8á?Í}�V¬õªaóQÚÄÍuâ}¬]ÆBÿ4§�ê¯ÙQÚaÆ ªaÌQÉ­Å8ØQÏVªaÌQÚÄÍ)ÚaÆ §�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù�É¯ªaØ ÅVÆ §�¬¯ÙQ«öá?§}¬¯éQÏ��
¬õ§QÏVÙ

(N , r, `)
ÚÄ®ÎÏ8È$ê¯óQªj÷?ÙQÚÄé}¬ÎÈD«Ä£GÁ�É��@¬Û§jÚaÆ §&÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯ÙoÉ¯ªaØoÅVÆ §o¬¯ÙQ«¨á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ

(N , r/2, `)
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ÿ4óQ«¯Í±¬õ§ÄÆ­ÏVÍ{ÚaÃ §s÷?®±°Q¬]Æ ÏV¬¯ÙsÅVÆ §¨¬¯ÙQ«
(N , r, `)

£:�oÌ}¬¯Ø¨Ù&ÚÄÍ±Å8®,ÿ4ÌQ«¯ÏVÙ�ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ]«¯§&§QÌQç¯ØQÏVÍÛÆ
Ø�«¯§�ÚÄÍÛÆ �DÏVÙö¬Ûª�ÜaªaÏVâhrV§}Üaâ�¬õª�ÜaÉ��@¬Ûª�÷?ØQÚÄ§�r\¬¯ÙQÊjÉ¯ªaØQÊjÏBÍ�ªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø}Üaª}¬¯Íj§}á?ÚÄØ\£ q §
ê¯ÍÛÃ ç¯ªaÌQÚÄÍoâ}¬]ÆHÙ
ÜaÉ��@¬¯Ù
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á?§ÄÆHâ}¬]ÆHÙöÚÄÍ±Å8®,ÿ4ÌQ«¯ÏVÙ
®ÎÇHÍÛÆ2á?âaÏ8¬õªaÊ
¬ÛªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï8¬õªQ« 1
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C(f )

rMâÄÜaªaÌ
f
ÍÛÃ «¯§ÄÆMÚaÆ §7

�zÉ¯ªaØ\£jå �@¬¯ÏBÆ3�BÉ¯éQÏVÏVªQ«­¬Û§QÊ

¬õª�á?âaÏ8¬ÛªaÊo¬¯ÙQÊ�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯ÙQÊ�É¯ªaØ}Êj§}Üaâ�á?é}¬ÎÈ �BÉ¯éQÏVÏVªaÌQÚÄÍ¨¬Ûª�°Äâ]Å8ª�ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó
§}Üaâ
éQ«­È á?§ÄÆVÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§�¬ÛªQ«�¬Û§QÌ}¬]Ã a¯ªaÌQÚÄÍoÚÄÍ�¬Ûª�Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­Èrá?é}¬ÛÈ��BÉ¯é}Å8ÚÄ§\£
q §�ê¯ªaóQÚÄÍuÏ8¬¯ÙQ«
§}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯Ù�¬ÛªaÌ�ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊ�ä?£¤¢ � â}¬]ÆV¬õª ÜaÉ��@¬Ûª á?é}¬ÛÈÕ�BÉ­é}Å8ÚÄ§

ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆ{ÍÎó}á?ª]°Ä§Z§}ÜaâO¬Ûª�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§Zä?£¤¢­Þh� §��jÍÎ«�� ¬õªOê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ªOÇHÉ¯ÍÛÆ é@a¯Í±¬Û§ÄÆ;ÜaÍÎÉ]Æ Ï��
ÏVâ}¬¯ÍÎÉ¯Ù�ê¯ªaÌ}°ÄÍÛÆ é�á?§ÄÆ@ÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§�¬Ûª+Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ª$°ÄØQÚÄÚÄ§\£ � Æ §ÄÆ ÏHÿ4Ù}¬]Æ á?éZ¬õªO°ÄØQÚÄÚÄ§
ä?£¤¢Q¢�§}ÜÄ°Äé$Ì}ÜaªaÏ8¬¯ÙQÉ]Ã a¯ÍÛÆ@â}¬]Æ@¬Ûª�ÚÄªQ«¯§Qê]Æ §ÄÃ ª�á?âaÏ8¬ÛªaÊc¬¯ÙQÊc§QóQç¯ÙQÏVÙQÊ ¬ÛªaÌOÜaªaÏVªaó$¬¯ÙQÊ
É¯ªaØQÊsÏVÍX®Î«¯§oê]Ã áa¬¯ÌQª)ÍÛÃ «¯§ÄÆ]¬õªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï8¬ÛªQ«&Ã ÏVª)ÚÄÍD¬Ûª)ªaÉ]Æ §}á?â)á?âaÏ8¬ÛªaÊm¬¯ÙQÊm§QÌQç¯§Q«¯âaÚÄÍÎ«¯ÙQÊ
É¯ªaØQÊ)ÏVÍoªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø}Üaª}¬¯ÍuÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]ÆVÚÄÍjÉ¯ªaØö¬¯ÙQ«)¬¯É¯®ÎÇHªaÌQÏV§�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù\£
Cu 2îUîU�+ò<Ö �V� å �DÏ8¬ÎÈ ÚaÆ §
á?§}¬¯éQÏ8¬õ§}ÏBÙ

(N , r, `)
ÚÄÍ&Å8É¯§QÚÄÚaÆ á?®ÎÊuÏVÌQ«¯§QÉõ¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê&á?âaÏ��

¬õªaÌQÊ�ÅVÆ § ¬]Æ ÊöªÄÜaª?Ã ÍÎÊ�Ù
f
ÍÛÃ «¯§ÄÆV÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù É¯ªaØ\£oå �DÏ8¬ÎÈ

L∗
i (f

∗)
¬Ûª�Í±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬Ûª�ªaÉ]Æ §}á?â

á?âaÏ8¬õªaÊ ¬¯ÙQÊ §QÌQç¯§Q«¯âaÚÄÍÎ«¯ÙQÊ É¯ªaØQÊcÏVÍ�®Î«¯§OÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ
si − ti

ÚÄÍ�É¯ªaØ
f ∗ £+¥¨â]¬¯Í�ÅVÆ §á?é]ÿ4Í

δ > 0
rVÚaÆ §�Í}�4Æ áa¬¯Ø�É¯ªaØ�ÅVÆ §�¬¯ÙQ«)á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ

(N , (1 + δ) · r, `)
®ÎÇHÍÛÆ8á?âaÏ8¬ÛªaÊ

¬õªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï8¬ÛªQ«

C(f ∗) + δ ·
k
∑

i=1

L∗
i (f

∗) · ri .

µg·}þj¸Äñ2îU�²ò<Ö �?´ �o«�Ù
(N , r, `)

®ÎÇHÍÛÆ@Å8É¯§QÚÄÚaÆ á?®ÎÊgÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ��
Ê�r8¬¯â}¬¯ÍoÅVÆ §ö¬õª}«�°Äâ]Å8ªcÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

R ≤ 4
3

£
û�1Mð<×\·Q��DÄñ:í å �DÏ8¬ÎÈ

f
ÚaÆ §R

� É¯ªaØ�Ï8¬Ûª N £cå �DÏ8¬ÎÈ Li(f )

Ù�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙg¬¯ÙQÊ
É¯ªaØQÊcÏVÍ�®Î«¯§

si − ti
ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ�rX®±¬¯ÏBÆ5�DÏ8¬¯Í�«¯§$Æ ÏVÇHóQÍÛÆ{¬Ûª$ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§Oä?£ Ö�r

C(f ) =
∑k

i=1 Li(f ) ri
£)��Üaâc¬Ûª�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�ä?£¤¢­Þh� §��¨®ÎÇHªaÌ}ÚaÍuâ}¬]ÆBÙ

f /2
ÍÛÃ «¯§ÄÆ8÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù�°ÄóQÏVÙ

ÅVÆ §�¬¯ÙQ«
(N , r/2, `)

£��@Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«ö§}Üaâ�¬Ûª�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�ä?£¤¢õÞh� ÷���®ÎÇHªaÌ}ÚaÍjâ}¬]Æ
L∗

i (f /2) =
Li(f )

ÅVÆ §"á?é]ÿ4Í
i
� ê¯Ù}°Ä§Qê¯Ø�¬Û§�ªaÉ]Æ §}á?é�á?âaÏ8¬¯Ù"¬¯ÙQÊ

f /2
ÏVÌQÚQÜ?Ã ÜÄ¬ÛªaÌQ«�ÚÄÍZ¬]Æ Ê�á?§��

ÿ4ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯ØQÏVÍÛÆ Ê ¬¯ÙQÊ
f
�±£]�oÌ}¬¯â�Í±ÅHá?§]ÿ2Æ ê¯É¯óQÍÛÆ@¬¯ÙQ«Z§}Üa§QÉ¯§ÄÃ ¬¯Ù}¬¯ÙOÏVóQ«¯ê¯ÍÎÏVÙ$ÚÄÍ±¬Û§Qç¯ó�¬õªaÌ



w �p&�-D�U(\#M��"��vxö�����"��%u�'&m��¹{�Z�D�
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á?âaÏ8¬õªaÌQÊ&¬¯Ù}Ê&ÚaÍ±Å8®,ÿ4ÌQ«­ÏBÙ}Ê¨á?§}¬¯é
f /2

¬¯ÙQÊ&É¯ªaØQÊ�Í}�4Æ áa¬¯ØQÊ&Ï8¬¯Ù
(N , r, `)

á?§ÄÆ?¬Ûªöá?âaÏ��
¬õªaÊj¬¯ÙQÊ,

�pÉ¯ªaØQÊjá?§ÄÆHÿ4§ö¬Ûª ê¯ªaóQÚÄÍjÏ8¬¯ÙöÏVÌQ«¯®ÎÇHÍÛÆ §ö¬¯ÙQÊu§}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯ÙQÊ]£
Á�§ÄÃ É¯«¯ª}«­¬õ§QÊ

δ = 1
Ï8¬Ûª�°ÄØQÚÄÚÄ§gäa£¤¢Q¢@r4÷?É]Ã Ï8á?ªaÌQÚÄÍ
â}¬]ÆM¬Ûª�á?âaÏ8¬ÛªaÊ�ÚaÆ §QÊöªÄÜaª?Æ §QÏ��

ê¯Ø}Üaª}¬¯ÍjÉ¯ªaØQÊ
f ∗ Í}�4Æ áa¬¯ØQÊjÅVÆ §�¬¯ÙQ« (N , r, `)

Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?Æ ÍÛÃB¬¯Ù�ÏVÇH®ÎÏVÙ

C(f ∗) ≥ C(f /2) +
k
∑

i=1

L∗
i (f /2)

ri

2

= C(f /2) +
1

2

k
∑

i=1

Li(f ) ri = C(f /2) +
1

2
C(f ) .

�oÌ}¬¯â�ÜaªaÌ�ÚÄ§QÊuÚÄ®Î«¯ÍÛÆ8ÍÛÃ «¯§ÄÆV«¯§öá?é}¬ÛÈ��BÉ¯éQç¯ªaÌQÚÄÍ�¬õª�á?âaÏ8¬õªaÊj¬ÛªaÌ
f /2
£

C(f /2) =
∑

e

1

4
aef

2
e +

1

2
befe

≥ 1

4

∑

e

aef
2
e + befe =

1

4
C(f )

á?§ÄÆB®±¬¯ÏBÆ
C(f ∗) ≥ 3

4
C(f )

£

2

¥¨ª�á?é}¬ÎÈ��BÉ¯é}Å8ÚÄ§)ÜaªaÌöê¯ÍÛÃ ç¯§QÚÄÍ&Ï8¬¯ÙQ«j§QÉ¯ÇHØ�¬¯ÙQÊ&ÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬õ§}Ê�ÏVÌQÚQÜ?Ã ÜÄ¬¯ÍÛÆ\ÚÄÍ¨¬Ûª�éQ«­È
ÜaªaÌoÜ?É­ªa®±á?Ì@�BÍs§}Üaâu¬Ûªjÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§jä?£¤¢ � á?§ÄÆQÍ±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊs¬ÛªJ�BÉ¯é}Å8ÚÄ§o§QÌ}¬¯â)ÍÛÃ «¯§ÄÆÄÏ6�4Æ Ç\¬¯â8£

é¥§[î ØÄæ¥Ô,¯3¬¥ÎÑ©�®�©�Ì�ÉtÅ�©�Î�ÔJÓ�©WÒN�?©'Å�Ì�Ó6¯3©«ðÈÅ½å¥¯5Ò'©
å øjÏV§�ÿ4§r§Q«¯§@�B®ÎÉ¯ªaÌQÚÄÍ$Ï8¬¯ÙQ«�ÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§ §QÌ}¬¯Ø�ÜaÉ¯ªa®ÎÉ¯ÇHªQ«­¬Û§ÄÆo§}Üaâp¬]Æ Ê+ê¯ÙQÚÄªaÏBÆ ÍÎóQÏVÍÛÆ Ê
¬õªaÌ

Roughgarden
� ßÄÞ�¡Dá?§ÄÆM¬ÎÈD«

Roughgarden
á?§ÄÆ

Tardos
� ßÄÖ�¡DÜaªaÌ�ÍÛÃ «¯§ÄÆUÚÄÍ±¬õ§��

Å8ÍÎ«¯®ÎÏ8¬¯ÍÎÉ¯ÍÎÊc¬¯ÙQÊ`� ß � ¡ £��o«Zá?§ÄÆDÙ$§Q«¯é}°ÄÌQÏVÙ$Ï8¬¯Ù�� ß � ¡&Ø}¬Û§Q«�á?§}°ÄØOá?§ÄÆDÏ6�4Æ Ç\¬¯Ø$ê¯ÍÎ«
�B§ÄÆ «¯â}¬Û§Q«�Ü?Æ ÿ4§Q«¯â «¯§�ÚQÜaªaÉ¯®ÎÏVÍÛÆV«¯§�Í±ÜaÍ±áa¬õ§]ÿ4ÍÛÃHá?§ÄÆBÏVÍo§QÌ]ÿ4§ÄÃ É¯Í±¬¯ÍÎÊjÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Êoá?§��
ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�r}âÄÜÄÈDÊmÅVÆ §oÜa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§oÏ8¬]Æ ÊsÏVÌQ«¯§}É­¬¯ØQÏVÍÛÆ ÊX§}Üaâj¬¯Ù&ÿ4Í±ÈDÉ]Ã §oªaÌQÉ��D«Ä£@Ëm¬¯Ù
� ßÄÞ�¡4ª

Roughgarden
ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÍ¨ÚaÆ §)Ü?Æ ªöá?ªaÚ��BØ)ÜaÉ¯ªaÏV®±ÅHÅVÆ ÏBÙ)ÜaªaÌ�§}ÜÄ°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÍ

ÍÎÚ��B§Q«��DÊ@¬¯ÙQ«s§Q«­é}°ÄÌQÏVÙ¨§QÌ}¬¯Ø\£2å �Dê¯ÍÛÆ ç¯ÍDâ}¬]Æ¯§Q«¯éQÚÄÍÎÏV§¨ÏVÍ{â}°Ä§¨¬Û§¨ê]Ã áa¬¯ÌQ§�r}ªjÇHÍÛÆ É¯â]¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ
ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«+°Äâ]Å8ªaÊ$ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó"Í±Ü?Æ ¬¯Ì}Å8ÇHéQ«¯Í±¬õ§ÄÆsÏ8¬õ§"ê]Ã áa¬¯ÌQ§�ÚÄÍZê¯óQªrá?âaÚ]÷?ªaÌQÊOÜaªaÌ
ÍÎ«��D«¯ªQ«­¬Û§ÄÆ8ÚÄÍ¨Ü?§}É¯é}°Q°ÄÙ}°ÄÍÎÊ�§}á?ÚÄ®ÎÊ�r8§}á?âaÚÄ§
á?§ÄÆ8ÚÄÍ&ÚÄâQ«¯ª�ê¯óQª�§}á?ÚÄ®ÎÊ�r8ÚÄÍÎÉ]Æ á?®ÎÊ,�BªaÉ¯®ÎÊ]£
�oÌ}¬¯â�¬Ûª�§}Üaª}¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§ ê¯ÍÛÃ ÇH«­ÍÛÆM¬¯ÙcÏ8ÜaªaÌQê¯§QÆ â}¬¯Ù}¬õ§�¬õªaÌcÚÄªQ«­¬¯®±°ÄªaÌ ¬ÎÈD«�Üa§QÉ¯é}°Q°ÄÙ}°QÈD«
§}á?Ú@�D«�á?§ÄÆV§}ÜÄ°ÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃBÏVÙQÚÄ§Q«­¬]Æ á?éö¬¯ÙQ«�§Q«¯é}°ÄÌQÏVÙ
¬õªaÌö°Äâ]Å8ªaÌ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�Ï8¬õ§öê]Ã á@�
¬¯ÌQ§\£



w �p&�-D�U(\#M��"��vxö�����"��%u�'&m��¹{�Z�D�
+ ����+ ßaä

s t

ËsÇHØQÚÄ§�äo²@¥¨ªcªaÉ]Æ ÏVÚÄ®Î«¯ª�ÈXÊj®Î«­ÈDÏVÙ�§}Üaâ ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ §�ê]Ã áa¬¯ÌQª8£

q §�ªQ«¯ªaÚÄé@a¯ªaÌQÚÄÍ)ÚaÆ §�áa°ÄéQÏVÙ�§}ÜaâgÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Êuá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ L á?§Q«¯ªQ«]Æ á?Øc§Q«ÜaÍÎÉ]Æ °Ä§QÚ]÷?éQ«¯ÍÛÆ­ÚaÆ §¨ÚÄÙ¨ÚÄÙQê¯ÍÎ«]Æ á?Ø¨ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙmá?§ÄÆ­á?é]ÿ4Í{ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ
` ∈ L ÍÛÃ «¯§ÄÆõá?§Q«¯ªQ«w�Æ á?Ø\£È�o«¯§}°QóQªQ«­¬õ§QÊm¬õª)Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§j¬ÛªaÌ

Pigou
� ËsÇHØQÚÄ§jß=�{ÚÄÍmê]Æ é@�BªaÉ¯ÍÎÊ¨ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê

á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�r;ª
Roughgarden

Üa§QÉ¯§}¬¯ØQÉ¯ÙQÏVÍ
â}¬]Æ;ÏVÍ
Ü?ª]°Q°Ä®ÎÊ�ÜaÍÎÉ]Æ ÜÄ¬��DÏVÍÛÆ Ê�ª�°ÄâE�
Å8ªaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚaªaóOÅVÆ §+§QÌ}¬¯â+¬õª�Üa§QÉ¯éQê­ÍÛÆ Å8ÚÄ§$Ø}¬õ§Q«Zª�ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ�ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«Z°Äâ]Å8ªaÊ
ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó\£��oÌ}¬¯âcÚÄ§QÊ�ªaê¯Ø}Å8ÙQÏVÍ)Ï8¬ÛªQ«öªaÉ]Æ ÏVÚÄâc¬¯ÙQÊ��wl vp�o~���zo~\iEnei�f}�)gji@~oÜaªaÌ ÍÛÃ �
«¯§ÄÆ\ª�ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊjê¯ÌQ«¯§]¬¯âQ«j°Äâ]Å8ªaÊoÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�Ï8¬ÛªöÜa§QÉ­éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§)¬õªaÌ

Pigou,
âÄÜaªaÌ

ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃ ¬Û§ÄÆaÙuÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ
`
Ï8¬¯Ùjê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯Ùj§}á?ÚÄØ\£{ÁoÆ ª
§QÌ}ÏV¬¯Ù}É¯é�r

§Q«
`
ÍÛÃ «¯§ÄÆ2ÚaÆ §cÚÄÙcÚÄÙQê¯ÍÎ«]Æ á?Ø á?§Q«¯ªQ«]Æ á?ØgÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�rB¬¯â}¬¯Í�ªaÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ

¬¯ÙQ«)¬]Æ ÚÄØ�¬¯ÙQÊj§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ
α(`)

¬¯ÙQÊ
`
ÈDÊuÍÎç¯ØQÊ

α(`) = sup
r>0 : `(r)>0

1

λµ + (1 − λ)
,

âÄÜaªaÌ�¬Ûª
λ ∈ [0, 1]

ÍÛÃ «¯§ÄÆ8°ÄóQÏVÙ
¬õªaÌ
`∗(λ r) = `(r)

á?§ÄÆ
µ = `(λ r)/`(r)

£
�@ÜaÍ±áa¬¯ÍÛÃ «¯ªaÌQÚÄÍZÍ±Ü?Æ ÜÄ°Ä®Îª}«+§QÌ}¬¯ØQ«Z¬¯ÙQ«$Æ ê¯®Î§�ÏVÍcáa°ÄéQÏVÍÛÆ ÊZÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«�á?§ÄÆmªaÉ]Ã �

a¯ªaÌQÚÄÍG¬¯ÙQ«D¬]Æ ÚÄØ�¬¯ÙQÊ{§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ@ÚaÆ §QÊ{á?§Q«¯ªQ«]Æ á?ØQÊ@áa°ÄéQÏVÙQÊ@ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«@á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ��
Ê L rHÈXÊjÍÎç¯ØQÊ

α(L) = sup
06=`∈L

α(`) .

©ZÍc¬ÛªaÌQÊ�Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«õÈãê¯óQª�ªaÉ¯Æ ÏVÚÄªaóQÊZÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍg«¯§+Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ é@a¯ªaÌQÚÄÍc¬Ûª�ÜaÉ��@¬õª
á?óQÉ]Æ ª+§}Üaª}¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§�¬¯ÙQÊ�� ßÄÞ�¡�r{¬õª$ªÄÜaª?Ã ª�ê]Ã «¯ÍÛÆ{®Î«¯§�§}á?É]Æ ÷?®ÎÊ éQ«­ÈÙ�BÉ¯é}Å8ÚÄ§�ÅVÆ §�¬ÛªaÌQÊ
°Äâ}Å8ªaÌQÊuÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó\£
µg·}þj¸Äñ2îU�$ò<Ö �?ì å �DÏ8¬ÎÈ L Ù
á?§Q«¯ªQ«]Æ á?Øöáa°ÄéQÏVÙ�¬ÎÈD«)ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«oá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊÚÄÍ�¬]Æ ÚÄØr§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ

α(L)
£ å �DÏ8¬ÎÈ Ù�á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ

(N , r, `)
ÚÄÍOÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§��

ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�§}Üaâ+¬¯Ù}« L £O¥¨â}¬¯Í�rXª$°Äâ]Å8ªaÊcÏBÌ}«­¬õªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�éQ«­ÈÙ�BÉ¯éQÏVÏVÍ±¬Û§ÄÆG§}Üaâ$¬Ûª
α(L)

£
¥¨ªjâaÉ]Æ ªj¬ÛªaÌ�ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊXä?£¤¢­Ö¨ÍÛÃ «¯§ÄÆ]Ï6�4Æ Ç\¬¯â8£{Ëm¬¯ÙQ«sÜaÉ¯§}Å8ÚÄ§}¬]Æ á?â]¬¯Ù}¬õ§¨Ù¨áa°ÄéQÏVÙ¨¬ÎÈD«
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+ ����+ ßÄ³

ê]Æ áa¬¯ó}ÈD«�ÅVÆ §u¬õ§uªÄÜaª?Ã §u¬õª)á?é}¬ÛÈ9�BÉ¯é}Å8ÚÄ§uÏVÌQÚQÜ?Ã ÜÄ¬¯ÍÛÆaÚÄÍm¬Ûª
éQ«­È)raÚQÜ?ªaÉ­ÍÛÃ?«¯§u§}ÜÄ°ÄªÄÜaª?Æ �
Ù]ÿ4ÍÛÃXÍ±Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«O§Q«$Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?Æ ªaóQ«­¬Û§ÄÆmá?é}Üaª?Æ ÍÎÊZÍ±Ü?Æ ÜaÉ¯âaÏHÿ4Í±¬¯ÍÎÊ�ÏVÌQ«õÿ4Ø}á?ÍÎÊ]£ øjÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ
ê¯óQªg«¯®ÎÍÎÊ)áa°ÄéQÏVÍÛÆ Ê�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£ ô áa°ÄéQÏVÙ L ÍÛÃ «¯§ÄÆ:��lji@x2|Uf�|@{�|�ljy�~§Q«&ÅVÆ §já?é]ÿ4ÍDÿ4Í±¬]Æ á?ØjÏ8¬õ§]ÿ4ÍÎÉ¯é

c > 0
Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆÄÚaÆ §jÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ&á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ

` ∈ LÚÄÍ
`(0) = c

rÄá?§ÄÆÄÙoáa°ÄéQÏVÙ L ÍÛÃ «¯§ÄÆovpz>c}�=x�u}�6l s�v���nEzj§Q« `(0) 6= 0
ÅVÆ §oá?é}Üaª?Æ §

` ∈ L £å �D«¯§Zê]Ã áa¬¯ÌQªOá?§}°ÄÍÛÃ ¬Û§ÄÆp��n}dps�z`i�{�y$v�|�nw|@{����wlji�§Q«cÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ;«¯§gÜa§QÉ¯§QÏ8¬õ§]ÿ4ÍÛÃM§}Üaâ�®Î«¯§
ê]Ã áa¬¯ÌQª�ÚÄÍ�Üa§QÉ¯é}°Q°ÄÙ}°ÄÍÎÊ�§}á?ÚÄ®ÎÊcÍ±Üa§Q«¯§}°Ä§QÚ]÷?§Q«¯âaÚÄÍÎ«­ÈD«gÌ}Üaªaê]Æ §ÄÆ É¯®ÎÏVÍ±ÈD«Ä£"Ëmá?Í}�8ÿ4ÍÛÃ ¬¯Í
¬õª�ÈDÊo¬Ûª�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§
¬ÛªaÌ

Pigou
ÚÄÍ&ÜaÍÎÉ]Æ ÏVÏVâ]¬¯ÍÎÉ¯ÍÎÊo¬ÎÈD«)ê¯óQª�§}á?ÚÄ®ÎÊoá?§ÄÆ8ê]Æ é@�BªaÉ¯ªaÌ}Ê

ÍÎ«¯ê]Æ éQÚÄÍÎÏVªaÌQÊZá?âaÚ]÷?ªaÌQÊ�r�Üa§Q§QÉ¯§}¬Û§}Å8ÚÄ®Î«¯ªaÌQÊ�ÏVÍ�ÍÎÌ]ÿ4ÍÛÃ ÍÎÊ�r&âÄÜÄÈDÊO§QÌ}¬¯â �B§ÄÃ «¯Í±¬õ§ÄÆsÏ8¬Ûª
ËsÇHØQÚÄ§�ä?£
©ZÍ)¬Ûªgÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§cä?£¤¢õßcÍ±Ü?Æ ¬¯Ì}Å8ÇHéQ«¯ªaÌQÚÄÍ�«¯§c§Q«¯§}Å8é}Å8ªaÌQÚÄÍ)¬¯É¯ÍÛÆ Êöê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?®ÎÊ
á@�

°ÄéQÏVÍÛÆ ÊuÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«)á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯ØQÏVÍ±ÈD«
ÏVÍo¬¯É¯ÍÛÆ Ê�ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?®ÎÊ)á?§}¬Û§QÏ8¬¯éQÏVÍÛÆ Ê]£�Ëm¬õª
ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§
§QÌ}¬¯â�ª�âaÉ¯ªaÊo¬ÛªaÌöÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÌöê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«j°Äâ]Å8ªaÌöÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó
Ì}Üaªaê¯ÍÛÆ á?«¯óQÍÛÆ
¬¯Ù�ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯Ù�ê¯ÌQ«¯§}¬¯Ø�Í±Ü?Æ °Äª]Å8Ø�ÚÄÍ±¬õ§Qç¯ó
¬ÛÈD«�§Q«¯§@�BÍÎÉ¯âaÚÄÍÎ«­ÈD«)á?§}¬Û§QÏ8¬¯éQÏVÍ±ÈX«Q£
µg·}þj¸Äñ2îU�Zò<Ö �Ä¡ å �DÏ8¬ÎÈ�â}¬]ÆaÚÄÍ Nm

ê¯Ù}°@�D«¯ªaÌQÚÄÍm¬Ûª
ê]Ã áa¬¯ÌQªöÚÄÍsê¯óQª�á?âaÚ]÷?ªaÌQÊJ� ÜaÙ}Å8Ø
á?§ÄÆVá?§]¬¯é}°ÄÙQç¯Ù��má?§ÄÆ

m
Üa§QÉ¯é}°Q°ÄÙ}°ÄÍÎÊo§}á?ÚÄ®ÎÊu§}Üaâ�¬¯ÙQ«)ÜaÙ}Å8Ø�Ï8¬¯ÙQ«uá?§}¬¯é}°ÄÙQç¯Ù\£

• �o« L ÍÛÃ «¯§ÄÆ­Ùsá?§Q«¯ªQ«]Æ á?Ø¨áa°ÄéQÏVÙ�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«@á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊGÏVÌQÚQÜaÍÎÉw�Æ °Ä§}Ú}÷a§Q«¯ªaÚÄ®Î«­ÈD«Xá?§ÄÆõ¬ÎÈD«mÏ8¬Û§]ÿ4ÍÎÉ��D«XÏVÌQ«­§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«�r­¬¯â}¬¯ÍGª�ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ
ê¯Ì}«¯§}¬¯âQ«o°Äâ]Å8ªaÊ�ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaóuÅVÆ §�â]°ÄÍÎÊ&¬]Æ Ê¨á?§}¬õ§QÏ8¬¯éQÏVÍÛÆ Ê

(N , r, `)ÚÄÍ�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ}Ê�ÏV¬¯Ù L ÍÛÃ «¯§ÄÆ�Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄªaÊOÚÄÍg¬ÛªÇHÍÛÆ É¯â]¬¯ÍÎÉ¯ª ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«u°Äâ]Å8ª ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó
ÅVÆ §�â]°ÄÍÎÊo¬]Æ Êoá?§}¬õ§}ÏV¬¯é}ÏBÍÛÆ Ê
(N2, r, `)

ÚÄÍoÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Êoá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ}ÊoÏ8¬õª L £
• �o« L ÍÛÃ «¯§ÄÆjÚaÃ §pá?§Q«¯ªQ«]Æ á?Ø á?§ÄÆjê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ â?Ê"áa°ÄéQÏVÙ ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯Ø��
ÏVÍ±ÈD«+á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�r&¬¯â}¬¯ÍOªpÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ+ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«�°Äâ]Å8ªaÊ+ÏVÌQ«w�
¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�ÅVÆ §oâ}°ÄÍÎÊX¬]Æ ÊXá?§}¬Û§QÏ8¬¯éQÏVÍÛÆ Ê

(N , r, `)
ÚÄÍXÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ ÊDá?§��

ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏ8ÙQÊ{Ï8¬¯Ù L ÍÛÃ «¯§ÄÆ¯Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄªaÊ@ÚÄÍG¬ÛªoÇHÍÛÆ É¯â]¬¯ÍÎÉ¯ªjê¯ÌQ«¯§}¬¯â}«X°ÄâE�Å8ª�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaósÅVÆ §¨â}°ÄÍÎÊ{¬]Æ Ê{á?§}¬õ§QÏ8¬¯éQÏVÍÛÆ Ê
(Nm, r, `)

ÚÄÍGÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯Ø��
ÏVÍÛÆ Êjá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯Ù}ÏBÙ}ÊoÏ8¬õª L £

• ��« L ÍÛÃ «¯§ÄÆ{ÚaÃ §Zá?§Q«¯ªQ«]Æ á?Ø�á?§ÄÆ{ÚÄÙ�Í±áo�BÌ}°aÆ ÏVÚÄ®Î«¯Ù�áa°ÄéQÏVÙ�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯Ø��ÏVÍ±ÈD«�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�rÄ¬¯â]¬¯Í¨ªöÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ�ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«�°Äâ}Å8ªaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«w�
Æ ÏVÚÄªaóOÅVÆ §$â}°ÄÍÎÊ ¬]Æ Ê á?§}¬õ§}ÏV¬¯é}ÏBÍÛÆ Ê

(N , r, `)
ÚÄÍ ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§��

ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏ8ÙQÊ{Ï8¬¯Ù L ÍÛÃ «¯§ÄÆ¯Æ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄªaÊ@ÚÄÍG¬ÛªoÇHÍÛÆ É¯â]¬¯ÍÎÉ¯ªjê¯ÌQ«¯§}¬¯â}«X°ÄâE�Å8ª�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaósÅVÆ §¨â}°ÄÍÎÊ{¬]Æ Ê{á?§}¬õ§QÏ8¬¯éQÏVÍÛÆ Ê
(N ∗, r, `)

ÚÄÍGÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯Ø��
ÏVÍÛÆ Ê
á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�Ï8¬Ûª L rUâÄÜaªaÌgÚaÍ N ∗ ê¯Ù}°@�D«¯ªaÌQÚÄÍ)¬¯ÙQ«�®Î«­ÈDÏVÙ§}Üaâ�ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ §�ÜaªaÌ�ªaÉ]Ã ÏV§QÚÄÍoÜa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È�£
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� � �)���BLZ���Ý��K�H>¼�SÄZÍQ�NÚH
L7À G �BZ`H
L7À?N � �)���)�9¼���N
Ëm¬õª�á?Í}�Bé}°Ä§ÄÆ ª §QÌ}¬¯âöÿ4§ö§Q«¯§}°ÄóQÏVªaÌQÚÄÍ�ÚÄÍ,ÿ4âaê¯ªaÌQÊoÜaªaÌ�®ÎÇHªaÌQ«�ÚÄÍ±°ÄÍ±¬¯Ù]ÿ4ÍÛÃ\ÅVÆ §ö¬¯Ù�ÚÄÍÛÃ �
ÈDÏVÙ�¬õªaÌ�°Äâ]Å8ªaÌcÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó\£¥�V�BªaÉ¯ªaóQ«�¬Û§�Üa§ÄÃ Å8«]Æ §cÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊjá?§ÄÆBá?ÌQÉ]Ã ÈDÊ�¬Û§
ê¯óQª ÚÄªQ«­¬¯®±°Ä§öÜaªaÌ�§Q«¯§}ÜÄ¬¯óQç¯§QÚÄÍ�Ï8¬Û§öá?Í}�Bé}°Ä§ÄÆ §öß�á?§ÄÆBä?£

î�§�¦ ª¿ß¥É,©�®ÈÇÞÔJà�¬�Å\ÔtÒ'®:¯3¬�®ÈÇÞÔJà�¬)÷
øuÆ'vpz}�'i�n�l s�v�|�g�s<uEnE�e|�n�l s�v�|�¢]� ä�¡�§@�BªaÉ¯ªaóQ«�á?§ÄÆD¬õ§+ê¯óQª"ÚÄªQ«­¬¯®±°Ä§+§}°Q°Äé$¬Û§$á?óQÉ]Æ §
§}Üaª}¬¯Í±°Ä®ÎÏVÚÄ§}¬¯é�¬õªaÌQÊ�ÍÛÃ «¯§ÄÆQÅVÆ §u¬Ûª�ÚÄªQ«­¬¯®±°Qª)¬¯ÙQÊ�§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙQÊsÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«¨á?§ÄÆQÿ4§jÍ±Ü?Æ á?ÍÎ«w�
¬¯É­È{ÿ4ªaóQÚÄÍoÚÄâQ«¯ª ÏVÍo§QÌ}¬¯â8£

.<Ö �hÖ � �Ù�V»=�����4�
å �D«¯§ ÚÄª}«­¬¯®±°ÄªpÏVÌQ«­¬õªQ«¯Æ ÏVÚÄªaó�ÍÛÃ «¯§ÄÆ¨ÚaÆ §�¬¯Í±¬¯É¯éQê¯§

(N,M, (Si)i∈N , (Cj)j∈M)
âÄÜaªaÌ

N = {1, . . . , n} ÍÛÃ «¯§ÄÆV¬Ûª ÏVóQ«¯ª]°Äª ¬ÎÈD«�Üa§ÄÆ áa¬��D«�r M ÍÛÃ «¯§ÄÆV¬Ûª ÏVóQ«¯ª]°Äª�¬ÛÈD«
ÏVÌQ«]Æ Ï8¬w�
ÈDÏh�D«O¬ÎÈD«$Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�r

Si
ÍÛÃ «¯§ÄÆX¬õª�ÏVóQ«¯ª]°Äª"¬ÎÈD«$Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«O¬ÛªaÌ�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i� á?é]ÿ4ÍuÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�§}Üaª}¬¯Í±°ÄÍÛÃ ¬Û§ÄÆB§}Üaâg®Î«¯§�ÏVóQ«¯ª}°Äª ÏBÌ}«]Æ Ï8¬ÎÈDÏh�D«
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù]ÅVÆ á=�X«���á?§ÄÆ
¬¯®±°ÄªaÊ

Cj ÍÛÃ «¯§ÄÆ{¬Ûª+ÏVóQ«¯ª}°Äª$¬ÎÈX«�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD« á?âaÏ8¬õªaÌQÊ ÜaªaÌ$ÏVÇHÍ±¬]Ã a¯ª}«­¬õ§ÄÆ{ÚÄÍ�¬¯ÙÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
j
âÄÜÄÈDÊ §QÌ}¬¯®ÎÊ�¬]Æ Ê ®ÎÇHªaÌQÚÄÍ�ê¯ÍÛÆGÈDÊ�¬��DÉ¯§\£$©�Æ §Í�BÌQÏBÆ á?Ø

Æ ê]Æ â}¬¯Ù}¬Û§�ÍÛÃ «¯§ÄÆXÙ$ÍÎç¯ØQÊ
cj
i (w1, . . . , wi−1, 0, wi+1, . . . , wn) = 0

ÜaªaÌ+Í±áo�BÉ¯é@a¯ÍÛÆ@¬¯ÙQ«
Æ ê]Æ â}¬¯Ù}¬Û§jâ}¬]ÆQ®Î«¯§QÊXÜa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊmÜaªaÌoê¯ÍÎ«&ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃQá?é}Üaª?Æ §jÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
ê¯ÍÎ«
Í±Ü?Æ ÷?§QÉ¯óQ«¯Í±¬Û§ÄÆ8ÚÄÍo¬Ûª�á?âaÏ8¬ÛªaÊu¬¯ÙQÊ]£
Ëm¬Û§�ÜaÍÎÉ]Æ ÏVÏVâ}¬¯ÍÎÉ¯§rÚÄªQ«­¬¯®±°Ä§rÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�rjª?Æ&Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊOá?§ÄÆ&ª?Æ&ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯Ø��

ÏVÍÛÆ Ê�á?âaÏ8¬ÛªaÌQÊc®ÛÆ «¯§ÄÆ{ÏV§@�6�DÊ ªaÉ]Æ ÏVÚÄ®Î«¯ÍÎÊ]£�×;Æ §�Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§OÍÛÆ ÏVé}Å8ªaÌ}ÚaÍ�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯Ø��
ÏVÍÛÆ ÊOá?§ÄÆ�Ü?É­ª}¬¯ÍÎÉ¯§ÄÆ â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ+ÏVÍ�®Î«¯§rê¯ªaÏVÚÄ®Î«¯ª Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£ ©ZÍ�¬¯ÙQ«�®Î«w�
«¯ª?Æ §o¬¯ÙQÊmÍÛÆ ÏV§}ÅHÈ@Å8ØQÊXá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯ØQÏVÍ±ÈD«sÍÎ«¯«¯ªaªaóQÚÄÍmâ]¬]ÆQÍ±Ü?Æ ¬¯É¯®±ÜaªaÌQÚÄÍD¬¯ÙQ«¨ó}Üa§QÉ¯ç¯Ù�«¯®±ÈD«
ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD« á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ

ĉj
i

ÚÄÍ�¬¯ÙQ«�Æ ê]Æ â}¬¯Ù}¬Û§
ĉj
i (w) ≥ cj

i (w)
£$©ZÍ�¬¯ÙQ«gÍÛÆ Ï��

§}ÅHÈ@Å8Ø�ÜaÉ¯ª}¬¯ÍÎÉ¯§ÄÆ ª}¬¯Ø}¬ÎÈD«ZÍÎ«¯«¯ªaªaóQÚÄÍ�â}¬]ÆGá?é]ÿ4Í�ÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§�Ï8¬¯É¯§]¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�§Q«¯§]ÿ4®±¬¯ÍÛÆ
ÜaÉ¯ª}¬¯ÍÎÉ¯§ÄÆ â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ¨ÍÎç¯Ì}ÜaÙQÉ¯®±¬¯ÙQÏVÙQÊs¬ÎÈD«�Üa§ÄÆ áa¬��D«�r?ÚÄÍ�§}Üaª]¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§já?é}Üaª?Æ ªaÊ&Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ¨«¯§
ÍÎç¯Ì}ÜaÙQÉ¯Í±¬¯ÍÛÃ ¬Û§ÄÆDÜaÉ��@¬ÛªaÊ�ÏVÍ á?é}Üaª?Æ §"ÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§+§Q«�¬¯ÙQ«Oê]Æ §}°Ä®Îç¯ÍÛÆ�r¨ÍÎ«�� ÏVÍcá?é}Üaª?Æ §
é}°Q°ÄÙgÿ4§�ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆG«¯§ZÜaÍÎÉ]Æ ÚÄ®Î«¯ÍÛÆ;¬¯ÙQ«cÍÎç¯Ì}ÜaÙQÉ¯®±¬¯ÙQÏVÙ�é}°Q°QÈD« Üa§ÄÆ áa¬��D«gÚa®ÎÇHÉ¯Æ{«¯§Z®ÎÉõÿ4ÍÛÆ
ÙcÏVÍÛÆ É¯é�¬õªaÌ\£t�@Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ�r2ÈDÏ8¬¯âaÏVªhrMâ]¬]Æ2¬Ûª�ÚÄªQ«­¬¯®±°Äª�ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ)§@�BªaÉ¯éc®Î«¯§
ÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯ª�Ü?§QÃ Å8«]Æ ª�ÚaÆ §QÊcá?§ÄÆ@Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆDÚÄâ}«¯ª�ÚaÃ §$ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙZá?âaÏ8¬ÛªaÌQÊgÏVÍ�á?é��
ÿ4Í ÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ØQÊ�rXÍÎ«�� Ï8¬õª+ÚÄªQ«­¬¯®±°Äª�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó$Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ@ÏVÌ}°Q°Äª]Å8Ø
§}ÜaâOÜa§ÄÃ Å8«]Æ §�ÚaÆ §QÊ�á?§ÄÆG®ÎÇHªaÌQÚÄÍ�®Î«¯§ZÏVóQ«¯ª}°ÄªO§}ÜaâOÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Êöá?âaÏ8¬ÛªaÌQÊ�ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í
ÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«Ä£
¥¨ªoÚÄªQ«­¬¯®±°ÄªoÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�ÜaªaÌ&§Q«­¬]Æ Ï8¬Ûª?Æ ÇHÍÛÃ¯Ï8¬õª&ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§�¬¯ÙQÊDÍ±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?ØQÊD§Q«¯é��

ÿ4ÍÎÏVÙQÊDÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«s¬ÛªaÌ¨á?Í}�B§}°Ä§ÄÃ ªaÌ¨ßoÍÛÃ «¯§ÄÆ¯ÈDÊXÍÎç¯ØQÊ�²
N = {1, . . . , n} ÍÛÃ «¯§ÄÆ¯¬ÛªjÏVóQ«¯ª]°Äª
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¬ÛÈD«�Üa§ÄÆ áa¬��D«�r
M = {1, . . . ,m} ÍÛÃ «¯§ÄÆ2¬ÛªZÏVóQ«¯ª]°Äª�¬ÎÈD«�ÚÄÙQÇH§Q«��D«�� Øc§}á?Ú@�D«��erUâ]°Ä§¬õ§

Si
ÍÛÃ «¯§ÄÆBâ]°Ä§�¬õ§�ÚÄªQ«¯ªaÏVóQ«¯ª]°Ä§�Ì}ÜaªaÏVóQ«¯ª]°Ä§�¬ÛªaÌ

M
r
Si = {{1}, . . . , {m}} rBÚaÆ §QÊá?§ÄÆMá?é]ÿ4Í�Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ�ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃ;ÚaÃ §gÚÄâQ«¯ª�ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø�rMá?§ÄÆUª?ÆUÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?âaÏ8¬õªaÌQÊ

ÍÛÃ «¯§ÄÆ4ª?Æ4Ü?Æ ÿ4§Q«¯ª?Ã4ÇHÉ¯âQ«¯ª?Æ2¬¯ÍÎÉ¯ÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄªaó�ÜaªaÌ�á?§]ÿ4ªaÉ]Ã a¯ªQ«­¬Û§ÄÆ2§Q«¯é}°Äª]Å8§ ÚÄÍu¬ÛªQ«�ÇHÉ¯ªQ«¯ªE�
ÜaÉ¯ª}Å8É¯§QÚÄÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄâO¬¯ÙQÊ�á?é]ÿ4Í�ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø}Ê]£��oÌ}¬¯â$ÜaªaÌZÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ@ªÄÜÄÈDÏVê¯Ø}Üaª]¬¯Í�«¯§OÆ ÏVÇHóQÍÛÆ
ÍÛÃ «¯§ÄÆ2ÙcÏVÇH®ÎÏVÙ�ÅVÆ § ¬Ûª�ÚÄ®±ÅVÆ Ï8¬õª�ÇHÉ­âQ«¯ª�¬¯ÍÎÉ¯ÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄªaó�¬ÛÈD«öÜa§ÄÆ áa¬��D«�Ï8¬ÛªgÏVóQ«¯ª}°Äª

S
r

maxi∈S cj
i (w1, . . . , wn) ≥ ∑

i∈S wi
ÅVÆ §Zá?é]ÿ4Í�ÏVóQ«¯ª}°Qª`�BâaÉ­¬ÎÈD«

(w1, . . . , wn)
á?§ÄÆ

á?é]ÿ4ÍcÌ}ÜaªaÏVóQ«¯ª}°Äª
S ⊆ N

£	�@Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍgâ}¬]ÆDÙ+ÚaÙ}ÇH§Q«¯Ø+ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃX«¯§$¬Û§Qç]Æ «¯ªaÚÄØ��
ÏVÍÛÆ4¬]Æ Ê�ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ
§QÌ]ÿ4§ÄÃ É¯Í±¬Û§�á?§ÄÆ2«¯§ ÍÛÆ ÏVé}Å8ÍÛÆ4á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯ØQÏVÍÛÆ Ê�r4§}°Q°Äé�ê¯ÍÎ«�ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ2«¯§
Í±Ü?Æ ¬Û§QÇHóQ«¯ÍÛÆM¬¯Ù}«�Í±áa¬¯®±°ÄÍÎÏVØc¬ÛªaÌQÊ]£�×;Æ §cÜa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§�ÚaÆ §gÚÄÙQÇH§Q«¯ØcÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃU«¯§g®ÎÇHÍÛÆMÈDÊ
ÇHÉ¯ªQ«¯ªÄÜaÉ¯ª]ÅVÉ¯§QÚÄÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄâ$ÅVÆ §Oê¯óQª$ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ ÚÄÍ?�BâaÉ­¬ÛªaÌQÊ

w1
á?§ÄÆ

w2
¬¯®±¬Ûª?Æ ª}«B�DÏ8¬¯Í

ÙjÜaÉ��@¬¯Ùu«¯§o¬¯ÍÎÉ¯ÚÄ§}¬]Ã a¯Í±¬õ§ÄÆQÏVÍmÇHÉ¯âQ«¯ª
w1 +w2/2

á?§ÄÆaÙuê­ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ÙuÏVÍmÇHÉ¯âQ«¯ª
2 w1 +w2

£

.<Ö �hÖE´ � ñ2¼;�V»H�K�{î��M¹
ÿ4§Oç¯Í±á\Æ «¯ØQÏVªaÌQÚÄÍ�¬¯ÙQ«�Ì}ÜaªaÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§Oá?éQ«¯ªQ«­¬Û§QÊc®Î«¯§Q«�Üa§QÉ¯§}°Q°ÄÙ}°aÆ ÏVÚÄâ+§Q«¯éQÚÄÍÎÏV§�Ï8¬¯ÙQ«
ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVØ$ÚÄ§QÊcá?§ÄÆDÏ8¬ÛªaÌQÊÍ�}v�c�s�|�u@~7i}��m�yUf2l µ�v�|wu@~�á?§ÄÆ@¬¯ÙQ«9i�n��}��u@s�z�iEnE��i�m�dpn�l s�´
�wl��=y���z���i@~wr>� � ¡ £ Ëm¬ÛªaÌQÊOéQÚÄÍÎÏVªaÌQÊZ§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÌQÊO®ÎÇHªaÌQÚÄÍZ®±°Q°ÄÍÛÆ �BÙ�ÜÄ°ÄÙQÉ¯ª=�BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ
ÍÎ«��pÍÎê�� ®ÎÇHªaÌQÚÄÍo®±°Q°ÄÍÛÆ �BÙ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�� ÏVÌQ«¯ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §QÊ��±£D©�ÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍj«¯§öÅ8É¯é@�BªaÌQÚÄÍ
¬]Æ ÊjÜa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ §Q«­¬]Æ Ï8¬õª?Æ ÇHØQÏVÍÛÆ Ê�²

©ZªQ«­¬¯®±°ÄªcËsÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó ↔ �� v�c�s�|Vk�fhyU£=��z�v�i©ZÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ËsÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó ↔ å �oÚÄÍÎÏVªaÊ,��°QÅ8âaÉ]Æ ÿ2ÚÄªaÊ
Ò âaÏV¬ÛªaÊ,�o«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ ↔ � y�m�|�~ � nE�eiwm�dWn�l s��wl��=y���z���i@~

��Üaâj§QÌ}¬¯ØQ«X¬¯ÙQ«s§Q«­¬]Æ ÏV¬Ûª?Ã ÇHÙQÏVÙ�ÿ4§¨ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ]«¯§&ÍÛÃ «­§ÄÆ}Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ªjâ}¬]Æ]ê¯ÍÎ«sÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍD«¯§
ÜaÍÎÉ]Æ ÚÄ®Î«¯ªaÌQÚÄÍ�ÏVÙQÚÄ§Q«­¬]Æ á?éZ§}Üaª}¬¯Í±°Ä®ÎÏVÚÄ§}¬Û§gÅVÆ §Zá?é]ÿ4Í�ê¯Ì}«¯§}¬¯â$ÚÄªQ«­¬¯®±°Äª$ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó
ÚÄÍD¬ÛªQ«&Ã ê]Æ ªu¬¯É¯âÄÜaª)âÄÜÄÈDÊmê¯ÍÎ«�ÜaÍÎÉ]Æ ÚÄ®Î«¯ªaÌQÚÄÍX«¯§¨÷?É¯ªaó}ÚaÍDÚaÆ §�á?§ÄÆ}ÚÄâQ«¯Ùo§Q«¯é}°QÌQÏVÙ&ÜaªaÌ&ÿ4§
°ÄóQ«¯ÍÛÆQá?é]ÿ4Ísê¯ÌQ«¯§}¬¯â�éQÚÄÍÎÏVª)ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§\£ Ò é]ÿ4ÍmÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯ªöÚÄª}«­¬¯®±°Äª
ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó
ÜaªaÌ ®ÎÇHÍÛÆ4ÜaÉ¯§}áa¬]Æ á?Ø Ø�ÿ4Í±ÈDÉ¯Ù}¬]Æ á?Ø ÏVÙQÚÄ§QÏBÃ §öÿ4§�ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ4«¯§ §Q«¯§}°ÄóQÍ±¬Û§ÄÆBÇ\ÈDÉ]Æ Ï8¬¯é\£¥�oÊ
ê��DÏVªaÌQÚÄÍo°Qª?Æ Ü?â}«
¬ÛªQ«
ªaÉ]Æ ÏVÚÄâ8£
ø ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ)ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó

(N,M, (Si)i∈N , (cj)j∈M)
ÅVÆ § ®Î«¯§�ÚÄªQ«­¬¯®±°ÄªcÏVÌQ«w�

¬õªQ«¯Æ ÏVÚÄªaó¨ÍÛÃ «¯§ÄÆ­§}ÜÄ°Äé¨®Î«¯§�ÏVóQ«¯ª]°Äª�§}Üaâ�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ ÊGá?âaÏ8¬ÛªaÌQÊ�r}ÚaÃ §�ÅVÆ §sá?é]ÿ4Í{ÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ØQÊ]£ ô §}ÜÄ°Äâ}¬¯Ù}¬Û§�¬ÛªaÌ�ªaÉ]Æ ÏVÚÄªaór§}Ì}¬õªaó�Ã Ï8ÈDÊ�á?§ÄÆ¨«¯§"ÍÛÃ «¯§ÄÆsÜa§QÉ¯§}ÜÄ°Ä§Q«w�
Ù}¬]Æ á?ØZ§Q« ê¯ÍÎ« °Äé¯÷?ªaÌQÚÄÍöÌ}Üaâ=�BÙ�â}¬]ÆU¬ÛªOÏVóQ«¯ª]°Äª�¬ÎÈD« ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ
ÍÛÃ «¯§ÄÆ;Üaª}°ÄóZÜÄ°ÄªaóQÏBÆ ª8£Oø ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaóZÍÛÃ «¯§ÄÆM÷?§QÏBÆ á?é�®Î«¯§QÊ�iE{�|��=c�n��[fo´
d:v���nw|�~?i}��m�yUf�l µ�v�|�~Û£��@Ü?Æ °Ä®±Å8ªaÌ}ÚaÍ�rGê¯Ù}°Ä§Qê¯Øor;ÚaÃ §gá?§ÄÆUÚÄâQ«¯ªÍ�BªaÉ¯ég¬]Æ Ê�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê
á?âaÏ8¬õªaÌQÊ$ÅVÆ §rá?é]ÿ4ÍOÚÄÙQÇH§Q«¯Ø�ÜaÉ]Æ «"ÚÄé]ÿ4ªaÌQÚÄÍ�¬¯ÙQ«�ÍÛÃ ÏVªaê¯ª8£ ÁoÆ ª ÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§�ruª
ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaójÅVÆ §j¬Ûª�ÚÄªQ«­¬¯®±°Äª)¬¯ÙQÊ�§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙQÊsÍÎÉõÅ8§QÏBÆ �X«@r?Ï8¬Ûª�ªÄÜaª?Ã ª�ÿ4§
Í±Ü?Æ á?ÍÎ«­¬¯É­È{ÿ4ªaóQÚÄÍj§}ÜaªÄáa°ÄÍÛÆ Ï8¬]Æ á?é�rVÍÛÃ «¯§ÄÆV®Î«¯§�ÏVóQ«¯ª]°Äª�§}Üaâ�Üaª]°aÆ ¬]Æ á?®ÎÊu¬õªÄÜ?Æ á?ªaó�ÇHÉ¯ªQ«¯ªE�
ÜaÉ¯ª}Å8É¯§QÚÄÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄªaó�r¨ÚaÃ §�ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í�ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø\£ ø ÇHÉ¯ªQ«¯ªÄÜaÉ¯ª]ÅVÉ¯§QÚÄÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄâaÊZ¬¯ÙQÊ�á?é��



� #U�j�s�ö�m�I�s�È%\#;��-W('+V(«#m�?¹]"c�)(\#m�?¹�(p�o�&�o�{�)� �,( ßÄÕ

ÿ4Í�ÚÄÙQÇH§Q«¯ØQÊ ÍÎç¯§QÉ­¬¯é}¬Û§ÄÆ{ÚÄâQ«¯ª�§}Üaâ+¬ÛªaÌQÊ7�BâaÉ­¬ÛªaÌQÊ ¬¯ÙQÊ ÚÄÙQÇH§Q«¯ØQÊ §QÌ}¬¯ØQÊ]£�å �DÏ8¬ÛÈ ª
ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊOÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó

c = (c1, . . . , cm)
r�¬Ûª ÏVóQ«¯ª]°Äªr¬ÎÈD«9�BâaÉ­¬ÎÈD«	� ÷?§QÉ��D«��

¬ÛÈD«gÜa§ÄÆ áa¬��D«�� ÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«��
w = (w1, . . . , wn)

á?§QÆ@¬Ûª+ÏVóQ«¯ª}°Äª$¬ÛÈD«�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
A = (A1, . . . , An) ∈ S1 × . . . × Sn

£ � Ù}°@�D«¯ªaÌQÚÄÍOÈDÊ
(cost1, . . . , costn)

¬Ûª
á?âaÏ8¬õªaÊ)ÜaªaÌ�ÜaÉ¯ªÄá?§}°ÄÍÛÃ ¬Û§ÄÆ4§}Üaâc¬ÛªaÌQÊuÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ�� ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ��±£&øjÉ]Ã a¯ªaÌ}ÚaÍj¬Ûª á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?â
á?âaÏ8¬õªaÊjÈDÊj¬Ûª ÚÄ®±ÅVÆ Ï8¬õª�á?âaÏ8¬õªaÊ?� á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ��X§Q«¯éQÚÄÍÎÏV§öÏVÍoâ}°ÄÍÎÊj¬]Æ ÊuÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ�r

sc(w; c; A) = max
i∈N

costi .
��¢¯ä@�

øjÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ�¬Ûª�á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?â�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õª
opt(w)

ÅVÆ §ö®Î«¯§öê¯ªaÏVÚÄ®Î«¯ª�ÏVóQ«¯ª]°Äª�§}Üaâ
÷?éQÉ¯Ù
ÍÎÉw�
Å8§QÏBÆ �D«

w
ÈDÊu¬ÛªcÍ±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬Ûª�á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?âgá?âaÏ8¬ÛªaÊ�§Q«¯éQÚÄÍÎÏV§�ÏVÍoâ}°ÄªaÌQÊu¬ÛªaÌQÊ)ÚÄÙQÇH§Q«]Æ Ï��

ÚÄªaóQÊuÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaóöá?§ÄÆVâ]°ÄÍÎÊj¬]Æ ÊjÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊuÏ8¬Ûª
S1 × . . . × Sn

opt(w) = inf
c,A

sc(w; c; A) .
��¢­³��

¥¨ªQ«]Ã a¯ªaÌQÚÄÍDâ}¬]Æõ¬Ûª�á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á\â&÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õª&Ì}Üaª]°Äª}ÅVÃ a¯Í±¬Û§ÄÆ¯ÚÄÍU÷?éQÏVÙs¬]Æ ÊD§QÉ¯Ç8Æ á?®ÎÊ@¬Û§QÇHó}¬¯Ù}¬w�
ÍÎÊs¬ÎÈD«�ÚÄÙQÇH§Q«��D«¨á?§ÄÆÄê¯ÍÎ«&®ÎÇHÍÛÆÄê]Æ á?§ÄÃ ÈDÚÄ§u«¯§j¬]Æ Ê�ÚÄÍÛÆ �DÏVÍÛÆQâÄÜÄÈDÊ¨ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃÄ«¯§oá?éQ«¯ÍÛÆÄ®Î«¯§QÊ
ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊjÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó\£
ËsÍu®Î«¯§�ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâcÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó

c
á?§ÄÆB®Î«¯§�ÏVóQ«¯ª}°QªB�BâaÉ­¬ÎÈD«
Üa§ÄÆ áa¬��D«

w
§}«­¬]Æ �

Ï8¬õª?Æ ÇHÍÛÃH®Î«¯§�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª8£D¥¨ª�á?âaÏ8¬ÛªaÊ�¬õªaÌ�Üa§ÄÃ áa¬¯ÙöÍÛÃ «¯§ÄÆ\¬Ûª�é]ÿ4É¯ª?Æ ÏVÚÄ§�¬ÎÈD«já?âaÏ8¬ÎÈD«u¬ÎÈD«
ÏVÌQ«]Æ Ï8¬ÎÈDÏh�D«cÏ8¬¯É¯§]¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«cÜaªaÌ�ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜ?ª?Æ ÍÛÃ¤£�å �DÏ8¬ÎÈ

Ne(w; c)
¬Ûª+ÏVóQ«¯ª]°ÄªO¬ÎÈD«

� ÚaÆ áa¬��D«��V

� ¬õªaÌ Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªaÌ�§QÌ}¬Ûªaó\£�øjÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ)¬Ûª�á?âaÏ8¬ÛªaÊ
¬¯ÙQÊ
§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊB� Ø�°Äâ}Å8ª
ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó��j¬ÛªaÌ�ÚÄÙQÇH§Q«¯Æ ÏVÚÄªaóZÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó

c
ÈDÊ�¬Ûª$ÚÄ®±ÅVÆ Ï8¬õªO§Q«¯éQÚÄÍÎÏV§�ÏVÍ�â}°Ä§

¬õ§�ÏVóQ«¯ª}°Ä§��BâaÉ­¬ÎÈD«
w
á?§ÄÆBâ]°Ä§�¬Û§�

�)r

E
r8á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?âgá?âaÏ8¬ÛªaÊuÜaÉ¯ªaÊ)¬Ûª�á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?â

÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬Ûª8£
PA(c) = sup

w
sup

E∈Ne(w;c)

sc(w; c; A)

opt(w)
.

��¢��@�
øjÉ]Ã a¯ªaÌQÚÄÍsÈDÊ�á?âaÏ8¬ÛªaÊ&§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ�ÍÎ«¯âaÊ&ÚÄªQ«­¬¯®±°ÄªaÌuÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaój¬õª�Í±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬Ûª)á?âaÏ8¬ÛªaÊ
§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊu§Q«¯éQÚÄÍÎÏV§öÏVÍoâ}°ÄªaÌQÊj¬ÛªaÌQÊuÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaóQÊuÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó\£
¥¨®±°ÄªaÊ�Í±Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ&â}¬]Æ\ê¯ÍÎ«uÍÛÃ «¯§ÄÆ\ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«jÅ8ÍÎ«]Æ á?é
«¯§
®ÎÇHªaÌQÚÄÍ&®Î«¯§Q«oá?§ÄÆHÚÄâ}«¯ª

ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâ$ÜaªaÌ+«¯§$Í±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ÍÛÃ@¬õª+á?âaÏ8¬ÛªaÊc¬ÛªaÌ$ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÌ+ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«R

� ÅVÆ §
á?é]ÿ4Í Ü?Æ ÿ4§Q«¯â�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª�ÍÎ«¯âaÊ�ÚÄªQ«­¬¯®±°QªaÌ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó\£ �oÌ}¬¯âaÊ�ÍÛÃ «¯§ÄÆXª�°Äâ}Å8ªaÊgÜaªaÌ
ÜaÉ¯ªaÏ8Üa§]ÿ4ªaóQÚÄÍ)«¯§cÍ±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ØQÏVªaÌQÚÄÍ)¬Ûªgá?âaÏ8¬ÛªaÊ
¬¯ÙQÊ�§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ�á?§ÄÆ2â}Ç8Æ2§}ÜÄ°Äé�¬õª
á?âaÏ8¬õªaÊj¬ÛªaÌ�ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÌ�ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«\

��£

.<Ö �hÖEì �o�{�u�K�:�H���4 ��V»\ü?ým·}�Uñ�·}¸a�{�V�@�¤þj»
Ëm¬õª)ÚÄªQ«­¬¯®±°Äª)§QÌ}¬¯âuª�ÏVÇHÍÎê]Æ §QÏ8¬¯ØQÊX¬ÛªaÌjÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaóoÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆQ«¯§jÍ±Ü?Æ °Ä®Îç¯ÍÛÆQÍ±á)¬ÛÈD«�ÜaÉ¯ªE�
¬¯®ÎÉ­ÈD«&ÚaÆ §�Üaª]°aÆ ¬]Æ á?ØjÇHÉ¯ªQ«¯ªÄÜaÉ¯ª]Å8É¯§QÚÄÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄªaóoÅVÆ §oá?é]ÿ4ÍXÚÄÙQÇH§Q«¯Ø�rQÇ\ÈDÉ]Ã Ê�«¯§�Å8«­ÈDÉ]Ã a¯ÍÛÆ
¬õ§u÷?éQÉ¯Ù�¬ÛÈD«uÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«�r8ÚÄÍ�Ï8¬¯â}ÇHª�¬¯ÙQ«)Í±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ�¬õªaÌöÇHÉ¯â}«¯ªaÌö¬¯ÍÎÉ¯ÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄªaó



� #U�j�s�ö�m�I�s�È%\#;��-W('+V(«#m�?¹]"c�)(\#m�?¹�(p�o�&�o�{�)� �,( ä}Þ

¬ÛÈD«�ÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«Ä£ ô á?é]ÿ4Í�Üaª}°aÆ ¬]Æ á?Ø$ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆD«¯§OÍÎç¯§QÉ­¬¯é}¬õ§ÄÆ{ÚÄâQ«¯ª�§}Üaâ+¬Û§Z÷?éQÉ¯Ù�¬¯ÙQÊ
ÚÄÙQÇH§Q«¯ØQÊuÏ8¬¯ÙQ«)ªÄÜaª?Ã §�§}ÜaÍÎÌ]ÿ4óQ«¯Í±¬Û§ÄÆ\á?§ÄÆBâ}Ç8ÆV§}Üaâ Í±á?ÍÛÃ «¯§�¬ÎÈD«
Ì}Üaâ]°Äª?Æ ÜÄÈD«öÚÄÙQÇH§}«��D«Ä£
�oÊ@ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÏVªaÌQÚÄÍ{¬¯ÙQ«mÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏBÙ¨¬ÎÈD«

m = 2
ÚÄÙQÇH§Q«��D«Ä£{Ëm¬Ûª?� � Þ�¡?ª?Æ}ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄª?Ã

ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaó�ÇHÉ¯ªQ«¯ªÄÜaÉ¯ª}Å8É¯§QÚÄÚÄ§}¬]Ã a¯ªaÌQ«u¬õ§j÷?éQÉ¯Ù�¬¯ÌQÇH§ÄÃ §\£{¥¨ª�á?âaÏ8¬ÛªaÊo¬¯ÙQÊ�§Q«­§QÉ¯Ç8Ã §QÊ
ÏVÍ�§QÌ}¬ÛªaóQÊ¨ÍÛÃ «¯§ÄÆ

3/2
£È�Dê��+ÿ4§uÜaÍÎÉ]Æ Å8É¯é@�BªaÌQÚÄÍ¨®Î«¯§Q«o§}ÜÄ°Äâ
ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâ
ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏBÚÄªaó\£

¥¨§ö÷?éQÉ¯Ù�ÍÛÃ «¯§ÄÆV¬Û§Qç]Æ «¯ªaÚÄÙQÚÄ®Î«¯§�á?§}¬¯é�ÚÄ®±Å8Í,ÿ4ªaÊ]£��o«öê¯óQª Ø�ÜaÍÎÉ]Æ Ï��
ÏVâ]¬¯ÍÎÉ¯§g÷?éQÉ¯Ù�®ÎÇHªaÌQ«g¬Ûª�Ã ê]Æ ª�ÚÄ®±Å8Í,ÿ4ªaÊ�r{¬¯â}¬¯Í�¬Û§Qç]Æ «¯ªaÚÄªaóQ«­¬õ§ÄÆ;á?§}¬¯é
°ÄÍÎç¯Æ á?ª}Å8É¯§@�4Æ á?Ø�ÏVÍÛÆ É¯é&ÏVÍ{ÏVÇH®ÎÏVÙ¨ÚÄÍG¬]Æ ÊXÍÎÉ­Å8§}Ï4Ã ÍÎÊ¯£ ô ÜaÉ��@¬¯Ù¨ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø
ÇHÉ¯ª}«¯ªÄÜaÉ¯ª}Å8É¯§QÚÄÚÄ§}¬]Ã a¯ÍÛÆH¬õ§u÷?éQÉ¯ÙöÏVÍ&§QóQç¯ªaÌQÏV§
ÏVÍÛÆ É¯éöÍÎ«��rÙöê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯Ù
ÏVÍV�8ÿ2Ã «¯ªaÌQÏV§�ÏVÍÛÆ É¯é\£

øãÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�®ÎÇHÍÛÆBÈXÊ�Ï8¬¯â}ÇHªg«¯§ Ï8ÜaéQÏVÍÛÆV¬¯Ù�ÏVÌQÚÄÚÄÍ±¬¯É]Ã §�ÚÄÍ±¬Û§Qç¯ó�¬ÎÈD«�÷?§QÉ��D«Ä£o©ZÍ
§QÌ}¬¯âQ«m¬õªQ«sÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâjÍÎó}á?ª]°Ä§�ê¯Æ §}Ü?Æ Ï8¬��D«¯ªaÌQÚÄÍ@â}¬]Æ]Ù&ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §&ÚÄÍ@¬ÛªoÍ±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬Ûª¨÷?éQÉ¯ªaÊ
ÿ4§�§Q«¯§}¬¯Í,ÿ4ÍÛÃHÏ8¬¯ÙQ«uÜaÉ��@¬¯Ù�ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø�rHÍÎ«�� Í±á?ÍÛÃ «¯Ù�ÚÄÍ�¬Ûª�ÚÄ®±ÅVÆ ÏV¬Ûªö÷?éQÉ¯ªaÊjÏ8¬¯Ùöê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯Ù
ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø\£Gå �@¬¯ÏBÆ8ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆVÙ�Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ÙöÜaÉ¯â}¬õ§QÏVÙ\£
º�¸\ðh�Ä�V�Uñè.<Ö � ø Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­Èã§QóQç­ÈD«����8ÿ2Ã «­ÈD«OÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�®ÎÇHÍÛÆ
á?âaÏ8¬õªaÊ¨§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ

4/3
£DËsÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§�r?ÅVÆ §

n = 3
Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ�r\®ÎÇHÍÛÆÄá?âaÏ8¬ÛªaÊ&§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ

¢Q£
q §+ê¯ÍÛÃ ç¯ªaÌQÚÄÍcÚÄÍc®Î«¯§OÜa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§+â}¬]ÆDê¯ÍÎ«�ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃX«¯§$ÍÛÃ «¯§ÄÆ@á?§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊg§}Üaâ

4/3
£

q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ)ßcÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ
ÚÄÍj÷?éQÉ¯ÙZ¢@rG¢@r � r � £)ËsÍ�®Î«¯§�

�zª?Æ2ê¯óQªgÜaÉ��@¬¯ÍÎÊ
ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ
ÜaÙ}Å8§ÄÃ «¯ªaÌQ«&Ï8¬¯ÙQ«�ÜaÉ��@¬¯ÙjÚÄÙQÇH§Q«¯Ø�á?§ÄÆQª?ÆÄÌ}Üaâ]°Äª?Æ ÜaÍÎÊ�ê¯óQª)Ï8¬¯Ùoê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ÙoÚÄÙQÇH§Q«¯Ø�rÄªÄÜaâ}¬¯Í
á?§ÄÆM®ÎÇHªaÌQÚÄÍuÅ8«¯ØQÏBÆ ª�

��£4¥¨ªgá?âaÏ8¬õªaÊ�¬¯ÙQÊ
§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ
ÍÛÃ «¯§ÄÆ

4/3
ÚaÆ §QÊ�á?§ÄÆ2Ùcê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯Ù

ÚÄÙQÇH§Q«¯Øj®ÎÇHÍÛÆQá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ
2+2 = 4

®Î«���Ù&÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ùo§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙo®ÎÇHÍÛÆQá?§¯ÿ2Ì}ÏV¬¯®ÎÉ­ÙQÏVÙ
1 + 2 = 3

á?§ÄÆVÏ8¬]Æ Êjê¯óQª ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ]£
� ÍÎ«oÍÛÃ «¯§ÄÆa¬¯ÌQÇH§ÄÃ ªöâ]¬]Æ?Ï8¬¯ÙQ«oÌ}ÜaªaÍÎ«¯â]¬¯Ù}¬õ§ußH£ Ö\£¤¢¨Ü?Ø}É¯§QÚÄÍs¬]Æ Ê¨ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ�Æ ÏVªÄÜÄ°ÄÙ]ÿ4ÍÛÃ Ê

ÚÄÍ�¬]Æ ÊjÚaÙ}ÇH§Q«¯®ÎÊjá?§ÄÆ8¬Û§�÷?éQÉ¯Ù�Æ ÏVªaê¯óQ«¯§}Úa§?£p�oÌ]¬¯Ø�ÍÛÃ «¯§ÄÆVÙöÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙöÜaªaÌ�ª?Æ8Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ
ê¯ÙQÚaÆ ªaÌQÉ­Å8ªaóQ«oÚÄÍ±Å8é}°Äª�á?âaÏ8¬õªaÊ&§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ�r?ÚaÆ §QÊ¨á?§QÆaÜaÍ±¬¯ÌQÇH§ÄÃ «¯ªaÌQ«oÏ8¬Ûª
ÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯ª
Üa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§u¬Ûª
éQ«­È��BÉ¯é}Å8ÚÄ§u¬¯Ù}Ê¨Ì}ÜaªaÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§QÊ¨ßH£ Ö\£ � £5�oÊ�ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÏVªaÌQÚÄÍm°Äª?Æ Üaâ}«j¬¯ÙQ«
ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVÙoâÄÜaªaÌuâ}°Ä§o¬Û§&÷?éQÉ¯ÙoÍÛÃ «¯§ÄÆQê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?éuÚÄÍ±¬õ§Qç¯ó�¬ÛªaÌQÊmá?§ÄÆÄÍ±Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«�â]°Ä§o¬õ§
ÚÄÍÎÉ]Æ á?éu§]ÿ4É¯ª?Ã ÏVÚÄ§}¬Û§oÍÛÃ «¯§ÄÆQê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?éuÚÄÍ±¬Û§Qç¯ó�¬õªaÌQÊ]£ q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍX¬��DÉ¯§�¬õª)ÚÄÙQÇH§Q«]Æ Ï��
ÚÄâ�ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaóOÅVÆ §

m
ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊcâÄÜaªaÌ$á?é]ÿ4ÍcÚÄÙQÇH§Q«¯Ø$ÇHÉ¯ªQ«­ªÄÜ?É­ª}Å8É¯§QÚÄÚÄ§}¬]Ã a¯ÍÛÆD¬]Æ Ê

ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ¨ÏVÍ)�8ÿ2Ã «¯ªaÌQÏV§)ÏVÍÛÆ É¯é?£@×;Æ §)«¯§)ÚÄÙQ«�Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆÄá?§Q«¯®Î«¯§)ÍÛÃ ê¯ªaÊ&ÏVÌQÚÄÚÄÍ±¬¯É]Ã §QÊ�Ì}ÜaªE�
ÿ4®±¬õªaÌQÚÄÍXâ}¬]ÆÄÙuÚÄÙQÇH§Q«¯Ø

i
®ÎÇHÍÛÆÄÚ?Ã §jÍ±Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«&á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ

i ε
ÅVÆ §já?é]ÿ4ÍsÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §oá?§ÄÆ

ÅVÆ §cá?é}Üaª?Æ ª�ÚaÆ á?É¯â
ε > 0

á?§ÄÆMÍÛÆ ê]Æ á?égÍ±Ü?Æ °ÄÍ±Å8ÚÄ®Î«¯ªZ®±¬¯ÏBÆ2�DÏ8¬¯Í)«¯§cÚÄÙQ«�ê¯ÙQÚaÆ ªaÌQÉ­Å8ªaóQ«w�
¬õ§ÄÆ�l s�|�x2i�fhg s�v<i���igÏ8¬]Æ Ê á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯ØQÏVÍÛÆ Ê]£"©ZÍ §QÌ}¬¯Ø�¬¯ÙQ«gÜa§QÉ¯§Qê¯ª}ÇHØ$ÜaÍ±¬¯ÌQÇH§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ
ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?ªaóQÊ�ÇHÉ¯â}«¯ªaÌQÊcá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�� §Q«gá?§ÄÆ@ÚÄÍ ÚaÆ á?É¯Ø$§QóQç¯ÙQÏVÙ��uÅVÆ §O¬¯ÙQ«ZÃ ê]Æ �
§�ÍÎÉõÅ8§QÏBÃ §�Ï8¬]Æ Ê�ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?®ÎÊ ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ]£ å �@¬¯ÏBÆ;ÏV¬ÛªOÚÄªQ«¯§Qê]Æ á?â¾

�²ÙZÚÄÍ±Å8§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯Ù
ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §öÜaÙ}Å8§ÄÃ «¯ÍÛÆ8Ï8¬¯ÙQ«uÜaÉ��@¬¯ÙöÚÄÙQÇH§Q«¯ØB� ÚaÆ §QÊoá?§ÄÆ8®ÎÇHÍÛÆH¬¯ÙöÚaÆ á?É¯â}¬¯ÍÎÉ¯Ù�Í±Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«)á?§��



� #U�j�s�ö�m�I�s�È%\#;��-W('+V(«#m�?¹]"c�)(\#m�?¹�(p�o�&�o�{�)� �,( ä?¢

ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�r
i = 1

�erMÙc§QÚÄ®ÎÏ8ÈDÊ
Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ÙcÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §cÏ8¬¯Ù ê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯Ù ÚÄÙQÇH§Q«¯Ø á?§ÄÆ2ªaó}¬ÛÈ
á?§]ÿ4ÍÎç¯ØQÊ]£ ô á?é]ÿ4ÍXÍ±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ÙoÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §�ÜaÙ}Å8§ÄÃ «¯ÍÛÆQÏ8¬¯Ù�ÚÄÙQÇH§Q«¯ØoÚÄÍD¬ÛªuÚ?Æ á?É­â}¬¯ÍÎÉ¯ª\�BâaÉ­¬Ûª8£
�oÌ}¬¯âaÊ�ª
ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�®ÎÇHÍÛÆaÚaÆ á?É¯â
á?âaÏ8¬ÛªaÊ¨§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ]£È��Ï8¬¯âaÏVª�ê¯ÙQÚaÆ ªaÌQÉ­Å8ÍÛÃ ¬Û§ÄÆÄ¬Ûª

ÍÎÉ��@¬¯ÙQÚÄ§oÅVÆ §o¬õªu¬]Æ]ÿ4§oÅVÆ «¯â}¬Û§Q«�§Q«¨¬õ§¨÷?éQÉ¯Ùjê¯ÍÎ«&Ø}¬Û§Q«&ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?éuÚÄÍ±¬õ§Qç­óo¬ÛªaÌQÊ�Øjª?Æ
á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯ÍÎÉ¯ØQÏVÍÛÆ Ê

i ε
ÜaÉ¯ªÄá?§}°ÄªaóQÏV§Q«�Æ ÏVª=�B§QÉ]Ã ÏVÚÄ§}¬Û§\£u©�ÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ
«¯§�¬]Æ Ê
§}Üaª=�Bó}Å8ªaÌQÚÄÍ

á?§ÄÆV¬]Æ Êuê¯óQª�ÜaÍÎÉ]Æ ÜÄ¬��DÏVÍÛÆ ÊuÚÄÍ�¬õªQ«
Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ª ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâ ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�ÜaªaÌ
÷?§QÏBÃ a¯Í±¬Û§ÄÆ
ÏVÍoê¯óQªcÆ ê]Æ â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ�²

• Ò é]ÿ4ÍuÚÄÙQÇH§Q«¯Ø�ÇHÉ¯ªQ«¯ªÄÜaÉ¯ª]Å8É¯§QÚÄÚÄ§}¬]Ã a¯ÍÛÆ2¬ÛªaÌQÊ\�BâaÉ­¬ÛªaÌQÊ
ÏVÍt�8ÿ2Ã «¯ªaÌQÏV§
ÏVÍÛÆ É¯é�r¯ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ �D«­¬õ§QÊ{¬¯Ùs°ÄÍÎç]Æ á?ª}Å8É¯§@�4Æ á?Ø&ÏVÍÛÆ É¯ésÅVÆ §¨«¯§¨§}Üaª=�BÍÎÌQÇ?ÿ4ªaóQ«
ªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø]Ü?ª]¬¯Í)Æ ÏVª=�B§QÉ]Ã ÏVÚÄ§}¬Û§\£

• ô á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙmÚaÆ §QÊDÍÎÉõÅ8§QÏBÃ §QÊ@ÍÛÃ «¯§ÄÆ­ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?Ø&ÏVÍGá?é]ÿ4ÍGÚÄÙQÇH§Q«¯Ø\£
×;Æ § «¯§cÍ±Ü?Æ ¬¯ÍÎÌQÇ?ÿ4ÍÛÃ2§QÌ}¬¯âgÙ�á?é]ÿ4Í�ÚÄÙQÇH§Q«­Ø ÚÄÜaªaÉ¯ÍÛÃ2«¯§ ÇHÉ¯ÍÛÆ §QÏ8¬¯ÍÛÃ2«¯§
ÍÛÆ ÏVé}Å8ÍÛÆ4ÚaÆ § ÚaÆ á?É¯Ø á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙR� ¬ÛªgÜaª]°Äó ®Î«¯§�Üaª}°}°Ä§}ÜÄ°ÄéQÏBÆ ªc¬ÛªaÌ
δ
rHÅVÆ §öá?é}Üaª?Æ ªcÚaÆ á?É¯â

δ
�±£D×;Æ §öÜa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§öÅVÆ §

m = 9
ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ�á?§ÄÆ

δ = 0, 001
rH§Q«jÙ
ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §�ÚÄÍs÷?éQÉ¯ªaÊ>� á?âaÏ8¬õªaÊw�

wi = 1
ÍÛÃ «¯§ÄÆ?ÜaÉ��@¬¯Ù

� ÚÄÍ±Å8§}°Äó}¬¯ÍÎÉ­Ù��GÏ8¬¯ÙjÚÄÙQÇH§Q«¯Øt�oraê¯ÍÎ«¨ÿ4§o¬¯ÍÎÉ¯ÚÄ§}¬]Ã ÏVÍÛÆQÏVÍmÇHÉ¯âQ«¯ª�¢&§}°Q°Äé
ÏVÍoÇHÉ¯â}«¯ª

1, 007
£

µg·}þj¸Äñ2îU��.<ÖE´ øpÜa§QÉ¯§}ÜaéQ«­ÈOÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊXÏVÌQ«­¬õªQ«]Æ ÏVÚÄªaó&ÅVÆ §
n
Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊV� ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ��

á?§ÄÆ
m
ÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏVÍÎÊ{Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«,� ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ��2®ÎÇHÍÛÆ­á?âaÏ8¬õªaÊD§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ

4/3− 1/(3m)
£

ô §}Üaâaê¯ÍÛÆ ç­Ùg÷?§QÏBÃ a¯Í±¬Û§ÄÆUÏ8¬¯ÙQ« §Q«¯é}°ÄÌQÏVÙcÜaªaÌ�á?éQ«¯§QÚÄÍöÜaÉ¯ªaÙ}Å8ªaÌQÚÄ®Î«­ÈDÊ�á?§ÄÆGÏVÍö®��
«¯§O§}Üaª}¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§Z¬õªaÌ

Graham
�q¢­Ö�¡sÅVÆ §�¬õªQ«�{Uf�|�s�c�m2m�l s��wl��=y��6y�m�|�¬ÛªaÌOé}ÜÄ°ÄÙQÏ8¬õªaÌ

ÇHÉ¯ªQ«¯ªÄÜaÉ¯ª]ÅVÉ¯§QÚÄÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄªaó"ÚaÍ��BâaÉ­¬ÛªaÌQÊ�¬Û§Qç]Æ «¯ªaÚÄÙQÚÄ®Î«¯ªaÌQÊ�ÏVÍR�8ÿ2Ã «¯ªaÌQÏV§�ÏVÍÛÆ É¯é�r¨ÜaªaÌ
ÍÛÃ «¯§ÄÆV§}á?É]Æ ÷=�DÊ

4/3 − 1/(3m)
£

Á�§QÉ¯§}¬¯ÙQÉ¯ªaóQÚÄÍ�á?é}Üaª?Æ ÍÎÊgÍ±Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«�Æ ê]Æ â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ ¬ÛªaÌ�Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaó�ÏVÌQ«w�
¬õªQ«¯Æ ÏVÚÄªaó\£zæoÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆm®Î«¯§�ÚÄªQ«¯§Qê]Æ á?â 

�ãá?§ÄÆmÍ±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊZª?ÆXÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊZÍÛÃ «¯§ÄÆmÍÎó}á?ª]°Äª
«¯§	�}ÏVÌQÚ��VÈD«¯ØQÏVªaÌQ«��?£ å ��á?âaÚÄ§�r)ÍÛÃ «¯§ÄÆ¨ÜaÉ¯ª=�B§Q«¯®ÎÊ+â}¬]Æ&®ÎÇHÍÛÆ&ÇH§QÚÄÙ}°ÄØrÌ}Üaª]°Äª]ÅVÆ Ï8¬]Æ á?Ø
Üaª}°ÄÌ}ÜÄ°ÄªÄá?â]¬¯Ù}¬õ§\£��o«­¬]Ã ÿ4Í±¬Û§�ª+Ì}Üaª]°Äª]ÅVÆ ÏBÚÄâaÊ�¬ÛÈD«B

� ÍÛÃ «¯§ÄÆGÅ8ÍÎ«]Æ á?é$®Î«¯§�ê¯óQÏ8á?ª]°Äª
ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§ á?§ÄÆMÙcÜaª]°ÄÌ}ÜÄ°ÄªÄá?â}¬¯Ù}¬¯é ¬õªaÌcÍÛÃ «¯§ÄÆM®Î«¯§c§}Üaâ�¬Û§ Ü?Æ ªÍ�}ÚÄªQ«­¬¯®ÎÉ¯«¯§�� §Q«­ª?Æ Ç\¬¯é
ÜaÉ¯ª}÷a°ÄØQÚÄ§}¬õ§\£
¥¨ª&Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­Ègÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§sê¯ÍÛÃ ÇH«¯ÍÛÆ¯â}¬]Æ­ª?Æ­á?§}°Äª?Ã­ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄª?ÃõÏVÌQ«­¬õªQ«]Æ ÏVÚÄªaó�ÚÄÍÛÆ �D«¯ªaÌQ«

¬õªöá?âaÏ8¬ÛªaÊo§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ�§}Üaâ�¬Ûª
Θ(log m/ log log m)

ÏVÍ&ÚaÃ §�ÚaÆ á?É¯ØöÏ8¬Û§]ÿ4ÍÎÉ¯é\£ � Æ ÍÎÉ­È5�
¬õªaóQÚÄ§QÏ8¬¯Í
§Q«cÌ}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ;ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaóZÚÄÍ
á?§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯ª�á?âaÏ8¬ÛªaÊ�§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ
§}Üaâ�¬õª

4/3 − 1/3m
£XøuÆVÍ±Ü?Æ Ï8¬¯ØQÚÄªQ«¯ÍÎÊj¬¯ÙQÊjê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÙQÊ�� ä�¡UÍÛÆ á?é@a¯ªQ«­¬õ§ÄÆ8ÜÄÈDÊuâ}Ç8Æ¤£

ø ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ÏVÌQ«­¬ÛªQ«]Æ ÏVÚÄªaóoÜaªaÌjÜa§QÉ­ªaÌQÏBÆ éQÏ8¬¯Ù}á?ÍmÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃÄ«¯§jÍ±ÜaÍ±áa¬õ§]ÿ4ÍÛÃ}á?§ÄÆQÅVÆ §
¬]Æ Ê�ÜaÍÎÉ]Æ ÜÄ¬��DÏVÍÛÆ Ê�ÜaªaÌOª?Æ{ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ�®ÎÇHªaÌQ«g¬Û§QÇHó}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ]£Z¥¨â]¬¯Í�¬õªOá?âaÏ8¬ÛªaÊ §Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ
ÍÛÃ «¯§ÄÆ

2 − 2/(m + 1)
á?§ÄÆ8ÜaÉ¯ªÄá?ó}ÜÄ¬¯ÍÛÆB§}Üaâ�¬Û§�§}Üaª}¬¯Í±°Ä®ÎÏVÚÄ§}¬Û§
¬ÛªaÌR�q¢ � ¡ £

µg·}þj¸Äñ2îU�Á.<ÖEì ø(Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È�ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ÏVÌQ«­¬õªQ«¯Æ ÏVÚÄªaópÅVÆ §
n
Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ*� ÍÎÉw�

Å8§QÏBÃ ÍÎÊ��sá?§ÄÆ
m
ÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏVÍÎÊoÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�� ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ��sÚÄÍoê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?®ÎÊu¬Û§QÇHó}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ



� #U�j�s�ö�m�I�s�È%\#;��-W('+V(«#m�?¹]"c�)(\#m�?¹�(p�o�&�o�{�)� �,( ä �

� âQÇ8ÆBÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊ���®ÎÇHÍÛÆ8á?âaÏ8¬ÛªaÊ)§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ
2 − 2/(m + 1)

£
ø ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ÜaªaÌuÜa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ éQÏV§QÚÄÍmÍÛÃ «¯§ÄÆÄá?§}¬¯é}°Q°ÄÙ}°ÄªaÊsÅVÆ §uÜa§ÄÃ Å8«]Æ §)ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙ��

Ê�ÚÄÍ$ªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø}Üaª}¬¯Í�ê]Ã áa¬¯Ì}ª ÚÄÍ$Å8É¯§QÚÄÚaÆ á?®ÎÊ�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê$á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£ ©Z®ÎÇHÉ]Æ
¬��DÉ¯§�ÿ4Í±ÈDÉ¯ªaóQÏV§QÚÄÍ�¬ÛªcÚÄªQ«­¬¯®±°ÄªcÚÄÍo¬]Æ Ê

m
Üa§QÉ¯é}°Q°ÄÙ}°ÄÍÎÊj§}á?ÚÄ®ÎÊ�� � Þ�¡ £¨Ëm¬¯Ù�«¯®Î§�§QÌ}¬¯Ø

ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÛÈDÏVÙ�§Q«�Í}�B§QÉ¯ÚÄâaÏVªaÌQÚÄÍj¬ÛªQ«�Ã ê]Æ ª�ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâgÏVÍjá?é]ÿ4Íu§}á?ÚÄØ�¬ÛªaÌ ê]Æ áa¬¯óQªaÌ�r4¬Ûª
á?âaÏ8¬õªaÊj¬¯ÙQÊj§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊuÍÛÃ «¯§ÄÆVª�ÜaÉ¯ªaÏVÍ±ÅHÅVÆ Ï8¬]Æ á?âaÊ)°Qâ}Å8ªaÊj¬õªaÌ�é}ÜÄ°ÄÙQÏ8¬ÛªaÌö§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÌ
Í±Ü?Æ °Äª}Å8ØQÊ

n
ÚÄªQ«¯ªÄÜa§}¬]Æ �D«Ä£D¥¨ªQ«]Ã a­ªaÌQÚÄÍuâ]¬]ÆH¬õª�á?âÄÏV¬ÛªaÊo¬¯ÙQÊj§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊjê­ÍÎ«�ÍÛÃ «¯§ÄÆHÅ8«­È5�

Ï8¬¯â7� ê¯ÍÎ«o®ÎÇHÍÛÆo�BÉ¯§QÇ?ÿ4ÍÛÃj�{ÅVÆ §)§QÌ}¬¯éj¬Û§uÜa§ÄÃ Å8«]Æ §�ÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£ ô ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÙ?� ä�¡Bê¯ÍÎ«
ÍÛÃ ÇHÍmÜaÍÎÉ]Æ ÏVÏVâ}¬¯ÍÎÉ¯Ùj§Q«¯é}°ÄÌQÏVÙo¬ÛªaÌoÿ4®ÎÚÄ§}¬ÛªaÊs°Äâ]ÅHÈ�ÜaÍÎÉ]Æ ªaÉ]Æ ÏVÚÄ®Î«¯ªaÌ)Ç��DÉ¯ªaÌuá?§ÄÆÄ®±¬¯ÏBÆQá?§ÄÆ
ÍÎÚÄÍÛÃ Êoÿ4§öÏV¬Û§]ÿ4ªaóQÚÄÍ�ÍÎê���£

î�§¤Â � æ¥Ì�¬�Ç\Ô,¯ÈÇÞÎ^©på
à�°�Î^ðÈÇ½å¥¯5÷'ËÍ®
ô §Q«¯é}°ÄÌQÏVÙ�¬¯ÙQÊOÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§QÊO§QÌ]¬¯ØQÊO§@�BªaÉ¯é�¬õª ÚÄª}«­¬¯®±°Äªr¬¯ÙQÊOÍ±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?é�ê¯É¯ªaÚÄª}°ÄªE�
Å8ªaóQÚÄÍÎ«¯ÙQÊ�É¯ªaØQÊ)á?§ÄÆ8÷?§QÏBÃ a¯Í±¬Û§ÄÆBÏ8¬¯Ù�ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÙ�� ³�¡G®ÎÇHªQ«­¬Û§QÊ)Üaª]°Q°Äé�Ï8¬õª?Æ ÇHÍÛÃ §Í� á?§ÄÆ
ÏVÌ}ÅHá?É]Ã ÏVÍÛÆ Ê���§}Üaâ�¬¯ÙQ«�� ÖQÕ�¡ £

.<ÖE´<Ö � �)�K�{�H�{���U 
ô ÚÄÙ�§}Üaª}¬¯Í±°ÄÍÎÏVÚÄ§}¬]Æ á?â}¬¯Ù]¬õ§�¬¯ÙQÊuÍ±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?ØQÊ)ê¯É¯ªaÚÄª}°Äâ]Å8ÙQÏVÙQÊuÈ@ÿ4ÍÛÃVÏ8¬¯ÙQ«
ÍÛÆ ÏV§}ÅHÈ@Å8Ø
ª?Æ á?ªQ«¯ª?ÚaÆ á=�D«&á\Æ «¯Ø}¬¯É­ÈD«�ÅVÆ §o«¯§oê]Æ §QÏ6�B§}°aÆ Ï8¬¯ÍÛÃ]Ù&á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á\éjÍ±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯Ø�ê¯É¯ªaÚÄª]°Äâ]Å8ÙQÏVÙ
¬¯ÙQÊ)á?Ì}áa°Äª=�BªaÉ]Æ §}á?ØQÊ�á\Ã «¯ÙQÏVÙQÊ�r4Üa§QÉ­â}°ÄÙ�¬¯ÙQ«öÍ±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?Ø ÏVÌQÚQÜaÍÎÉ]Æ �BªaÉ¯é\£�©�Æ § §QÉ­á?Í±¬¯é
Üa§}°Ä§ÄÆ â}¬¯ÍÎÉ¯ÙrÆ ê¯®Î§�� Ö���¡uÍÛÃ «¯§ÄÆ¨Ù�ÍÛÆ ÏV§}ÅHÈ@Å8ØÍ�:fh�edps�zo~Rv���sodþ|Uf�lji@�=|�¢��=y�s���|�u@~Û£ ô
§QÉ¯ÇHØ�¬¯ÙQÊZÇHÉ¯®±ÈDÏVÙQÊZÚÄ®ÎÏ8È ªaÉ]Æ §}á?ªaó"á?âaÏ8¬ÛªaÌQÊ�Í±Ü?Æ ÷?é}°Q°ÄÍÛÆsâ]¬]ÆsÏVÍgá?é]ÿ4ÍZ§}á?ÚÄØ�r�á?é��
ÿ4Í�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙQÊ�¬¯ÙQÊ §}á?ÚÄØQÊ ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ@«¯§�ÜÄ°ÄÙQÉ��DÏVÍÛÆ{®Î«¯§��w�¤�6|�~B��x2yUf�|w�
Ã ÏVª�ÚÄÍ�¬¯ÙQ«�Í±Ü?Æ �
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s → b → t
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á?§ÄÆ
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.<ÖE´<ÖE´ �Ù�V»=�������
¥¨ª Úaª}«­¬¯®±°ÄªpÜaªaÌ"ÿ2§�ÚÄÍ±°ÄÍ±¬¯ØQÏVªaÌQÚÄÍ�®ÎÇHÍÛÆ¨ÈDÊZ÷?éQÏVÙ�Í±á?ÍÛÃ «¯ª ÜaªaÌr§Q«¯§}°ÄóQÏV§QÚÄÍ�Ï8¬Ûª
á?Í}�Bé}°Ä§ÄÆ ª�ä?£\�Dê�� ÚÄâQ«¯ªZê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ ªaóQÚÄÍ
¬¯ÙQ«�ª]°aÆ á?Øgá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�ÜaªaÌc¬¯ÙQ«�ÏVÌQÚ��
÷?ª}°aÃ a¯ªaÌQÚÄÍ

L(f)
§}Üaâ�¬Ûª�á?âaÏ8¬õªaÊ

C(f, τ)
¬¯ÙQÊjÉ¯ªaØQÊ

f
ÏVÍ�®Î«¯§�ê]Ã áa¬¯ÌQª ÚÄÍV�BâaÉ¯ªaÌQÊ

τÏ8¬]Æ Êj§}á?ÚÄ®ÎÊj¬ÛªaÌ�rVÚÄÍ�¬ÛªQ«�Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈr¬¯É¯âÄÜaªh²

L(f) =
∑

π∈P
`π(f) fπ =

∑

e∈E

`e(f) fe ,

C(f, τ) =
∑

π∈P
[`π(f) + τπ] fπ =

∑

e∈E

[`e(fe) + τe] fe .

å øjÚÄª?Æ §jÚÄÍD¬ÛªuÚÄªQ«­¬¯®±°Äªu¬¯ÙQÊmÍ±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?éoê¯É¯ªaÚÄª}°Äª]Å8ªaóQÚÄÍÎ«¯ÙQÊ�É¯ªaØQÊmÍ±áo�BÉ¯é@a¯ªaÌQÚÄÍX¬ÛªQ«
Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÛÈ�ªaÉ]Æ ÏVÚÄâ8£p�@Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«)Æ ÏVÇHóQÍÛÆ?Ù�ó}Üa§QÉ¯ç¯Ùuá?§ÄÆ?Ù�ÚÄªQ«¯§Qê]Æ á?â}¬¯Ù}¬Û§�É¯ªaØQÊ&ÏVÍ

Nash
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Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §\£W�@áo�BÉ¯é@a¯ªaÌQÚÄÍo¬]Æ Êuê¯óQª Æ ê]Æ â}¬¯Ù}¬¯ÍÎÊ)ÚÄÍ�¬]Æ ÊuÍ±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ÍÎÊjÜaÉ¯ª}¬¯éQÏVÍÛÆ Ê]£
F�¸H�K�{îUð2½^.<Ö0¡ ©�Æ §rÉ¯ªaØrÍ}�4Æ áa¬¯Ø�ÅVÆ §�¬¯ÙQ«�á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ

(N , r, ` + τ)
ÍÛÃ «¯§ÄÆ¥

�

§Q«�ÅVÆ §�â}°Ä§ö¬õ§
π1, π2 ∈ P ÚÄÍ fπ1

> 0
rBÆ ÏVÇHóQÍÛÆ

`π1
(f) + τπ1

≤ `π2
(f) + τπ2

£
º�¸\ðh�Ä�V�Uñ�.<ÖEò Ò é]ÿ4Í�á?§}¬¯éQÏ8¬õ§}ÏBÙ

(N , r, ` + τ)
®ÎÇHÍÛÆ8á?é}Üaª?Æ §�É¯ªaØ�ÏVÍ

Nash
Æ ÏVªaÉw�

É¯ªÄÜ?Ã §\£
º�¸\ðh�Ä�V�Uñ�.<Öñ. �o«

f, f̃
ÍÛÃ «¯§ÄÆ6

�pÉ¯ªa®ÎÊuÅVÆ §ö¬¯ÙQ«

(N , r, ` + τ)
¬¯â}¬¯ÍjÆ ÏVÇHóQªaÌQ«�²

� §��
`e(fe) = `e(f̃e)

ÅVÆ §�â]°ÄÍÎÊu¬]Æ Êu§}á?ÚÄ®ÎÊ
e
r

� ÷��
C(f, τ) = C(f̃ , τ)

£
ô Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ÙgÜaÉ¯â}¬Û§QÏVÙgÍ±áo�BÉ¯é@a¯ÍÛÆUâ}¬]ÆUâ]°Ä§g¬Û§gÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ §gÜaªaÌgÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ªaóQ«­¬Û§ÄÆ

§}ÜaâöÚaÆ §J

�"É¯ªaØ)®ÎÇHªaÌQ«uÃ ÏVªöé]ÿ4É¯ª?Æ ÏVÚÄ§uá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊmá?§ÄÆo�BâaÉ¯ªaÌ)á?§ÄÆ?®±¬¯ÏBÆÄ¬Ûª�á?âaÏ��
¬õªaÊj¬¯ÙQÊjÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃV«¯§�Å8É¯§@�BÍÛÃ8ÚÄÍj®Î«¯§Q«)Üaª]°Äó�§}ÜÄ°Äâ�¬¯É¯âÄÜaª8£
º�¸\ðh�Ä�V�Uñù.<ÖÞ; �o«

f
ÍÛÃ «¯§ÄÆmÚaÆ §�

� É¯ªaØ�ÅVÆ §�¬¯ÙQ«

(N , r, ` + τ)
¬¯â}¬¯ÍgÌ}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ

Ï8¬õ§]ÿ4ÍÎÉ¯é
c ≥ 0

ÚÄÍ
`π(f) + τπ = c

âÄÜaª}¬¯ÍZÆ ÏVÇHóQÍÛÆ
fπ > 0

£*�@Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«$®ÎÇHªaÌQÚÄÍ
C(f, τ) = r · c £

.<ÖE´<ÖEì � ��13���\·��4·}�{îU���H���Uðh�Äñ2�Ä�¾�Ä�j»$ï@ð2¸\�j»
¥¨ªOÚÄ®±ÅVÆ Ï8¬Ûª�ê¯ÌQ«¯§}¬¯âZá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ�§}ÜaâZ¬ÛªaÌQÊ?�BâaÉ¯ªaÌQÊ�ÍÎç¯§QÉ­¬¯é}¬Û§ÄÆU§}Üaª=�B§QÏBÆ Ï8¬]Æ á?é�§}ÜaâZ¬õª
ÍÛÃ ê¯ªaÊö¬ÎÈD«�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«öá?âaÏ8¬ÛªaÌQÊ
¬ÛªaÌgê]Æ áa¬¯ó}ªaÌ\£\�oÌ}¬¯ØcÙcÍÎç¯éQÉõ¬¯ÙQÏVÙ ÍÛÃ «¯§ÄÆMÇH§QÉ¯§}á@�
¬¯ÙQÉ]Æ Ï8¬]Æ á?ØöÏVÇHÍÎê¯â}«�ÏVÍ&ª}°ÄâÄáa°ÄÙQÉ¯Ù
¬¯Ùöê]Æ ê¯§}áa¬ÛªaÉ]Æ á?Ø�ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §
¬ÛªaÌ

Roughgarden [41].©�Ã §Z§}á?âaÚÄ§�®Î«¯ê¯ÍÛÆ ç¯Ùg¬ÛªaÌgÅ8Í±Å8ªQ«¯â]¬õªaÊ�§QÌ}¬õªaó�÷?É]Ã Ï8á?Í±¬õ§ÄÆMÏ8¬¯Ù¾� ³�¡XâÄÜaªaÌZª?Æ��BâaÉ¯ª?ÆUÈDÊ
ÇHÉ¯®±ÈDÏVÙ"ÚÄ®ÎÏ8È ªaÉ]Æ §}á?ªaó"á?âaÏ8¬õªaÌQÊ�ÚQÜaªaÉ¯ªaóQ«�«¯§+÷?ªaÙ]ÿ4ØQÏVªaÌQ«OÅ8ÍÎ«]Æ á?é�§}°Q°Äé�â}Ç8Æ�ÚÄÍ
Å8É¯§QÚÄÚaÆ á?®ÎÊ)ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£
�Dê��pÿ4§�Üa§QÉ¯§]ÿ4®ÎÏVªaÌQÚÄÍuê¯óQªgÜaªaÉ]Ã ÏVÚÄ§}¬Û§�ÜaªaÌ ÜaÙ}Å8é@a¯ªaÌQ«�§}Üaâg¬¯ÙQ«�§Q«¯é}°ÄÌQÏVÙ�¬ÎÈD«

ÍÎ«¯ª}¬¯Ø}¬ÎÈD«uä?£ ß�á?§ÄÆHä?£Kä)§Q«­¬]Ã Ï8¬Ûª?Æ ÇH§�á?§ÄÆ?®Î«¯§uÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§\£{¥�ª�ÜaâaÉ]Æ ÏVÚÄ§�³\£ Ñ�ÚÄ§QÊ¨°Ä®ÎÍÛÆ?â}¬]Æ
ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍc«¯§Z÷?Í±°Q¬]Æ �DÏVªaÌQÚÄÍ�¬¯ÙQ«�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ�ÏVÍ�®Î«¯§$ê]Ã áa¬¯ÌQª�ÚÄÍ�Üaª]°ÄÌ}ÈD«¯ÌQÚaÆ á?®ÎÊ
ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ&ÜaÉ¯ªaÏHÿ4®±¬õª}«­¬õ§QÊ,�BâaÉ­ªaÌQÊ)Ï8¬]Æ Êj§}á?ÚÄ®ÎÊjá?§}¬¯é�®Î«¯§�ÏVÌQ«­¬¯Í��
°ÄÍÎÏ8¬¯Ø

c1
p

log p

¬Ûª�Üaª]°Äó\£>�o«­¬]Ã Ï8¬õª?Æ ÇH§c¬õª�ÜaâaÉ]Æ ÏVÚÄ§g³\£ ÕcÅVÆ §cÅ8É¯§QÚÄÚaÆ á?®ÎÊöÏBÌ}«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê
á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊoá?§}¬¯é�®Î«¯§�ÏVÌQ«­¬¯Í±°ÄÍÎÏ8¬¯Ø

4/3
¬õª�Üaª]°Äó\£m¥¨ª�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�³?£¤¢­Þ�§Q«¯§@�B®ÎÉ¯Í��

¬õ§ÄÆmÏVÍ�ê]Ã áa¬¯ÌQ§"ÚÄÍZªÄÜaª?Æ ÍÎÏVê¯Ø}Üaª}¬¯ÍZÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊgá?§ÄÆsÏVÍZ§}Ì}¬¯é�ê¯ÍÎ«
ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍu«¯§ö÷?Í±°Q¬]Æ �DÏVªaÌQÚÄÍ�¬¯ÙQ«�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙöÜaÍÎÉ]Æ ÏVÏVâ}¬¯ÍÎÉ¯ªc§}Üaâ bn

2
c £�æoÜaÍÎ«õÿ4ÌQÚaÃ �a¯ªaÌQÚÄÍ�â]¬]ÆG¬õªOá?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?â$÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬Ûª$ÍÛÃ «¯§ÄÆG¬Ûª�Ã ê]Æ ª	� ê¯ÍÎ«g§}°Q°Äé@a¯ÍÛÆGÚÄÍ�¬¯ÙQ« ÜaÉ¯ªaÏHÿ4Ø}á?Ù

�BâaÉ­ÈD«��oá?§ÄÆUÍ±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ�ª?ÆM°Äâ]Å8ª?Æ;§QÌ}¬Ûª?Ã4÷?Í±°}¬]Æ �X«­ªaÌQ«�á?§}¬ÛåVÍ±Üa®±áa¬õ§QÏVÙ ¬ÛªZá?âaÏ8¬ÛªaÊ�§��
«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ]£
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º�ð2¸H�K�{îU��.<ÖEÀ ×;Æ §�á?é}Üaª?Æ §jÏ8¬Û§]ÿ4ÍÎÉ¯é
c1 > 0

ÙoÍ±ÜaâaÚÄÍÎ«¯Ù�ÜaÉ¯â}¬Û§QÏVÙjÆ ÏVÇHóQÍÛÆ]ÅVÆ §
p ≥ 2

£
å �DÏ8¬ÛÈ

(N , r, `)
Ú?Æ §uá?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙjÚÄÍsÜaª}°ÄÌ}ÈD«¯ÌQÚaÆ á?®ÎÊ&ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Êsá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�ÚÄÍ

÷?§]ÿ4ÚÄâO¬õªOÜaª}°Äó
p
á?§ÄÆ{ÚÄÙ�§QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á?ªaóQÊ ÏVÌQ«­¬¯Í±°ÄÍÎÏ8¬¯®ÎÊ�r

τ
ª?Æ��BâaÉ¯ª?Æ@Ï8¬]Æ Ê�§}á?ÚÄ®ÎÊ�á?§ÄÆ

f
á?§ÄÆ

f τ 

�²É¯ªa®ÎÊ�ÅVÆ §g¬]Æ Ê�á?§}¬Û§QÏ8¬¯éQÏVÍÛÆ Ê (N , r, `)
á?§ÄÆ

(N , r, ` + τ)
§Q«­¬]Ã Ï8¬Ûª?Æ ÇH§\£

¥¨â}¬¯Í
L(f) ≤ c1

p
log p

· C(f τ , τ)
£

º�ð2¸H�K�{îU��.<Öp� å �DÏ8¬ÎÈ
(N , r, `)

ÚaÆ § á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ ÚÄÍ�Å8É¯§QÚÄÚaÆ á?®ÎÊöÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§��
ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ)á?§ÄÆ

τ
ª?Æ3�BâaÉ¯ª?ÆUÏ8¬]Æ Ê
§}á?ÚÄ®ÎÊ]£uå �DÏ8¬ÎÈ)rMÍ±Ü\Ã ÏVÙQÊ�r

f
á?§ÄÆ

f τ 

�zÉ¯ªa®ÎÊ
ÅVÆ §¬]Æ Êmá?§}¬õ§QÏ8¬¯éQÏVÍÛÆ Ê
(N , r, `)

á?§ÄÆ
(N , r, `+τ)

§Q«­¬]Ã Ï8¬Ûª?Æ ÇH§\£{¥¨â]¬¯Í
L(f) ≤ 4

3
C(f τ , τ)

£
�Dê��rÿ4§öÿ4®±°Ä§QÚÄÍo«¯§�¬ÛªQ«]Ã ÏVªaÌQÚÄÍjâ}¬]ÆBª

Roughgarden
Ï8¬¯Ù�ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVØ�¬ÛªaÌR� ÖQÕ�¡

÷?É¯Ø}á?Í�ÚaÆ §öª?Æ á?ª]Å8®Î«¯ÍÛÆK§�ê]Æ áa¬¯ó}ÈD«�Ï8¬Û§
ªÄÜaª?Ã §�Ù
§@�B§ÄÃ É¯ÍÎÏVÙ
§}á?Ú@�D«)ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÏVÍ�«¯§öÚÄÍÛÆ �5�
ÏVÍÛÆmê¯É¯§QÚÄ§}¬]Æ á?é�¬¯ÙQ«Oá?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ$¬¯ÙQÊR

� É¯ªaØQÊ]£ ËsÙQÚÄ§Q«­¬]Æ á?é�Ì@�BÙ}°Äª?Ã��BâaÉ¯ª?Æ�Ú��
ÜaªaÉ¯ªaóQ«�ÜaéQ«­¬Û§�«¯§
ÜaÉ¯ªaÏVÍ±ÅHÅVÃ ÏVªaÌQ«)¬¯ÙQ«�§@�B§ÄÃ É¯ÍÎÏVÙ
¬ÎÈD«�§}á?Ú@�D«�ÚaÆ §QÊoá?§ÄÆ8§}Üaª}¬¯É¯®±ÜaªaÌQ«
¬¯ÙQ«
á?Ì}áa°Äª=�BªaÉ]Ã §cÏVÍ)§}Ì}¬¯®ÎÊ]£�çsâ]ÅHÈ §QÌ}¬¯ØQÊu¬¯ÙQÊ�Æ ÏVªaê¯ÌQ«¯§QÚaÃ §QÊ)¬Û§�Üa§QÉ¯§Qê¯ÍÛÃ Å8ÚÄ§}¬Û§�ÜaªaÌ
§Q«¯§@�B®ÎÉ¯ªQ«­¬Û§ÄÆ}Ï8¬Ûª?� ÖQÕ�¡3� ê¯ÍÎ«�¬Û§o§Q«¯§@�B®ÎÉ¯ªaÌQÚÄÍDÍÎê��W�;Ì}Üaªaê¯Ù}°@�D«¯ªaÌQ«¨â}¬]Æ]¬Ûªt�BÉ¯é}Å8ÚÄ§&¬õªaÌ
ÜaªaÉ]Ã ÏVÚÄ§}¬ÛªaÊm³\£ Õ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ]¬Ûªjá?§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯ªjá?§ÄÆ}Í±á?ÍÛÃ «¯ªu¬ÛªaÌ&ÜaªaÉ]Ã ÏVÚÄ§}¬ÛªaÊm³\£ ÑoÍÛÃ «¯§ÄÆ}ç¯ÍÎÇ\ÈDÉ]Æ Ï8¬¯â
°Ä§QÚ]÷?éQ«¯ªQ«­¬Û§QÊjâaÚQÈDÊuÌ}Üaâ=�BÙ�¬¯Ù�Ï8¬Û§]ÿ4ÍÎÉ¯é

c1
£

¥¨ª
Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ª
âaÉ]Æ ªöÍÛÃ «¯§ÄÆÄÍ±Ü\Ã ÏVÙQÊ�ÏVÙQÚÄ§Q«­¬]Æ á?â)°Ä§QÚ]÷?éQ«¯ªQ«­¬Û§QÊ�Ì}Üaâ=�BÙuâ}¬]Æaê¯ÍÎ«&Ü?Ø}É¯§QÚÄÍ
á?§Q«¯®Î«¯§�ÜaÍÎÉ]Æ ªaÉ]Æ ÏVÚÄâgá?§ÄÆ4ê¯ÍÎ«
á?éQ«¯§QÚÄÍjá?§QÚaÃ §�Üa§QÉ­§Qê¯ªQÇHØ�ÅVÆ §�¬ÛªcÍÛÃ ê¯ªaÊ�¬ÎÈD«öÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯Ø��
ÏVÍ±ÈD«)á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊoâ]¬õ§Q«�ÚÄé}°aÆ Ï8¬õ§�¬õª�á?âaÏ8¬ÛªaÊ)§Q«­§QÉ¯Ç8Ã §QÊuÏVÍo§QÌ}¬¯éöÍÛÃ «¯§ÄÆVÚÄÙ��BÉ¯§}Åo�
ÚÄ®Î«¯ª8£
µg·}þj¸Äñ2îU�].<Ö �rq å �DÏ8¬ÎÈ

(N , r, `)
ÚaÆ §�á?§}¬¯éQÏ8¬õ§}ÏBÙ�ÚÄÍ

n
á?âaÚ]÷?ªaÌQÊ)á?§ÄÆ

τ
ª?Æ��BâaÉ¯ª?Æ

Ï8¬]Æ Ê�§}á?ÚÄ®ÎÊ�¬¯ÙQÊ]£;å �DÏ8¬ÎÈ)rHÍ±Ü?Ã ÏVÙQÊ�r
f
á?§ÄÆ

f τ 

��É¯ªa®ÎÊoÅVÆ §�¬]Æ Ê�á?§}¬Û§QÏ8¬¯éQÏVÍÛÆ Ê (N , r, `)á?§ÄÆ
(N , r, ` + τ)

§Q«­¬]Ã Ï8¬õª?Æ ÇH§\£@¥¨â}¬¯Í
L(f) ≤ bn

2
c · C(f τ , τ)

£
Ò §ÄÆ2ÍÎê�� Ùcê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÙÍ� ÖQÕ�¡@ÚÄÍ)¬õ§�Üa§QÉ¯§Qê¯ÍÛÃ Å8ÚÄ§}¬¯é�¬¯ÙQÊ
ê¯ÍÛÃ ÇH«¯ÍÛÆMâ}¬]Æ4¬õª��BÉ¯é}Å8ÚÄ§

¬õªaÌ
ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊj³\£¤¢­Þ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ8¬Ûª�á?§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯ª�ê¯ÌQ«¯§}¬¯â8£

.<ÖE´<Ö0¡ ¾>�8�:�U¸H�K�Uñ�ï@ð2¸\�j»OîU·g�Vï@�B¹¤¸\·}�Uñ����;îMþj»
æoÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ}ÚaÃ §oÆ ÏVÇHÌQÉ¯Ø�ÏVÌQÏVÇH®±¬]Æ ÏVÙ¨ÚÄÍ±¬õ§Qç¯ó¨¬¯ÙQÊX§}Üaª}¬¯Í±°ÄÍÎÏVÚÄ§}¬]Æ á?â}¬¯Ù}¬Û§QÊD¬ÎÈD«)�BâaÉ­ÈD«�á?§ÄÆ
¬¯ÙQÊo§@�B§ÄÃ É¯ÍÎÏVÙQÊ�§}á?Ú@�D«uá?§ÄÆH§QÌ}¬¯â
ÿ2Ã Ç\¬¯Ù}á?Í�Í±°Ä§@�BÉ��DÊoÏ8¬¯ÙQ«oÜaÉ¯ªaÙ}Å8ªaóQÚÄÍÎ«¯ÙöÌ}ÜaªaÍÎ«¯â}¬¯Ù��
¬õ§\£oËsÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§gÍÛÃ ê¯§QÚÄÍu¬¯É]Ã §��BÉ¯é}Å8ÚÄ§}¬Û§�ÅVÆ § ¬¯Ù�Úa®±ÅVÆ Ï8¬¯Ù�ê¯ÌQ«¯§}¬¯Ø�÷?Í±°}¬]Ã ÈXÏVÙ�¬ÛªaÌ
á?âaÏ8¬õªaÌQÊ�rÄÅVÆ §j¬¯É]Ã §jê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?é)ÍÛÃ ê¯ÙjÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ�r}ÜaªaÌj¬Û§QÌ}¬]Ã a¯ªQ«w�
¬õ§ÄÆ4ÅVÆ § ¬]Æ Ê
ê¯óQªZÚÄÍ,ÿ4âaê¯ªaÌQÊu÷?Í±°Q¬]Ã ÈDÏVÙQÊ�¬ÛªaÌ á?âaÏ8¬õªaÌQÊö§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊ]£\�Dê�� ÿ4§ á?éQ«¯ªaÌQÚÄÍ
¬¯Ù�ÏVó}ÅHá?É]Æ ÏVØZ¬õªaÌQÊ�ÅVÆ §�¬]Æ Ê�Å8ÍÎ«]Æ á?Ø�á?§ÄÆGÅ8É¯§QÚÄÚaÆ á=�D«�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ
ÜaÍÎÉ]Æ ÜÄ¬��DÏVÍÛÆ ÊjÜ?Æ ªc§Q«¯§}°QÌ}¬]Æ á?é\£
q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ;¬¯ÙQ«DÜaÉ��@¬¯Ù�ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ�ÚaÍG®Î«¯§�ê]Ã áa¬¯ÌQªoÚÄÍGÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê;á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙ��
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Ê
`(x) = ax + b

£ q §�ê¯ÍÛÃ ç¯ªaÌQÚÄÍuâ}¬]ÆBª?Æ��BâaÉ¯ª?ÆBê¯ÍÎ«öÍÛÃ «¯§ÄÆVÜaª}¬¯®jÜ?Æ ªg§}Üaª}¬¯Í±°ÄÍÎÏVÚÄ§}¬]Æ á?ª?Ã
§}Üaâr¬¯ÙQ«�§@�B§ÄÃ É­ÍÎÏBÙ�§}á?Ú@�D«�ÏVÍZ§QÌ}¬¯é�¬Û§"ê]Ã áa¬¯ÌQ§\£èçs®ÎÚÄÍZâ}¬]Æ�®Î«¯§"ÏVóQ«¯ª}°Äª �BâaÉ­ÈD«
ÅVÆ §r¬¯ÙQ«�á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ

(N , r, `)
ÍÛÃ «¯§ÄÆ

0/∞ §Q«�ÅVÆ §�á?é}Üaª?Æ §	

� É¯ªaØ
f τ ÅVÆ §r¬¯ÙQ«

(N , r, ` + τ)
Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

τe = 0
Ø

f τ
e = 0

ÅVÆ §�á?é]ÿ4Íö§]á?ÚaØ
e
£$�@Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍöâ}¬]ÆUª?Æ

�BâaÉ¯ª?Æ
0/∞ ê¯ÍÎ«oÍÛÃ «¯§ÄÆÄÜ?Æ ª
§}Üaª}¬¯Í±°ÄÍÎÏVÚÄ§}¬]Æ á?ª?ÃÄ§}Üaâ�¬¯ÙQ«�§@�B§ÄÃ É¯ÍÎÏVÙj§}á?Ú@�D«o§@�Bªaó)Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

c(N , r, ` + τ) = c(H, r, `)
rVâÄÜaªaÌ

c(N , r, ` + τ)
ÍÛÃ «¯§ÄÆVÙö¬]Æ ÚÄØö¬¯ÙQÊjÏ8¬Û§]ÿ4ÍÎÉ¯éQÊ

c
¬¯Ù}Ê

ÜaÉ¯â}¬õ§}ÏBÙ}Ê�³\£j��ÅVÆ §j¬¯ÙQ«¨á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ
(N , r, `+τ)

r H ÍÛÃ «¯§ÄÆQ¬Ûª�Ì}Üaªaê]Ã áa¬¯ÌQª)¬õªaÌ N ÜaªaÌ
§}Üaª}¬¯Í±°ÄÍÛÃ ¬õ§ÄÆV§}Üaâ�¬]Æ Ê)§}á?ÚÄ®ÎÊuÚÄÍjÚÄÙQê¯ÍÎ«]Æ á?ªaóQÊ$� á?§ÄÆVâQÇ8Æ ∞ �)�BâaÉ¯ªaÌQÊ]£�©�Æ §?�BªaÉ¯ª]°Äª}ÅVÃ §ÍÛÃ «¯§ÄÆH÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯ÙöÅVÆ §�¬¯ÙQ«

(N , r, `)
§Q«
Í±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬õªÄÜaª?Æ ÍÛÃV¬Ûª

c(N , r, ` + τ)
§Q«¯éQÚÄÍÎÏV§�ÏVÍ

â}°Ä§�¬Û§�ê]Æ §Q«¯óQÏVÚÄ§}¬Û§?�BâaÉ­ÈD«
τ
£¨¥¨ªgÍ±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ª ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�ª]°ÄªÄáa°ÄÙQÉ��D«¯ÍÛÆB¬¯ÙQ«ö§Q«¯é}°ÄÌQÏVØ

ÚÄ§QÊ]£
µg·}þj¸Äñ2îU�è.<Ö �V� ©�Æ §"á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ�ÚÄÍ�Å8É¯§QÚÄÚaÆ á?®ÎÊOÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê�á?§]ÿ4ÌQÏ8¬¯®ÎÉ¯ÙQÏVÙQÊ
Í±Ü?Æ ê¯®ÎÇHÍ±¬õ§ÄÆV®Î«¯§�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õª�ÏVóQ«¯ª}°Äª$�BâaÉ­ÈD«�ÜaªaÌ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ

0/∞ £
Á�§QÉ¯â]°Ä§ §QÌ}¬¯é ê¯ÍÎ«�ÏVÌQÚ]÷?§ÄÃ «¯ÍÛÆB¬ÛªZÃ ê]Æ ª�á?§ÄÆ4ÅVÆ § ¬¯ÙQ«öÅ8ÍÎ«]Æ á?Ø ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ�r2âÄÜaªaÌcª?Æ

�BâaÉ¯ª?ÆUÚQÜaªaÉ¯ªaóQ«�«¯§c®ÎÇHªaÌQ«�á?§}°Äó]¬¯ÍÎÉ¯§c§}Üaª}¬¯Í±°Ä®ÎÏVÚÄ§}¬Û§\£uËm¬¯ÙQ«�ÜaÉ¯§}Å8ÚÄ§}¬]Æ á?â}¬¯Ù}¬Û§�r2ÅVÆ §
á?é]ÿ4Í

n ≥ 2
Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆU®Î«¯§

n
� á?âaÚ]÷aÈD« ê]Ã áa¬¯ÌQª�âÄÜaªaÌ�ª?ÆMÅ8ÍÎ«]Æ á?ª?Ã5�BâaÉ¯ª?ÆUÚQÜaªaÉ¯ªaóQ« «¯§

÷?Í±°Q¬]Æ �DÏVªaÌQ«�¬ÛªaÌQÊ
0/∞ á?§}¬¯é�®Î«¯§�ÏVÌQ«­¬¯Í±°ÄÍÎÏ8¬¯Ø bn

2
c £m©ZÍu§QÌ}¬¯â�¬Ûª §}Üaª}¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§
ÿ4§§Q«­¬]Æ °ÄÙ@�8ÿ4ªaóQÚÄÍsá?§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯Ù)¬¯Ù)ÏVÇH®ÎÏVÙ�ÚÄÍ±¬Û§Qç¯óu¬ÎÈD«,�BâaÉ­ÈD«já?§ÄÆ?¬¯ÙQÊ&§@�B§QÃ É¯ÍÎÏVÙQÊ&§}á?Ú@�D«

Ï8¬õ§ZÅ8ÍÎ«]Æ á?éOê]Ã áa¬¯ÌQ§\£`�V�B§ÄÆ É��D«­¬Û§QÊ�¬]Æ Ê §}á?ÚÄ®ÎÊ ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ «¯§g÷?Í±°Q¬]Æ �DÏVªaÌQÚÄÍ�¬¯ÙÍ

�
É¯ªaØ+á?§}¬¯é$®Î«¯§+ÏVÌQ«­¬¯Í±°ÄÍÎÏ8¬¯Ø bn

2
c r,� � ÖQÕ�¡�rmÜaÉ¯â}¬Û§QÏVÙ$ßH£ � �±£ ©ZÍ�÷?éQÏVÙO¬Ûª�Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�ª?Æ:�BâaÉ¯ª?ÆGÚQÜaªaÉ¯ªaóQ«c«¯§ ÷?Í±°Q¬]Æ �DÏVªaÌQ«�¬¯Ù�

�²É­ªaØ�á?§}¬¯é bn

2
c ÜaÍÎÉ]Æ ÏVÏVâ}¬¯ÍÎÉ¯ª§}Üaâ�¬¯ÙQ«u§@�B§ÄÃ É­ÍÎÏBÙ�§}á?Ú@�D«�rHÚÄÍ¨¬ÛªQ«jÜaÍÎÉ]Æ ªaÉ]Æ ÏVÚÄâ�â}¬]ÆHª�ÏVÌQ«­ê¯ÌQ§QÏVÚÄâaÊ&¬ÛªaÌQÊoê¯ÍÎ«uÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ

«¯§�÷aÍ±°Q¬]Æ �DÏBÍÛÆV¬¯ÙQ«�� §QÉ¯Ç8Æ á?Ø��


� É¯ªaØ�ÜaÍÎÉ]Æ ÏVÏVâ}¬¯ÍÎÉ¯ªg§}Üaâg¬Ûª�ÏVÌQ«­¬¯Í±°QÍÎÏV¬¯Ø bn
2
c r4á?é}¬]ÆÜaªaÌ�ê¯ÍÛÃ ç¯§QÚÄÍjÏ8¬Ûª�ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§�³\£¤¢­Þ\£

µg·}þj¸Äñ2îU��.<Ö �?´ ×;Æ §�á?é¯ÿ2Í
n ≥ 2

Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ­ÚaÆ §�á?§}¬¯éQÏ8¬Û§QÏVÙ
(N , r, `)

ÚÄÍ
c(H, r, `) =

bn
2
c ÅVÆ §Oâ]°Ä§�¬õ§�Ì}Üaªaê]Ã áa¬¯ÌQ§ H ¬ÛªaÌ N §}°Q°Äé�ÚÄÍ

c(N , r, ` + τ) = 1
ÅVÆ §�á?é}Üaª?Æ §

�BªaÉ¯ª}°Äª]ÅVÃ §
τ ≥ 0

£

î�§[Û
k
!=ë�±)¬'â¥¬�Åñß¥ÔVß

Ëm¬¯ÙQ«�ÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§c§QÌ}¬¯Ø�ÿ4§ Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ éQÏVªaÌQÚÄÍ)¬¯Ù Å8ÍÎ«]Æ á?Ø�Æ ê¯®Î§c¬¯ÙQÊ7� � ä�¡DÚÄÍ)á?é}Üaª?Æ §g§}Üaâ
¬õ§g§}Üaª}¬¯Í±°Ä®ÎÏVÚÄ§}¬¯éc¬¯ÙQÊ]£ ô ÚÄ®,ÿ4ªaê¯ªaÊ�ÜaªaÌ�§}á?ª}°ÄªaÌ]ÿ4ÍÛÃ ¬Û§ÄÆ;ê¯ÍÎ«cÍÎÏ8¬]Æ é@a­ÍÛÆ;ÏVÍ
®Î«¯§�§}Üaâ
¬õ§�ê¯óQª�ÚÄªQ«­¬¯®±°Ä§�§}°Q°Äé�ÍÛÃ «¯§ÄÆVÜ?Æ ª�Å8ÍÎ«]Æ á?Ø\£
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.<ÖEì<Ö � �)�K�{�H�{���U 
ø«s���c���lji@s�v�y�~�vpz}��iEn�l s�v:|�¢já?§ÄÆVÙ�ÿ4Í±ÈDÉ]Ã §Ru}�6|@{�|�gjzos�zo~¨ÍÛÃ «¯§ÄÆ?÷?§QÏBÆ á?é�ÍÎÉ­Å8§}°ÄÍÛÃ §öÅVÆ �
§+¬ÛªaÌQÊZÍÎÉ¯ÍÎÌQ«¯Ù}¬¯®ÎÊgÏ8¬õªQ«�Ç��DÉ¯ª"¬¯ÙQÊcÿ4Í±ÈDÉ]Ã §QÊgÜa§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«Oá?§ÄÆX¬ÎÈD«OÏVÌQÏ8¬¯ÙQÚÄé}¬ÎÈD«ZÚÄÍ
Üaª}°Q°ÄªaóQÊ�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ�rGÍÛÆ ê]Æ á?é�ÍÎéQ« Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ é@a¯ªaÌQ«cÍ±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?Ø�ÏVÌQÚQÜaÍÎÉ]Æ �BªaÉ¯é\£gËm¬ÛªQ«cá@�
°Ä§QÏVÏBÆ á?âöÏVÇHÍÎê]Æ §QÏVÚÄâöÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaó�ÚaÆ §)á?ÍÎ«­¬¯É]Æ á?Ø
ÚÄª}«¯éQê¯§�ªaÉ]Ã a¯ÍÛÆ\¬¯ÙQ«o§}°Q°ÄÙ}°ÄÍ±Ü?Ã ê¯É¯§QÏVÙ
ÚÄÍ±¬õ§Qç¯ó�¬ÎÈD«
Í±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?é�á\Æ «¯ªaóQÚÄÍÎ«­ÈD«öªaÚÄéQê­ÈD«öÇHÉ¯ÙQÏ8¬��D«�rBÚÄÍuÏ8á?ªÄÜaâc«¯§�ÜaÍ±¬¯óQÇHÍÛÆV¬ÛªQ«
Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯âcÏ8¬¯â}ÇHªhr4°Ä§QÚ]÷?éQ«¯ªQ«­¬Û§QÊ�Ì}Üaâ=�BÙ�¬Û§�á\Ã «¯Ù}¬¯É¯§Í� ÏVÌQÚ��B®ÎÉ¯ªQ«­¬Û§���¬ÎÈD«�ÇHÉ¯ÙQÏ8¬��D«
§QÌ}¬��D«Ä£r©�ÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍc«¯§$ê¯ªaóQÚÄÍ ¬¯ÙQ«�á?ÍÎ«­¬¯É]Æ á?Ø+ÚÄªQ«¯éQê¯§OÈDÊgÚaÆ §Oá?Ì¯÷?®ÎÉ¯«¯ÙQÏVÙ$Ø$®Î«¯§Q«
ÜÄÈ@°ÄÙ}¬¯ØOÜaªaÌ$á?§]ÿ4ªaÉ]Ã a¯ÍÛÆDá?§ÄÆDÍ±°Ä®±Å8ÇHÍÛÆ@¬ÛªaÌQÊcá?§Q«¯âQ«¯ÍÎÊg¬¯ÙQÊc§}°Q°ÄÙ}°ÄÍ±Ü?Ã ê¯É¯§QÏVÙQÊc§QÌ}¬¯Ø}Ê]£
��Ï8¬¯âaÏVª�ÏVÍ�Üaª]°Q°ÄéOá?§}¬Û§Q«¯ÍÎÚÄÙQÚÄ®Î«¯§OÏVÌQÏ8¬¯ØQÚÄ§}¬Û§�á?§ÄÆDÏVÍ�§}°Q°ÄÙ}°ÄÍ±Ü?Æ ê¯É¯éQÏVÍÛÆ Ê ÚÄÍ�Üaª]°��
°ÄªaóQÊ�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ¨ª?Æ2s6�=y@{@l v<i\i�n}i}v�c�v�l m�v���n}c�~V|�v��@��c�~mê¯ÍÎ«uÚQÜaªaÉ¯ªaóQ«j«¯§�Í±°Ä®±Å8ç¯ªaÌQ«j¬ÛªaÌQÊ
á?§Q«¯âQ«¯ÍÎÊo¬ÎÈD«u§}°Q°ÄÙ}°ÄÍ±Ü?Æ ê¯É¯éQÏVÍ±ÈD«�� §}°Q°ÄÙ}°ÄªaÏVÌ}ÅHá?É¯ªaóQÏVÍ±ÈD«��±£;å �D«­§QÊoê]Æ §QÇHÍÛÆ É]Æ Ï8¬¯ØQÊoê¯Æ á@�
¬¯óQªaÌ�raÅVÆ §uÜa§QÉ¯éQê¯ÍÛÆ Å8ÚÄ§�r?ê¯ÍÎ«oÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃa§}ÜÄ°Äéu«¯§)§}°Q°ÄéQç­ÍÛÆÄ¬Û§uÍ±Ü?Æ á?ª?Æ «­ÈD«]Æ §}á?é�ÜaÉ­È@¬¯âÄá?ª]°��
°Ä§+ÏVÍ ®Î«¯§+ê¯ªaÏVÚÄ®Î«¯ª�á?§}¬Û§Q«¯ÍÎÚÄÙQÚÄ®Î«¯ª�ÏVóQÏ8¬¯ÙQÚÄ§�ÚÄÍcÏ8á?ªÄÜaâ"«¯§OÜaÍ±¬¯óQÇHÍÛÆDÍ±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯®ÎÊ
ÏVÌQÚQÜaÍÎÉ]Æ �BªaÉ¯®ÎÊ]£ q §�ÚÄÍ±°ÄÍ±¬¯ØQÏVªaÌQÚÄÍ{¬ÛªuÏVÇHÍÎê]Æ §QÏVÚÄâuÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaó�Ï8¬¯ÙQ«�Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ÙoÍÎ«¯â}¬¯Ù��
¬õ§\£ ô ê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÍÎÌQÏVÙÍ� � ä�¡@ÍÎÏ8¬]Æ é@a¯ÍÛÆ2Ï8¬ÛªgÜ��DÊ
ÚaÃ §c§Qç]Æ âÄÜ?Æ Ï8¬¯ÙcÏ8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§g§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯Ù
ªaÚÄéQê¯§�r?ÜaªaÌ
ê¯ÍÎ«jÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ\«¯§�§}°Q°ÄéQç¯ÍÛÆa¬ÛªaÌQÊ&á?§Q«¯âQ«¯ÍÎÊ&¬¯ÙQÊ&§}°Q°ÄÙ}°ÄÍ±Ü?Ã ê¯É¯§QÏVÙQÊ�á?§ÄÆ\ê¯ÍÎ«jÚE�
ÜaªaÉ¯ÍÛÃ?«¯§)ÍÎç¯§Q«¯§}ÅHá?éQÏVÍÛÆQ¬õªaÌQÊ¨ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ�Ï8¬¯ÙQ«�Í±Ü?Æ °Äª]Å8Ø)¬ÎÈD«�§}Üaª=�BéQÏVÍe�D«�¬ÛªaÌQÊ�r?ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ
«¯§)ÜaÍ±¬¯óQÇHÍÛÆÄ¬ÛªaÌQÊ&Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬ÛªaóQÊ�¬¯ÙQÊ¨Ï8¬¯âQÇHªaÌQÊ]£D©�ÜaªaÉ¯ÍÛÃ\«¯§uÜaÉ¯ª}÷?ÍÛÃ?ÏVÍsÜÄ°ÄÙQÉ­ÈDÚÄ®ÎÊ¨¬ÎÈD«
ÇHÉ¯ÙQÏ8¬��D«�r2â]¬õ§Q«ö¬¯Í±°ÄÍÛÆ �DÏVÍÛÆ4ªcá?ó}áa°ÄªaÊ
¬ÎÈD«�Í±Ü?Æ °Äª]Å��D«�r2á?§ÄÆ2ª?Æ2ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ)ÚQÜaªaÉ¯ªaóQ«�«¯§
ÍÛÃ «¯§ÄÆaÏBÃ Å8ªaÌQÉ¯ª?Æ?â}¬]ÆQÿ4§jÜÄ°ÄÙQÉ­È{ÿ4ªaóQ«�ÚÄÍm¬ÛªQ«�¬¯É¯âÄÜaª�ÜaªaÌ)§QÉ¯Ç8Æ á?é)ÍÛÃ ÇHÍ�ÍÛÆ ÜÄÈ{ÿ4ÍÛÃa§}Üaâ�¬¯ÙQ«
Ï8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§�§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯Ù�ªaÚÄéQê¯§\£
�Dê�� ÿ4§O§}«¯§}°ÄóQÏVªaÌQÚÄÍ�¬¯ÙQ«�Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙO¬ÎÈD«�Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬��D«gÏVÌQÚQÜ?ÍÎÉ¯Æ Ï6�BªaÉ��D«�§}Üaâ

¬¯ÙQ« Ï8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§Z§}«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯ÙgªaÚÄéQê¯§�rGÏVóQÚ��VÈD«¯§cÚaÍ�¬õ§cÜa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È�£ æoÜaéQÉ¯ÇHªaÌQ« ê¯óQª
÷?§QÏBÆ á?éöÿ4®ÎÚÄ§}¬Û§
ÜaªaÌ�á?éQ«¯ªaÌQ«�¬¯ÙQ«�®ÎÉ¯ÍÎÌQ«¯§�§QÌ}¬¯Ø�ÚÄÙö¬¯Í±¬¯É]Æ ÚÄÚÄ®Î«¯Ù
á?§ÄÆ8ÜaÉ¯ªÄáa°ÄÙ}¬]Æ á?Ø�²

1.
ô Ï8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§u§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯ÙjªaÚÄéQê¯§jÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃÄ«¯§jÌ}ÜaªQÿ4®ÎÏVÍÛÆQâ}¬]ÆÄÙo°Äª]ÅVÆ á?Ø
¬ÎÈD« ÇHÉ¯ÙQÏ8¬��D«rÍÛÃ «¯§ÄÆuÚaÆ á?É¯Øor�âaÏVª ÚaÆ á?É¯Ø ÅVÃ «¯Í±¬Û§ÄÆ¤£úËm¬¯ÙQ«pÆ ê¯§Q«]Æ á?Ø
ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ�r?ÿ4§öÌ}ÜaªQÿ4®ÎÏVªaÌQÚ�â]¬]ÆV®Î«¯§QÊjÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙQÊoê¯ÍÎ«)§}Üaªaê¯®ÎÇHÍ±¬õ§ÄÆ8ÚaÆ �
§cÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Øc§Q«�§QÌ}¬¯Ø�á?ÌQÉ]Æ §QÉ¯ÇHÍÛÃ ¬õ§ÄÆM§}ÜaâZá?é}Üaª?Æ §gé}°Q°ÄÙ`� ÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§
� £ � �Î£

2.
ô Ï8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§&§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯Ù�ªaÚÄéQê¯§¨ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ­«¯§sÿ4®±°ÄÍÛÆõ«¯§¨Í±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬õªÄÜaª?Æ Ø��
ÏVÍÛÆH¬Û§�®Îç¯ªaê¯é�¬¯ÙQÊ]£

�oÊ
ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÏVªaÌQÚÄÍ
¬Ûª�Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ªO§}ÜÄ°ÄâOÏVóQÏ8¬¯ÙQÚÄ§cÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ]£�æoÜaªQÿ4®±¬õªaÌ}ÚaÍ
â}¬]Æ
Ì}ÜaéQÉ¯ÇHªaÌQ«
ê¯óQª�Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ�rBªZ¢uá?§ÄÆBª � rHÜaªaÌ�®ÎÇHªaÌQ«
«¯§�Í±Ü?Æ °Ä®Îç¯ªaÌQ«
ÚÄÍ±¬Û§Qç¯ó�ê¯óQª�Üa§QÉ¯ªE�
ÇH®±ÈD«�Ì}ÜaÙQÉ¯ÍÎÏBÆ �D«B� Ü8£ Ç4£jÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ�r4Í±Ü?Æ á?ª?Æ «­ÈD«]Æ §}á?®ÎÊöÅ8É¯§QÚÄÚÄ®ÎÊ�rBáa°QÜo�Î£¨å �D«¯§QÊ
§}Üaâg§QÌ��
¬õªaóQÊ�rQª

f
rQÍÛÃ «¯§ÄÆ}ªoÅ8É¯Ø}Å8ªaÉ¯ªaÊ�raÍÎ«��Oªjé}°Q°ÄªaÊ�rQª

s
rQÍÛÃ «¯§ÄÆ}ªj§QÉ­Å8âaÊ]£��oÌ}¬¯âo¬Ûªjê¯ÍÛÃ ÇH«¯ªaÌQÚÄÍ

ÚÄÍ�§QÉ]Æ ÿ4ÚÄªaóQÊoê]Ã «¯ªQ«­¬Û§QÊoá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊj³
Ï8¬õª}«)®Î«¯§�á?§ÄÆHÚÄâQ«¯ª�Ü?§QÃ áa¬¯Ù
ÜaªaÌöÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃH¬õª}«
f
á?§ÄÆ?ß�Ï8¬õªQ«o®Î«¯§)á?§ÄÆ\ÚÄâQ«¯ªöÜaªaÌ�ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃ\¬ÛªQ«

s
£��o«jâaÚQÈDÊ&á?§ÄÆ\ª?Æ?ê¯óQªöÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ

ê]Æ §}°Ä®Îç¯ªaÌQ«o¬ÛªQ«jÃ ê]Æ ªöÜa§QÉ¯ª}ÇH®Î§�Ì}ÜaÙQÉ­ÍÎÏ4Æ �D«&¬¯â}¬¯Í�Ùu¬Û§QÇHó}¬¯Ù}¬¯éj¬ÛªaÌ)ÚÄÍÛÆ �D«¯Í±¬Û§ÄÆaÏ8¬õª
ÚaÆ ÏVâ
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á?§ÄÆ;Í±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ�¬Ûª�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊ�¬ÛªaÌgá?é]ÿ4ÍöÜa§ÄÃ áa¬¯Ù�Ì}Üaªaê]Æ ÜÄ°Ä§QÏBÆ é@a¯Í±¬Û§ÄÆ¤£cÁ�§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ ê¯ÍÛÃ Ç=�
«¯ªaÌQÚÄÍo¬¯ÙQ«�á?§Q«¯ªQ«]Æ á?Ø�ÚÄªaÉ��BØ�¬ÛªaÌ�Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªaÌ�rBâÄÜaªaÌ�ª Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊö¢�ê]Æ §}°Ä®±Å8ÍÛÆ
Å8É¯§QÚÄÚÄ®ÎÊjá?§ÄÆVª�Üa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ � Ï8¬¯Ø}°ÄÍÎÊ]£

{f} {s}
M =

(

(3, 3) (6, 4)
(4, 6) (2, 2)

)

{f}
{s}�oÊOÌ}ÜaªQÿ4®ÎÏVªaÌQÚÄÍZâ]¬]Æ�Ù"§Qç]Æ âÄÜ?Æ ÏV¬¯Ùor�Ï8á?âÄÜ?Æ Úa§"§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯Ù"ªaÚÄéQê¯§�ÿ4®±°ÄÍÛÆs«¯§"ÍÎÚ��

Üaªaê]Ã ÏVÍÛÆ?¬õªaÌQÊ�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ&§}Üaâö¬Ûª�«¯§�ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜ?ª?Æ Ø}ÏBªaÌ}«u¬ÛªQ«)Ã ê]Æ ª�Üa§QÉ¯ªQÇH®Î§
Ì}ÜaÙQÉ¯ÍÎÏBÆ �D«Ä£
¥¨â}¬¯ÍöÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃM«¯§gÍÎ«¯ÍÎÉ­Å8ØQÏVÍÛÆ2ÈDÊöÍÎç¯ØQÊ]£ q §gÌ}ÜaªaÏVÇHÍ,ÿ4ÍÛÃMÏ8¬ÛªQ«�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù�¢�â}¬]Æ4ÿ2§ ¬ÛªQ«
ÜÄ°ÄÙQÉ��DÏVÍÛÆDÚÄÍ�¬Ûª�ÜaªaÏVâ ¢­Þ$§Q«Zá?§ÄÆDª?ÆXê¯óQª�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊcÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ØQÏVªaÌQ«Z¬ÛªQ«

f
á?§ÄÆ

ÿ4§ZÌ}ÜaªaÏVÇHÍ,ÿ4ÍÛÃ;Ï8¬ÛªQ« � ¬õª�ÜaªaÏVâ�¢­ÞZ§Q« á?§ÄÆ;ª?ÆGê¯óQª$ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ØQÏVªaÌQ« ¬õªQ«
s
£�©ZÍ

§QÌ}¬¯®ÎÊ
¬]Æ Ê�Ì}ÜaªaÏVÇH®ÎÏVÍÎÊö®ÎÇHªaÌQÚÄÍ
®Î«¯§g«¯®ÎªZÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª�ÜaªaÌgÙcá?§Q«¯ªQ«]Æ á?Øg¬ÛªaÌgÚÄªaÉ��BØgÍÛÃ «¯§ÄÆ
Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÛÈ�£

{f} {s}
M ′ =

(

(13, 3) (6, 4)
(4, 6) (2, 12)

)

{f}
{s}�@Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ�â}¬]ÆMÏ8¬Ûª

M ′ ÙcÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø f
ÍÛÃ «¯§ÄÆ2á?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÙ ÅVÆ §c¬ÛªQ«�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù

¢Oá?§ÄÆsÙ
s
á?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÙ"ÅVÆ §�¬ÛªQ« � £Ñ��Ê�§}Üaª}¬¯®±°ÄÍÎÏVÚÄ§�®ÎÇHªaÌQÚÄÍZâ}¬]Æm¬ÛªrÚÄâQ«¯ªr°Äª]ÅVÆ á?â

ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§ Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�ÍÛÃ «¯§ÄÆMÍ±á?ÍÛÃ «¯ªZÏ8¬õªgªÄÜaª?Ã ª�ª�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙQÊ�¢�Í±Ü?Æ °Ä®±Å8ÍÛÆ4¬õªQ«
f
á?§ÄÆ

ª � ¬õªQ«
s
£Gå �@¬¯ÏBÆ�r8Ù�Ï8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§�§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯ÙöªaÚÄéQê¯§öÜaÍ±¬¯ÌQÇH§ÄÃ «¯ÍÛÆH¬õª�®Î«¯§�§}Üaâ�¬Û§öê¯óQª

Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯é�§}Üaª}¬¯Í±°Ä®ÎÏVÚÄ§}¬õ§\£��@Ü?Æ ÜÄ°Ä®Îª}«Zê¯ªaÏVÚÄ®Î«¯ªaÌZ¬ÛªaÌ�ê]Æ §Q«¯óQÏVÚÄ§}¬ÛªaÊ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
(f, s)

Ù)Ï8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§�§}«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯ÙuªaÚÄéQê¯§)ê¯ÍÎ«j®ÎÇHÍÛÆa«¯§uÜÄ°ÄÙQÉ��DÏVÍÛÆÄ¬]Ã Üaª}¬Û§\£Dæo°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÍ�r
§}ÜÄ°Äé�rHÚÄÍ¨á?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÍÎÊoÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ�rHÚaÃ §
Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯Ø�ÏVÌQÚQÜ?ÍÎÉ¯Æ �BªaÉ¯éöÚÄÍ&ÚÄÙQê¯ÍÎ«]Æ á?â�á?âaÏ��
¬õªaÊ�rH÷?§QÏBÆ ÏVÚÄ®Î«¯Ù�ÚÄâQ«¯ªcÏ8¬¯ÙQ«
§Qç]Æ ªÄÜ?Æ ÏV¬]Ã §�¬¯ÙQÊ�rBÇ\ÈDÉ]Ã Ê�«¯§�§}°Q°ÄéQç¯ÍÛÆ8¬õªaÌQÊjá?§Q«¯âQ«¯ÍÎÊ)¬ÎÈD«
§}°Q°ÄÙ}°ÄÍ±Ü?Æ ê¯É¯éQÏVÍ±ÈD«�Ø�«¯§�ÍÎç¯§Q«¯§}ÅHá?éQÏVÍÛÆ8á?é}Üaª?Æ §�ÏVÌQÚQÜaÍÎÉ]Æ �BªaÉ¯é\£
�o«­¬]Ã�r;°Äª?Æ ÜaâQ«�r@«¯§�ÍÎç¯Ù}Å8ªaóQÚÄÍö¬Ûª�Ü��DÊöÿ4§�ÏVÌQÚQÜaÍÎÉ]Æ �BÍÎÉõÿ4ªaóQ« ª?ÆGÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ�ÏVÍö®Î«¯§

ê¯ªaÏVÚÄ®Î«¯ª$ÜaÉ­È@¬¯âÄá?ª]°Q°ÄªhrXÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ�«¯§�ÿ4Í±°ÄØQÏVªaÌQÚÄÍ�«¯§ZÜaÉ¯ªÄá?§}°Ä®ÎÏVªaÌQÚÄÍ�Ï8¬õªaÌQÊ�ÇHÉ¯Ø��
Ï8¬¯ÍÎÊ�Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯®ÎÊsÏVÌQÚQÜaÍÎÉ]Æ �BªaÉ¯®ÎÊ¨ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ �D«­¬Û§QÊ\n�|�v�l s�v<i��wlü�=��~V{Uf2|�s6x2|Ufh��~Û£Uå �D«¯§
ÏVÙQÚÄ§Q«­¬]Æ á?âgÏVÙQÚÄÍÛÃ ªgÍÛÃ «¯§ÄÆB¬ÛªcÅ8Í±Å8ªQ«¯âaÊöâ]¬]Æ2ªg«¯ªaÚaÆ ÏVÚÄ§}¬]Æ á?®ÎÊ�ÜaÉ¯ªaÏ6�BªaÉ¯®ÎÊ
ê¯ÍÎ«öÍÛÃ «¯§ÄÆ4§��
Üa§QÉ¯§ÄÃ ¬¯Ù}¬Ûª"«¯§+ÜaÉ¯§}Å8ÚÄ§}¬ÛªÄÜaª?Æ Ù]ÿ4ªaóQ«O¬¯Í±°aÆ á?é�â}¬Û§Q«Oª?ÆmÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ�§}á?ª]°ÄªaÌ]ÿ4ØQÏVªaÌQ«�¬¯ÙQ«
Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯ØöÏVÌQÚQÜaÍÎÉ]Æ �BªaÉ¯é\£XÁoÆ ª Í±Ü?Ã ÏVÙQÚÄ§�r8ÍÛÆ ÏVé}Å8ªaÌQÚÄÍo¬¯ÙQ«�®Î«¯«¯ª?Æ §�¬¯ÙQÊ

k
��Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙQÊ

ÍÎ«¯âaÊ
ÏVÌQ«¯â]°ÄªaÌ §}ÜaâgÍ±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯é�ê]Æ §Q«¯óQÏVÚÄ§}¬õ§�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«�r4âÄÜ?ªaÌ�¬Ûª
k
ê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆB¬õª

ÜaªaÏVâc¬¯ÙQÊuÜÄ°ÄÙQÉ­ÈDÚÄØQÊuÜaªaÌ�ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆVÜaÉ¯§}Å8ÚÄ§}¬]Æ á?é�«¯§�ê¯ªQÿ4ÍÛÃ4Ï8¬ÛªaÌQÊ)ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊuÅVÆ § «¯§�Ì��
°ÄªÄÜaª?Æ ØQÏVªaÌQÚÄÍo¬õ§�Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯éö§}Üaª}¬¯Í±°Ä®ÎÏVÚÄ§}¬õ§?£

.<ÖEì<ÖE´ F�¸H�K�{î��M¹
å �D«¯§?{Uf�|@{�i@g mon�l |sÏVÍXÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�� á?§Q«¯ªQ«]Æ á?Ø��{ÚÄªaÉ��BØoÍÛÃ «¯§ÄÆQ®Î«¯§,a¯ÍÎó}Å8ªaÊ

G = (N,X)
r

âÄÜaªaÌ
N = {1, 2, . . . , n} ÍÛÃ «¯§ÄÆÄ¬Ûª�ÏVóQ«­ª}°Äªu¬ÛÈD«¨Üa§ÄÆ áa¬��D«�r X = X1×X2× . . .×Xn

r
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âÄÜaªaÌ�ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í
i
r
Xi
ÍÛÃ «¯§ÄÆ?¬ÛªöÏVóQ«¯ª}°Äª
¬ÎÈD«jÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«jê]Æ §]ÿ4®ÎÏBÆ ÚQÈD«jÏ8¬ÛªQ«oÜa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
£DøuÆ8ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê&á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊ

Ui
ÅVÆ §
á?é]ÿ4Í&Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
ªaÉ]Ã a¯ªQ«­¬Û§ÄÆVâÄÜÄÈDÊo¬]Æ Êo®ÎÇHªaÌQÚÄÍ�ê¯ÍÛÆ

ÈDÊj¬��DÉ¯§\£Gå �DÇHªaÌQÚÄÍj¬Ûª�ê]Ã §Q«¯ÌQÏVÚÄ§�§QÌ}¬��D«
U = (U1, U2, . . . , Un)

£
å �D«¯§�ÜaÉ¯ªÄÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª

G
á?§ÄÆB®Î«¯§�ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌ}Ê

U
ªaÉ]Ã a¯ªaÌQ«�®Î«¯§

Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª ÏVÍ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø�ÚÄªaÉ��BØ�ÜaªaÌ�¬ÛªrÏVÌQÚ]÷?ª}°ÄÃ a¯ªaÌQÚÄÍZÚÄÍ
G(U)

£ ô á?ÌQÉ]Æ §QÉ¯Ç8Ã §
Ï8¬õª�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªp§QÌ}¬¯â ªaÉ]Ã a¯Í±¬Û§ÄÆ¨âÄÜÄÈDÊ$§}á?É]Æ ÷=�DÊ�¬¯ÙQ«�®ÎÇHªaÌQÚÄÍ�ê¯ÍÛÆ�ÏV¬¯Ù}«+ÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬õ§ � £ � £
¥¨ªQ«]Ã a¯ªaÌQÚÄÍ�ÅVÆ §ZÚaÆ §�§}á?âaÚÄ§R�BªaÉ¯éZâ}¬]Æ;ª?ÆUÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊ�ÍÛÃ «¯§ÄÆU°Äª]ÅVÆ á?ª?ÃGá?§ÄÆ;ê¯ÍÎ« ÜaÉ¯âÄá?ÍÛÆ ¬õ§QÆ
«¯§�Í±Ü?Æ °Ä®Îç¯ªaÌQ«
ÚaÆ §öá?ÌQÉ]Æ §QÉ¯ÇHªaóQÚÄÍÎ«¯Ù�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø\£
Ëm¬ÛªgÜaÉ¯ªÄÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª

G = (N,X)
ÅVÆ § á?é]ÿ4Í�ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«
á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊ

V
r

®ÎÏ8¬ÛÈ
X̄i(V )

¬Ûª
ÏVóQ«¯ª]°Äª)¬ÛÈD«�ÚÄÙoá?ÌQÉ]Æ §QÉ¯ÇHªaóQÚÄÍÎ«­ÈD«jÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«&¬ÛªaÌ
i
Ï8¬Ûª)Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª

G(V )
á?§ÄÆa®ÎÏ8¬ÛÈ

X̄(V ) = X̄1(V )× X̄2(V )× . . .× X̄n(V )
£
Ḡ(V )

ÍÛÃ «¯§ÄÆÄ¬õª�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª
(N, X̄, V )

r4âÄÜaªaÌ�ÜÄ°Ä®ÎªQ«ö¬Ûª
V
ÍÛÃ «¯§ÄÆB¬Ûªgê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§�¬ÛÈD«öÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊ)ÜaÍ��

É]Æ ªaÉ]Æ ÏVÚÄ®Î«¯ª�Ï8¬]Æ ÊöÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ
X̄
£)å �D«¯§gê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§

V
ÍÛÃ «¯§ÄÆUÚÄÙc§QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á?â

(V ≥ 0)§Q«
Vi(x) ≥ 0

ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù
i
á?§ÄÆVá?é]ÿ4Í

x ∈ X
£

q Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍs®Î«¯§uÏVóQ«¯ª]°Äª�§}Üaâ
Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯éjê]Æ §Q«¯óQÏVÚÄ§}¬õ§oÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
O ⊆ X

Ï8¬Ûª
Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª

G(U)
£Uå �D«¯§oÚÄÙ�§QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á?âuê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§�§}ÜaâuÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ ÊDá?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊ

V
Ì}°ÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃ

¬õª
O
Ï8¬Ûª

G(U)
§Q«

• ∅ ⊂ X̄(U + V ) ⊆ O
£

å �D«¯§�¬¯®±¬õª?Æ ª
V
á?§}°ÄÍÛÃ ¬õ§ÄÆ

k
��Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙö¬ÛªaÌ

O
Ï8¬õª

G(U)
§Q«
Í±Ü?Æ ÜaÉ¯âaÏHÿ4Í±¬Û§�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

• ∑n
i=1 Vi(x) ≤ k

ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í
x ∈ X̄(U + V )

£
Á�É¯ª=�B§Q«��DÊ�r]ÚÄÍG¬¯ÙQ«DÜÄ°ÄÙQÉ­ÈDÚÄØs¬ÛªaÌ�á?é]ÿ4Í;Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
ÚÄÍ{®Î«¯§�Í±Üa§QÉ­á?®ÎÊ{ÜaªaÏVâoÇHÉ¯ÙQÚÄé}¬ÎÈD«

ÅVÆ § «¯§�Üa§ÄÃ ç¯ÍÛÆB¬¯Ù�ÏVÉ­¬Û§}Å8Ù}¬]Æ á?Ø�ÜaªaÌ ÏVÇHÍ±¬]Ã a¯Í±¬Û§ÄÆBÚÄÍu®Î«¯§ ÏVÌ}ÅHá?Í±á?É¯Æ Úa®Î«­ª�ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§�Ï��
¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«OÏ8¬õª

O
r�ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍg«¯§�Ì}°ÄªÄÜaª?Æ ØQÏVªaÌQÚÄÍc¬Ûª

O
£ å �@¬¯ÏBÆXê¯É¯§+Ù�Ï8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§

§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯ÙuªaÚÄéQê¯§�r?ÚÄÍ�ÚÄÙu§QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á?éuá?®ÎÉ¯ê¯Ù
V
r?ÚÄÍm¬¯®±¬õª?Æ ª
¬¯É¯âÄÜaª>�DÏ8¬¯Ísª?ÆÄ°Äª}ÅVÆ á?ª?Ã

Üa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊöÿ4§gªaê¯Ù}Å8Ù]ÿ4ªaóQ«�Ï8¬õª
O
á?§ÄÆM¬Ûª�ÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ­ªOê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«�ÜaªaÏVâZÜaªaÌ�ÙgÏ8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§

§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯Ù�ªaÚÄéQê­§öÿ4§�®ÎÇHÍÛÆV«¯§öÜÄ°ÄÙQÉ��DÏVÍÛÆ8«¯§�ÍÛÃ «¯§ÄÆ8¬Ûª�Üaª]°Äó
k
£

å �DÇHªaÌQÚÄÍjê¯ÍÎÇ?ÿ4ÍÛÃVê¯óQª�ÏBÙ}Úa§}«­¬]Æ á?®ÎÊjÜa§QÉ¯§Qê¯ª}ÇH®ÎÊ�²

• �
u@��lj�@�}f�l ��z��e³e|���|�~w² ô Ï8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§�§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯Ù�ªaÚÄéQê¯§�ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃG«¯§
§Q«õ¬]Æ °ÄÙ@�8ÿ4ÍÛÃHá?§ÄÆV«¯§�Üa§QÉ¯§}á?ª]°ÄªaÌ]ÿ4ÍÛÃ8¬]Æ ÊuÍÎ«¯®ÎÉ­Å8ÍÛÆ ÍÎÊu¬ÎÈD«)Üa§ÄÆ áa¬��D«Ä£

• � ¢�f2|�~Í����s�v�cwu@s�zo~w² ô Ï8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§�§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯Ù�ªaÚÄéQê¯§�ÍÛÃ «¯§ÄÆ�§Qçw�Æ âÄÜ?Æ Ï8¬¯ÙuÚÄÍm¬¯ÙQ«�®Î«¯«¯ª?Æ §)â}¬]ÆÄª?ÆaÜa§ÄÃ áa¬¯ÍÎÊsÜ?Æ Ï8¬¯ÍÎóQªaÌQ«�â}¬]ÆÄ§QÌ}¬¯Ø�ÿ2§o¬ÛªaÌQÊ
ÜÄ°ÄÙQÉ��XÏVÍÛÆaÜaÉ¯é}Å8ÚÄ§}¬]Æ?¬õª�Í±Ü?Æ ÜaÉ¯âaÏHÿ4Í±¬Ûª�á?®ÎÉ¯ê¯ªaÊoÜaªaÌ
ªaÉ]Ã a¯Í±¬Û§ÄÆH§}Üaâ�¬Ûª
V
£

å �@¬¯Ï8È
k(O)

¬õª�¬]Ã ÚÄÙQÚÄ§ö¬¯ÙQÊjÌ}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙQÊ
O
£W�oÌ}¬¯â ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ÍÛÆVâ}¬]Æ8¬Ûª

k(O)
ÍÛÃ «¯§ÄÆ

¬õªcÚÄ®±ÅVÆ Ï8¬Ûª á?é}¬ÛÈÕ�BÉ¯é}Å8ÚÄ§�� © Ò  )�&â]°QÈD«ö¬ÎÈD«öÚÄÙ�§QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á=�D«�§QÉ]Æ ÿ4Ú@�D«
q
ÅVÆ §�¬õªaÌQÊ

ªÄÜaª?Ã ªaÌQÊgÌ}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ{ÚaÃ §
q
��Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ\£ � Ù}°Ä§Qê¯Ø�rDÙ

k(O) = k
Ì}Üaªaê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆ@â}¬]Æ{ÅVÆ §

á?é]ÿ4Í
ε > 0

rV¬Ûª
O
®ÎÇHÍÛÆB®Î«¯§

(k + ε)
��ê¯Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§�Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙQÊ

V ε á?§ÄÆB¬Ûª O
ê¯ÍÎ«ö®ÎÇHÍÛÆ
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ÚaÆ §
k′ ��Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ)ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í k′ < k

£ ô
V
ÍÛÃ «¯§ÄÆ\ÚaÆ §u÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù)Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ)¬õªaÌ

O
§Q«

Ù
V
Ì}°ÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃV¬Ûª

O
á?§ÄÆBÆ ÏVÇHóQÍÛÆ

max
x∈X̄(U+V )

n
∑

i=1

Vi(x) = k(O) .

ô
V
ÍÛÃ «¯§ÄÆHÚaÆ §

ε
÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù�Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ�¬õªaÌ

O
§Q«uÙ

V
Ì}°ÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃ\¬õª

O
á?§ÄÆ8Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

max
x∈X̄(U+V )

n
∑

i=1

Vi(x) ≤ k(O) + ε .

.<ÖEì<ÖEì û�13���\·����}�{îU���Ä�
µg·}þj¸Äñ2îU��.<Ö �?ì å �DÏ8¬ÎÈ

G(U)
®Î«¯§ZÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ªOÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª+ÚÄÍ�¬ÛªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï8¬ÛªQ«gê¯óQª

Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊsÅVÆ §oá?é]ÿ4ÍmÜa§ÄÃ áa¬¯Ù\£ Ò é]ÿ4Ímê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§oÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«
z
®ÎÇHÍÛÆQÚaÆ §�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù

Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ
V
á?§ÄÆVÍ±Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

k(z) =
n
∑

i=1

max
xi∈Xi

(Ui(xi, z−i) − Ui(zi, z−i)) .

û�1Mð<×\·Q��DÄñ:í å �DÏ8¬ÎÈ
z ∈ X

á?§ÄÆU®ÎÏ8¬ÛÈ ¬Ûª
V
Ì}°ÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃ;¬Ûª

z
£
å �DÏ8¬ÎÈ

i ∈ N
£��o«

ÅVÆ §$á?é}Üaª?Æ ª
xi 6= zi

rXá?§ÄÆ{ÅVÆ §$á?é]ÿ4Í
x−i
r
Vi(xi, x−i) > 0

rX¬¯â}¬¯Í�á?é}Üaª?Æ ªaÊ�ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ
«¯§"¬¯É¯ªÄÜaªÄÜaª?Æ ØQÏVÍÛÆ&§QÌ}¬��D«$¬õªQ«�âaÉ¯ªpÏVÍ�ÚÄÙQê¯®Î«+á?§ÄÆ�«¯§�§}ÜaªÄáa¬¯ØQÏVÍÛÆ¨ÚaÆ §��8ÿ4ÙQ«¯â}¬¯ÍÎÉ¯Ù
Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ�¬ÛªaÌ

z
£&å �@¬¯ÏBÆ�r2Ç\ÈDÉ]Ã Êu÷a°Äé¯÷?Ù�¬¯ÙQÊ)Å8ÍÎ«]Æ á?â}¬¯Ù}¬Û§QÊ
ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ�«¯§ ê¯ÍÎÇ?ÿ4ªaóQÚÄÍ

â}¬]Æ8ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í
i
á?§ÄÆ8ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í

xi 6= zi
Æ ÏBÇHó}ÍÛÆ

Vi(xi, ∗) = 0
£

©ZÍo¬¯ÙQ«)ÜaÉ¯ªaÏHÿ4Ø}á?Ùö¬ÎÈD«)ÜÄ°ÄÙQÉ­ÈDÚ@�D«
®ÎÇHªaÌQÚÄÍ�á?éQ«¯ÍÛÆ8¬¯Ù�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø
z
á?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÙ\£

å �@¬¯ÏBÆVÙ
zi
ÍÛÃ «¯§ÄÆ8á?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÙ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Øö¬ÛªaÌ

i
Ï8¬õª

G(U + V )
rHÜaªaÌ�ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ÍÛÆ

Vi(zi, x−i) + Ui(zi, x−i) ≥ Vi(xi, x−i) + Ui(xi, x−i)
ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í

xi ∈ Xi
á?§ÄÆ;ÅVÆ §

á?é]ÿ4Í
x−i ∈ X−i

£Gå øjÚQÈDÊ
xi 6= zi

á?§ÄÆ
Vi(xi, ∗) = 0

rVªÄÜaâ}¬¯Íj®ÎÇHªaÌQÚÄÍ
Vi(zi, x−i) + Ui(zi, x−i) ≥ Ui(xi, x−i)

ÅVÆ §öá?é]ÿ4Í
xi ∈ Xi

£{å ô ê¯Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?é
Vi(zi, x−i) ≥ maxxi∈Xi

(Ui(xi, x−i) − Ui(zi, x−i))
£

©�Æ §QÊ�á?§ÄÆG®ÎÇHªaÌQÚÄÍ�ê¯ÍÎÇ?ÿ4ÍÛÃ;â}¬]ÆUá?é]ÿ4ÍöÜa§ÄÃ áa¬¯ÙQÊ�®ÎÇHÍÛÆU¬õªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï8¬ÛªQ«cê¯óQªOÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ
ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ�Å8ÍÎ«¯Æ á?ér«¯§�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

x−i 6= z−i
£²å �@¬¯ÏBÆ�Ù+÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬¯Ù�Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ

V
ÅVÆ §"¬Ûª

z
roªaÉ]Ã a¯Í±¬õ§ÄÆ�ÅVÆ §"á?é]ÿ4Í�Üa§ÄÃ áa¬¯Ù"ÈDÊ$ÍÎç¯ØQÊ�²

Vi(xi, ∗) = 0
ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í

xi 6= zi
á?§ÄÆ

Vi(zi, x−i) = maxxi∈Xi
(Ui(xi, z−i) − Ui(zi, z−i)) + δ(x−i)

r2âÄÜaªaÌ
δ
²

X−i → RÍÛÃ «¯§ÄÆ�ÚaÆ §"ÚÄÙ"§QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á?Ø"ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ�ÚÄÍ
δ(z−i) = 0

á?§ÄÆsÅVÆ §
x−i 6= z−i

®ÎÇHªaÌQÚÄÍ
δ(x−i) > 0

®±¬¯ÏBÆ��DÏ8¬¯Ío«¯§�Æ ÏVÇHóQÍÛÆVÙ�Æ ÏVâ}¬¯Ù}¬Û§\£Gå �oÉ¯§�Æ ÏVÇHóQÍÛÆ8¬Ûª�a¯Ù]¬õªaóQÚÄÍÎ«¯ª8£
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ËsÙQÚÄÍÛÆ �D«¯ªaÌQÚÄÍ�â}¬]ÆU¬Ûª
z
ÍÛÃ «¯§ÄÆ:

�²§Q«�á?§ÄÆ;ÚÄâQ«¯ª$§Q«�ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í
Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
r@Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

maxxi∈Xi
(Ui(xi, z−i) − Ui(zi, z−i)) = 0

£�¥¨ªgÍ±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ª ÜaâaÉ]Æ ÏVÚÄ§�¬ÛªaÌ�ÿ4Í±ÈDÉ¯ØQÚÄ§}¬ÛªaÊ
³\£¤¢­Ö�ÍÛÃ «¯§ÄÆV®Î«¯§QÊuÇH§QÉ¯§}áa¬¯Ù}É]Æ ÏVÚÄâaÊj¬ÛªaÌ�

��£
º�ð2¸H�K�{îU�^.<Ö �Ä¡ å �DÏ8¬ÎÈ

G(U)
®Î«¯§$ÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ª�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ª"ÚÄÍ ¬ÛªaÌ}°ÄéQÇ8Æ Ï8¬ÛªQ«�ê¯óQª

Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ�ÅVÆ § á?é]ÿ4ÍuÜa§ÄÃ áa¬¯Ù�á?§ÄÆ
z ∈ X

£o¥¨ª
z
ÍÛÃ «¯§ÄÆ<

� §Q«öá?§ÄÆMÚÄâ}«¯ªZ§Q«ö¬Ûª

z®ÎÇHÍÛÆ
0
��Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ\£

Ëm¬Ûª�ÜaÉ¯ªaÙ}Å8ªaóQÚÄÍÎ«¯ª"ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§$ÿ4®±°Ä§QÚÄÍg«¯§�Ì}°ÄªÄÜaª?Æ ØQÏVªaÌQÚÄÍ�®Î«¯§�ÚÄâQ«¯ªrê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«Ä£>��Ï8¬¯âaÏVªhrU§}ÜaâZ¬¯ÙQ«�ÜÄ°ÄÍÎÌQÉ¯é ¬¯ÙQÊ
Üaª]°ÄÌ}ÜÄ°ÄªÄá?â}¬¯Ù}¬Û§QÊ�r;ê¯ªaÏVÚÄ®Î«­ÈD«�ÍÎ«¯âaÊ
Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªaÌ

G(U)
á?§ÄÆ­ÍÎ«¯âaÊ@ÏVÌQ«¯â}°ÄªaÌ�r­ÜÄ°Ä®ÎªQ«�r}§}Üaâ�Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯é�ê¯Æ §Q«¯óQÏVÚÄ§}¬õ§sÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«

O
r@ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃG«¯§�ÍÎ«¯ê]Æ §@�BÍÎÉõÿ4ªaóQÚÄÍ�«¯§g÷?É¯ªaóQÚÄÍ�¬Ûª$ÚaÆ á?É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ª�§}á?®ÎÉ¯§ÄÆ ª

k ≥ 0
ÅVÆ §Z¬õªQ«

ªÄÜaª?Ã ªcÚaÃ §
k
��Ì}°QªÄÜ?ª?Ã ÙQÏVÙ�Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ¤£

µg·}þj¸Äñ2îU��.<Ö �?ò � ªaÏVÚÄ®Î«­ÈD«�ÍÎ«¯âaÊ�Üa§ÄÃ Å8«]Æ ªaÌ
G(U)

raÍÎ«¯âaÊ¨ÏVÌQ«¯â]°ÄªaÌu§}Üaâ
Í±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄÙ}¬¯é
ê]Æ §Q«¯óQÏVÚÄ§}¬õ§�Ï8¬¯É¯§]¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«

O
á?§ÄÆ4ÍÎ«¯âaÊ�§}á?ÍÎÉ¯§ÄÃ ªaÌ

k ≥ 0
rV¬õªc«¯§�§}Üaª=�B§QÏBÃ ÏVªaÌQÚÄÍj§Q«

Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆVÚaÆ §
k
��Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙö¬ÛªaÌ

O
Ï8¬Ûª

G(U)
ÍÛÃ «¯§ÄÆ6

	5��ê¯óQÏ8á?ª}°Äª8£

©�Æ §QÊ+á?§ÄÆ¨¬ÛªpÜa§QÉ¯§}ÜaéQ«­È ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§rÍÛÃ «¯§ÄÆ&¬¯âaÏVªpê¯óQÏ8á?ª}°Äª ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ$«¯§ ÚÄÍ±¬¯É]Æ é��
ÏVªaÌQÚÄÍu¬¯ÙQ«�§QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯â}¬¯Ù}¬¯é�ÚÄ§QÊ�ÍÎç¯Í±¬¯é@a¯ªQ«­¬Û§QÊ�á?é}Üaª?Æ ÍÎÊ
Üa§QÉ­§}°Q°Ä§}Å8®ÎÊ�r2âÄÜÄÈDÊ
ÍÛÃ «¯§ÄÆ4á?§ÄÆ
Ù�Í±ÜaâaÚÄÍÎ«¯Ù�r8ÚÄÍjÇH§QÚÄÙ}°Äâ}¬¯ÍÎÉ­Ù�rVÃ Ï8ÈDÊ�r8Üaª]°ÄÌ}ÜÄ°ÄªÄá?â}¬¯Ù}¬Û§\£
å �D«¯§öÚÄÙ
§QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á?â�ê]Æ éQ«¯ÌQÏVÚÄ§
§}Üaâ�ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê¨á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊ

V
á?§}°ÄÍÛÃ ¬õ§ÄÆ

k
��§}á?É]Æ ÷?ØQÊ

Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙö¬õªaÌ
O
Ï8¬Ûª

G(U)
rV§Q«
Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?Æ ªaóQ«­¬õ§ÄÆBª?ÆV§}á?â]°ÄªaÌ]ÿ4ÍÎÊuê¯óQª ÏVÌQ«õÿ4Ø}á?ÍÎÊ�²

• X̄(U + V ) = O
£

• ∑n
i=1 Vi(x) ≤ k

ÅVÆ §öá?é]ÿ4Í
x ∈ O

£
å �@¬¯ÏBÆ�rs¬õª

V
Ì}°ÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃX¬Ûª

O
ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ÍÛÆDâ}¬]ÆX®Î«¯§�ÏVóQ«¯ª]°Äª"§}Üaâ"ÚÄÙ$á?ÌQÉ]Æ §QÉ¯ÇHªaóQÚÄÍÎ«¯ÍÎÊ

Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ�Ï8¬õª
G(U + V )

ÍÛÃ «¯§ÄÆGÌ}ÜaªaÏVóQ«¯ª]°Äª$¬­ÜaÌ
O
r@ÍÎ«��²¬õª

V
ÍÛÃ «¯§ÄÆG§}á?É]Æ ÷?ØQÊ

Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙu¬õªaÌ
O
§Q«j§QÌ}¬¯â�¬ÛªöÏVóQ«¯ª]°Äª
¬Û§QÌ}¬]Ã a¯Í±¬õ§ÄÆaÚÄÍs¬Ûª

O
£È�@Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍ¨â}¬]Æa¬Ûª

ÏVóQ«¯ª}°Äª
O
ê¯ÍÎ«�ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ4«¯§�ÜaÍÎÉ]Æ ®ÎÇHÍÛÆ4ê¯óQªcÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ)ÍÎ«¯âaÊ)Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
ÜaªaÌ Ù�ÚaÃ §�«¯§

á?ÌQÉ]Æ §QÉ¯ÇHÍÛÃ;®Î«¯§Q«­¬]Æ2¬¯ÙQÊ�é}°Q°ÄÙQÊ
á?§ÄÆM¬Û§QÌ}¬¯â}ÇHÉ¯ªQ«¯§�«­§�®ÎÇHÍÛÆU§}á?É]Æ ÷?Ø�Ì}°QªÄÜ?ª?Ã ÙQÏVÙ\£�å øo¬Û§Q«
ÚÄÍ±°ÄÍ±¬¯éQÚÄÍ
ÚÄªQ«¯ªaÏVóQ«¯ª]°Ä§�ª?Æ;ê¯óQª�ªaÉ]Æ ÏVÚÄª?Ã;ÏVÌQÚQÜ?Ã ÜÄ¬õªaÌQ«Ä£�©ZÍ
¬ÛªZÜa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§
ê¯ÍÛÃ ÇH«¯ªaÌQÚÄÍo¬¯Ù�ÇH§QÚÄÙ}°Äâ}¬¯ÍÎÉ¯Ù
Üaª}°ÄÌ}ÜÄ°ÄªÄá?â]¬¯Ù}¬õ§�§QÌ}¬¯ØQÊo¬¯Ù}Êu®Î«¯«¯ª?Æ §QÊ]£
µg·}þj¸Äñ2îU� .<Ö �o. ø�Ì]Ü?ª]°Äª]ÅVÆ ÏVÚÄâaÊc¬õªaÌ�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õªaÌ

k
ÅVÆ §�¬õª+ªÄÜ?ª?Ã ª�Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ@ÚaÃ §

§}á?É]Æ ÷?ØQÊuÌ}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ8Üaª]°ÄÌ}ÈD«¯ÌQÚaÆ á?âaÊ]£
ô §}Üaâaê¯ÍÛÆ ç¯Ø�¬õªaÌ�ÍÛÃ «¯§ÄÆVá?§}¬Û§QÏ8á?ÍÎÌQ§QÏ8¬]Æ á?Øöá?§ÄÆB§}Üaª}¬¯Í±°ÄÍÛÃ ¬Û§ÄÆV§}Üaâc®Î«¯§Q«
§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄª

ÜaªaÌ�¬¯É¯®ÎÇHÍÛÆVÏVÍ�Üaª]°ÄÌ}ÈD«¯ÌQÚaÆ á?âcÇHÉ¯âQ«¯ª8£
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î�§�ã Ð É,Ó�ðÈÇ�©�à�æ¥Î^à'ß¥É,©�®ÈÇÞÔJà��Í®
ø Ç��DÉ¯ªaÊj¬ÛªaÌ�ÏVÇHÍÎê]Æ §QÏVÚÄªaó�ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaó�Ï8¬Ûª}ÇHÍÎóQÍÛÆVÏ8¬¯ÙöÚÄÍ±°Ä®±¬¯Ùö¬ÛªaÌö¬¯É¯âÄÜaªaÌ�ÚÄÍ�¬õªQ«
ªÄÜaª?Ã ªpª?Æ¨Æ ê]Æ È@¬]Æ á?®ÎÊOÜaÉ¯ª}¬]Æ ÚÄØQÏVÍÛÆ Ê�Üaª]°Q°@�D«�ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á=�D«�§Q«õÿ4É��@ÜÄÈD«+ÚQÜaªaÉ¯ªaóQ«�«¯§
ÏVÌQ«¯§]ÿ4É¯ª?Æ Ï8¬ÛªaóQ«�ÚÄ®ÎÏ8È ÚaÃ §QÊB�]á?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?ØQÊ�Í±Ü?Æ °Äª]Å8ØQÊ��?£ ô á?óQÉ]Æ §$ê¯É¯§QÏ8¬¯ÙQÉ]Æ ªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ
ÍÛÃ «¯§ÄÆ8ÚaÆ á?É¯ªaª?Æ á?ªQ«¯ª?ÚaÆ á\Øöá?§ÄÆ8ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃVÍÎÉ­Å8§]°ÄÍÛÃ §ö§}Üaâ�¬¯Ù)ÿ4Í±ÈDÉ]Ã §
Üa§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«Ä£{å �DÚ��
�B§QÏVÙöê]Ã «¯Í±¬Û§ÄÆ8Ï8¬¯ÙQ«)Ì}°QªÄÜ?ª?Ã ÙQÏVÙ�ê]Æ §@�BâaÉ­ÈD«�ÍÛÆ ê��D«�v�|�nE�w�¤�hdpn�{���c}l s���zwf2lji@s�v5¶Wn¯£���Üaâ
¬õ§�ÚÄ®ÎÏV§$¬¯ÙQÊ�ê¯Í±á?§QÍ±¬]Ã §QÊ�¬õªaÌOå ÕQÞ�ª�Ç��DÉ¯ªaÊ�§QÌ}¬¯âaÊ�®ÎÇHÍÛÆm§}ÜaªÄáa¬¯ØQÏVÍÛÆmÚÄÍ±Å8é}°Äª"ÍÎ«¯ê]Æ �
§@�B®ÎÉ¯ªQ«Ä£ö©�Æ §gÜ?Æ ªZÍ±áa¬¯ÍÎ«¯ØgÍÛÆ ÏV§}ÅHÈ@Å8ØcÅVÆ §c¬ÛªZÏVÇHÍÎê]Æ §QÏVÚÄâ�ÚaÙ}ÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaócÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ ¬¯Í
«¯§
÷?É¯ÍÛÃ ¬¯ÍoÏ8¬Ûª�á?Í}�Bé}°Q§ÄÆ ªZ¢­Þö¬ÛªaÌR� ÖQÖ�¡ £

.<Ö0¡�Ö � �)�K�{�H�{���U 
å �D«¯§�ÚÄÍ±Å8é}°Äª�ÚÄ®ÎÉ¯ªaÊg¬¯ÙQÊg®ÎÉ¯ÍÎÌQ«¯§QÊgÏ8¬¯ÙQ«ZÍ±Ü\Æ Ï8¬¯ØQÚÄÙO¬ÎÈD«�Ì}Üaª}°Äª]ÅVÆ Ï8¬��D«O§QÏVÇHª]°ÄÍÛÃ ¬õ§ÄÆ
ÚÄÍ�ÜaÉ­È@¬¯âÄá?ª]°Q°Ä§�á?§ÄÆs§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÌQÊZÅVÆ §"ê]Æ §QÏVÌQ«¯ê¯ÍÎê¯ÍÎÚÄ®Î«¯ÍÎÊZÏVÌ}°Q°Äª]Å8®ÎÊ�§}ÜaârÌ}Üaª]°ÄªE�
ÅVÆ Ï8¬¯®ÎÊ]£�ø ÏVÇHÍÎê]Æ §QÏ8¬¯ØQÊ�ÍÎ«¯âaÊ�¬¯®±¬õª?Æ ªaÌ�§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÌ�ØZÜaÉ­È@¬¯âÄá?ª]°Q°ÄªaÌ�ÜaéQ«­¬Û§�á?éQ«¯ÍÛÆ
ÚaÆ §�Üa§QÉ¯§Qê¯ª}ÇHØZâ}¬]Æ;ª?ÆGÏVÌQÚÄÚÄÍ±¬¯®ÎÇHªQ«­¬¯ÍÎÊ�Ì}Üaª]°Äª}ÅVÆ Ï8¬¯®ÎÊöÿ4§�ê¯É¯éQÏVªaÌQ«�÷?éQÏVÍÛÆMÜaÉ¯ª]Å8É¯éQÚ��
ÚÄ§}¬õªaÊjÍ±áa¬¯âaÊuá?§ÄÆV§Q«�ÏVÌQÚ]÷?ÍÛÃHá?é}¬]ÆV§}ÜaÉ¯âaÏVÚÄÍÎ«¯ªhrVâÄÜÄÈDÊuÚaÃ §
÷a°Qé¯÷?Ù\£
©ZÍö¬¯ÙQ«c§Q«¯éQê¯ÌQÏVÙg¬ÛªaÌZê]Æ §Qê]Æ áa¬¯óQªaÌZÈDÊ�ÚaÆ §ZÌ}Üaª}°Äª]ÅVÆ Ï8¬]Æ á?ØZÜÄ°Ä§}¬��BâaÉ¯ÚÄ§�rG§QÌ}¬¯Ø�Ù

Üa§QÉ¯§Qê¯ªQÇHØ
ê¯ÍÎ«uÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃ\ÜÄ°Ä®ÎªQ«u«¯§
Ì@�4Ã Ï8¬õ§}¬Û§ÄÆ¤£DøjÆHÌ}Üaª]°Äª]ÅVÆ Ï8¬¯®ÎÊ�ÏV¬Ûª�ê]Æ §Qê]Ã áa¬¯Ì}ª�§Q«¯Ø}á@�
ªaÌQ« ÏVÍöê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?égÜaÉ¯âaÏ8È@Üa§�Ø�ªaÉõÅ8§Q«]Æ ÏVÚÄªaóQÊöá?§ÄÆUÜ?Æ ÿ4§Q«¯â}¬Û§}¬Û§ ÿ4§cá?éQ«¯ªaÌQ«c§QÌ}¬¯â
ÜaªaÌuÍÛÃ «¯§ÄÆÄÏVÌQÚ��BÍÎÉ¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªuÅVÆ §j¬õªaÌQÊ�Ã ê]Æ ªaÌQÊ]£ � ÍÎ«�ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍs«¯§oÜaÍÎÉ]Æ ÚÄ®Î«¯ªaÌQÚÄÍs§}ÜÄ°Äéoá?é��
ÿ4Í&Ì}Üaª]°Äª]ÅVÆ Ï8¬¯Ø
Ï8¬Ûª�ê]Æ §Qê]Ã áa¬¯ÌQª�«¯§
§}á?ª]°ÄªaÌ]ÿ4ÍÛÃ\Ü?Æ Ï8¬¯é�¬Û§
ÏVÇHÍÎê]Æ §QÏVÚÄ®Î«¯§)ÜaÉ­È@¬¯âÄá?ª]°Q°Ä§
Ø�§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÌQÊ]£så �@¬¯ÏBÆ�r4®Î«¯§QÊ)¬¯®±¬Ûª?Æ ªaÊ
§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÊ�Ø�ÜaÉ­È@¬¯âÄá?ª}°}°ÄªgÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ4«¯§�ÏVÇHÍ��
ê]Æ §QÏ8¬¯ÍÛÃ4Í±ág¬ÎÈD«
ÜaÉ¯ª}¬¯®ÎÉ­ÈD«öÅVÆ § ÚaÆ §�¬¯®±¬Ûª?Æ ªaÌ ÍÛÃ ê¯ªaÌQÊ
Í±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?Ø ÏVÌQÚQÜaÍÎÉ]Æ �BªaÉ¯é\£ � óQª
ÇH§QÉ¯§}áa¬¯ÙQÉ]Æ Ï8¬]Æ á?éöÜa§QÉ¯§Qê¯ÍÛÃ Å8ÚÄ§}¬Û§�ÍÛÃ «¯§ÄÆ8¬Û§�ê¯óQª�á?óQÉ]Æ §�ÚÄªQ«­¬¯®±°Ä§ö¬¯Ù}ÊuÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §QÊj§QÌ}¬¯ØQÊ]£
�Dê��rÿ4§ö¬Û§�§Q«¯§}°ÄóQÏVªaÌQÚÄÍo§]Ü?â�¬¯ÙQ«)ÜÄ°ÄÍÎÌQÉ¯éö¬õªaÌ�ê]Æ §Qê]Æ áa¬¯óQªaÌ\£
ûg»\ü?ým·}�Uñ�·}¸a�{�V�@�¤þj»
ô ÏVÌQ«¯ª]°aÆ á?Ø�Ì}Üaª}°Äª]ÅVÆ Ï8¬]Æ á?Øoê¯óQ«¯§QÚÄÙ&â}°QÈD«s¬ÎÈD«�Ì}Üaª]°Äª}ÅVÆ Ï8¬��D«�ÍÛÃ «¯§ÄÆ¯¬¯ÍÎÉ¯éQÏ8¬]Æ §\£{ËsÍ

®Î«¯§Q«�Æ ê¯§Q«]Æ á?â�á?âaÏVÚÄª�§QÌ}¬¯Ø Ù ÏVÌQ«¯ª]°aÆ á?ØgÆ ÏVÇHóQÊuÿ4§ §Q«¯§}¬]Æ ÿ4â}¬Û§Q«�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õ§�éQÚÄÍÎÏV§ ÏVÍ
â}°ÄªaÌQÊ&¬ÛªaÌQÊ&ÏVÌQ«¯ê¯ÍÎê¯ÍÎÚÄ®Î«¯ªaÌQÊ&Í±ÜaÍÎç¯ÍÎÉ­Å8§QÏ8¬¯®ÎÊ]£��oÊ
�B§Q«­¬Û§QÏ8¬ÛªaóQÚÄÍ�ÍÎ«­¬Û§}¬]Æ á?®ÎÊ&ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ
Í±ÜaÍÎç¯ÍÎÉ­Å8§QÏ8¬��D«�ÜaªaÌ�§Q«¯§}¬]Ã ÿ4ª}«­¬õ§ÄÆMÏVÍ
Í±ÜaÍÎç¯ÍÎÉ­Å8§QÏ8¬¯®ÎÊJ��ÍÎç¯Ì}ÜaÙQÉ¯Í±¬¯Ù}¬¯®ÎÊ
á?§ÄÆUÍ±Ü?Æ ÜÄ°Ä®ÎªQ«
ÇHÉ¯ÙQÏBÆ ÚÄªÄÜaª?Æ ªaóQ«g¬õª}«�éQê¯ÍÛÆ ª+Ç��DÉ¯ª$¬ÎÈD«gÏ8áa°ÄÙQÉ��D«c¬ÛªaÌQÊ ê]Ã Ï8áaÈD«Ä£ ô ÜaÉ¯âaÏ\÷?§QÏVÙZÏ8¬Û§
ê¯ÍÎê¯ªaÚÄ®Î«¯§�rGª?Æ;Í±Ü?Æ á?ª?Æ «­ÈD«]ÆK§}á?®ÎÊ�Å8É¯§QÚÄÚÄ®ÎÊöá?§ÄÆ;§}á?âaÚÄ§gá?§ÄÆ:�BÌQÏBÆ á?®ÎÊ�ÏVÌQ«¯ê¯®ÎÏVÍÛÆ Ê�r;âÄÜÄÈDÊ
ÍÛÃ «¯§ÄÆ¨ª?Æ¨Í±áa¬¯Ì}ÜÄÈ@¬¯®ÎÊ�ro«¯§�§Q«¯§}¬]Ã ÿ4ªQ«­¬Û§Q«�ÚÄ®ÎÏ8È ¬ÛªaÌ�ê]Æ §Qê]Æ áa¬¯óQªaÌ\£«�oÌ}¬¯â ÍÛÃ «¯§ÄÆ�ÜaÉ¯ªE�
�B§Q«��DÊ)®Î«¯§�ê¯óQÏ8á?ª]°Äª ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§
÷?Í±°Q¬]Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙQÊ�rVÍÛÆ ê]Æ á?é�â}¬Û§Q«öª?ÆVÜaÙ}Å8®ÎÊ)§Q«¯Ø}á?ªaÌQ«
ÏVÍ�ê]Æ §@�BªaÉ¯Í±¬]Æ á?®ÎÊcªaÚÄéQê¯ÍÎÊ §Q«õÿ4É��@ÜÄÈD«cÜaª]°Q°Ä®ÎÊ��BªaÉ¯®ÎÊ §Q«­¬]Ã Üa§}°ÄÍÎÊ�ÚÄÍ±¬õ§Qç¯ó�¬ÛªaÌQÊ]£+øuÆ
§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄª?ÆHá?§ÄÆ\¬õ§�ÜaÉ­È@¬¯âÄá?ª}°Q°Ä§
ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ�r8Í±ÜaªaÚÄ®Î«­ÈDÊ�rV«¯§�Üa§QÉ¯®ÎÇHªaÌQ«)á?é}Üaª?Æ §öá\Ã «¯Ù}¬¯É¯§
ÅVÆ §�«¯§öÜ?ÍÛÃ ÏVªaÌQ«�¬ÛªaÌQÊ)Æ ê]Æ ªÄáa¬¯Ø}¬¯ÍÎÊ)«¯§?�]Üa§ÄÃ ç¯ªaÌQ«��?£
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��¸��2î����4ðH�Uñ2�Uñ
å øo¬õ§Q«�®Î«¯§QÊ
Ì}Üaª]°Äª}ÅVÆ Ï8¬¯ØQÊ)ÿ4Í±°ÄØQÏVÍÛÆ4«¯§cÏ8¬¯ÍÛÃ °ÄÍÛÆBÜÄ°ÄÙQÉ¯ª=�BªaÉ]Ã ÍÎÊ�ÏVÍ)®Î«¯§Q«�é}°Q°Äªhr4¬Û§

ê¯ÍÎê¯ªaÚÄ®Î«¯§oÏVÌQ«¯Ø]ÿBÈDÊXê¯É¯ªaÚÄª]°Äª}Å8ªaóQ«­¬Û§ÄÆQÚÄ®ÎÏ8ÈOê]Æ é@�BªaÉ­ÈD«¨ÍÎ«¯ê]Æ éQÚÄÍÎÏ8ÈD«¨ê¯É¯ªaÚÄª]°Äª]Å8Ù}¬��D«Ä£
��Êj¬��DÉ¯§ö§QÌ}¬¯â�ÅVÃ «¯Í±¬Û§ÄÆ�� ÅVÆ «¯â}¬Û§Q«��sÍ,ÿ4Í±°ÄªQ«­¬]Æ á?é�rHÜ?Æ ÿ4§Q«¯â}¬Û§}¬õ§
°Äâ]ÅHÈr¬ÛªaÌ�ÇH§QÚÄÙ}°ÄªaóöªE�
É]Æ §}á?ªaó�á?âaÏ8¬ÛªaÌQÊg¬¯ÙQÊcÜaÉ¯ª��{ÿ4ÙQÏVÙQÊgÍÎ«¯âaÊgÜa§}á?®±¬õªaÌ\£	��Ï8¬¯âaÏVªhrsâ}¬Û§Q«OÙ+Í±Ü?Æ á?ª?Æ «­ÈD«]Ã �
§ ÚÄÍ$ÚÄÍ±Å8§}°Äó}¬¯ÍÎÉ¯ªaÌQÊ+â]ÅHá?ªaÌQÊ�ê¯ÍÎê¯ªaÚÄ®Î«­ÈD«�� Ü8£ Ç4£

video)
ÅVÃ «¯ÍÛÆ&Ü?Æ ª á?ª?Æ «¯Øpá?§ÄÆ¨¬õª

ÍÎóQÉ¯ªaÊ&¬¯ÙQÊ&Å8É­§QÚÄÚaØ}Ê�Í±Ü?Æ á?ª?Æ «­ÈD«]ÃK§QÊoÇHÉ¯ÍÛÆ §QÏ8¬¯ÍÛÃ?«¯§�ê¯ÍÎÏVÚaÍÎÌ]¬¯ÍÛÃ?§}Üaâöá?é}Üaª?Æ ª�ÜaÉ­È@¬¯âÄá?ª]°��
°ÄªöÅVÆ §�á?é}Üaª?Æ §�Üaª?Æ â}¬¯Ù}¬õ§�Ì}ÜaÙQÉ¯ÍÎÏBÃ §QÊ�r\§QÌ}¬¯Ø�Ù�§}°Q¬¯É¯ªaÌÄÆ Ï8¬]Æ á?Ø
ÏVÌQÚQÜaÍÎÉ]Æ �BªaÉ¯é)¬ÎÈD«jê¯É¯ªE�
ÚÄª}°Äª]Å8Ù}¬��D«öÿ4§�Üaé@�BÍÛÆ4«¯§gÆ ÏVÇHóQÍÛÆ¤£�å øo¬Û§Q«�ÏVÌQÚ]÷?ÍÛÃB§QÌ}¬¯âcÿ4§�ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ2«¯§ ÏVÇHÍÎê]Æ éQÏVªaÌQÚÄÍ
ÜaÉ­È@¬¯âÄá?ª}°Q°Ä§�ÜaªaÌ�«¯§ö°Ä§QÚ]÷?éQ«¯ªaÌQ«�Ì}Üaâ=�BÙö¬ÛªQ«
Í±ÅHÈXÆ ÏVÚÄâ�¬ÎÈX«�ê¯É¯ªaÚÄª]°Äª]Å8Ù}¬��D«Ä£

.<Ö0¡�ÖE´ �Ù�V»=�������
� Æ §ÄÆ ÏHÿ4Ù}¬]Æ á?é�rM®Î«¯§ Ü?É­â}÷a°ÄÙQÚÄ§cÏBÇHÍÎê¯Æ §QÏVÚaªaó ÚaÙ}ÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaóc®ÎÇHÍÛÆMê¯óQªZÏVÌQÏ8¬Û§}¬]Æ á?é�²&¬¯ÙQ«
§}°QÅ8ªaÉ]Æ ÿ4ÚaÆ á?Ø
ÜaÍÎÉ]Æ Å8É¯§@�BØ�¬¯ÙQÊoÍÎç¯âaê¯ªaÌ
á?§ÄÆ\¬]Æ Ê�ÜaÍÎÉ]Æ Å8É¯§@�B®ÎÊ�¬ÛªaÌ
¬]Æ\ª?ÆHÏVÌQÚÄÚÄÍ±¬¯®ÎÇHªQ«­¬¯ÍÎÊ
ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊjÍ±Ü?Æ ÿ4ÌQÚÄªaóQ«�r8§QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯é
ê¯ªaÏVÚÄ®Î«¯ÍÎÊoÈDÊjÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Ê&á?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊuÚÄÍ�ÜaÍÎê]Ã ª ªaÉ]Æ Ï��
ÚÄªaó�¬Ûª ÏVóQ«¯ª]°Äª�¬ÎÈD«)Ü?Æ ÿ4§Q«��D«�ÍÎç¯âaê­ÈD«Ä£
F�¸H�K�{îUð2½ .<Ö ��;èý º�¸\ðM�2�8ñ2îU� ¾ö¼;·E×H�¤�V�{î������ ñ2¼;�V»H�K�{î������ å �D«¯§OÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§
ÏVÇHÍÎê]Æ §QÏVÚÄªaó�ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaó�ê]Ã «¯Í±¬õ§QÆ}§}Üaâj¬¯ÙQ«sÜaÍÎÉ]Æ Å8É¯§@�BØ&¬¯ÙQÊmÍÎç¯âaê¯ªaÌ�á?§ÄÆ}§}Üaâj¬ÛªuÏVóQ«¯ªE�
°Äª�¬ÎÈD«
ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍ±ÈD«já?®ÎÉ¯ê¯ªaÌQÊu¬ÎÈD«
ÇHÉ¯ÙQÏ8¬��D«Ä£DËsÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§�²

1.
æoÜaéQÉ¯ÇHªaÌQ«

n
ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ�rMâÄÜ?ªaÌgªZá?§]ÿ4®Î«¯§QÊöÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙQÊ

i
®ÎÇHÍÛÆUÚaÆ §�Æ ê]Æ �

È@¬]Æ á?Ø�ÍÛÃ ÏVªaê¯ª
ti ∈ T i rVÜaªaÌ�á?§}°ÄÍÛÃ ¬Û§ÄÆ�lj��l d'�wlü�=y�~��w¢o{�|�~Û£�øo¬]Æ ê¯Ø}Üaª}¬¯Íé}°}°Äª ÏVÍo§QÌ}¬¯â�¬Ûª ÏVÍÎ«¯éQÉ]Æ ª ®ÛÆ «¯§ÄÆVê¯ÙQÚÄªaÏBÃ ÈDÊjÅ8«­ÈDÏ8¬¯â8£

2.
ô ÜaÍÎÉ]Æ Å8É¯§@�BØ�¬¯ÙQÊ+ÍÎç¯âaê¯ªaÌ ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ÙQÏBÆ §}á?é�§}ÜaÍÛÆ á?ªQ«]Ã a¯ÍÛÆ�ÏVÍ�á?é]ÿ4Í
ê]Æ é}«¯ÌQÏVÚÄ§

t = t1 . . . tn
®Î«¯§cÏVóQ«¯ª]°Äª�§}ÜaâZÍ±Ü?Æ ¬¯É¯Í±ÜÄ¬¯®ÎÊ
ÍÎç¯âaê¯ªaÌQÊ

o ∈
O
£

3.
øuÆoÜaÉ¯ª]¬]Æ ÚÄØQÏVÍÛÆ Ê�á?é]ÿ4Í�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù

i
ê¯Ã «¯ªQ«­¬Û§ÄÆu§}ÜaâzÚaÃ § ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ

ui(ti, o)
rQÜaªaÌjá?§}°ÄÍÛÃ ¬õ§ÄÆQ§}Üaª}¬]Ã ÚÄÙQÏVÙ\£:�oÌ}¬¯ØjÍÛÃ «¯§ÄÆQÙoÜaªaÏVª}¬]Æ á?ªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ�r

á?§}¬¯éöÍ±á?ÍÛÃ «¯ªQ«�rV¬¯Ù}Êj§Qç]Ã §QÊo¬¯ÙQÊoÍÎç¯âaê¯ªaÌ
o
r8â}¬Û§Q«�ª Æ ê]Æ È@¬]Æ á?âaÊu¬ÛªaÌö¬¯ó��

ÜaªaÊuÍÛÃ «¯§ÄÆ
t1
rV§Q«¯§@�BªaÉ]Æ á?é�ÚÄÍ�á?é}Üaª?Æ §�á?ª?Æ «¯Ø�ÚÄªQ«¯éQê¯§�ÚÄ®±¬¯É¯ÙQÏVÙQÊ]£

��á?âaÚÄ§�Ü?Æ ªOÏVÌ}ÅHá?Í±á?É]Æ ÚÄ®Î«¯§�ÅVÆ §�¬Û§gÜaÉ¯ª}÷a°ÄØQÚÄ§}¬Û§�÷?Í±°Q¬]Æ Ï8¬õªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙQÊ�ÚÄÍ
¬õ§gªÄÜaª?Ã �
§r§QÏVÇHª}°ÄªaóQÚÄ§QÏ8¬¯Í�Ï8¬¯ÙQ«�ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §r§QÌ}¬¯Ø�ÿ4§rê¯âaÏVªaÌQÚÄÍ�¬õªQ«�Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ ªaÉ]Æ ÏVÚÄâÑ� Í��
°Ä§QÇ8Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙQÊ��±£
F�¸H�K�{îUð2½^.<Ö �?À ý º�¸\ðM�2�8ñ2îU�ù4�·��6�H�K�:���213�M¹ ñ2�Uñ2½ ¾ö¼;·E×H�¤�V�{î����t� ñ2¼;�V»H�K�k�
î������ �oÌ}¬¯âöÍÛÃ «¯§ÄÆ\®Î«¯§uÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§�ÏVÇHÍÎê]Æ §QÏVÚÄªaó)ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaó�âÄÜaªaÌ�Ù)ÜaÍÎÉ]Æ Å8É¯§@�BØ)¬¯ÙQÊ
ÍÎç¯âaê¯ªaÌ�ê]Ã «¯Í±¬Û§ÄÆX§}Üaâ"ÚaÃ §�§Q«­¬]Æ á?ÍÛÆ ÚÄÍÎ«]Æ á?Ø�ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ

g(o, t)
á?§ÄÆm®Î«¯§�ÏVóQ«¯ª]°Äª"§}Üaâ

Í}�4Æ áa¬¯®ÎÊ�ÍÎç¯âaê¯ªaÌQÊ
F
£&Ëm¬¯ÙQ«ö§}á?É]Æ ÷?Ø�ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙ�§Q«¯§@a¯Ù}¬ÛªaóQÚÄÍjÚaÆ §�®Îç¯ªaê¯ª

o ∈ F
ÜaªaÌ
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Í±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ÍÛÃH¬¯Ù
g
á?§ÄÆHÏ8¬¯ÙQ«já?§}¬¯é�ÜaÉ¯ªaÏV®±ÅHÅVÆ ÏVÙ
ÜaÍÎÉ]Ã ÜÄ¬ÎÈDÏVÙö§Q«¯§@a¯Ù}¬ÛªaóQÚÄÍ&ªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø��

Üaª}¬¯Í
o ∈ F

ÜaªaÌ�ÅVÆ §�®Î«¯§Q«jÏVÌQ«­¬¯Í±°ÄÍÎÏ8¬¯Ø
c
á?§ÄÆaÅVÆ §
ªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø}Üaª}¬¯Í&é}°Q°ÄÙ�®Îç¯ªaê¯ª

o′ ∈ FÆ ÏVÇHóQÍÛÆ
g(o, t) ≤ g(o′, t)

£
� Æ §ÄÆ ÏHÿ4Ù}¬]Æ á?é�rQ®Î«¯§QÊXÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊD°ÄóQ«¯ÍÛÆ]®Î«¯§&ê¯ªaÏVÚÄ®Î«¯ªoÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§�ÚÄÍ{¬¯ÙQ«�Í±Ü?Æ ÷?Í�÷?§ÄÃ �

ÈDÏVÙOâ}¬]ÆDª?ÆÈa¯Ù}¬ÛªaóQÚÄÍÎ«¯ª?ÆD®Îç¯ªaê¯ª?ÆDÏVÌQÚ]÷?§ÄÃ «¯ªaÌQ«Zâ]¬õ§Q«�ª?ÆDÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ ÚÄÍ±ÅVÆ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ªaóQ«Z¬õ§
á?®ÎÉ¯ê¯Ùu¬ÛªaÌQÊ�r?ÚÄÍm¬õª}«�Å8«­ÈDÏ8¬¯âhraÜÄ°Ä®Îª}«�r?Í±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?â�¬¯É¯âÄÜaª8£Gå �oÉ¯§uª
ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊsÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ
«¯§�ÍÎç¯§QÏ6�B§}°aÃ a¯ÍÛÆ8â}¬]Æ8¬Û§öá?®ÎÉ¯ê¯Ù�§QÌ}¬¯éöÍÛÃ «¯§ÄÆVÏVÌQÚ]÷?§}¬¯éöÚÄÍ�¬ÛªQ«
§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄª8£
F�¸H�K�{îUð2½è.<Ö �^� ý'� ñ2¼;�V»H�K�GîUð2½^� å �D«¯§QÊ�ÚÄÙQÇH§Q«¯Æ ÏVÚÄâaÊ

m = (o, p)
§}Üa§QÉ­¬]Ã a¯Í��

¬õ§ÄÆD§}Üaâ"ê¯óQª"ÚÄ®±°ÄÙ�²�©�Ã §�ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ$ÍÎç¯âaê¯ªaÌ
o()

á?§ÄÆXÚaÃ §
n
��éQê¯§+§}Üaâ�ÜÄ°ÄÙQÉ­ÈDÚÄ®ÎÊ

p1(), . . . , pn()
£p�XÆ ê]Æ á?â}¬¯ÍÎÉ¯§�²

1.
ørÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ@ªaÉ]Ã a¯ÍÛÆ­ÅVÆ §�á?é]ÿ4Í;Üa§ÄÃ áa¬¯Ù

i
ÚaÆ §¨ª?Æ á?ª]Å8®Î«¯ÍÛÆK§&Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«

Ai £ ø(ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙQÊ�ÚQÜaªaÉ¯ÍÛÃo«¯§pÍ±Ü?Æ °Ä®Îç¯ÍÛÆoªÄÜaª?Æ §Qê¯Ø}Üaª]¬¯Í�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø
ai ∈ Ai £

2.
¥¨ª�ÜaÉ��@¬Ûª�ÜaÉ¯é}Å8ÚÄ§
ÜaªaÌö®Î«¯§QÊjÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ÜaÉ¯®±ÜaÍÛÆ8«¯§
Üa§QÉ¯®ÎÇHÍÛÆ8ÍÛÃ «¯§ÄÆ
ÚaÆ §�ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙ
ÍÎç¯âaê¯ªaÌ

o = o(a1, . . . , an)
£

3.
¥¨ª ê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ª ÍÛÃ «¯§QÆBÚaÆ §öÜÄ°ÄÙQÉ­ÈDÚÄØ

pi = pi(a1, . . . , an)
£

4.
çs®ÎÚÄÍZâ}¬]Æ�®Î«¯§QÊOÚÄÙQÇH§Q«¯Æ ÏVÚÄâaÊ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ�ÚaÆ §"Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ"ÚÄÍZá?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÍÎÊ
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù]ÅVÆ á?®ÎÊ?� âÄÜÄÈDÊj¬¯ÙQ«�ÍÛÃ ê¯§QÚÄÍjÏ8¬¯ÙQ«)ÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§�³\£ Ö��s§Q«

• ×;Æ §�á?é]ÿ4ÍGÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù
i
Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ­ÚaÆ §sá?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÙ¨Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø

ai ∈ Ai £
• ×;Æ §Zá?é]ÿ4Í

n
��éQê¯§�§}ÜaâOá?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÍÎÊ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ

a =
(a1, . . . , an Ùo®Îç¯ªaê¯ªaÊ o(a)

Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?Æ ÍÛÃQ¬ÛªuÏ8¬¯âQÇHªj¬ÛªaÌ
ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaó\£

å �D«¯§QÊ@ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ@ÍÛÃ «¯§ÄÆõÜaª]°ÄÌ}ÈD«¯ÌQÚaÆ á?âaÊD§Q«mÙ�®Îç¯ªaê¯ªaÊ@á?§ÄÆ¯ª?Æ­ÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ ÊGÜÄ°ÄÙQÉ­ÈDÚÄØ��
Ê&ÍÛÃ «¯§ÄÆ?Ì}Üaª]°Äª}ÅVÃ ÏBÆ ÚÄÍÎÊ�ÏVÍsÜaª]°ÄÌ}ÈD«¯ÌQÚaÆ á?â�ÇHÉ¯â}«¯ª8£W��Ï8¬¯âaÏVª
ê¯ÍÎ«�ÿ4§)Í±ÜaÍ±áa¬¯Í,ÿ4ªaóQÚÄÍ�Ï8¬¯Ù��
«OÜaª]°ÄÌ}ÜÄ°ÄªÄá?â}¬¯Ù}¬Û§�¬ÎÈD«OÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚ@�D«�á?§ÄÆmÏ8¬Ûª�Ü��DÊZ§QÌ}¬Ûª?ÃmÌ}Üaª]°Äª]ÅVÃ a¯ªQ«­¬Û§ÄÆsÏVÍg®Î«¯§
á?§}¬õ§Q«¯ÍÎÚÄÙQÚÄ®Î«¯ª�ÏVóQÏ8¬¯ÙQÚÄ§\£
¥¨§ZÜ?Æ ª+§}ÜÄ°Äé�ÍÛÃ ê¯ÙOÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚ@�D«gÍÛÃ «¯§ÄÆ{Í±á?ÍÛÃ «¯§OÏ8¬Û§�ªÄÜaª?Ã §$ª?Æ{Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊ�¬ÎÈD«

ÇHÉ¯ÙQÏ8¬��D«�ÍÛÃ «¯§ÄÆV§}ÜÄ°Äé�«¯§�ê¯Ù}°@�D«¯ªaÌQ«�¬ÛªQ«
Æ ê]Æ È@¬]Æ á?âc¬ÛªaÌQÊj¬¯ó}Üaª8£
F�¸H�K�{îUð2½7.<ÖE´�q	ý��)���2���U¸H� »Ä 2½~���<�213�M¹ ñ2�Uñk� å �D«¯§QÊoÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊoÍÛÃ «¯§ÄÆ<c}l �6l��}f2lünE�o~
§Q«

1.
×;Æ §�á?é]ÿ4Í

i
á?§ÄÆVâ]°ÄªaÌQÊj¬õªaÌQÊ

ti
Æ ÏVÇHóQÍÛÆ

Ai = T i £
2.
ô ÍÛÆ °aÆ á?É]Æ «¯ØQÊo§Q«¯§@�BªaÉ¯é
§]Ü?â
¬¯Ù�ÚÄÍÎÉ]Æ é�¬ÎÈD«jÇHÉ¯ÙQÏ8¬��D«jÍÛÃ «¯§ÄÆ?á?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÙ
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù]ÅVÆ á?Ø�rBê¯Ù}°Ä§Qê­Ø�Ù�ÏVÇH®ÎÏVÙ

ai = ti
Æ á?§Q«¯ªÄÜaª?Æ ÍÛÃ4¬ÛªQ«öªaÉ]Æ ÏVÚÄâ ¬¯ÙQÊ

á?ÌQÉ¯Ã §QÉ¯ÇHÙQÊ)Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?ØQÊ]£
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F�¸H�K�{îUð2½,.<ÖE´M� å �D«¯§QÊDÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ@ÍÛÃ «¯§ÄÆ]Æ ÏVÇHÌQÉ¯é�ÍÛÆ °aÆ á?É]Æ «¯ØQÊD§Q«mÙ�ÍÛÆ °aÆ á?É]Æ «¯ØQÊD§Q«¯§@�BªaÉ¯é
§}Üaâ�¬¯Ù�ÚÄÍÎÉ]Æ é�¬ÎÈD«�ÇHÉ¯ÙQÏ8¬��D«�ÍÛÃ «¯§ÄÆVÙ�ÚÄªQ«¯§Qê]Æ á?Ø�á?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÙ�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Ø\£
©�Ã §¨§}ÜÄ°ÄØ�ÏVÇHÍ±¬]Æ á?é�Üa§QÉ¯§}¬¯ØQÉ¯Ù}ÏBÙor­Å8«­ÈDÏ8¬¯ØsÈDÊ@ÙVi�fe�
�t��zo~Èi�{�|��=�}��u^�<zo~wr]ê¯Ù}°@�D«¯ÍÛÆ

â}¬]ÆGÇ\ÈDÉ]Ã Ê�÷a°Äé¯÷?Ùg¬¯ÙQÊ�Å8ÍÎ«]Æ á?â]¬¯Ù}¬õ§QÊ�ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍ�«¯§ZÍ±Ü?Æ á?ÍÎ«­¬¯É­È{ÿ4ªaóQÚÄÍ�ÏVÍ�ÍÛÆ °aÆ á?É]Æ «¯ÍÛÃ Ê
Ì}°ÄªÄÜaª?Æ ØQÏVÍÛÆ Ê]£
º�¸\ðh�Ä�V�Uñ�.<ÖE´V´ �o«mÌ}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ­®Î«¯§QÊ@ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ{ÜaªaÌ¨Ì}°ÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃ¯®Î«¯§�ê¯ªaÏVÚa®Î«­ª�ÜaÉ¯â}÷a°QÙ��
ÚÄ§�ÚÄÍoá?ÌQÉ]Ã §QÉ¯ÇHÍÎÊuÏ8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?®ÎÊj¬¯â]¬¯ÍjÌ}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ�rVÍ±Ü?Ã ÏVÙQÊ�rVÚaÆ §�ÍÛÆ °aÆ á?É]Æ «¯ØQÊ)Ì}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙ\£
ô Üa§QÉ¯§}ÜaéQ«­ÈrÜaÉ¯â}¬õ§QÏVÙö§Q«¯§}°ÄóQÍ±¬õ§ÄÆHÍ±áa¬¯ÍÎ«¯®ÎÏ8¬¯ÍÎÉ¯§�Ï8¬¯Ù�ÏVÍ±°aÃ ê¯§�Ñ@�?¢u¬õªaÌ�� �Q� ¡ £

.<Ö0¡�ÖEì ûg»\ü?ým·}�Uñ�·}¸a�{�V�@�¤þj»
�Dê�� ÿ4§�Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ éQÏVªaÌQÚÄÍ�á?é}Üaª?Æ §�§}Üaª}¬¯Í±°Ä®ÎÏVÚÄ§}¬õ§�r�á?§ÄÆ�Ç\ÈDÉ]Ã ÊO°ÄÍ±ÜÄ¬ÛªaÚÄ®ÎÉ¯ÍÛÆ ÍÎÊ�ro§}Üaâ
Í±á?ÍÛÃ «¯§ZÜaªaÌZ§Q«¯§}°ÄóQªQ«­¬Û§ÄÆ;Ï8¬Ûª�� Ö � ¡ £ q §�Å8É¯é@�BªaÌQÚÄÍö¬õª}«gªaÉ]Æ ÏVÚÄâO¬¯ÙQÊ�§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙQÊ�ÍÎÉw�
Å8§QÏBÆ �D« ÜaÉ¯ªaÏV§QÉ¯ÚÄªaÏVÚa®Î«­ª$Ï8¬ÛªOÏVÇHÍÎê]Æ §QÏVÚÄâOÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaó�r{Ç\ÈDÉ]Ã Ê$�BÌQÏBÆ á?éZ«¯§Z§}°Q°ÄéQçw�
ªaÌQÚÄÍo¬Ûª�ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§\£ ô ê]Æ §@�BªaÉ¯é�ÍÛÃ «¯§ÄÆVâ}¬]ÆHÿ4Í±ÈDÉ¯ªaóQÚÄÍ�¬]Æ ÊuÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊjÈDÊuÇHÉ­ØQÏ8¬¯ÍÎÊ]£
F�¸H�K�{îUð2½,.<ÖE´Vì æoÜaéQÉ¯ÇHªaÌQ«

k
ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊ{ÜaªaÌsÿ4§�§Q«¯§}¬¯Í,ÿ4ªaóQ«XÏVÍ

n
ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ)� ÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊ��±£

ø Æ ê]Æ È@¬]Æ á?âaÊ�¬¯ó}ÜaªaÊXá?é]ÿ4ÍXÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù
i
r}ÅVÆ §oá?é]ÿ4ÍXÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §

j
rÄÍÛÃ «¯§ÄÆ}ÙoÍ±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬¯Ù&ÜaªaÏVâ}¬¯Ù��

¬õ§�ÇHÉ¯âQ«¯ªaÌ
tij
ÜaªaÌ$§QÉ­á?ÍÛÃ{ÅVÆ §$«¯§�ÜaÉ¯§}Å8ÚÄ§}¬ÛªÄÜaª?Æ Ù]ÿ4ÍÛÃ@ÙOÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §O§QÌ}¬¯Ø\£�øÝÏ8¬¯â}ÇHªaÊ

ÍÛÃ «¯§ÄÆV«¯§�Í±°Ä§QÇ8Æ Ï8¬ÛªÄÜaª?Æ ØQÏVªaÌQÚÄÍo¬Ûª ÇHÉ¯â}«¯ªc§}ÜaªÄÜaÍÎÉ¯é}¬ÛÈDÏVÙQÊo¬¯ÙQÊo¬¯Í±°ÄÍÎÌ}¬Û§ÄÃ §QÊj§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙQÊ
ÏVÍ�á?é]ÿ4ÍoÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù\£ ô §}Üaª}¬]Ã ÚÄÙQÏVÙöÍÎ«¯âaÊuÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù

i
ÍÛÃ «¯§ÄÆH¬õª�§QÉ¯«¯Ù}¬]Æ á?â�¬ÛªaÌ�ÏVÌQ«¯ª}°aÆ á?ªaó

ÇHÉ¯âQ«¯ªaÌ�ÜaªaÌ�ÇHÉ¯ÍÛÆ éQÏ8¬¯Ù}á?Í�ÅVÆ §�«¯§�ª]°ÄªÄáa°ÄÙQÉ��DÏVÍÛÆV¬]Æ ÊuÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊj¬ÛªaÌ\£DÁoÆ ªc§QÌQÏ8¬¯ÙQÉ¯é�²

• øuÆ2Í}�4Æ áa¬¯®ÎÊö®Îç¯ªaê¯ª?Æ2¬ÛªaÌ ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaó ÍÛÃ «¯§ÄÆ2â}°Äª?Æ2ª?ÆMê]Æ §QÚÄÍÎÉ]Æ ÏVÚÄª?Ã x =
x1, . . . , xn ¬ÎÈD«oÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«oÏ8¬ÛªaÌQÊ¨ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ�raâÄÜaªaÌ xi ÍÛÃ «¯§ÄÆÄ¬õª
ÏVóQ«¯ªE�°Äª�¬ÛÈD«�ÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«)ÜaªaÌ�§Q«¯§}¬]Ã ÿ2ª}«­¬õ§ÄÆ8Ï8¬Ûª�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù

i
£

• ô §Q«­¬]Æ á?ÍÛÆ ÚÄÍÎ«]Æ á?Ø�ÏVÌQ«¯éQÉ­¬¯ÙQÏVÙöÍÛÃ «¯§ÄÆVÙ
g(x, t) = maxi

∑

j∈xi tij
£

• ô §}Üaª]¬]Ã ÚÄÙQÏVÙö¬õªaÌ�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù
i
ÍÛÃ «¯§ÄÆVÙ

ui(x, ti) = −∑j∈xi tij
£

� Ù}°@�D«¯ªaÌQÚÄÍj®Î«¯§Q«öéQÚÄÍÎÏVªcÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâc§}ÜaªÄá?é}°ÄÌ@�BÙQÊuÅVÆ §�¬ÛªcÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§�¬¯ÙQÊ)§Q«¯é��
ÿ4ÍÎÏVÙQÊ�ÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«cÚÄÍ

m = (x, p)
rGâÄÜaªaÌ

x = x(t)
ÍÛÃ «¯§ÄÆ;ªO§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÊ�§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙQÊ

á?§ÄÆ
p = p(t)

ÙöÜÄ°ÄÙQÉ­ÈDÚÄØ\£ Ò §ÄÆ8ª?ÆBê¯óQª�ÍÛÃ «¯§ÄÆVÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ØQÏVÍÛÆ Êo¬ÎÈD«
Æ ê]Æ È@¬]Æ á=�D«
¬¯ó}ÜÄÈD«
t
£

q §�Üa§QÉ¯ªaÌQÏBÆ éQÏVªaÌQÚÄÍu®Î«¯§Q«öÜaÉ¯ªaÏVÍ±ÅHÅVÆ Ï8¬]Æ á?â�ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâ ÅVÆ §�¬õª ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§ §QÌ}¬¯âhr
ÚÄÍj¬ÛªQ«öªÄÜaª?Ã ª�ÚQÜaªaÉ¯ªaóQÚÄÍu«¯§�ê¯ÍÎÇ?ÿ4ªaóQÚÄÍuâ]¬]ÆBÜaÍ±¬¯ÌQÇH§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍu®Î«¯§�éQ«­ÈÕ�BÉ¯é}Å8ÚÄ§�ÅVÆ §�¬¯Ù
°ÄóQÏVÙö¬ÛªaÌöÜaÉ¯ª}÷a°ÄØQÚÄ§}¬õªaÊ]£
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• �V»\ü?ým·}�Uñ:í á?é]ÿ4Í{ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §¨§Q«¯§}¬]Ã ÿ4Í±¬Û§ÄÆõÏ8¬õª�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙsÜaªaÌ¨ÍÛÃ «¯§ÄÆ]Æ á?§Q«¯âaÊ«¯§�¬¯ÙQ«)ê]Æ Í±áaÜaÍÎÉ¯§ÄÆ �DÏVÙ�Ï8¬ÛªQ«)Í±°QéQÇ8Æ Ï8¬Ûª�ÇHÉ¯âQ«¯ª�� §Q«)Ì}ÜaéQÉ¯ÇHªaÌQ«uÜa§QÉ¯§��
ÜaéQ«­È §}Üaâ ÚaÃ §�Í±Ü?Æ °Ä®±Å8ªQ«­¬Û§ÄÆB§QÌ]ÿ4§ÄÃ É¯Í±¬Û§��±£

• 1��8ñ2¸\�jî4 :í ÙöÜa°QÙQÉ­ÈDÚÄØ�Ï8¬ÛªQ«�á?é]ÿ4ÍjÇHÉ¯ØQÏ8¬¯Ù i
ªaÉ]Ã a¯Í±¬Û§ÄÆVÈDÊ

pi(t) =
∑

j∈xi(t) mini′ 6=i(t
i′

j )
r@ê¯Ù}°Ä§Qê¯ØZÅVÆ §Zá?é]ÿ4Í�ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §ZÜaªaÌO§Q«¯§}¬]Ã ÿ4Í±¬Û§ÄÆ

ÏVÍG§QÌ}¬¯â}«�r]ª�ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÙQÊGÜÄ°ÄÙQÉ��D«¯Í±¬õ§ÄÆ­Ã ÏV§¨ÚÄÍ;¬Ûª�ÇHÉ¯âQ«¯ª�ÜaªaÌsÿ4§�ÇHÉ¯ÍÛÆ §@a¯â}¬Û§Q«
Ù�ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §�§QÌ}¬¯Ø�«¯§�ê]Æ Í±áaÜaÍÎÉ¯§ÄÆ È{ÿ4ÍÛÃH§Q«jê¯ÍÎ«uÌ}ÜaØQÉ¯ÇHÍ&ª

i
r?ÜaªaÌ
ÍÛÃ «¯§ÄÆ\ª

ÇHÉ¯â}«¯ªaÊ�¬ÛªaÌ §QÚÄ®ÎÏ8ÈDÊuÍ±ÜaâaÚÄÍÎ«¯ªaÌ Í±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬õªaÌR� ê¯ÍÎó}¬¯ÍÎÉ¯ªaÌ�Í±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬õªaÌ��
ÇHÉ¯Ø}ÏV¬¯Ù?£

��Üaªaê¯ÍÛÆ á?«¯óQÍ±¬õ§ÄÆVâ}¬]Æ�²
µg·}þj¸Äñ2îU�Ê.<ÖE´Vò ø ÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ$¬¯ÙQÊ+Í±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬¯ÙQÊ+ê¯ªaÌ}°ÄÍÛÆ éQÊ�ÍÛÃ «¯§ÄÆ�®Î«¯§QÊ�Æ ÏVÇHÌQÉ¯é
ÍÛÆ °aÆ á?É]Æ «¯ØQÊ

n
� ÜaÉ¯ªaÏVÍ±ÅHÅVÆ Ï8¬]Æ á?âaÊOÚÄÙQÇH§}«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ÅVÆ §�¬õª"ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§�¬¯ÙQÊ�§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙQÊ�ÍÎÉw�

Å8§QÏBÆ �D«Ä£
¥¨ª&á?é}¬ÛÈ��BÉ¯é}Å8ÚÄ§s¬õªaÌsÜaÉ¯ª}÷a°ÄØQÚÄ§}¬ÛªaÊ{ÜaªaÌ¨ÚÄÍ±°ÄÍ±¬¯éQÚÄÍGÍÎê���ê]Ã «¯Í±¬Û§ÄÆ­ÚÄÍG¬Ûª&Üa§QÉ¯§}á?é}¬ÎÈ

ÿ4Íe�DÉ¯ÙQÚÄ§\£
µg·}þj¸Äñ2îU��.<ÖE´6. � ÍÎ«�Ì}ÜaéQÉ¯ÇHÍÛÆ2ÚaÙ}ÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊ�ÜaªaÌg«¯§cÌ}°ÄªÄÜaª?Æ ÍÛÃMÚaÃ §

c
� ÜaÉ¯ªaÏV®±ÅHÅVÆ ÏVÙ

ÅVÆ §�¬ÛªöÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§)¬¯ÙQÊ&§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙQÊ¨ÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«jÚaÍ
n
ÇHÉ¯ØQÏ8¬¯ÍÎÊ¨ÅVÆ §
ªÄÜaª?Æ ªaê¯Ø}Üaª}¬¯Í

c < n
£

Ò °ÄÍÛÃ «¯ªQ«­¬Û§QÊ�¬¯ÙQ«&Ì}ÜaªaÍÎ«¯â}¬¯Ù}¬Û§u§QÌ}¬¯ØjÍ±Ü?Æ ÏVÙQÚÄ§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍsâ]¬]ÆaÚÄÍm¬¯ÙQ«&ÍÛÆ ÏB§]ÅHÈDÅ8ØoÜ?Æ ÿ4§Q«w�
ª}¬]Æ á=�D«sÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚ@�D«DÜaÍ±¬¯ÌQÇH§ÄÃ «¯ªaÌQÚÄÍGá?§}°Qó}¬¯ÍÎÉ¯§)�BÉ¯é}Å8ÚÄ§}¬õ§\£UÁ�ÍÎÉ]Æ ÏVÏVâ}¬¯ÍÎÉ¯§�§Q«¯§@�B®ÎÉ¯ªQ«­¬Û§ÄÆ
Ï8¬õª�ßH£ ß�¬ÛªaÌR� Ö � ¡ £
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§}á?ÚÄØZ¹

link
r
edgeéQÚÄÍÎÏVª�ÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§º¹

online probleméQÚÄÍÎÏVªaÊu§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÊS¹
online algorithm§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙöÍÎÉ­Å8§QÏBÆ �D«[¹

task allocation§Q«¯é}°ÄÌQÏVÙö§Q«­¬Û§}ÅHÈD«]Æ Ï8¬]Æ á?â}¬¯Ù}¬Û§QÊ�¹
competitive analysis§}ÜaªÄá?ÍÎ«­¬¯É­ÈDÚÄ®Î«¯ªaÊ)§}°QÅ8âaÉ]Æ ÿ4ÚÄªaÊd¹
decentralized algorithm§QÉ¯ÇHØ�¬¯ÙQÊj§}ÜaªÄá?é}°ÄÌ@�BÙQÊS¹

relevation principle§QÌ}¬õª]Å8ÍÎ«¯ØQÊj§Q«¯éQê¯ÌQÏVÙº¹
spontaneous emergenceÅ8«¯ØQÏBÆ §�Ï8¬¯É¯§]¬¯Ù}ÅVÆ á?Øº¹
pure strategyÅ8«¯ØQÏBÆ ªaÊS¹

pureê]Æ §@�BªaÉ¯ªÄÜaª?Æ â?Ê»¹
diverseê¯É¯ªaÚÄª}°Äª]Å8ªaóQÚÄÍÎ«¯Ù�É¯ªaØº¹

routing flowÍ±ÅHÈXÆ Ï8¬¯ØQÊ�¹
selfishÍ±ÅHÈXÆ Ï8¬]Æ á?âaÊd¹

selfishÍÛÆ °aÆ á?É]Æ «¯ØQÊd¹
truthfulÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄâaÊjÍ±°ÄéQÇ8Æ Ï8¬¯ÙQÊoê¯ªaÌ}°ÄÍÛÆ éQÊd¹

minwork mechanism®Î«­ÈDÏVÙ�§}Üaâ ÚÄªQ«¯ªÄÜaé}¬]Æ §Z¹
union of pathsÍÎÌQê]Æ é}á?É]Æ ¬¯Ù�®Îç¯ªaê¯ªaÊd¹

output observabilityÿ4Í±ÈDÉ]Ã §�Üa§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«[¹
game theoryÿ4Í±ÈDÉ]Ã §�Üa§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«
ÚÄÍjÏVÌQ«¯ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §a¹

cooperative game theoryÿ4Í±ÈDÉ]Ã §�Üa§ÄÆ Å8«]Ã ÈD«
Ç\ÈDÉ]Ã ÊuÏVÌQ«¯ÍÎÉ­Å8§QÏBÃ §º¹
non cooperative game theoryÆ ê]Æ â}¬¯Ù}¬Û§�ÜaÍ±ÜaÍÎÉ¯§QÏVÚÄ®Î«¯ÙQÊ&÷?Í±°Q¬]Ã ÈDÏVÙQÊ�¹

finite improvement property
�
FIP

�
Æ ê]Æ È@¬]Æ á?âaÊ)¬¯ó}ÜaªaÊS¹

typeÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄ§º¹
identicalÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊjÍÎÉ­Å8§QÏBÃ ÍÎÊS¹

identical tasksÆ ÏVªaê¯óQ«¯§QÚÄÍÎÊjÚÄÙQÇH§Q«¯®ÎÊS¹
identical machinesÆ ÏVª=�BéQÉ]Æ ÏVÚÄ§º¹

tieá?§Q«¯ªQ«]Æ á?Ø�§Q«]Æ ÏVâ}¬¯Ù}¬õ§öÏVÌ}ÅHá?®Î«­¬¯É­ÈDÏVÙQÊ�¹
standard concentration inequalityá?§Q«¯ªQ«]Æ á?Ø�ÚÄªaÉ��BØZ¹

normal formá?§Q«¯ªQ«]Æ á?âaÊ»¹
standardá?§}¬¯é}°ÄÙQç¯Ùº¹
sinká?§}¬¯éQÏ8¬õ§QÏVÙ[¹
instanceá?®ÎÉ¯ê¯ªaÊd¹

payoffá?ª?Æ «­ÈD«]Æ á?â�÷?®±°Q¬]Æ Ï8¬õª�¹
social optimumá?ªQ«­¬¯â=�8ÿ4§}°ÄÚÄªaÊS¹

myopicá?âaÏ8¬õªaÊu§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊS¹
price of anarchyá?ÌQÉ]Æ §QÉ¯Ç8Ã §�¹

dominanceá?ÌQÉ]Æ §QÉ¯ÇHªaóQÚÄÍÎ«¯ÙZ¹
dominatedá?óQÉ¯ªaÊ)ê¯®ÎÏVÚÄÍÎÌQÏVÙQÊ¼¹

commitment power
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°Äª}ÅVÆ á?âaÊd¹
rational°Äâ}Å8ªaÊu§Q«­¬õ§}ÅHÈD«]Æ Ï8¬]Æ á?â}¬¯Ù}¬Û§QÊ�¹

competitive ratio°Äâ}Å8ªaÊuÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaóº¹
coordination ratioÚÄÙ�Í±áo�BÌ}°aÆ ÏVÚÄ®Î«¯ªaÊS¹

nondegenerateÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄª?Ã8ÏVÌQ«­¬õª}«]Æ ÏVÚÄªaóº¹
coordination mechanismsÚaÆ áa¬¯Ø�Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á?Øº¹

mixed strategyÚaÆ áa¬¯âaÊd¹
mixedÚQÜaé}°ÄÍÎÊuÏ8¬Û§
á?§}°Äé]ÿ2Æ §º¹

balls into binsÚÄªQ«­¬¯®±°Äª�ÜÄ°ÄÍÛÆ Ï8¬¯ÙQÉ]Æ §QÏVÚÄªaóº¹
auction

�½¹

Nash
ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª Æ ÏVªaÉ¯É¯ªÄÜ?Ã §QÊd¹

Nash Equilibrium«¯ªaÚaÆ ÏVÚÄ§}¬]Æ á?ØöÜaÉ¯ªaÏ6�BªaÉ¯éZ¹
monetary offerâ}ÅHá?ªaÊuÜaÉ¯ªaÊ)ê¯É¯ªaÚÄª]°Äâ]Å8ÙQÏVÙZ¹

rateªaÚÄª?Æ âaÚÄªaÉ��Bª?Êd¹
uniformªaÉ]Æ §}á?âaÊ»¹

marginalªaÉ]Æ Ï8¬]Æ á?é�§QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°ÄÙ}¬ÛªZ¹
fixedªaÉ]Æ Ï8¬]Æ á?é�§QÚÄÍ±¬¯é¯÷a°ÄÙ}¬Ûª�ÏVÙQÚÄÍÛÃ ª�¹

fixed pointâaÉ¯ªaÊd¹
clauseÜa§ÄÃ Å8«]Æ ªcÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ¼¹

congestion gameÜa§ÄÃ Å8«]Æ ªcÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊoÚÄÍ&÷aéQÉ¯Ùº¹
weighed congestion gameÜaÙ}Å8ØZ¹

sourceÜÄ°ÄØQÉ­ÈDÊuÚaÆ áa¬¯â~¹
fully

�
mixedÜaâaÉ¯ªaÊd¹

resourceÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§�ê]Æ §QÚÄ®ÎÉ]Æ ÏVÙQÊ�¹
partition problemÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§�Í±ÅHá?§}¬¯éQÏ8¬õ§QÏVÙQÊ¥�

occupancy problemÜaÉ¯â}÷a°ÄÙQÚÄ§ö¬¯Ì}Ü?Æ á?ØQÊu§Q«¯§@a¯Ø}¬¯ÙQÏVÙQÊ�Üaª}°ÄÌ}ÈD«¯ÌQÚaÆ á?ªaó�ÇHÉ¯âQ«¯ªaÌZ¹
£

polynomial
�
time local search

�
PLS

�
problemÜaÉ¯ªÄÜa§ÄÃ Å8«]Æ ª¾¹

pre − gameÜaÉ¯ªaÏVÍ±ÅHÅVÆ Ï8¬]Æ á?âaÊu°Äâ]Å8ªaÊd¹
approximation ratioÉ¯ªaØZ¹

flowÏ8á?âÄÜ?Æ ÚÄ§�§Q«¯§QÚÄÍÎÚaÆ Å8ÚÄ®Î«¯Ù�ªaÚÄéQê¯§º¹
interested partyÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙa¹

congestionÏVÌQ«¯§QÉ­¬¯ÙQÏBÆ §}á?Øö§}ÜaÍÛÆ á?âQ«]Æ ÏBÙZ¹
mappingÏVÌQ«¯§QÏ8Ü?Æ ÏVÚÄâaÊ¼¹

coalitionÏVÌQ«]Æ Ï8¬��DÏV§
Ï8¬¯É¯§}¬¯Ù}ÅVÆ á=�D«[¹
facility

r
resourceÏ6�4Æ Ç\¬¯âaÊS¹

tightÏVÇHÍÎê]Æ §QÏVÚÄâaÊuÚÄÙQÇH§Q«]Æ ÏVÚÄªaóº¹
mechanism design¬¯®±°ÄªaÊS¹

tax¬]Æ ÚÄØö¬¯ÙQÊu§Q«¯§QÉ¯Ç8Ã §QÊS¹
anarchy value¬¯ÌQÇH§ÄÃ §�§Q«¯é]ÿ4ÍÎÏVÙa¹

random allocationÌ}°ÄªÄÜaª?Ã ÙQÏVÙº¹
implementationÌ}ÜaªÄá?ÍÛÆ ÚÄÍÎ«]Æ á?âcÜa§ÄÃ Å8«]Æ ªcÏVÌQÚ��BâaÉ¯ÙQÏVÙQÊ¼¹

subjective congestion game
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�V°aÆ Ü~¹
flip�BâaÉ¯ªaÊd¹

tax�BâaÉ­¬õªaÊS¹
loadÇHÍÛÆ É¯â}¬¯ÍÎÉ¯ªaÊ)ê¯ÌQ«¯§}¬¯âQ«[¹

worst
�
caseÇHÉ¯®±ÈDÏVÙ�ÚÄ®ÎÏ8È ªaÉ]Æ §}á?ªaó�á?âaÏ8¬õªaÌ}Êd¹

marginal cost pricingÇHÉ¯ªQ«¯ªÄÜaÉ¯ª]ÅVÉ¯§QÚÄÚÄ§}¬]Æ ÏVÚÄâaÊd¹
scheduling
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