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EuqaristÐec

Ti mporeÐ na krÔbei mia apl  sullog  koruf¸n sundedemènec metaxÔ touc mèsw k�poiwn
akm¸n? Autì to er¸thma  tan arketì gia na mou prokalèsei to endiafèron kai na me mu sei
ston kìsmo thc JewrÐac Grafhm�twn. Autìn ton tìso ìmorfa polÔploko kìsmo ston
opoÐo epèlexa na <<taxidèyw>> touc teleutaÐouc 6 m nec.

UpeÔjunoc gia thn epilog  tou taxidioÔ autoÔ, en agnoÐa tou,  tan o kk D. Jhlukìc
pou me ton trìpo didaskalÐac tou, thn aplìthta tou kai thn se b�joc gn¸sh tou <<kìsmou>>
twn grafhm�twn, mou metèdwse thn ag�ph tou kai to p�joc tou gi� autìn. Den ton
euqarist¸ mìno gi� autì, all� kai giatÐ touc teleutaÐouc autoÔc m nec  tan kajodhght c
kai sunodoipìroc sto taxÐdi autì, kai pou dÐqwc thn polÔtimh bo jeia kai upomon  tou den
ja eÐqa ft�sei ston proorismì mou.

PrwtoÔ ft�sw ed¸ ìmwc, kai ìntac sto teleutaÐo ètoc tou MajhmatikoÔ o kk E.
R�pthc, kajhght c mou tìte sto Majhmatikì kai mèloc t¸ra thc trimeloÔc exetastik c
epitrop c mou sunèsthse to MPLA. Ton euqarist¸ idiaÐtera pou p�nta pÐsteue stic
dunatìthtec mou kai me st rize me thn amèristh bo jeia tou se ìla ta jèmata pou me
apasqoloÔsan tìso wc foitht  tou MajhmatikoÔ, ìso kai wc foitht  tou MPLA.

Akìma, jèlw na euqarist sw ton kk H. Koutsoupi� gia tic pio euq�ristec dialèxeic
pou èqw parakolouj sei wc foitht c anagk�zont�c me na agap sw touc algorÐjmouc mèsa
apì autèc.

OfeÐlw na euqarist sw jerm� ìlouc touc suntelestèc tou MPLA kai na ekfr�sw
thn eugnwmosÔnh mou, idiaÐtera, stouc kk G. Mosqob�kh, katarq n, gia thn tim  pou mou
èkane na up�rxw foitht c tou, kai K. Dhmhtrakìpoulo, en suneqeÐa, pou me dèqthkan
sthn oikogèneia tou MPLA kai mou èdwsan aut n thn polÔtimh eukairÐa spoud¸n.

Kat� thn di�rkeia twn metaptuqiak¸n mou spoud¸n, ìmwc, oi pio glukèc mou anamn -
seic eÐnai �mesa sundedemènec me èna sumfoitht  me ton opoÐo moir�sthka amètrhtec ¸rec
sunergasÐac kai epoikodomhtik¸n suzht sewn en mèsw kopiastik¸n ergasi¸n kai melèthc.
Ton euqarist¸ tìso gi� autèc tic stigmèc ìso kai gia tic diorj¸seic kai parathr seic tou
gi� aut n ed¸ thn ergasÐa. KurÐwc ìmwc euqarist¸ ton K¸sta Sdr�ka giatÐ sto prìswpo
tou kèrdisa ènan adelfikì fÐlo.

Tèloc, p�nw ap� ìla, ni¸jw thn an�gkh na euqarist sw, mèsa apì thn kardi� mou,
ton agaphmèno mou patèra gia thn amèristh oikonomik  kai hjik  upost rixh pou mou
prìsfere aplìqera kajìlh th di�rkeia twn spoud¸n mou, kaj¸c kai ton aderfì mou gia
thn uperpolÔtimh parèa tou kai anoq  pou èdeixe stic dÔskolec stigmèc aut¸n twn qrìnwn.

'Omwc, to otÐ gr�fw toÔtec ed¸ tic grammèc kai mpor¸ kai ni¸jw, lÐgo per fanoc gia
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6 PERIEQ�OMENA

aut� pou èqw katafèrei wc t¸ra, to ofeÐlw, pr¸ta ap' ìla, ston �njrwpo pou p�nta
 tan dÐpla mou kai pou me upomon , upèrmetrh ag�ph, frontÐda kai upeujunìthta, èfere
eic pèrac me thn megalÔterh epituqÐa ton dukolìtero rìlo ap� ìlouc.

Mhtèra s� euqarist¸.

Aj na, Dekèmbrioc 2008



Kef�laio 1

Eisagwg 

Ta probl mata se grammikèc parat�xeic grafhm�twn eÐnai mÐa eidik  kl�sh problhm�twn
sundiastik c beltistopoÐhshc, pou skopì èqoun thn eÔresh grammik c par�taxhc enìc
graf matoc ètsi ¸ste na beltistopoieÐtai h tim  thc ek�stote zhtoÔmenhc sun�rthshc.
Par�taxh enìc graf matoc (graph layout) kaloÔme thn an�jesh tim¸n (labels) stic ko-
rufèc enìc graf matoc. Polu�rijma problhm�ta p�nw se di�forouc tomeÐc mporoÔn na
montelopoihjoÔn wc grammikèc parat�xeic grafhm�twn. Tètoia eÐnai, h beltistopoÐhsh di-
ktÔwn par�llhlwn arqitektonik¸n, sqediasmìc VLSI diktÔwn, an�kthsh dedomènwn, prob-
l mata arijmhtik c an�lushc, upologistik c biologÐac, jewrÐac grafhm�twn, qronodro-
molìghshc (scheduling) kai arqaiologÐac. Ta pio endiafèronta probl mata se parat�xeic
grafhm�twn eÐnai NP-pl rh all� gia tic perissìterec efarmogèc aut¸n, efiktèc lÔseic me
mÐa sqedìn bèltisth tim  eÐnai eparkeÐc.

Lìgw thc shmasÐac touc, up�rqoun poll� apotelèsmata pou sundèontai me probl mata
se parat�xeic grafhm�twn. Ja prospaj soume na parousi�soume mia oloklhrwmènh
eikìna twn teqnik¸n p�nw se tètoia probl mata kai ja esti�soume thn prosoq  mac kurÐwc
se jèmata algorijmik c fÔsewc me skopì, arqik�, thn anafor� kai parousÐash sqetik¸n
episthmonik¸n apotelesm�twn se diejnèc epÐpedo kai epiplèon na enjarrÔnoume thn diejn 
episthmonik  koinìthta na ergasjeÐ p�nw se autì to kainoÔrio kai poll� uposqìmeno
pedÐo èreunac. 'Allec èreunec pou asqol jhkan me di�forec ptuqèc sqetikèc me prob-
l mata se parat�xeic grafhm�twn kai axÐzei na anaferjoÔn eÐnai oi ergasÐec twn Chinn
[23], Chung [25], Monbien kai Sudborough [114], Mohar kai Poljiak [112], Bezrukov [8],
Lai kai Williams [92].

Anaforik� me thn paroÔsa melèth, sto kef�laio 2 ja eis�goume kai ja d¸soume touc
aparaÐthtouc orismoÔc p�nw stic parat�xeic grafhm�twn kaj¸c kai ja anaferjoÔme se
k�poia basik� apotelèsmata aut¸n. Mia istorik  anaskìphsh gia tic efarmogèc twn gram-
mik¸n parat�xewn akoloujeÐ sto kef�laio 3. Sto kef�laio 4 parousi�zoume apotelès-
mata NP-plhrìthtac p�nw se probl mata parat�xewn, en¸ sto kef�laio 5 parousi�zoume
k�poiec poluwnumikoÔ qrìnou epilÔsimec kl�seic grafhm�twn. 'Epeita sto kef�laio 6
parajètoume k�poia apotelèsmata parametrik c poluplokìthtac kai tèloc sto kef�laio
7 meletoÔme proseggistikoÔc algìrijmouc.
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Kef�laio 2

BasikoÐ OrismoÐ kai
Parathr seic

Arqik� ja orÐsoume k�poia basik� probl mata se parat�xeic grafhm�twn kai ènnoiec pou
sundèontai me aut�. 'Etsi ja èqoume thn dunatìthta na antimetwpÐsoume di�fora prob-
l mata mèsa s� èna eniaÐo plaÐsio. Tèloc ja parousi�soume k�poia basik� apotelèsmata
sqetik� me probl mata grammik¸n parat�xewn.

Oi grafojewrhtikoÐ orismoÐ kai sumbolismoÐ pou ja qrhsimopoi soume sun�doun apì-
luta me touc antÐstoiqouc sthn Plhroforik . Ja jewroÔme ta graf mata peperasmè-
na, mh kateujunìmena kai qwrÐc jhlièc (loops). 'Estw gr�fhma G. Ja sumbolÐsoume
wc V (G) to sÔnolo twn koruf¸n kai E(G) to sÔnolo twn akm¸n. O sumbolismìc uv
antiproswpeÔei thn mh kateujunìmenh akm  {u, v}. KaloÔme degu = degGu ton bajmì
koruf c u tou graf matoc G kai ∆(G) ton mègisto bajmì graf matoc G. EpÐshc kaloÔme
Γ(u) = ΓG(u) = {v ∈ V (G) | uv ∈ E(G) } to sÔnolo twn geitìnwn thc koruf c u tou
graf matoc G.

Orismìc 2.1 Grammik  par�taxh (linear layout) h apl� par�taxh (layout) mh kateu-
junìmenou graf matoc G = (V,E) me n = |V | korufèc orÐzoume thn 1-1 kai epÐ sun�rthsh

φ : V (G) → [n] = {1, . . . , n}

Orismìc 2.2 KaloÔme Φ(G) =
{
φ | φ : V (G) → [n] = {1, . . . , n}

}
to sÔnolo ìlwn

twn dunat¸n parat�xewn epÐ tou graf matoc G.

Parat rhsh 2.1 'Enac sun jhc trìpoc gia na anaparast soume sqhmatik� mia par�-
taxh φ enìc graf matoc G eÐnai na topojet soume tic korufèc tou p�nw se mia noht 
orizìntia eujeÐa gramm , diat�ssont�c tec mèsw thc φ ìpwc faÐnetai sto sq ma 2.1 .

Orismìc 2.3 L(i, φ,G) = {u ∈ V | φ(u) ≤ i}, kaloÔme to sÔnolo pou perièqei
ìlec tic korufèc tou G twn opoÐwn oi timèc mèsw thc φ eÐnai mikrìterec   Ðsec tou i kai
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R(i, φ,G) = {u ∈ V | φ(u) > i} kaloÔme to sÔnolo pou perièqei ìlec tic korufèc tou G
twn opoÐwn oi timèc mèsw thc φ eÐnai megalÔterec tou i antÐstoiqa.

Parat rhsh 2.2 Diaisjhtik� to L(i, φ,G) eÐnai to sÔnolo koruf¸n tou G pou brÐsko-
ntai arister� tou φ(i) kai R(i, φ,G) autèc dexÐa tou φ(i) antÐstoiqa. (bl. sq ma 1)

Orismìc 2.4 'Estw par�taxh φ graf matoc G = (V,E) kai i ∈ N. OrÐzoume tic
parak�tw basikèc ènnoiec.

1. Akmèc Tom c (Edge Cut) thc φ(i) sth jèsh i

θ(i, φ,G) = | {uv ∈ E | u ∈ L(i, φ,G) ∧ v ∈ R(i, φ,G)} |

kaloÔme to pl joc twn akm¸n tou G twn opoÐwn oi korufèc (�krec) brÐskontai h mÐa
sto L(i, φ,G) kai h �llh sto R(i, φ,G).

2. Tropopoihmènh Tom  Akm c (Modified Edge cut) thc φ(i) sth jèsh i

ζ(i, φ,G) = | {uv ∈ E | u ∈ L(i, φ,G) ∧ v ∈ R(i, φ,G) ∧ φ(u) 6= i} |

ìmoia me to parap�nw, me th diafor� ìti t¸ra exairoÔme thc akmèc pou prospÐptoun
sthn u.

3. Korufèc Tom c (Vertex Cut) thc φ(i) sth jèsh i

δ(i, φ,G) = | {u ∈ L(i, φ,G) | ∃v ∈ R(i, φ,G) | uv ∈ E} |

kaloÔme to pl joc twn koruf¸n tou L(i, φ,G) pou sundèontai me korufèc sto
R(i, φ,G)

4. M koc (length) thc akm c uv ∈ E thc φ(i)

λ(uv, φ, G) = |φ(u)− φ(v)|

Sto sq ma 2.1 blèpoume pwc anaparist�tai to gr�fhma G mèsw thc par�taxhc φ(i).
ParathroÔme ìti oi korufèc arister� thc diakekommènhc k�jethc gramm c (apì th jèsh
i kai prin) apoteloÔn to L(i, φ,G) en¸ oi upìloipec sta dexi� thc (apì th jèsh i + 1
kai met�) apoteloÔn to R(i, φ,G). H tim  tou θ(i, φ,G) upologÐzetai eÔkola metr¸ntac
tic akmèc pou tèmnoun thn k�jeth diakekommènh gramm  kai to ζ(i, φ,G) prokÔptei an
afairèsoume apì ton arijmì autìn tic akmèc thc φ−1(i). Tèloc, upologÐzoume to δ(i, φ,G)
an metr soume tic korufèc sta arister� thc k�jethc gramm c pou en¸nontai me korufèc
sta dexi� aut c (oi dÔo leukèc korufèc kai h gkri φ−1(i) = g ).

Orismìc 2.5 'Estw par�taxh φ tou graf matoc G = (V,E). OrÐzoume wc an�strofh
grammik  par�taxh thn

φR(u) = |V | − φ(u) + 1
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(a) G = (V,E)

φ = {(a, 1), (b, 5), (c, 3), (d, 7), (e, 8), (f, 6), (g, 4), (j, 9), (h, 2)}

λ(gj, φ,G) = 5

(b) Grafik  anapar�stash thc grammik c par�taxhc φ tou graf matoc G

kai h efarmog  twn θ(i, φ,G), ζ(i, φ,G), δ(i, φ,G) sto i = 4

ζ(i, φ,G) = 4

c

cha g f d e j

1 2

Sq ma 2.1: To gr�fhma G, h par�taxh φ kai h efarmog  twn parap�nw orism¸n.

Parat rhsh 2.3 Gia na antilhfjoÔme kalÔtera diaisjhtik� thn ènnoia thc φR arkeÐ
na fantastoÔme zwgrafismèno antÐstrofa to deÔtero gr�fhma tou sq matoc 2.1 ètsi pou
φR = {(a, 9), (b, 5), (c, 7), (e, 2), (f, 4), (g, 6), (j, 1), (h, 8)}.

Orismìc 2.6 Kìstoc grammik c par�taxhc (layout cost) kaloÔme th sun�rthsh F
pou antistoiqeÐ k�je par�taxh φ graf matoc G me ton akèraio F (φ,G). To prìblhma
beltistopoÐhshc tou kìstouc par�taxhc F afor� thn eÔresh thc kat�llhlhc φ∗ ∈ Φ(G)
ètsi ¸ste

F (φ∗, G) = min
φ∈Φ(G)

F (φ,G).

Gia k�je F kai G orÐzoume wc minF (G) = minφ∈Φ(G) F (φ,G)
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Orismìc 2.7 Ed¸ orÐzoume ta basik� kìsth grammik¸n parat�xewn me ta opoÐa ja
asqolhjoÔme sth paroÔsa ergasÐa ìpwc kai ta probl mata grammik¸n parat�xewn pou
prokÔptoun b�sh aut¸n.

• Zwnopl�toc (BandWith): 'Estw gr�fhma G = (V,E), na brejeÐ par�taxh φ∗ ∈
Φ(G) tètoia ¸ste bw(φ∗, G) = minbw(G) ìpou

bw(φ,G) = max
uv∈E

λ(uv, φ, G).

• El�qisth Grammik  Par�jesh (Minimum Linear Arrangement): 'Estw gr�fhma
G = (V,E), na brejeÐ par�taxh φ∗ ∈ Φ(G) tètoia ¸ste la(φ∗, G) = minla(G) ìpou

la(φ,G) =
∑

uv∈E

λ(uv, φ, G).

• Tomopl�toc (CutWidth): 'Estw gr�fhma G = (V,E), na brejeÐ par�taxh φ∗ ∈
Φ(G) tètoia ¸ste cw(φ∗, G) = mincw(G) ìpou

cw(φ,G) = max
i∈[|V |]

θ(i, φ,G).

• Tropopoihmèno Tomopl�toc (Modified Cut): 'Estw gr�fhma G = (V,E), na brejeÐ
par�taxh φ∗ ∈ Φ(G) tètoia ¸ste mc(φ∗, G) = minmc(G) ìpou

mc(φ,G) =
∑

i∈[|V |]

ζ(i, φ,G).

• Diaqwrismìc Koruf¸n (Vertex Separation): 'Estw gr�fhma G = (V,E), na brejeÐ
par�taxh φ∗ ∈ Φ(G) tètoia ¸ste vs(φ∗, G) = minvs(G) ìpou

vs(φ,G) = max
i∈[|V |]

δ(i, φ,G).

• 'Ajroisma Tom¸n (Sum Cut): 'Estw gr�fhma G = (V,E), na brejeÐ par�taxh φ∗ ∈
Φ(G) tètoia ¸ste sc(φ∗, G) = minsc(G) ìpou

sc(φ,G) =
∑

i∈[|V |]

δ(i, φ,G).

• ProfÐl (Profile): 'Estw gr�fhma G = (V,E), na brejeÐ par�taxh φ∗ ∈ Φ(G) tètoia
¸ste pr(φ∗, G) = minpr(G) ìpou

pr(φ,G) =
∑
u∈V

(
φ(u)− min

u∈Γ∗(u)
φ(v)

)
kai Γ∗(u) = {u} ∪ {v ∈ V (G) | uv ∈ E(G)}.
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PÐnakac 2.1: Probl mata kai Kìsth se Grammikèc Parat�xeic

Prìblhma Kìstoc

Zwnoplatoc (BandWith) bw(φ, G) = maxuv∈E λ(uv, φ, G)

Elaqisth Grammikh Parajesh (MinLA) la(φ, G) =
P

uv∈E λ(uv, φ, G)

Tomoplatoc (CutWith) cw(φ, G) = maxi∈[|V |] θ(i, φ, G)

Tropopoihmeno Tomoplatoc (Modified Cut) mc(φ, G) =
P

i∈[|V |] ζ(i, φ, G)

Diaqwrismoc Korufwn (Vertex Separation) vs(φ, G) = maxi∈[|V |] δ(i, φ, G)

'Ajroisma Tomwn (Sum Cut) sc(φ, G) =
P

i∈[|V |] δ(i, φ, G)

Profil (Profile) pr(φ, G) =
P

u∈V

�
φ(u)−minu∈Γ∗(u) φ(v)

�

Diqotomhsh Akmwn (Edge Bisection) eb(φ, G) = θ
��

1
2
|V |
�
, φ, G

�

Diqotomhsh Korufwn (Vertex Bisection) vb(φ, G) = δ
��

1
2
|V |
�
, φ, G

�

• Diqotìmhsh Akm¸n (Edge Bisection): 'Estw gr�fhma G = (V,E), na brejeÐ par�-
taxh φ∗ ∈ Φ(G) tètoia ¸ste eb(φ∗, G) = mineb(G) ìpou

eb(φ,G) = θ
(⌊

1
2
|V |

⌋
, φ, G

)
.

• Diqotìmhsh Koruf¸n (Vertex Bisection): 'Estw gr�fhma G = (V,E), na brejeÐ
par�taxh φ∗ ∈ Φ(G) tètoia ¸ste vb(φ∗, G) = minvb(G) ìpou

vb(φ,G) = δ
(⌊

1
2
|V |

⌋
, φ, G

)
.

Parat rhsh 2.4 Gia k�je gr�fhma G = (V,E) kai k�je par�taxh φ tou G to sunolikì
m koc twn akm¸n eÐnai Ðso me to �jroisma ìlwn twn apokìptouswn akm¸n.∑

uv∈E

λ(uv, φ, G) =
∑

i∈[|V |]

θ(i, φ,G).

Th parat rhsh aut  èkane pr¸toc o Harper to 1966 (blèpe [68]) kai prokÔptei apì to
ex c gegonìc. 'Estw par�taxh φ graf matoc G = (V,E) kai èstw akm  uv me φ(u) < φ(v)
kai λ(uv) = φ(v)− φ(u). Tìte se k�je θ(φ(u)), θ(φ(u) + 1), θ(φ(u) + 2), . . . , θ(φ(v)− 1)
h akm  uv suneisfèrei apì 1.

Parat rhsh 2.5 Gia k�je gr�fhma G = (V,E) kai k�je par�taxh φ tou G

pr(φ,G) = sc(φR, G).

Thn apìdeixh mporeÐte na thn breÐte sthn ergasÐa twn Golovach kai Fomin, 1998
[58]. H idèa basÐzetai sto gegonìc ìti k�je koruf  u ∈ V sumb�lei kat� mÐa mon�da
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φ(u)−minu∈Γ∗(u) φ(v) forèc sto �jroisma tom¸n thc an�strofhc par�taxhc. Ousiastik�
to φ(u)−minu∈Γ∗(u) φ(v) ekfr�zei thn apìstash thc u me ton pio {apomakrismèno} geÐton�
thc v ∈ Γ∗(u) ∩ L(φ(u), φ, G) sta arister� thc. P.q sto sq ma 2.1 o zhtoÔmenoc autìc
geÐtonac thc j eÐnai o h me λ(jh, φ, G) = φ(j) − φ(h) = 9 − 2 = 7. ParathroÔme loipìn
pwc sth φR (fantasteÐte th par�taxh tou sq matoc 2.1 an�poda) h koruf  j an kei se
ìla ta δ(i, φR, G) gia φR(j) ≤ i < φR(h). Dhlad  sto sc(φR, G) h j sumb�lei kat� 7
mon�dec, ìso kai h tim  tou φ(j)− φ(h).

Parat rhsh 2.6 EÐnai shmantikì na shmei¸soume ìti, ta probl mata se parat�xeic
grafhm�twn pou èqoume dei mèqri t¸ra zhtoÔn thn eÔresh par�taxhc me to bèltisto kìstoc,
par� to kìstoc thc bèltisthc par�taxhc:

{DÐnetai gr�fhma G, na brejeÐ par�taxh φ∗ ∈ Φ(G) tètoia ¸ste
F (φ∗, G) = min(F (G)}

Parìl� aut� ìla ta probl mata mporoÔn na diatupwjoÔn wc probl mata apìfashc
ìpou to zhtoÔmeno plèon eÐnai an up�rqei par�taxh thc opoÐac to kìstoc den uperbaÐnei èna
dojènta akèraio k :

{DÐnetai gr�fhma G kai akèraioc k, up�rqei par�taxh φ∗ ∈ Φ(G) tètoia
¸ste F (φ∗, G) ≤ k ? }

To parak�tw l mma mac dÐnei qr simec sqèseic an�mesa sta kìsth twn parat�xewn.

L mma 2.1 'Estw gr�fhma G me n korufèc kai m akmèc tìte gia k�je φ sto G isqÔei,

la(φ,G) ≤ n · cw(φ,G)
la(φ,G) ≤ m · bw(φ,G)
mc(φ,G) ≤ la(φ,G)
sc(φ,G) ≤ n · vs(φ,G)
vs(φ,G) ≤ bw(φ,G)
eb(φ,G) ≤ cw(φ,G)
vb(φ,G) ≤ vs(φ,G)
cw(φ,G) ≤ ∆(G) · bw(φ,G)

kai gia φ = φ∗ èqoume,
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minla(G) ≤ n ·mincw(G)
minla(G) ≤ m ·minbw(G)
minmc(G) ≤ minla(G)
minsc(G) ≤ n ·minvs(G)
minvs(G) ≤ minbw(G)
mineb(G) ≤ mincw(G)
minvb(G) ≤ minvs(G)
mincw(G) ≤ ∆(G) ·minbw(G)

Oi parap�nw anis¸seic prokÔptoun �mesa apì touc orismoÔc kai thn parat rhsh 2.5 .

To epìmeno l mma sundèei k�poia kìsth parat�xewn enìc graf matoc me tic sunektikèc
sunist¸sec tou.

L mma 2.2 'Estw gr�fhma G kai G1, . . . , Gk oi sunektikèc sunist¸sec. Tìte isqÔei,

minbw(G) = max
i∈[k]

minbw(Gi)

mincw(G) = max
i∈[k]

mincw(Gi)

minvc(G) = max
i∈[k]

minvc(Gi)

minmc(G) =
∑
i∈[k]

minmc(Gi)

minla(G) =
∑
i∈[k]

minla(Gi)

minsc(G) =
∑
i∈[k]

minsc(Gi)

Thn apìdeixh gia to Zwnopl�toc mporeÐte na th breÐte sto [27] tou Chvatalova to
1975. Oi upìloipec apodeiknÔontai me parìmoio trìpo.

Mia basik  sunèpeia tou parap�nw l mmatoc eÐnai ìti gia opoiod pote kìstoc par�ta-
xhc F ∈ {bw, cw, la, vs, mc, sc}, eÐnai pijanì na p�roume mÐa bèltisth par�taxh gia
to F tou graf matoc upologÐzontac ta bèltista kìsth twn sunektik¸n sunistws¸n. Gia
th Diqotìmhsh Koruf¸n kai Akm¸n ìmwc, k�ti tètoio den isqÔei. San antipar�deigma ac
fantastoÔme thn perÐptwsh enìc graf matoc pou apoteleÐtai apì dÔo sunist¸sec Ðdiou
megèjouc ìpou k�je mÐa eÐnai klÐka.

PrwtoÔ doÔme to epìmeno l mma pou sundèei ta kìsth enìc graf matoc kai enìc
upograf matìc tou, ac jumhjoÔme ìti:
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Orismìc 2.8 EpikalÔpton upogr�fhma H graf matoc G kaloÔme to upogr�fhma gia to
opoÐo isqÔei V (H) = V (G) kai E(H) ⊆ E(G) kai enagìmeno upogr�fhma H graf matoc G
kaloÔme to upogr�fhma gia to opoÐo isqÔei V (H) ⊆ V (G) kai E(H) = {uv ∈ E(G) | u, v ∈
V (H)}.

L mma 2.3 'Estw H epikalÔpton   enagìmeno upogr�fhma graf matoc G. Tìte gia
k�je kìstoc F ∈ {bw, cw, vs, la, mc, sc} isqÔei,

minF(H) ≤ minF (G)

kai an H eÐnai epikalÔpton upogr�fhma tou G tìte,

mineb(H) ≤ mineb(G) kai minvb(H) ≤ minvb(G).



Kef�laio 3

Istorik  Anaskìphsh kai
Efarmogèc

'Opwc ja doÔme oi ìroi par�taxh kai prìblhma par�taxhc ofeÐlontai sthn arqik  efarmog 
aut¸n twn problhm�twn sthn bèltisth par�taxh kuklwm�twn. Ja parousi�soume to
upìbajro pou parakineÐ thn èreuna p�nw se probl mata parat�xewn ìpwc kai k�poiec
efarmogèc aut¸n. Ja arqÐsoume me mia mikr  istorik  anadrom .

To prìblhma 'El�qisthc Grammik c Par�jeshc diatup¸jhke gia pr¸th for� apì ton
Harper to 1964 sto [67]. Skopìc tou Harper  tan na sqedi�sei k¸dikec - diorjwtèc me ton
el�qisto dunatì mèso ìro laj¸n p�nw se basikèc kl�seic grafhm�twn. Prìsfata autì
to prìblhma br ke efarmog  se pio aplousteumènh morf  apì touc Mitchison kai Durbin
sto [111] ìpou melet�ei thn drasthriìthta twn neÔrwn tou floioÔ tou egkef�lou. 'Allec
efarmogèc tou brÐskoume sto prìblhma dromolìghshc miac mhqan c (blèpe [1], [127]) kai
sto zwgr�fisma grafhm�twn [134]. 'Allec onomasÐec pou apodìjhkkan sto prìblhma
'El�qisthc Grammik c Par�jeshc  tan oi Bèltisth Grammik  Di�taxh, 'Ajroisma Akm¸n,
El�qisto 1-'Ajroisma, Zwnopl�toc   Problhma KalwdiakoÔ M kouc.

To Zwnopl�toc prwtoparousi�sthke sth dekaetÐa tou 1950 ìtan kai  jelan na aux -
soun ton qrìno k�poiwn upologism¸n se araioÔc pÐnakec. SÔmfwna me ton Dewdney
[29] to prìblhma Zwnopl�touc se graf mata eis qjhke gia pr¸th for� to 1967 apì ton
Harary sto [66], all� o pr¸toc orÐsmoc tou dìjhke sthn ergasÐa [68] tou Harper to 1966.

To Tomopl�toc pr¸th for� emfanÐsthke sth dekaetÐa tou '70 wc jewrhtikì montèlo
gia thn eÔresh tou arijmoÔ twn kanali¸n se mia bèltisth di�taxh kukl¸matoc (blèpe
[2] [109]). Pio prìsfatec efarmogèc tou probl matoc autoÔ sunantoÔme sthn axiopistÐa
diktÔwn [78], autìmato zwgrafismì grafhm�twn [119] kai an�kthsh dedomènwn [19].

To prìblhma DiaqwrismoÔ Koruf¸n enìc graf matoc to sunant�me gia pr¸th for�,
sth genikìterh morf  tou, wc to prìblhma eÔreshc twn diaqwrist¸n enìc graf matoc
(blèpe [102]) kai èqei efarmogèc se algìrijmouc sqedi�smou VLSI (blèpe [95]). 'Opwc ja
doÔme parak�tw to prìblhma autì eÐnai isodÔnamo kai me �lla gnwst� probl mata.

To 'Ajroisma Tom¸n kai ProfÐl orÐsthkan anex�rthta stic dhmosieÔseic twn Diaz [31]
kai Lin kai Yuon [99] antÐstoiqa. To prìblhma tou AjroÐsmatoc Tom¸n to sunant�me gia
pr¸th fìra wc mia aploÔsterh morf  tou probl matoc d-telest  sto [30]. To ProfÐl
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prot�jhke wc o trìpoc na meiwjeÐ h qwritikìthta apoj keushc se araioÔc pÐnakec (blèpe
[141], [97], [99]). Kai ta dÔo aut� probl mata apodeÐqjhke pwc eÐnai isodÔnama me to
prìblhma tou sumplhrwmatikoÔ tou diast matoc tou graf matoc (interval graph copm-
letion) [127] to opoÐo èqei efarmogèc sthn arqaiologÐa [81] kai klwnopoÐhsh daktulik¸n
apotupwm�twn (clone fingerprinting)[80]. Tèloc xanasunant�me to prìblhma autì sto
[57] me to ìnoma sunolikìc arijmìc diaqwrismoÔ koruf¸n.

H Diqotìmhsh Akm¸n èqei pollèc efarmogèc kurÐwc sth perioq  twn parall lwn u-
pologism¸n kai VLSI (blèpe [9], [136], [74], [93], [36] ). EpÐshc to prìblhma Diqotìmhshc
Koruf¸n to sunant�me sthn poluplokìthta apostol c mhnum�twn se epexergastèc se
diasundèseic diktÔwn mèsw xènwn -wc proc tic korufèc - monopati¸n (blèpe [84]).

3.1 Probl mata Par�taxhc sthn Arijmhtik  An�lush

Ston tomèa thc Arijmhtik c Analushc, autì pou epijumoÔme se pollèc efarmogèc mhqani-
k c, eÐnai na epanadiat�soume thc st lec kai grammèc polÔ meg�lwn arai¸n summetrik¸n
pin�kwn, ètsi ¸ste ta mh mhdenik� stoiqeÐa na brÐskontai ìso to dunatìn pio kont� sth
diag¸nio. Na jumhjoÔme ed¸ ìti, kaloÔme ènan pÐnaka araiì, ìtan perièqei polÔ lÐga
mh mhdenik� stoiqeÐa. Sugkekrimèna to Zwnopl�toc enìc summetrikoÔ pÐnaka M eÐnai o
megalÔteroc akèraioc b gia ton opoÐo o M [j, j + b] perièqei èna mh mhdenikì stoiqeÐo kai
ProfÐl tou M eÐnai to �jroisma

∑
i∈[n](i− p) ìpou, pj eÐnai o deÐkthc (index) tou pr¸tou

mh mhdenikoÔ stoiqeÐou thc st lhc j. To na an�goume to Zwnopl�toc   ProfÐl enìc pÐna-
ka odhgeÐ se mia �llh anagwg  thc posìthtac q¸rou pou apaiteÐtai gia k�poia sust mata
apoj keushc kai sth beltÐwsh k�poiwn leitourgi¸n ìpwc thc paragontopoÐhshc Chole-
sky mh monadiaÐwn susthm�twn exis¸sewn (bl. [130]). To prìblhma tou Zwnopl�touc  
ProfÐl enìc pÐnaka M sunist� thn eÔresh enìc antimetajetikoÔ pÐnaka P tètoiou pou o
M ′ = P · M · P T na èqei to el�qisto Zwnopl�toc   ProfÐl antÐstoiqa. Na jumÐsoume
ìti, ènac antimetajetikìc pÐnakac P eÐnai ènac tautotikìc pÐnakac me to Ðdio mègejoc tou
M tou opoÐou oi st lec èqoun antimetajethjeÐ. Na parathr soume ed¸ pwc, an antis-
toiqÐsoume ta mh mhdenik� stoiqeÐa tou summetrikoÔ pÐnaka me tic akmèc enìc graf matoc
kai tic metajèseic twn gramm¸n kai sthl¸n me th met�jesh twn etiket¸n (labels) twn
koruf¸n, tìte to Zwnopl�toc   ProfÐl tou pÐnaka isoÔtai me to Zwnopl�toc   ProfÐl
tou graf matoc antÐstoiqa. To prìblhma thc anagwg c tou Zwnopl�touc   ProfÐl enìc
araioÔ summetrikoÔ pÐnaka to sunant�me gia pr¸th for� sth dekaetÐa tou '50 sto [53].
Stic mèrec mac up�rqoun genikèc mèjodoi pio apotelesmatikèc apì ekeÐnec. Parìl` aut�
efarmogèc ìpwc ston tomèa thc an�kthshc plhroforÐac (information retrieval) k�noun
qr sh teqnik¸n anagwg c tou Zwnapl�touc kai ProfÐl (bl. [19], [137]).

3.2 Probl mata Par�taxhc se Sust mata VLSI

Poll� probl mata par�taxhc arqik� proèkuyan wc aplopoihmèna majhmatik� montèla
par�taxhc se sust mata VLSI. To prìblhma par�taxhc VLSI susthm�twn (VLSI lay-
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out problem) afor� thn topojèthsh twn modules (tm mata k¸dika) se pÐnaka ètsi ¸ste
na mhn sumpÐptoun metaxÔ touc ìpwc kai thn kalwdÐwsh twn termatik¸n sta di�fora mod-
ules sÔmfwna me mia sugkekrimènh prodiagraf  (kalwdÐwshc), me tètoio trìpo, ¸ste ta
kal¸dia na mhn sumpÐptoun metaxÔ touc. Ta dÔo st�dia VLSI par�taxhc aforoÔn thn
topojèthsh kai thn dromolìghsh. To prìblhma topojèthshc èqei na k�nei me thn topo-
jèthsh twn modules ston pÐnaka kai to prìblhma dromolìghshc afor� thn kalwdÐwsh
twn termatik¸n sta di�fora modules pou prèpei na sundejoÔn metaxÔ touc. 'Ena kÔklwma
VLSI mporeÐ na apeikonisjeÐ me th morf  enìc graf matoc, ìpou oi akmèc anaparistoÔn ta
kal¸dia kai oi korufèc anaparistoÔn ta modules . BebaÐwc, èna tètoio gr�fhma eÐnai mÐa
aplousteumènh morf  tou kukl¸matoc, all� h katanìhsh kai h lÔsh enìc tètoiou prob-
l matoc m�c parèqei polÔtimec bo jeiec sto na katal xoume stic lÔseic twn realistik¸n
montèlwn.

Mia pr¸th prossèggish gia th lÔsh tou probl matoc topojèthshc  tan mèsw thc
El�qisthc Grammik c Di�taxhc prokeimènou na elaqistopoi soume ton sunolikì m koc
kalwdÐwn (blèpe [69], [2]). Prìsfata mia enallaktik  prossèggish tou probl matoc afor�
thn eÔresh, anadromik�, elaqistik¸n tom¸n me thn el�qisth qwrhtikìthta metaxÔ ìlwn
twn tom¸n pou diaqwrÐzoun to gr�fhma se dÔo isomegèjhc sunist¸sec. H Diqotìmhsh
Akm¸n stoqeÔei se aut  thn prossèggish (blèpe [137]). Stic mèrec mac h teqnologÐa
oloklhrwmènwn kuklwm�twn èqei all�xei shmantik�, opìte autèc oi efarmogèc eÐnai plèon
�neu ousÐac.

To 1995, o Raspaud sto [126] apodeiknÔei mia kainoÔria sqèsh metaxÔ tou Tomo-
pl�touc kai tou embadoÔ thc VLSI par�taxhc enìc graf matoc. Sugkekrimèna, apèdeixe
ìti, to el�qisto embadìn thc VLSI par�taxhc enìc graf matoc den eÐnai ligìtero apì to
tetr�gwno tou Tomopl�touc tou.

3.3 Probl mata Par�taxhc se ZwgrafÐsmata Grafh-

m�twn

'Iswc o pio shmantikìc stìqoc tou zwgrafÐsmatoc grafhm�twn eÐnai na anaparist� me ton
pio euan�gnwsto trìpo ta graf mata. 'Opwc lìgou q�rei to na mei¸nei to pl joc twn
diastaurwmènwn akm¸n prokeimènou to gr�fhma na gÐnetai pio euan�gnwsto kai na bohj�ei
sthn antÐlhyh. 'Ena dimerèc zwgr�fisma   ena 2-strwmatikì (2-layer) zwgr�fisma eÐnai
mia anapar�stash enìc graf matoc ìpou oi korufèc enìc dimeroÔc graf matoc topoje-
toÔntai se dÔo par�llhlec grammèc kai oi akmèc eÐnai zwgrafismènec eujeÐec grammèc (bl.
sq ma 3.1). O arijmìc twn temnous¸n akm¸n enìc dimeroÔc graf matoc sto distrwmatikì
zwgr�fisma eÐnai o el�qistoc arijmìc twn temnous¸n akm¸n metaxÔ ìlwn twn dunat¸n
zwgrafi¸n p�nw sto gr�fhma autì. Sto [134] gia mia meg�lh kl�sh dimer¸n grafhm�twn
apodeÐqjhke ìti, h meÐwsh tou arijmoÔ twn temnous¸n akm¸n enìc dimeroÔc graf matoc, eÐ-
nai isodÔnamh me th meÐwsh tou sunolikoÔ mhkoÔc akm¸n, dhlad  thc Elaqisthc Grammik c
Par�jeshc.
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2-strwmatikì zwgr�fisma tou graf matoc K2,3K2,3

a

de c

b

a

e

c

d

b

Sq ma 3.1: Par�deigma efarmog c tou 2-strwmatikoÔ zwgrafÐsmatoc sto K2,3 gr�fhma

3.4 Probl mata Par�taxhc wc Probl mata Emb�p-

tishc

Grammik  par�jesh eÐnai mia eidik  perÐptwsh emb�ptishc graf matoc se n-di�stato gr�fh-
ma sq�ra (grid)   se �llo gr�fhma. Sth genikìterh morf  thc, emb�ptish graf matoc
G entìc graf matoc H, sunist� ton orismì miac 1-1 sun�rthshc apì tic korufèc tou G
stic korufèc tou H kai thn antistoiqeÐa enìc monopatioÔ sto H gia k�je akm  sto G.
Oi treic jemeli¸deic par�metroi pou kajorÐzoun thn emb�ptish enìc graf matoc eÐnai h
dieÔrunsh (dilation), h sumfìrhsh (congestion) kai to fortÐo (load). DieÔrunsh miac
emb�ptishc eÐnai to m koc tou megalÔterou monopatioÔ. Sumfìrhsh miac emb�ptishc eÐnai
o mègistoc arijmìc monopati¸n pou perièqoun mia koin  akm  tou H. FortÐo emb�ptishc
eÐnai o mègistoc arijmìc koruf¸n tou G pou antistoiqoÔn se mia koruf  tou H. Oi em-
baptÐseic eÐnai qr simec stouc par�llhlouc upologismoÔc ìpou qrhsimopoioÔntai gia na
exomoi¸noun ènan algìrijmo enìc tÔpou diktÔou se mia par�llhlh mhqan  diaforetikoÔ
tÔpou diktÔou (bl. [114]).

H perÐptwsh pou èna gr�fhma me n korufèc embaptÐzetai se èna gr�fhma-monop�ti
Pn me fortÐo 1, eÐnai Ðswc to aploÔstero mh tetrimmèno prìblhma emb�ptishc pou è-
qei melethjeÐ diexodik� (bl. [81], [1], [2], [70], [128], [109], [127], [19], [93], [130]). Se
aut  thn perÐptwsh merik� probl mata par�taxhc sundèontai �mesa me k�poia probl mata
emb�ptishc. Sugkekrimèna, to Zwnopl�toc antistoiqeÐ sthn el�qisth dieÔrunsh kai to
Tomopl�toc sthn el�qisth sumfìrhsh.

Up�rqoun kai �llec endiafèrousec embaptÐseic se pio genikeumèna graf mata. Mia tè-
toia blèpoume sth melèth kuklikoÔ Zwnopl�touc kai Tomopl�touc antÐstoiqa sto [125],
ìpou èqoume emb�ptish graf matoc se gr�fhma-kÔklo. Tèloc, �llec endiafèrousec em-
baptÐseic eÐnai autèc se graf mata-sq�rec [7] ìpwc kai se dèntra (blèpe [75], [76], [132],
[3]).
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3.5 Probl mata Par�taxhc se Par�llhlouc Epexer-

gastèc

PolloÐ par�llhloi upologistèc eÐnai ftiagmènoi apì èna sÔnolo epexergast¸n me dikèc
touc mn mec pou antall�zoun mhnÔmata mèsw enìc diktÔou epikoinwnÐac. Prokeimènou
na petuqaÐnoume kalèc taqÔthtec, eÐnai shmantikì na dianèmoume th sunolik  posìthta
doulei�c stouc epexergastèc me ton kalÔtero dunatì trìpo ètsi ¸ste na elaqistopoioÔme
opoiad pote ap¸leia qrìnou. EpÐshc, shmantikì eÐnai na mei¸noume th posìthta epikoinw-
nÐac metaxÔ twn epexergast¸n, giatÐ h epikoinwnÐa metaxÔ twn diktÔwn eÐnai polÔ pio arg 
apì thn taqÔthta twn epexergast¸n. Kat�llhlec sunart seic kai teqnikèc isorrìphshc
tou fortÐou èqoun anaptuqjeÐ gia na d¸soun lÔseic se autèc tic katast�seic. Se orismènec
peript¸seic oi teqnikèc autèc odhgoÔn se probl mata diamèrishc grafhm�twn (blèpe [35],
[93], [74]).

To prìblhma diamèrishc enìc graf matoc sunist� th diamèrish twn koruf¸n enìc
graf matoc se k sÔnola parìmoiou megèjouc me trìpo tètoio ¸ste, na elaqistopoieÐtai
o arijmìc twn akm¸n twn tom¸n metaxÔ twn sunìlwn aut¸n. H Diqotìmhsh Akm¸n eÐnai
mia eidik  perÐptwsh dianèrishc gia k = 2. H anadromik  diqotìmhsh eÐnai mia dhmofil 
teqnik  gia na diasfalÐzoume diamerÐseic ìpou k = 2r (blèpe [137])

Thn Diqotìmhsh Akm¸n thn qrhsimopoioÔme sthn eÔresh lÔsewn diaforik¸n exis¸sewn
kai se mejìdouc peperasmènwn stoiqeÐwn se par�llhla sust mata. AplousteÔontac, se
aut� ta probl mata ekteleÐtai mia eidik  epanalhptik  diergasÐa se k�je kìmbo-koruf 
tou diktÔou-graf matoc kai k�je upologismìc perilamb�nei dedomèna apì ton ek�stote
kìmbo kai touc geÐtonec tou. 'Enac trìpoc na dianeÐmoume th sunolik  posìthta upologi-
sm¸n metaxÔ twn dÔo epexergast¸n eÐnai na anajèsoume ston kajèna tic misèc korufèc tou
diktÔou. All� lìgw thc an�gkhc twn sunoriak¸n koruf¸n na epikoinwnoÔn, prokeimènou
na paÐrnoun touc telestèc, eÐnai aparaÐthth h meÐwsh thc tom c thc diqotìmhshc.

3.6 Merik� IsodÔnama Probl mata

O Diaqwrismìc Koruf¸n eÐnai �mesa sundedemènoc me poll� arket� NP-pl rh probl mata
ìpwc, par�taxh pÐnaka pÔlhc (gate matrix layout), pl�toc monopatioÔ (pathwidth) kai
anaz thsh arijmoÔ koruf¸n (vertex search number). EpÐshc, to Zwnopl�toc sqetÐzetai
me to gn sio pl�toc monopatioÔ (proper pathwidth). H par�taxh tou pÐnaka pÔlhc èqei
melethjeÐ diexodik� kai èqei efarmogèc sth sqedi�sh CMOS kuklwm�twn [28]. Mia tuqaÐa
perÐptwsh thc par�taxhc tou pÐnaka pÔlhc sunist� mia sullog  diktÔwn [N1, . . . , Nn] kai
èna sÔnolo pul¸n [G1, . . . , Gm] pou sundèontai me ta dÐktua. Oi grammèc tou pÐnaka
antiproswpeÔoun ta dÐktua en¸ oi st lec tic pÔlec. Skopìc tou probl matoc eÐnai na
broÔme mia met�jesh twn sthl¸n pou elaqistopoieÐ ton arijmì twn iqn¸n pou apaiteÐtai
gia na katagr�youn to tsip, pou eÐnai isodÔnamo me thn elaqistopoÐhsh tou embadoÔ. Sto
sq ma 3.2 blèpoume èna par�deigma miac par�taxhc pÐnaka pÔlhc. KaloÔme mingml(G)
ton el�qisto arijmì twn iqn¸n pou qrei�zetai èna gr�fhma G.

To prìblhma tou pl�touc monopatioÔ èqei proselkÔsei to endiafèron ta teleutaÐa
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Sq ma 3.2: Par�deigma par�taxhc pÐnaka pÔlhc me 3 tracks

qrìnia lìgw thc sqèshc tou me thn jewrÐa elassìntwn grafhm�twn (Minor Graph Theory
[128]). H aposÔnjesh monopatioÔ graf matoc G = (V,E) eÐnai mia akoloujÐa uposunìlwn
koruf¸n (X1, . . . , Xr) tètoia pou

•
⋃r

i=1 Xi = V

• Oi dÔo �krec akm c e ∈ E an koun sto Ðdio Xi gia 1 ≤ i ≤ r

• gia k�je i ≤ j ≤ k isqÔei ìti, Xi ∩Xk ⊆ Xj .

Orismìc 3.1 Pl�toc aposÔnjeshc monopatioÔ (X1, . . . , Xr) kaloÔme to

minpw(G, (X1, . . . , Xr)) = max
i∈|r|

|Xi| − 1

To minpw(G) eÐnai to el�qisto pl�toc monopatioÔ metaxÔ ìlwn twn dunat¸n aposun-
jèsewn monopati¸n tou G. To prìblhma tou pl�touc monopatioÔ (pathwidth) sunist�
thn eÔresh miac aposÔnjeshc monopatioÔ me to el�qisto pl�toc (blèpe sq ma 3.3). Gia
peraitèrw plhroforÐec sqetik� me to pl�toc monopatioÔ blèpe [15] kai [44].

To prìblhma eÔreshc koruf¸n (vertex search number) prot�jhke apì touc KuroÔsh
kai PapadhmhtrÐou to 1986 sto [83]. Na anafèroume en suntomÐa ìti, autì to prìblhma
zht�ei ton arijmì twn {ereunht¸n} pou apaitoÔntai gia na pi�soun ènan aperiìristo arijmì
{eisbolèwn} pou kinoÔntai p�nw stic akmèc enìc graf matoc. SumbolÐzoume wc minsn(G)
ton el�qisto autì arijmì koruf¸n tou graf matoc G.

H isodunamÐa met�xÔ thc par�taxhc pÔlhc pÐnaka, tou arijmoÔ eÔreshc koruf¸n, pl�toc
monopatioÔ kai diaqwrismoÔ koruf¸n, eÐnai sunèpeia twn apotelesm�twn [83], [82], [46] kai
apì ta opoÐa prokÔptei to parak�tw je¸rhma.
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Sq ma 3.3: Par�deigma enìc graf matoc kai èna apì ta monop�tia aposÔnjes c tou me
pl�toc 2.

Je¸rhma 3.1 Gia k�je gr�fhma G isqÔei,

minvs(G) = minpw(G) = minsn(G)− 1 = mingml(G) + 1.

'Estw Iv = {i | u ∈ Xi}. Gn sia aposÔnjesh monopatioÔ kaloÔme thn aposÔnjesh
monopatioÔ gia thn opoÐa isqÔei ìti, Iu * Iv gia ìlec tic u, v ∈ V. Gn sio pl�toc monopatioÔ
graf matoc G, minppw(G), eÐnai to el�qisto pl�toc monopatioÔ metaxÔ ìlwn twn gn siwn
aposunjèsewn monopati¸n tou G. To gn sio pl�toc monopatioÔ sunist� thn eÔresh miac
gn siac aposÔnjeshc monopatioÔ me to el�qisto pl�toc. To gn sio pl�toc monopatioÔ
graf matoc G mporeÐ epÐshc na oristeÐ wc h el�qisth plhjikìthta thc mègisthc klÐkac
enìc gn siou tm matoc upograf matoc tou G meiwmèno kat� 1.

H parak�tw isodunamÐa metaxÔ tou zwnopl�touc kai tou gn siou pl�touc monopatioÔ
apodeÐqjhke sto [77]:

Je¸rhma 3.2 Gia k�je gr�fhma G isqÔei,

minppw(G) = minbw(G).
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Kef�laio 4

Apotelèsmata NP-Plhrìthtac

EÐnai genik� apodektì ìti deÐqnontac ìti èna prìblhma eÐnai NP-pl rec eÐnai isodÔnamo
me to na apodeiknÔetai h upologistik  tou duskolÐa (blèpe [50]). To akìloujo je¸rhma
anadeiknÔei thn duskolÐa twn problhm�twn par�taxhc se aujaÐreta graf mata.

Je¸rhma 4.1 Oi ekdoqèc twn problhm�twn par�taxhc -Zwnopl�toc, El�qisth Gram-
mik  Par�jesh, Tomopl�toc, Diaqwrismìc Koruf¸n, 'Ajroisma Tom¸n, Diqotìmhsh Ak-
m¸n- wc probl mata apìfashc, eÐnai NP-pl rh .

H anagwg  gia to Zwnopl�toc dÐnetai apì ton PapadhmhtrÐou sto [122], oi apodeÐxeic
gia thn El�qisth Grammik  Par�jesh kai Diqotìmhsh Akm¸n dÐnontai sto [51], gia to
Tomopl�toc sto [52], en¸ gia to Tropopoihmèno Tomopl�toc sto [115]. Tèloc, h apìdeixh
thc plhrìthtac tou DiaqwrismoÔ Koruf¸n brÐsketai sto [96] kai gia to 'Ajroisma Tom¸n
sto [31], [65].

Poll� probl mata parat�xewn paramènoun NP-pl rh kai se peript¸seic pio eidik¸n
grafhm�twn. Ston pÐnaka 4.1 blèpoume sugkentrwmèna aut� ta apotelèsmata. Gia pa-
r�deigma to Zwnopl�toc paramènei NP-pl rec akìma kai sth perÐptwsh ìpou to gr�fhma
eÐnai eÐnai dèntro mègistou bajmoÔ 3 [49].To apotèlesma autì belti¸jhke apì ton Monien
sto [113] ìpou apèdeixe ìti to Zwnopl�toc paramènei NP-pl rec se graf mata saran-
tapodaroÔsec me {trÐqec} to polÔ m kouc 3 kai sarantapodaroÔsec me to polÔ mia {trÐqa
raqokokali�c}. To prìblhma eÐnai epÐshc NP-pl rec se kuklikèc sarantapodaroÔsec ìp-
wc kai deÐqnetai sto [118]. Na jumÐsoume ed¸ ìti sarantapodaroÔsa eÐnai mia eidik  klash
dèntrwn apoteloÔmenh apì èna sÔnolo monopati¸n pou onom�zoume trÐqec pou sundèoun
ta fÔlla touc me tic korufèc tou kÔriou monopatioÔ pou onom�zoume raqokokali�. 'Otan
h raqokokali� eÐnai kÔkloc antÐ monopatioÔ, kaloÔme thn sarantapodaroÔsa kuklik .

To Tomopl�toc paramènei NP-pl rec kai gia graf mata mègistou bajmoÔ 3 (blèpe
[108]). Autì to apotèlesma isquropoi jhke akìma perissìtero sto [115] ìpou apodeÐqjhke
ìti to Tomopl�toc, o Diaqwrismìc Koruf¸n kai to Tropopoihmèno Tomopl�toc paramè-
noun NP-pl rh se epÐpeda graf mata mègistou bajmoÔ 3. H Diqotìmhsh Akm¸n eÐnai
epÐshc NP-pl rec gia m-kanonik� graf mata [20] kai gia graf mata mègistou bajmoÔ 3
[105]. EÐnai epÐshc gnwstì [41] ìti h El�qisth Grammik  Par�jesh se dimer  graf ma-
ta eÐnai NP- pl rec. H NP-plhrìthta tou DiaqwrismoÔ Koruf¸n se qordik� graf mata

25
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PÐnakac 4.1: Apotelèsmata NP-plhrìthtac se probl mata parat�xewn
Prìblhma NP-Pl rec BibliografÐa

Zwnoplatoc (BandWith) genik� [122]
gia dèntra me mègisto bajmì 3 [49]
gia sar/daroÔsec me m koc trÐqac ≤ 3 [113]
gia sar/daroÔsec me ≤ 1 trÐqa an� koruf -raqokokali� [113]
gia kuklikèc sar/daroÔsec me m koc trÐqac = 1 [118]
gia graf mta sq�rec kai unit disk graph? [33]

Elaqisth Grammikh Parajesh (MinLA) genik� [51]
gia dimer  graf mata [41]

Tomoplatoc (CutWith) genik� [52]
gia graf mata me mègisto bajmì 3 [108]
gia epÐpeda graf mata me mègisto bajmì 3 [115]
gia graf mata sq�rec kai unit disk graph? [33]

Tropopoihmeno Tomoplatoc (ModCut) gia epÐpeda graf mata me mègisto bajmì 3 [115]

Diaqwrismoc Korufwn (Vertex Separation) genik� [96]
gia epÐpeda graf mata me mègisto bajmì 3 [115]
gia qordik� graf mata [62]
gia dimer  graf mata [56]
gia dimer  graf mata sq�rec kai unit disk graph? [33]

'Ajroisma Tomwn (SumCut) genik� [31]
gia sundimer  grafhm�ta [151]

Diqotomhsh Akmwn (Edge Bisection) genik� [51]
gia graf mata me mègisto bajmì 3 [105]
gia graf mata me mègisto bajmì fragmèno [105]
gia m-kanonik� graf mata [20]

apodeÐqjhke apì ton Gustedt sto [62] en¸ gia dimer  graf mata sto [56]. Sto [33]
apodeiknÔetai ìti to Zwnopl�toc, Tomopl�toc kai Diaqwrismìc Koruf¸n paramènei NP-
pl rec kai sthn prÐptwsh graf matoc sq�rac   monadiaÐou dÐskou. Tèloc, to 'Ajroisma
Tom¸n eÐnai NP-pl rec kai gia sundimer  grafhm�ta [151].

H upologistik  poluplokìthta twn perissotèrwn problhm�twn par�taxhc p�nw se
di�forec kl�seic grafhm�twn paramènei akìma �gnwsth. Gia par�deigma den eÐnai gnwstì
an h El�qisth Grammik  Par�taxh   to 'Ajroisma Tom¸n paramènei NP-pl rec se arai�
graf mata, ìpwc epÐshc, den èqei apodeiqjeÐ h NP-plhrìthta touc se seiriak�-par�llhla
graf mata.



Kef�laio 5

Kl�seic Grafhm�twn me
PoluwnumikoÔc Algìrijmouc

Ed¸ ja anafèroume apotelèsmata epark¸n algorÐjmwn pou mac dÐnoun bèltistec lÔseic
p�nw se k�poiec eidikèc kl�seic grafhm�twn.

Sth perÐptwsh thc El�qisthc Grammik c Par�jeshc eÐnai gnwst  h bèltisth tim  thc
se uperkÔbouc apì ton Harper to 1964 sto [67] en¸ to 1970 sto [69] èdwse ènan kleistì
tÔpo gia thn bèltisth tim  thc se Bruijn gr�fhma t�xhc 4. To pr¸to apotèlesma apì ta
dÔo proèkuye kat� thn elaqistopoÐhsh tou sunolikoÔ m kouc kalwdÐwn pou apaitoÔntan
gia thn sÔndesh enìc Viterbi apokwdikopoiht  en¸ to deÔtero kat� thn elaqistopoÐhsh la-
j¸n sthn sqedi�sh enìc k¸dika diorjwt -laj¸n. Sthn perÐptwsh n-di�statou uperkÔbou
Qd èqoume,

minla(Qd) = 2d−1(2d − 1).

Oi Chung [25], Goldberg [55]  tan oi pr¸toi pou èdwsan ènan O(n3) algìrijmo gia
th lÔsh thc El�qisthc Grammik c Par�taxhc se dèntra. Sto [2] dìjhke ènac O(n log n)
algìrijmoc gia ton upologismì thc El�qisthc Grammik c Par�jeshc rizwmènou dèntrou n
koruf¸n. O Shiloach to 1979 sto [135] beltÐwse autì to apotèlesma parousi�zontac ènan
algìrijmo qrìnou O(n2.2) o opoÐoc belti¸jhke akìma perissìtero enni� qrìnia argìtera
se O(nlog 3/ log 2) apì ton Chung sto [25]. H bèltisth tim  thc El�qisthc Grammik c
Par�taxhc se pl rh dimer  dèntra T2,k dÐnetai apì ton parak�tw tÔpo pou anakalÔfjhke
apo ton Chung. Gia ìla ta k ≥ 2 èqoume

minla(T2,k) = 2k
(1

3
k +

5
18

)
+

2
9
(−1)k − 2.

'Oson afor� touc par�llhlouc algìrijmouc, o Diaz sto [34] apèdeixe ìti h El�qisth
Grammik  Par�taxh se dèntra an kei sto NC, dhlad , mporeÐ na lujeÐ se qrìno O(log2 n)
me CREW PRAM (Parallel Random Access Machine) me O(n3.6) epexergastèc (gia polu-
plokìthta par�llhlwn upologism¸n blèpe [59]).

H El�qisth Grammik  Par�taxh se tetragwnik�   orjog¸nia graf mata-sq�rec, eÐnai
mÐa idiaÐterh perÐptwsh. 'Estw Lm,n èna m × n orjog¸nio gr�fhma sq�ra kai èstw

27
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Sq ma 5.1: Sqhmatik  anapar�stash thc bèltisthc tim c thc minla(Lm,m′) gia orjog¸nio
gr�fhma sq�ra m×m′ ìpwc thn periègrayan oi Muradyan kai Philiposyan sto [118].

Ln,n = Ln tetragwnikì gr�fhma sq�ra n×n. To prìblhma autì lÔjhke pr¸th for� apì
touc Muradyan kai Philiposyan to 1980 se mia r¸sikh dhmosÐeush [118] gia thn genik 
perÐptwsh thc orjog¸niac sq�rac. To 1986 oi Mitchison kai Durbin parousÐasan sto
[111] thn lÔsh gia tetragwnikèc sq�rec. To 1981 oi Niepel kai Tomasta sto [121] èkanan
lajemèna thn eikasÐa ìti h lexikografik  par�taxh eÐnai h bèltisth gia thn minla(Lm).

To 1999 o Bezrukov sto [8] periègraye mia endiafèrousa lÔsh gia thn bèltisth tim 
thc minla(Lm,m′) gia m×m′ orjog¸niec sq�rec. Thn bèltisth arÐjmhsh thn blèpoume
sto sq ma 5.1. 'Opwc faÐnetai sto sq ma 5.1(a) h arÐjmhsh xekin�ei apì thn k�tw arister 
gwnÐa thc sq�rac kai met� sumplhr¸nei ta tm mata A1, A2, . . . , A7, ìpou A1, A3 eÐnai α×α
pÐnakec kai A5, A7 eÐnai α′ × α′ pÐnakec. Oi timèc twn α kai α′ prèpei na ikanopoioÔn

α, α′ ∈

{⌈
m− 1

2
−

√
1
2
m2 − 1

2
m +

1
4

⌉
×

⌊
m− 1

2
−

√
1
2
m2 − 1

2
m +

1
4

⌋}

O trìpoc me ton opoÐo aparijmoÔme tic perioqèc faÐnetai sto sq ma 5.2(b). K�je
tetr�gwno aparijm�tai me th seir�. To tetr�gwno A1 prèpei na sumplhrwjeÐ gramm  met�
apì st lh. To tetr�gwno A2 prèpei na sumplhrwjeÐ apì suneqìmenec grammèc apì ta
k�tw proc ta p�nw kai apì ta arister� proc ta dexi�. To tetr�gwno A3 aparijm�tai
antÐstrofa se sqèsh me to A1, en¸ to A4 aparijm�tai apì suneqìmenec st lec apì ta
k�tw proc ta p�nw kai apì ta arister� proc ta dexi�. Tèloc ta tetr�gwna A5, A6, A7,
sumplhr¸nontai me ton Ðdio trìpo. 'Etsi loipìn me aut  th lÔsh, paÐrnoume

minla(Lm,m′) = −2
3
a3 + 2ma2 −

(
m2 + m− 2

3

)
a + m′ × (m2 + m− 1)−m
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kai

minla(Lm) = 4−
√

2
3 m3 + O(m2).

To parak�tw je¸rhma prokÔptei apì ta [118], [111], [16], [32], [47] kai sugkentr¸nei
tic bèltistec timèc twn problhm�twn (paramètrwn) par�taxhc se graf mata sq�rec.

Je¸rhma 5.1 'Estw Lm tetragwnik  sq�ra megèjouc m. Tìte isqÔoun ta ex c

minvs(Lm) = m

mincw(Lm) = m + (odd m)

minsc(Lm) =
2
3
m3 +

1
2
m2 − 7

6
m

minvb(Lm) = m

mineb(Lm) = m + (odd m)

minla(Lm) =
1
3
(4−

√
2)m3 + O(m2).

Sto sq ma 5.2 blèpoume tic bèltistec parat�xeic se 5×5 tetragwnikì gr�fhma sq�ra.
H lexikografik  eÐnai h bèltisth gia ton Diaqwrismì Koruf¸n, thn Diqotìmhsh Ak-
m¸n, Zwnopl�toc kai Tomopl�toc. H Muradyan kai Philiposyan eÐnai h bèltisth gia
thn El�qisth Grammik  Par�taxh kai tèloc h diag¸nia eÐnai h bèltisth par�taxh gia ton
Diaqwrismì Koruf¸n, 'Ajroisma Tom¸n kai Zwnopl�toc.

Akrib  apotelèsmata gia ton Diaqwrismì Koruf¸n, 'Ajroisma Tom¸n kai Zwnopl�toc
eÐnai gnwst� kai gia poludi�statec sq�rec kai toroeid  [8]. To prìblhma tou zwnopl�touc
gia n-di�statec sq�rec lÔjhke apì ton Bolobas to 1991 sto [17]. AntÐjeta, anoiqtì
paramènei to prìblhma eÔreshc twn bèltistwn tim¸n se sq�rec me opèc, me exaÐresh thn
Diqotìmhsh Akm¸n gia thn opoÐa oi PapadhmhtrÐou kai Sidèrhc sto [123] èdwsan ènan
O(n5) algìrijmo.

H d-di�stath n-adik  klÐka eÐnai èna gr�fhma tou opoÐou k�je koruf  anaparist�tai
me ènan akèraio (label ) apì to 0 sto nd−1 kai oi akmèc tou en¸noun korufèc twn opoÐwn
h n-adik  anapar�stash diafèrei kat� èna yhfÐo. Sto [120] blèpoume thn apìdeixh thc
lÔshc thc El�qisthc Grammik c Par�taxhc pou èdwse o Nakano gia tètoia graf mata.
Alla apotelèsmata thc El�qisthc Grammik c Par�taxhc p�nw se �llec eidikèc kl�seic
grafhm�twn kai anaforèc tètoiwn blèpoume sto [8].

To Tomopl�toc istorik� akoloÔjhse mia parìmoia diadrom . To 1966 o Harper sto
[68] faÐnetai na eÐnai o pr¸toc poÔ to èluse gia uperkÔbouc. Argìtera to 1982 o Chung
sto [26] parousÐase ènan algìrijmo O(n logd−2 n) qrìnou, gia to Tomopl�toc se dèntra
n koruf¸n me mègisto bajmì d. O Giannak�khc to 1985 sto [150] beltÐwse to apotèlesma
autì dÐnontac ènan grhgorìtero algìrijmo qrìnou O(n log n). Sthn perÐptwsh k-epÐpedou
t-adikoÔ dèntrou Tt,k isqÔei,
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Sq ma 5.2: Oi bèltistec parat�xeic se 5× 5 tetragwnikì gr�fhma sq�ra.

mincw(Tt,k) =
⌈

1
2
(k − 1)(t− 1)

⌉
, ∀k ≥ 3.

Tic akribeÐc timèc Tomopl�touc gia 2-di�statec kai 3-di�statec sq�rec br ke o Rolin
to 1995 sto [129], o opoÐoc epÐshc parousÐase apotelèsmata gia kulindrik� kai toroeid 
plègmata. Sugkekrimèna apèdeixe ìti,

mincw(Lm,n) =

{
2, an m = n = 2,

min(m + 1, n + 1), alli¸c

To 2001 o Jhlukìc sto [144] parousÐase ènan algìrijmo poluwnumikoÔ qrìnou gia
ton upologismì tou tomopl�touc se graf mata fragmènou bajmoÔ me mikrì dentropl�toc.

Stouc par�llhlouc algìrijmouc , o Diaz sto [34] apèdeixe ìti mia bèltisth tim  gia to
tomopl�toc dèntrou n koruf¸n me bajmì D mporeÐ na upologisteÐ se qrìno O(∆ log2 n)
mèsw tou CREW PRAM me O(n3.6) epexergastèc. H par�llhlh poluplokìthta tou
Tomopl�touc gia dèntra fragmènou bajmoÔ paramènei anoiqtì prìblhma.

Gia to 'Ajroisma Tom¸n kai ProfÐl o Lepin to 2002 se mia r¸sikh dhmosÐeush [97]
èdwse ton pr¸to poluwnumikì algìrijmo gia dèntra. To apotèlesma autì beltÐwse o
Diaz to 1991 sto [31] dÐnontac ènan algìrijmo grammikoÔ qrìnou. Sthn Ðdia dhmosÐeush
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èdwse kai ènan par�llhlo algìrijmo O(log n) qrìnou gia to bèltisto 'Ajroisma Tom¸n
se dèntra n koruf¸n, mèsw tou CREW PRAM me O(n2 log n) epexergastèc.

Sthn perÐptwsh tou DiaqwrismoÔ Koruf¸n o Ellis sto [39] èdwse ènan grammikì al-
gìrijmo gia ton upologismì tou bèltistou diaqwrismoÔ koruf¸n enìc dèntrou kai ènan
O(n log n) algìrijmo gia thn bèltisth par�taxh. Prìsfata o SkodÐnhc sto [138] parousÐ-
ase ènan grammikì algìrijmo gia thn eÔresh thc bèltisthc par�taxhc. PoluwnumikoÔc
algìrijmouc gia ton upologismì tou DiaqwrismoÔ Koruf¸n se metajetik� graf mata kai
cographs dìjhkan apì touc Bodloander kai Mohring sta [14] kai [15] antÐstoiqa.

Sthn perÐptwsh thc Diqotìmhshc Akm¸n o Leighton sto [93] apèdeixe pwc na e-
laqistopoieÐ to pl�toc thc diqotìmhshc tou kartesianoÔ ginomènou isomhk¸n monopati¸n,
efìson ta m kh aut� eÐnai �rtioi. O Nakano sto [120] èluse thn perÐptwsh pou ta m kh
eÐnai perittoÐ. O Rolim sto [129] upolìgise thn bèltisth Diqotìmhsh Akm¸n kanonik¸n,
kulindrik¸n kai toroeid¸n 2-di�statwn sq�rwn kai 3-di�statwn toroeid¸n sq�rwn. To
akìloujo je¸rhma diatup¸nei aut� ta apotelèsmata gia orjog¸nia sq�ra Lm,n :

Je¸rhma 5.2 'Estw orjog¸nia sq�ra Lm,n. Tìte gia 2 ≤ m ≤ n èqoume,

mineb(Lm,n) = m + (odd n)

kai gia m ≥ 2, n ≥ 3,

mineb(Lm,n) =


min{2m,n}, an m,n �rtioi,

min{2m,n + 2}, an m perittìc kai n �rtioc,

min{2m + 1, n}, an m �rtioc kai n perittìc,

min{2m + 1, n + 2}, an m,n perittoÐ.

O MacGregor to 1978 sto [105] èdwse ènan O(n3) algìrijmo gia thn Diqotìmhsh
Akm¸n se dèntra. Oi Goldberg kai Miller sto [54] diatÔpwsan ènan par�llhlo algìri-
jmo qrìnou O(log2 n log log n) p�nw se CRCW PRAM me O(n2) epexergastèc gia th
Diqotìmhsh dèntrwn, basismènoi ston algìrijmo tou MacGregor .

Sto [118] oi Muradyan kai Philiposyan èlusan to prìblhma thc el�qisthc grammik c
par�taxhc kai tomopl�toc gia pl rh p-mer  graf mata. Na jumÐsoume ìti, pl rec p-merèc
eÐnai to K(N1, . . . , Np) gr�fhma tou opoÐou to sÔnolo koruf¸n eÐnai diamerismèno se p
sÔnola ètsi ¸ste k�je koruf  na sundèetai me ìlec tic �llec plhn aut¸n pou an koun
sthn Ðdia diamèrish. An epiplèon, oi diamerÐseic diafèroun, plhjik�, to polÔ kat� mia
koruf , tìte kaleÐtai isorrophmèno p-merèc gr�fhma.

'Opwc èqoume anafèrei to Zwnopl�toc se dèntra eÐnai NP-pl rec. Sth perÐptwsh,
ìmwc, k-epÐpedou t-adikoÔ dèntrou Tt,k isqÔei,

minbw(Tt,k) =
⌈

t(tk−1 − 1)
2(k − 1)(t− 1)

⌉
.

O Heckmann sto [72] parousÐase thn emb�ptish tou pl rouc dimeroÔc graf matoc
me bèltisto Zwnopl�toc. Up�rqei epÐshc O(n log n) algìrijmoc [5] pou apofasÐzei to
Zwnopl�toc graf matoc sarantapodaroÔsac me trÐqec m kouc to polÔ dÔo.
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'Allec kl�seic grafhm�twn twn opoÐwn to Zwnopl�toc mporeÐ na upologisteÐ apotele-
smatik� eÐnai ta tmhmatik� (interval) graf mata [106], [107], ta graf mata alusÐdec [86] kai
petaloÔdec [149]. Na jumÐsoume ed¸ ìti, tmhmatik� graf mata kaloÔme tic tomèc grafh-
m�twn enìc sunìlou diasthm�twn p�nw sthn noht  gramm  twn pragmatik¸n arijm¸n.
AntistoiqoÔme èna di�sthma se k�je koruf  kai gia k�je akm  pou en¸nei dÔo korufèc
antistoiqoÔme thn tom  twn diasthm�twn aut¸n. Dhlad  gia gr�fhma G = (V,E) èqoume,
V = {I1, I2, . . . , In} ìpou I1, I2, . . . , In ⊂ R kai {Ii, Ij} ∈ E ⇔ Ii ∩ Ij 6= ∅. Graf mata
alusÐdec kaloÔme ta dimer  graf mata G(X, Y,E) ìpou èqoume thn di�taxh x1, x2, . . . , x|X|
twn koruf¸n tou X ètsi ¸ste Γ(x1) ⊆ Γ(x2) ⊆ . . . ⊆ Γ(x|X|). O Muradyan sto [117]  tan
o pr¸toc pou èdwse poluwnumikì algìrijmo gia to Zwnopl�toc tmhmatik¸n grafhm�twn.
'Ena qrìno met� akoloÔjhse o Kratsch sto [106] kai èpeita akoloÔjhsan oi Kleitman
kai Vohra sto [85] ìpou èdwsan ènan O(nbw(G)) algìrijmo. Oi Mahem sto [107] kai
Sprague sto [140], anex�rthta, sthn prosp�jeia touc na diorj¸soun ton algìrijmo tou
Kratsch èdwsan dÔo nèouc algìrijmouc qrìnou O(n2) kai O(n log n) antÐstoiqa. 'Ena
�llo prìblhma se tmhmatik� graf mata gia to opoÐo èqoume poluwnumikoÔc algorÐjmouc
eÐnai to 'Ajroisma Tom¸n [100]

O pÐnakac 5.1 sunoyÐzei ìlec tic kl�seic grafhm�twn kai ta probl mata par�taxhc gia
ta opoÐa up�rqoun poluwnumikoÐ algìrijmoi.

Ektìc apì sq�rec, up�rqoun kai apotelèsmata p�nw se �llec oikogèneiec grafhm�twn
pou prokÔptoun mèsw pr�xewn metaxÔ monopati¸n Pn, kÔklwn Cn, dèntrwn Tn, klik¸n
Kn   dimer¸n Kn,m.

Orismìc 5.1 Ja orÐsoume tic pr�xeic p�nw se graf mata ìpwc tic eis gage o Lai kai
Williams sto [92].

• H n-ost  dÔnamh tou graf matoc G eÐnai to gr�fhma Gn, to opoÐo èqei tic Ðdiec
korufèc me to G kai akm  uv an apìstash(u, v) ≤ n sto G.

• 'Estw diakekrimèna - xèna an� dÔo - graf mata G1, . . . , Gk. H diakekrimènh sÔndesh
G1 + . . . + Gk, eÐnai to gr�fhma G me V (G) =

⋃
1≤i≤k V (Gi) kai uv ∈ E(G) an

gia k�poio i 6= j, u ∈ V (Gi) kai v ∈ V (Gj)   an gia k�poio i èqoume u, v ∈
V (Gi) kai uv ∈ E(Gi).

• 'Estw graf mata G, H. OrÐzoume to to ginìmeno twn G kai H wc

G×H = (V (G)× V (H), E(G×H))

ìpou E(G×H) = {(u1, v1)(u2, v2) | (u1u2 ∈ E(G) kai v1 = v2)  
(v1v2 ∈ E(H) kai u1 = u2)}.

• 'Estw graf mata G, H. OrÐzoume thn sÔnjesh twn G, H wc

G[H] = (V (G)×V (H), {(u1, v1)(u2, v2) | (u1u2 ∈ E(G))   (v1v2 ∈ E(H) kai u1 = u2)}).

• 'Estw graf mata G, H. OrÐzoume to euj  ginìmeno twn G, H wc

G⊗H = (V (G)× V (H), {(u1, v1)(u2, v2) | u1u2 ∈ E(G) kai v1v2 ∈ E(H)}).
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(g) P4 ∧ P3

(a) P4 + P3 (b) P4 × P3 (c) P4[P3] (d) P4 ⊗ P3 (e) P4 � P3

(f) P 2
5

Sq ma 5.3: ParadeÐgmata se pr�xeic grafhm�twn: (a) diakekrimènh sÔndesh, (b) ginìmeno,
(c) sÔnjesh, (d) eujÔ ginìmeno, (e) isqurì ginìmeno, (f) h dÔnamh, (g) korìna

• 'Estw graf mata G, H. OrÐzoume to isqurì ginìmeno twn G, H wc

G�H = (V (G)× V (H), E(G�H))

ìpou

E(G�H) = {(u1, v1)(u2, v2) | u1u2 ∈ E(G) kai v1v2 ∈ E(H)
  u1 = u2 kai v1v2 ∈ E(H)
  v1 = v2 kai u1u2 ∈ E(G) }.

• 'Estw graf mata G, H. OrÐzoume thn korìna G∧H twn G, H wc to gr�fhma pou
perièqei èna antÐgrafo tou G kai se k�je koruf  u ∈ G antistoiqoÔme èna antÐgrafo
tou H kai en¸noume tic korufèc autoÔ me thn u.

Ston pÐnaka 5.2 blèpoume ta probl mata par�taxhc, pou eÐnai epilÔsima se poluwnumikì
qrìno, se graf mata pou èqoun prokÔyei mèsw twn pr�xewn pou orÐsame.

Tèloc, axÐzei na anafèroume èna endiafèron anoiqtì prìblhma. Autì afor� ton upo-
logismì tou Zwnopl�touc enìc graf matoc Hamming. Kai to endiafèron autì ègkeitai
sto ìti k�ti tètoio ja mac èdine èna kalì mètro thc epÐdrashc tou jorÔbou poluk�nalhc
met�doshc dedomènwn. To kalÔtero apotèlesma pou èqoume mèqri stigm c ìpwc o Harper
apèdeixe sto [71] mac deÐqnei ìti to Zwnopl�toc graf matoc Hamming eÐnai asÔmptwto me

to
√

2
πdnd me d →∞.
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PÐnakac 5.1: Oi kl�seic grafhm�twn me upologÐsimec tic bèltistec lÔseic twn problhm�twn
par�taxhc se poluwnumikì qrìno. ('Opou n o arijmìc twn koruf¸n tou graf matoc, m o
arijmìc twn akm¸n kai ∆ o mègistoc bajmìc)
Prìblhma Kl�seic Grafhm�twn Poluplokìthta BibliografÐa

Zwnoplatoc sar/daroÔsec me m koc trÐqac ≤ 2 O(n log n) [5]
uperkÔboi O(n log n) [68]
petaloÔdec O(n log n) [149]
tmhmatik� graf mata O(n∆2 log ∆) [106]
tmhmatik� graf mata O(n log n) [107]
tmhmatik� graf mata O(n log n) [140]
alusÐdec O(n2 log n) [86]
k-pl rh t-adik� dèntra O(n) [72]
tetragwnikèc sq�rec O(n) [32]

Elaqisth Grmmikh Parataxh dèntra O(n3) [55]
rizwmèna dèntra O(n log n) [2]
dèntra O(n2.2) [135]

dèntra O(nlog 3/ log 2) [25]
orjog¸niec sq�rec O(n) [118]
tetrsgwnikèc sq�rec O(n) [111]
2-di�statoi kÔlindroi O(n) [116]
uperkÔboi O(n) [67]
De Bruijn graf. 4hc t�xhc O(n) [69]
d-di�statec c-adikèc klÐkec O(n) [98]
pl rh k-mer  graf mata O(n + p log p) [118]

Tomoplatoc dèntra O(n log∆−2 n) [25]
dèntra O(n log n) [150]
uperkÔboi O(n) [67]
d-di�statec c-adikèc klÐkec O(n) [120]

mèg.bajmì ≤ ∆ kai dentropl�toc ≤ k O(n∆k2
) [143]

2-kanonik� kai 3-di�stata plègmata O(n2) [129]
toroeid  kai kulindrik� 2-di�stata plègmata O(n2) [129]
toroeid  3-di�stata plègmata O(n2) [129]
pl rh p-mer  graf mata O(n + p log p) [118]

Diaqwrismoc Korufwn dèntra O(n log n) [39]
dèntra O(n) [138]
cographs O(n) [15]
metajetik� graf mata O(n2) [14]
n-di�statec sq�rec O(n2) [17]

'Ajroisma Tomwn dèntra O(n2.3) [97]]
dèntra O(n) [31]
dèntra O(n1.722) [87]
tetragwnikèc sq�rec O(n) [32]
tmhmatik� graf mata [100]

Diqotomhsh Akmwn dèntra O(n3) [105]
uperkÔboi O(n) [120]
d-di�statec c-adikèc pÐnakec O(n) [120]
d-di�statec c-adikèc klÐkec O(n) [120]
2-kanonik� kai 3-di�stata plègmata O(n2) [129]
toroeid  kai kulindrik� 2-di�stata plègmata O(n2) [129]
toroeid  3-di�stata plègmata O(n2) [129]
sq�rec O(n5) [123]
dentropl�toc ≤ k O(n2) [139]
kubo-sundeìmena(?) kuklik� graf mata O(n) [110]
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PÐnakac 5.2: Graf mata pou èqoun prokÔyei apì pr�xeic metaxÔ basik¸n kl�sewn grafh-
m�twn kai gia ta opoÐa, basik� probl mata par�taxhc eÐnai epilÔsima se poluwnumikì
qrìno.

Prìblhma Kl�seic Grafhm�twn BibliografÐa

Zwnoplatoc G1 + . . . + Gk [91]
P1 × . . .× Pn [27]
Pn × Cm [118]
Cn × Cm [91]
Kn[G], Pn[G], Cn[G] [73]
K1,n[G], Kn[G] gia ∈ {Pm, Tm, Cm}
  G = Cn1 × . . .× Cnk me ni ≤ 5
  G = Pn1 × . . .× Pnk me ni > 1 [104]
P r

n [G], Cr
n[G] [24]

Pn × Pm[G], Pn × Cm[G] me 2n 6= m
kai Cn × Cm[G] me 6 ≤ 2n ≤ 2s [152]
Kn � Pm [91]
Pn � Pm, Cn � Pm, Pn � Cm, Cn � Cm [91]
Pn ⊗ Pm, Cn ⊗ Pm, Cn ⊗ Cm [149]
Pk ⊗Knm [147]
Pk ⊗Kn, Ck ⊗Kn [91]
Kn ∧Km, Cn ∧K1, Pn ∧K1, Cn ∧ (K1 ∪ . . . ∪K1) [23]

Elaqisth Grammikh Parataxh G1 + . . . + Gk [91]
Pn[Pm], Pn[Cm] [22]
Kn[Pm], Kn[Cm] [104]
Pk ⊗Knm [148]
Pn ∧ Pm, Kn ∧K1 [146]

Tomoplatoc Cr
n, Pn × Pm, Pn × Cm, Cn × Cm, Kn × Pm

kai Kn × Cm, Cs
n × Cr

m, Kn ×Km, Pn × Cm, Pn ⊗ Cm [104]

'Ajroisma Tomwn G1 + G2 [101]
Pn ×Km, Cn ×Km, Cn × Cm [103]
Kn[G], Pn[G], Cn[G] [88]
Pk ⊗Knm [89]
Pn ∧G, Cn ∧G, Knm ∧G [88]
G ∧H ìpou H eÐnai sarant/rousa, Kn, Cn [90]
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Kef�laio 6

Apotelèsmata Parametrik c
Poluplokìthtac

Sthn parametropoÐhsh autì pou mac endiafèrei den eÐnai an èna prìblhma eÐnai dÔskolo
  ìqi, all� ti eÐnai autì pou to k�nei dÔskolo   eÔkolo na upologisteÐ. H prosèggish
gia thn melèth thc domik c duskolÐac enìc probl matoc, eÐnai na qwrÐzoume thn eÐsodo
se dÔo mèrh : sto eÔkolo mèroc, to parametropoihmèno, ìpou epib�loume k�poiouc peri-
orismoÔc kai èna dÔskolo, to mh parametropoihmèno. Gia merik� probl mata eÐnai gnwstì
ìti an parametropoihjoÔn paramènoun NP- pl rh. Mia tètoia perÐptwsh eÐnai to prìblh-
ma tou k-qrwmatismoÔ enìc graf matoc. 'Opou k h par�metroc aut . Gia to opoÐo eÐnai
gnwstì ìti paramènei NP-pl rec kai gia k ≥ 3. Apì thn �llh, to mègisto anex�rthto
sÔnolo   to el�qisto k�lumma koruf¸n gÐnetai poluwnumik� epilÔsimo, gia k�je k, ìtan
ta parametropoioÔme me k to mègejoc tou anex�rthtou sunìlou   tou kalÔmmatoc koruf¸n
antÐstoiqa.

Akìma kai se peript¸seic ìpou h parametropoÐhsh enìc NP- pl rouc probl matoc
odhgeÐ se poluwnumikì algìrijmo, up�rqoun dÐafora �nw fr�gmata qrìnou gia ton kalÔtero
gnwstì algìrijmo. Gia par�deigma gia èna prìblhma me par�metro k, o qrìnoc epÐlus c
tou ja mporoÔse na eÐnai O(nf(k)),   O(f(k)na),   kai O(f(k)+na). 'Ena parametropoih-
mèno prìblhma kaleÐtai parametrik� eÔkolo (fixed parametertractable) an up�rqei ènac
O(f(k)na)-algìrijmoc pou to lÔnei. H kl�sh ìlwn twn parametrik� eÔkolwn problh-
m�twn kaleÐtai FPT . Oi Downey ksi Fellows ìrisan thn ierarqÐa thc parametrik c polu-
plokìthtac, gnwst  wc W-ierarqÐa, h opoÐa sunist� ìlec tic kl�seic parametropoihmènwn
problhm�twn an�loga me thn parametrik  touc poluplokìthta. 'Etsi èqoume ìti:

FPT ⊆ W[1] ⊆ W[2] ⊆ . . . ⊆ W[P]

Gia ektenèsterh melèth parametrik c poluplokìthtac blèpe [37]. To prìblhma thc au-
sthrìthtac twn sumperil yewn tou parap�nw tÔpou ierarqÐac, paramènei anoiqtì. U-
p�rqoun endeÐxeic ìmwc, pwc an èna prìblhma pou an kei se k�poia apì tic kl�seic thc
W-ierarqÐac eÐnai pl rec, tìte den anamènetai na èqei ènan O(f(k)na)-algìrijmo. Gia par�-
deigma to parametropoihmèno k�lumma koruf¸n an kei sto FPT en¸ to parametropoihmèno
anex�rthto sÔnolo eÐnai W[1]-pl rec.

37
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PÐnakac 6.1: Apotelèsmata parametrik c polupokìthtac gia probl mata par�taxhc (ìpou
n oi korufèc kai k h par�metroc).

Prìblhma Poluplokìthta BibliografÐa

Zwnoplatoc(2) O(n) [49]

Zwnoplatoc(k) O(nk+1) [131]

Zwnoplatoc(k) O(nk) [61]
Zwnoplatoc(k) W[k] [12]

Tomooplatoc(2) O(n) [49]

Tomooplatoc(k) O(nk) [61]

Tomooplatoc(k) O(nk−1) [109]
Tomooplatoc(k) O(n2) [45]
Tomooplatoc(k) O(n) [142]

Trop/menoTomoplatoc(k) O(n2) [45]

DiaqwrismoKorufwn(k) O(n2) [44]
DiaqwrismoKorufwn(k) O(n) [13]

Up�rqoun  dh k�poia apotelèsmata parametrik c poluplokìthtac gia probl mata
par�taxhc. Ta probl mata par�taxhc ta parametropoioÔme wc proc thn el�qisth tim 
touc. Sthn perÐptwsh tou Zwnopl�touc h parametropoÐhsh gÐnetai wc ex c:

Zwnoplatoc(k): 'Estw gr�fhma G. Apof�sise an minbw(G) ≤ k.

Me ton Ðdio trìpo parametropoioÔntai kai ta upìloipa probl mata par�taxhc. 'Eqei
apodeiqjeÐ [49] ìti to Zwnoplatoc(2) kai Tomooplatoc(2) mporeÐ na apofasisteÐ se
grammikì qrìno. Sugkekrimèna gia to Zwnopl�toc, o Saxe to 1980 sto [131] parousÐase
ènan O(nk+1) algìrijmo pou apofasÐzei to Zwnoplatoc(k) gia k�je k. Tèssera qrìnia
argìtera oi Gurari kai Sudborough sto [61] beltÐwsan to apotèlesma autì se O(nk).
O qrìnoc autìc eÐnai kai o kalÔteroc pou mporeÐ na epiteuqjeÐ kaj¸c ìpwc apèdeixe o
Bodlaender sto [12] to Zwnoplatoc(k) gia k�je k eÐnai W[k]-dÔskolo.

Kai sthn perÐptwsh tou Tomopl�touc oi Gurari kai Sudborough sthn Ðdia dhmosÐeush,
parousÐasan epÐshc ènan O(nk) algìrijmo pou apofasÐzei to Tomoplatoc(k) gia k�je k
me eÐsodo gr�fhma n koruf¸n. To apotèlesma autì belti¸jhke sth sunèqeia apì touc
Makedon kai Sudborough sto [109] se O(nk−1) kai èpeita se O(n2) apì touc Fellows
kai Langston sto [44]. 'Wspou prìsfata to 2000 sto [142] o Jhlukìc parousÐase gia to
Tomoplatoc(k) ènan grammikì algìrijmo. Na jumÐspume ìti h ènnoia tou dentropl�touc
eÐnai ìmoia me aut  tou pl�touc monop�tiou me th diafor� ìti anafèretai se aposÔnjesh
dèntrou antÐ thc aposÔnjeshc monopatioÔ.

Epiplèon oi Fellows kai Langston sto [44] apèdeixan ìti o Diaqwrismìc Koruf¸n kai
to Tropopoihmèno Tomopl�toc eÐnai parametrik� eÔkola. M�lista, o Bodlaender sto [13]
parousÐase ènan algìrijmo grammikoÔ qrìnou gia to DiaqwrismoKorufwn(k).

Tèloc, oi Bui kai Peck sto [21] èdeixan ìti h DiqotomhshAkmwn(k log n) apofasÐzetai
se poluwnumikì qrìno.

O pÐnakac 6.1 sunoyÐzei ìla aut� ta apotelèsmata.
H parametrik  poluplokìthta twn problhm�twn par�taxhc pou den up�rqoun ston

parap�nw pin�ka paramènei anoiqtì prìblhma. Epiplèon, an l�boume up� ìyh mac ìti
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pollèc forèc oi par�gontec pou emperièqontai entìc thc ènnoiac tou O( ) mporeÐ na eÐnai
kai ekjetikoÐ epÐ tou k, tìte antilambanìmaste thn an�gkh eÔreshc akìma pio praktik¸n
algorÐjmwn (grammik¸n), gegonìc pou kajist� anagkai� thn suneq  peraitèrw èreuna
p�nw sta probl mata aut�.
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Kef�laio 7

ProseggistikoÐ Algìrijmoi

'Enac trìpoc na antimetwpÐsoume dÔskola probl mata eÐnai na sqedi�soume proseggisti-
koÔc algorÐjmouc. Dhlad  poluwnumikoÔc algorÐjmouc pou par�goun mÐa efikt  lÔsh pou
eÐnai p�ra polÔ {kont�} sthn bèltisth. Se autì to kef�laio ja exhg soume ti shmaÐnei na
èqoume mia lÔsh {kont�} sthn bèltisth, kaj¸c kai ja parajèsoume apotelèsmata proseg-
gisimìthtac gia probl mata par�taxhc. Gia mia pio diexodik  an�gnwsh kai pl rh eikìna
p�nw sthn jewrÐa proseggistik¸n algorÐjmwn blèpe [50] kai [6].

Na jumÐsoume ìti, r(n)-proseggistikìc algìrijmoc enìc probl matoc beltistopoÐhshc
P, eÐnai ènac algìrijmoc pou gia k�je eÐsodo x megèjouc n, brÐskei mÐa lÔsh gia to P,
thc opoÐac h tim  eÐnai to polÔ r(n) forèc h tim  thc bèltisthc. 'Otan èna prìblhma P
èqei r(n)-proseggistikì algìrijmo, to onom�zoume r(n)-proseggÐsimo kai lème ìti an kei
sthn kl�sh APX. 'Enac algìrijmoc Aε kaleÐtai prseggistikì sq ma an gia k�je proka-
jorismènh stajer� ε > 0, brÐskei mÐa lÔsh gia to P me tim  megalÔterh kat� to polÔ èna
par�gonta 1 + ε apì thn tim  thc bèltisthc lÔshc tou probl matoc. An h poluplokìth-
ta tou proseggistikoÔ sq matoc Aε eÐnai poluwnumik  wc proc to mègejoc thc eisìdou,
tìte kaleÐtai poluwnumikì proseggistikì sq ma, PTAS. An epiplèon, h poluplokìthta
tou proseggistikoÔ sq matoc eÐnai poluwnumik  kai wc proc to 1/ε, tìte kaleÐtai pl rec
poluwnumikì proseggistikì sq ma, FPTAS. IsqÔei ìti FPTAS ⊆ PTAS ⊆ APX me tic
sumperil yeic austhrèc an kai mìno an P 6= NP.

Jètoume wc I to sÔnolo ìlwn twn mh kateujunìmenwn grafhm�twn kai wc x ∈ I èna
tètoio gr�fhma sto I. AntistoiqoÔme to sÔnolo efikt¸n lÔsewn S(G) sto Φ(G) kai
tèloc me f ∈ {la, bw, sc, vs, cw, mc, eb, vb} sumbolÐzoume th sun�rthsh kìstouc
enìc probl matoc par�taxhc.

Stouc proseggistikoÔc algorÐjmouc autì pou mac endiafèrei perissìtero eÐnai h beltÐ-
wsh twn proseggistik¸n fragm�twn par� h poluplokìthta qrìnou, gi� autì kai ta pio
poll� apotelèsmata dÐnoun èmfash se autì. DÔo basikèc teqnikèc pou qrhsimopoioÔntai
eÐnai h ektìnwsh hmipeperasmènwn programm�twn (relaxation of semidefinite programs)
kai h ex�plwsh metrik¸n (spreading metrics ). H ex�plwsh metrik¸n s� èna gr�fhma
eÐnai h an�jesh tim¸n se akmèc   korufèc ètsi ¸ste ta upograf mata na apl¸nontai ston
antÐstoiqo metrikì q¸ro [133]. To embadì thc aplwmènhc metrik c, pou orÐzetai wc to
�jroisma ìlwn twn mhk¸n twn akm¸n   twn koruf¸n, par�gei èna k�tw fr�gma thc lÔ-
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shc tou probl matoc mèsw miac diaÐrei kai basÐleue (divide and conquer) strathgik c. H
adunamÐa twn algorÐjmwn pou basÐzontai se aut  thn teqnik  ègkeitai sto ìti apaitoÔn
thn lÔsh enìc grammikoÔ progr�mmatoc me ekjetikì pl joc periorism¸n, gegonìc pou
touc kajist� mh praktikoÔc. H ro  metrik¸n (flow metrices) eÐnai mia nèa teqnik  gia thn
prosèggish problhm�twn par�taxhc [18]. An kai mèqri stigm c h teqnik  twn reust¸n
metrik¸n den èqei belti¸sei k�poia apotelèsmata, par� ìl� aut� apoteleÐ mia pio apl  kai
uposqìmenh teqnik  kaj¸c mei¸nei ton arijmì twn ekjetik¸n periorism¸n se poluwnumikì.

Gia to Zwnopl�toc up�rqoun proseggistikoÐ algìrijmoi gia k�poia sugkekrimèna graf -
mata. Sthn perÐptwsh tou γ-puknoÔ (dense graph) graf matoc up�rqei 3-proseggistikìc
poluwnumikìc algìrijmoc ìpwc parousi�zetai sto [79]. Na jumÐsoume ìti γ-puknì eÐ-
nai to gr�fhma n koruf¸n me el�qisto bajmì koruf c γn. Up�rqei 2-proseggistikìc
poluwnumikìc algìrijmoc gia to Zwnopl�toc asteroeidoÔc - triploÔ graf matoc, meta-
jetikoÔ graf matoc kai trapezoeidoÔc graf matoc. Up�rqoun epÐshc poluwnumikoÔ qrì-
nou O(log n)-proseggistikoÐ algìrijmoi gia graf mata sarantapodaroÔsec [65] kai gia
polÔ meg�lec kl�seic dèntrwn, ta legìmena GHBdèntra gia ta opoÐa isqÔei ìti gia k�-
je koruf  u, h diafor� b�jouc metaxÔ dÔo upodèntrwn me rÐza thn u, eÐnai fragmèno
apì mÐa stajer� [64]. Gia thn genik  kl�sh dèntrwn kai ta qordik� dèntra, o Gupta to
2001 parousÐase ènan pijanotikì O(log2.5 n)-proseggistikì algìrijmo. To Zwnopl�toc
gia genik� graf mata èqei di�forouc polulogarijmikoÔc proseggistikoÔc algìrijmouc,
poluwnumikoÔ pijanotikoÔ qrìnou mèsw thc teqnik c thc hmipeperasmènhc ektìnwshc [11],
mèsw twn aplomènwn metrik¸n [42] kai mèsw hmipeperasmènhc ektìnwshc kai EukleidÐwn
embaptÐsewn [38]. To 1998 sto [10] apodeÐqjhke ìti h eÔresh miac 3

2 -prosèggishc gia genik�
graf mata eÐnai NP-pl rec , ìpwc epÐshc NP-pl rec eÐnai kai h eÔresh 3

2 -prosèggishc gia
dèntra. Kat� sunèpeia, to Zwnopl�toc den an kei sto PTAS. M�lista, o Unger sto [145]
apèdeixe ìti, gia k�je stajer� k, eÐnai NP-pl rec h eÔresh k-prosèggishc akìma kai gia
40podaroÔsec. Epomènwc to Zwnopl�toc den an kei sto APX. H proseggisimìthta tou
Zwnopl�touc gia ènan par�gonta metaxÔ miac stajer�c kai enìc polulog�rijmou paramènei
anoiqtì prìblhma.

Na jumÐsoume ìti èna gr�fhma n koruf¸n kai m akm¸n kaleÐtai puknì e�n m = Θ(n2).
O Arora sto [4] kai oi Frieze kai Kannan sto [48] parousÐasan pl rh poluwnumik� sq mata
gia thn El�qisth Grammik  Par�taxh, Tomopl�toc kai Diqotìmhsh Tom¸n antÐstoiqa gia
pukn� graf mata. To l mma kanonikìthtac tou Szemeredi apotèlese thn basik  teqnik 
pou apèdwse aut� ta apotelèsmata.

ArketoÐ proseggistikoÐ algìrijmoi prot�jhkan gia thn El�qisth Grammik  Par�ta-
xh, Tomopl�toc kai 'Ajroisma Tom¸n. O pr¸toc proseggistikìc algìrijmoc pou dì-
jhke gia thn El�qisth Grammik  Par�taxh kai Tomopl�toc se genik� graf mata,  tan
mia apl  efarmog  enìc O(log n) proseggistikoÔ algorÐjmou gia thn eÔresh isorrophmè-
nwn diamerÐsewn enìc graf matoc [94] h opoÐa me th seir� thc par gage ènan O(log2 n)
proseggistikì algìrijmo gia thn El�sisth Grammik  Par�taxh kai Tomopl�toc [63]. To
1995 o Even sto [40], qrhsimopoi¸ntac thn teqnik  twn aplwmènwn metrik¸n, èdwse è-
nan O(log n log log n)-proseggistikì algìrijmo gia thn El�qisth Grammik  Par�taxh kai
'Ajroisma Tom¸n. 'Ewc kai s mera oi kalÔteroi poluwnumikoÐ proseggistikoÐ algìrijmoi
gia thn El�qisth Grammik  Par�taxh kai 'Ajroisma Tom¸n, eÐnai O(log n) proseggÐseic
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gia genik� graf mata kai O(log log n) proseggÐseic gia epÐpeda graf mata. Kai ta dÔo
aut� apotelèsmata parousi�zontai sto [124] ìpou epÐshc h teqnik  pou qrhsimopoieÐtai
eÐnai aut  twn twn aplwmènwn metrik¸n.

Gia thn perÐptwsh tou DiaqwrismoÔ Koruf¸n sto [14] parousi�zetai ènac poluwnu-
mikoÔ qrìnou O(log2 n)-proseggistikìc algìrijmoc gia genik� graf mata kai deÐqnei pwc
apì ta apotelèsmata tou [132] prokÔptei ènac O(log n)-proseggistikìc algìrijmoc gia
epÐpeda graf mata.

Tèloc, o pr¸toc proseggistikìc algìrijmoc, me upogrammikì proseggistikì lìgo, gia
th Diqotìmhsh Akm¸n se genik� graf mata, dìjhke apì ton Feige sto [42] kai belti¸jhke
apì ton Ðdio dÔo qrìnia argìtera sto [43] ìpou mac dÐnei ènan O(log2 n)-proseggistikì
lìgo.

O pÐnakac 7.1 sunoyÐzei ìla ta parap�nw apotelèsmata proseggisimìthtac
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