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Prìlogo
Sthn ergas�a aut  epidi¸koume na parousi�soume m�a ìso to dunatì plhrè-sterh eisagwg  sth jewr�a ZFA, basismènoi sth morf  tou Axi¸mato
 Anti-jemel�wsh
 (Antifoundation Axiom) pou onom�zetai L mma Ep�lush
 (Solution
Lemma). Sthn prosp�jeia ma
 aut  bèbaia qrei�sthke na jusi�soume arket�endiafèronta apotelèsmata ta opo�a den ja ta�riazan se èna eisagwgikì ke�meno.Elp�zoume p�ntw
 o anagn¸sth
 na parakinhje� apì thn jelktikìthta orismè-nwn ellip¸
 anaptugmènwn jem�twn th
 ergas�a
 kai na anatrèxei sthn eure�abibliograf�a pou afor� sto sugkekrimèno antike�meno. PisteÔoume �llwste ìtiplèon h majhmatik  koinìthta èqei anade�xei èna nèo endiafèron pro
 thn ènnoiatou mh jemeliwmènou sunìlou kai eidikìtera pro
 ta Axi¸mata Antijemel�wsh
.Autì to apodeiknÔei kai h plhj¸ra eisagwgik¸n keimènwn sunolojewr�a
 pouent�ssoun sthn Ôlh tou
 to sugkekrimèno jèma (gia par�deigma blèpe [4, 9℄).PolÔ shmantikì rìlo sthn epanemf�nish sunolojewri¸n pou k�noun qr -sh tou Axi¸mato
 Antijemel�wsh
 èpaixe h ergas�a tou Aczel (blèpe [1℄) sthnopo�a polÔ organwmèna kai mejodik� parousi�sthkan ìle
 oi morfè
 tou. Sthnergas�a tou aut  m�lista anaptÔqjhke peraitèrw m�a sugkekrimènh morf  touaxi¸mato
 sthn opo�a ja sthriqte� èmmesa kai h paroÔsa ergas�a. Eme�
 epi-lèxame na parousi�soume thn optik  twn Barwise kai Moss, oi opo�oi apokì-ptonta
 tou
 desmoÔ
 th
 doulei�
 tou Aczel me th jewr�a kathgori¸n kai thjewr�a gr�fwn, anèptuxan m�a kajar� sunolojewrhtik  mati� tou jèmato
 poupisteÔoume ìti e�nai polÔ pio eÔlhpth kai gìnimh apì thn arqik .Sthn pore�a pro
 ta basik� apotelèsmat� ma
 o anagn¸sth
 ja prèpei nade�xei m�a wrimìthta ìson afor� sto qeirismì basik¸n ennoi¸n th
 sunolojew-r�a
. Ja prèpei ep�sh
 na diajètei m�a �nesh sto na douleÔei me mh edraiwmènasÔnola, mia
 kai aut� ja apoteloÔn to kÔrio antike�meno ma
. Fusik� ìpw
 pa-rathre� kai o Forster (blèpe [6℄), e�nai par�doxo na mh jewroÔme dedomènh thnexoike�wsh k�poiou me ta mh edraiwmèna sÔnola, afoÔ h pr¸th epaf  k�poiou meth sunolojewr�a e�nai to Par�doxo tou Russel, to opo�o apotele� kat� exoq npar�deigma qr sh
 tètoiou sunìlou. Apì thn �llh bèbaia e�nai safè
 ìti èqeig�nei baji� rizwmènh sun jeia plèon to na taut�zoume thn ènnoia tou sunìlou meaut  tou edraiwmènou sunìlou, afoÔ to kajierwmèno axiwmatikì sÔsthma th

ZFC (pou perilamb�nei to Ax�wma Jemel�wsh
), apotele� thn adiamfisb ththb�sh k�je majhmatik 
 ergas�a
.Tèlo
, up�rqei k�ti pou prèpei na shmei¸soume prin proqwr soume sthn1



Prìlogo
ergas�a. 'Ena polÔ basikì meionèkthma th
 ergas�a
 e�nai s�goura h sqedìnapìluth apous�a efarmog¸n. K�name aut  thn epilog  suneidht�, èqonta
 dÔopr�gmata sto mualì ma
. Kat� pr¸ton, kr�name w
 pio shmantikì na parou-si�soume qwr�
 idia�tere
 suntomeÔsei
 kai elle�yei
 to Je¸rhma Sunanadrom 
(Corecursion Theorem). Epomènw
 to kÔrio b�ro
 (olìklhro to Kef�laio 3)anapìfeukta èpese sthn sugkekrimènh prosp�jeia an�lush
 (h opo�a ton�zou-me ìti parèmeine ellip 
 se k�poio bajmì). Kat� deÔteron, pisteÔoume ìti oiperissìtere
 efarmogè
 (blèpe [3℄) paramènoun se èna embruakì st�dio akìma.Se bajmì m�lista na mporoÔsame na ti
 qarakthr�soume “ad hoc”, mia
 kai denjewroÔme ìti ekmetalleÔontai ousiwd¸
 th dÔnamh th
 jewr�a
 par� anal¸non-tai se m�llon tetrimmène
 montelopoi sei
 (qwr�
 bèbaia autì na shma�nei ìtiden up�rqoun kai endiafèrouse
 tètoie
, me kÔria �sw
 aut  th
 efarmog 
 sthfilosof�a).

2



Kef�laio 1Basikè
 ènnoie
To eisagwgikì autì kef�laio èqei w
 skopì na d¸sei to apara�thto upìbajroapì ti
 apolÔtw
 anagka�e
 gn¸sei
 pou apaitoÔntai gia na katanohjoÔn sepr¸to ep�pedo ta apotelèsmata th
 ergas�a
. Se kam�a per�ptwsh den apotele�m�a eisagwg  sth sunolojewr�a kai gi autì sust noume ston anagn¸sth pouaisj�netai �bola me ti
 ènnoie
 tou parìnto
 kefala�ou, na anatrèxei se bibl�a(blèpe [4, 5, 8, 7, 9, 12℄) pou mporoÔn na pa�xoun �rista autì to rìlo. 'Ena
epiplèon skopì
 tou kefala�ou autoÔ e�nai ep�sh
 na diasafhn�sei me kajar�sunolojewrhtik� mèsa to akribè
 pla�sio sto opo�o ja basistoÔme sth sunèqeiakai pio sugkekrimèna na katade�xoun to sugkekrimèno axiwmatikì sÔsthma touopo�ou ja k�noume qr sh. Elp�zoume na to petÔqoume autì me ton pio sÔntomokai kajarì trìpo.1.1 Axiwmatikì sÔsthma ZFCTo axiwmatikì sÔsthma sto opo�o ja sthr�zontai ta apotelèsmata th
 ergas�a
e�nai ousiastik� m�a epèktash tou klasikoÔ sust mato
 ZFC. Kr�noume skìpimoloipìn na jum�soume ta axi¸mata aut�.H tupik  gl¸ssa thn opo�a ja qrhsimopoi soume gia na ekfr�soume taaxi¸mata e�nai mia gl¸ssa tou prwtob�jmiou kathgorhmatikoÔ logismoÔ me mo-nadikì mh logikì sÔmbolo to dimelè
 sÔmbolo sqèsh
 “∈”.Ax�wma 1 (Ax�wma 'Uparxh
 Sunìlou). “To sÔmpan twn sunìlwn ma
 e�naimh kenì”.
(∃x)x = x.Ax�wma 2 (Ax�wma 'Ektash
). “SÔnola me ta �dia mèlh taut�zontai”.

(∀x)(∀y)
(

(∀z)(z ∈ x ↔ z ∈ y) → x = y
)

.3



1.1. Axiwmatikì sÔsthma ZFC 1. Basikè
 ènnoie
Ax�wma 3 (Ax�wma ZeÔgou
). “Gia opoiad pote sÔnola x kai y, up�rqeisÔnolo z pou ta perièqei w
 mèlh”.
(∀x)(∀y)(∃z)(x ∈ z ∧ y ∈ z).Ax�wma 4 (Ax�wma 'Enwsh
). “Gia k�je sÔnolo x, up�rqei sÔnolo y to opo�operièqei w
 mèlh ìla ta stoiqe�a pou an koun se stoiqe�a tou x”.

(∀x)(∃y)(∀z ∈ x)(∀w ∈ z)w ∈ y.Ax�wma 5 (Ax�wma Sq ma DiaqwrismoÔ). “Gia k�je sÔnolo x kai k�jetÔpo φ, up�rqei sÔnolo y to opo�o perièqei w
 mèlh akrib¸
 eke�na ta stoiqe�atou x gia ta opo�a isqÔei o φ”.Gia k�je tÔpo φ(x, z),
(∀x)(∃y)(∀z)(z ∈ y ↔ z ∈ y ∧ φ(z, x)).Ax�wma 6 (Ax�wma Dunamosunìlou). “Gia k�je sÔnolo x, up�rqei sÔnolo

y pou perièqei w
 mèlh ìla ta uposÔnola tou x”.
(∀x)(∃y)(∀z)(z ⊆ x → z ∈ y),ìpou z ⊆ x w
 sun jw
 e�nai suntomograf�a tou (∀t ∈ z)t ∈ x.Ax�wma 7 (Ax�wma Ape�rou). “Up�rqei sÔnolo to opo�o perièqei w
 mèlo
to kenì sÔnolo kai e�nai kleistì w
 pro
 ton telest  S”.

(∃x)(∅ ∈ x ∧ (∀y ∈ x)(∃z ∈ x)z = S(y)),ìpou ∅ to kenì sÔnolo kai S(y) = y ∪ {y} (h ènwsh, to monosÔnolo e�nai te-lestè
 twn opo�wn h Ôparxh prokÔptei apì ta Axi¸mata 'Enwsh
, ZeÔgou
 kaiDiaqwrismoÔ).Ax�wma 8 (Ax�wma Jemel�wsh
). “K�je mh kenì sÔnolo x èqei èna stoiqe�o
y to opo�o den èqei kanèna koinì stoiqe�o me to x”.

(∀x 6= ∅)(∃y ∈ x)(∀z ∈ x)z 6∈ y.Ax�wma 9 (Ax�wma Sq ma Sullog 
). “Gia k�je sÔnolo x, an gia k�jestoiqe�o y tou x up�rqei stoiqe�o z tètoio ¸ste ϕ(x, y, z), tìte up�rqei sÔnolo
u pou sullègei ìla aut� ta z”.Gia k�je tÔpo ϕ(x, y, z),

(∀x)
(

(∀y ∈ x)(∃z)ϕ(x, y, z) → (∃u)(∀y ∈ x)(∃z ∈ u)ϕ(x, y, z)
)

.Ax�wma 10 (Ax�wma Epilog 
). “An x e�nai sÔnolo mh ken¸n xènwn metaxÔtou
 sunìlwn, tìte up�rqei sÔnolo z pou èqei akrib¸
 èna stoiqe�o apì k�jestoiqe�o tou x”.
(∀x)

(

(∀y1)(∀y2)((y1 ∈ x ∧ y2 ∈ x) →

→ (y1 6= ∅ ∧ (y1 = y2 ∨ y1 ∩ y2 = ∅))) →

→ (∃z)(∀y ∈ x)(∃!w)w ∈ y ∩ z
)

,ìpou to y ∩ z e�nai suntomograf�a tou {x ∈ y | x ∈ z}.4



1. Basikè
 ènnoie
 1.2. Axiwmatikì sÔsthma ZFC−
U

Vω

V

ω

Sq ma 1.1: Susswreutik  ierarq�a sthn ZFC.'Oloi oi sumbolismo� kai h orolog�a pou ja qrhsimopoi soume sth sunè-qeia e�nai sunhjismènoi kai g� autì ja apofÔgoume na tou
 epanal�boume. Giapar�deigma to sÔmpan ìlwn twn kl�sewn ja to sumbol�zoume me V , en¸ jak�noume suqn  qr sh kl�sewn kai telest¸n. Me ton ìro kl�sh ja ennooÔmek�je sullog 
{x | φ(x, . . .)},ìpou φ tÔpo
 th
 prwtob�jmia
 logik 
. 'Otan aut  h sullog  e�nai sÔnolo jathn taut�zoume me to sÔnolo, alli¸
 ja thn kaloÔme gn sia kl�sh (p.q. h Ve�nai gn sia kl�sh). Telest  ja kaloÔme k�je kl�sh h opo�a e�nai apeikìnishapì to V sto V . H susswreutik  ierarq�a or�zetai ìpw
 p�nta w


Vα =







∅, an α = 0
P(Vβ), an α = β + 1
⋃

β<α Vβ , an α oriakì
.Me Ord ja sumbol�zoume thn kl�sh twn diataktik¸n, me ω ton pr¸to oriakìdiataktikì dhlad  to sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n, en¸ me trcl ja sumbol�zoumethn metabatik  kleistìthta pou or�zetai w

trcl(a) =

⋃

{a,∪a,∪ ∪ a, . . .}.To sÔsthma ìlwn twn parap�nw axiwm�twn ja to sumbol�zoume me ZFC. TosÔsthma ZFC qwr�
 Ax�wma Jemel�wsh
 ja to sumbol�zoume me ZFC−.H eikìna tou sÔmpanto
 kat� thn ZFC fa�netai sto Sq ma 1.1.1.2 Axiwmatikì sÔsthma ZFC
−
UErqìmaste t¸ra sta axi¸mata sta opo�a ja basiste� h upìloiph ergas�a. Epi-jumoÔme na k�noume m�a shmantik  allag  sto sÔsthma ZFC−. Aut  e�nai naeis�goume antike�mena sto sÔmpan ma
 V ta opo�a ìmw
 den ja e�nai sÔnola.Aut� ja ta onom�zoume �toma (urelements) kai oi idìthte
 tou
 ja prokÔptounapì dÔo axi¸mata ta opo�a ja prosjèsoume s� aut� tou sust mato
 ZFC−.5



1.2. Axiwmatikì sÔsthma ZFC−
U 1. Basikè
 ènnoie


U

V [∅] V [U ]

Sq ma 1.2: Susswreutik  ierarq�a1 sthn ZFC + Ax�wma Atìmwn.Prin per�soume sth diatÔpwsh twn nèwn axiwm�twn ja prèpei na k�noume m�adieukr�nish. Ta axi¸mata th
 ZFC− ta ekfr�same se m�a gl¸ssa L sthn opo�ato mìno mh logikì sÔmbolo  tan to “∈”. Ed¸ ja qreiaste� na qrhsimopoi soumem�a epèktash L′ th
 gl¸ssa
 L ¸ste na perilamb�nei èna monomelè
 sÔmbolosqèsh
 U kai èna dimelè
 sÔmbolo sun�rthsh
 “new”.Ax�wma 11 (Ax�wma Atìmwn). “Ta �toma den perièqoun stoiqe�a”.
(∀x)(∀y)(U(x) → y 6∈ x).Ta �toma epomènw
 sumperifèrontai ìpw
 to kenì sÔnolo, dhlad  den èqounmèlh. Me thn eisagwg  atìmwn sto sÔmpan ma
 h eikìna th
 susswreutik 
ierarq�a
 all�zei arket� (blèpe Sq ma 1.2).Parat rhsh 1.1. 1. Gia eukol�a pollè
 forè
 ant� gia U(x) ja gr�foume

x ∈ U , en¸ ep�sh
 ja mil�me gia thn kl�sh twn atìmwn U anaferìmenoi sthnkl�sh
{x | U(x)}.2. To sÔmpan me kl�sh atìmwn U ja to sumbol�zoume p�li me V . Thn kl�shìmw
 twn sunìlwn tou V me kl�sh atìmwn U ja th sumbol�zoume me V [U ].Orismì
 1.1. Gia k�je a ∈ V [U ], or�zoume st rixh tou a na e�nai

support(a) = trcl(a) ∩ U .'Ena sÔnolo ja kale�tai agnì (pure) an support(a) = ∅.Or�zoume ep�sh
 gia k�je A ⊆ U ,
V [A] = {a | a ∈ V [U ] & support(a) ⊆ A}.1Shmei¸noume ìti to sq ma autì perigr�fei to sÔmpan th
 ZFC + Ax�wma Atìmwn, epomè-nw
 èqoume sumperil�bei sta axi¸mata ma
 kai autì th
 Jemel�wsh
. To sÔmpan th
 ZFC−+ Ax�wma Atìmwn e�nai profan¸
 megalÔtero apì autì mia
 kai perièqei kai mh edraiwmènasÔnola. 6



1. Basikè
 ènnoie
 1.2. Axiwmatikì sÔsthma ZFC−
UParat rhsh 1.2. 1. Profan¸
 h kl�sh twn agn¸n sunìlwn e�nai h V [∅].2. E�nai shmantikì na èqoume upìyhn ìti

V = V [U ] ∪ U .Orismì
 1.2. Telest 
 sunìlwn ja kale�tai k�je apeikìnish apì to V [U ] sto
V [U ], pou antistoiqe� dhlad  sÔnola se sÔnola.'Opw
 mpore� na parathr sei kane�
 eÔkola, to Ax�wma 11 den eggu�taiìti up�rqoun �toma, pìso m�llon to an apoteloÔn sÔnolo   gn sia kl�sh.Epeid  akrib¸
 ja qreiaste� na èqoume “afjon�a” apì �toma sth di�jesh ma
,eis�goume to parak�tw ax�wma.Ax�wma 12 (Ax�wma Afjon�a
 - Axiom of Plenitude). “Gia k�je x, yto new(x, y) e�nai �tomo to opo�o den an kei sto y kai m�lista diafèrei apìopoiod pote new(x, z)”.

(∀x)(∀y)
(

U(new(x, y)) ∧ new(x, y) 6∈ y∧

∧ (∀z)(z 6= x → (new(x, y) 6= new(z, y)))
)

.SÔmfwna me to Ax�wma h kl�sh U e�nai toul�qiston ìso meg�lh e�nai kai hkl�sh twn sunìlwn, epomènw
 e�nai gn sia kl�sh. Ep�sh
 o telest 
 new(x, y)ma
 d�nei p�nta èna nèo �tomo to opo�o m�lista den emfan�zetai  dh sto y.Parat rhsh 1.3. O telest 
 new ja qrhsimopoie�tai sun jw
 ìtan jèloumena eis�goume “frèska” �toma, dhlad  �toma ta opo�a den èqoun emfaniste� sek�poio apì ta sÔnola pou qeirizìmaste eke�nh th stigm . Gia par�deigma a
upojèsoume ìti p ∈ U kai a, b ∈ V [U ]. Tìte gia to q = new(p, support(a ∪ b) ∪
{p}) isqÔei ìti- q ∈ U .- to q den emfan�zetai poujen� sthn kataskeu  twn a kai b.- q 6= p.To Axiwmatikì sÔsthma ZFC− + Ax�wma Atìmwn + Ax�wma Afjon�a
 jato sumbol�zoume me ZFC−

U .Parat rhsh 1.4. To parap�nw sqìlio den e�nai apìluta akribè
, mia
 kai staaxi¸mata th
 ZFC− ja prèpei na g�noun merikè
 profane�
 mikroallagè
. Giapar�deigma to Ax�wma 'Ektash
 ja prèpei na g�nei
(∀x, y 6∈ U)

(

(∀z)(z ∈ x ↔ z ∈ y) → x = y
)

.

7





Kef�laio 2Ax�wma Antijemel�wsh
2.1 Arqik  dia�sjhshM�a apì ti
 di�fore
 morfè
 tou Axiwm�twn Antijemel�wsh
 e�nai kai aut  poudìjhke apì tou
 Barwise kai Moss (blèpe [3℄). H idèa p�sw apì thn morf aut , h opo�a onom�zetai “L mma Ep�lush
”, e�nai apl  tìso sthn sÔllhyhìso kai sth diatÔpwsh. Akolouje� se k�poio bajmì m�a kataskeu  h opo�ae�nai sunhjismènh sta majhmatik�, me thn ènnoia ìti thn blèpoume suqn� naepanalamb�netai ìtan jèloume na per�soume apì m�a aploÔsterh dom  se m�a�llh h opo�a perièqei “lÔsei
” pou apousi�zoun apì thn arqik , diathr¸nta
par�llhla ìle
 ti
 “kalè
” idiìthtè
 th
.W
 klasikì par�deigma mporoÔme na anafèroume to pèrasma apì to sÔnolotwn akera�wn se autì twn rht¸n. Pr�ttonta
 loipìn kat� analog�a me thnepèktash tou sunìlou twn akera�wn, epijumoÔme na “gem�soume” thn kl�sh ìlwntwn sunìlwn V me kainoÔrgia sÔnola (twn opo�wn h Ôparxh ja prokÔptei apìto kainoÔrgio ma
 ax�wma) ta opo�a ja apoteloÔn “lÔsei
” k�poiwn “�lutwn”exis¸sewn sthn arqik  ma
 kl�sh. H basik  idèa e�nai ìti autè
 oi exis¸sei
gia ti
 opo�e
 mil�me ja eggu¸ntai thn Ôparxh mh edraiwmènwn sunìlwn, Giapar�deigma, jèloume exis¸sei
 ìpw
 oi
x = {x},kai
x = {p, x},  to sÔsthma exis¸sewn
x = {p, y, x}

y = {x},9



2.1. Arqik  dia�sjhsh 2. Ax�wma Antijemel�wsh
na èqoun lÔsei
, ìpw
 akrib¸
 apait same kai sto Q na up�rqoun lÔsei
 giati
 exis¸sei

3x = 2,kai
3x = p + 4,  gia to sÔsthma exis¸sewn
3x = p + y + 2

y = 2x.'Opw
 kai sthn kataskeu  twn rht¸n ìmw
, ètsi kai ed¸ den arke� na prosjè-soume apl� k�poia kainoÔrgia stoiqe�a, giat� tìte ja q�soume ìle
 ti
 idiìthte
twn akera�wn ti
 opo�e
 jèloume na diathr soume. To prìblhma ègkeitai stoìti gia par�deigma oi exis¸sei

x = {x, p}, 
x = {{x, p}, p} , 
x = {{{x, p}, p} , p} ,ja prèpei na èqoun ìle
 thn �dia lÔsh akrib¸
 ìpw
 kai oi

3x = 4, 
6x = 8, 
9x = 12,10



2. Ax�wma Antijemel�wsh
 2.1. Arqik  dia�sjhshèqoun thn �dia lÔsh stou
 rhtoÔ
.Gia na apofÔgoume loipìn aut  thn epiplok , qrhsimopoioÔme èna parìmoiotèqnasma me autì stou
 rhtoÔ
, dhlad  ant� gia stoiqe�a pou e�nai lÔsei
 exi-s¸sewn, prosjètoume stoiqe�a pou e�nai lÔsei
 olìklhrwn kl�sewn exis¸sewn(qrhsimopoi¸nta
 kl�sei
 isodunam�a
). P¸
 ja to petÔqoume ìmw
 autì?'Opw
 gnwr�zoume, stou
 rhtoÔ
 apait same k�je ex�swsh tou tÔpou
ax = b, a 6= 0na èqei m�a kai monadik  lÔsh. 'Omw
 ti g�netai sthn per�ptws  ma
? Ja prèpei  ìqi na apait soume k�je sÔsthma exis¸sewn na èqei m�a lÔsh?A
 doÔme merik� parade�gmata. 'Estw h ex�swsh(2.1) x = {x}.SÔmfwna me th dia�sjhs  ma
 gia ta sÔnola (thn opo�a saf¸
 kai jèloume nadiathr soume paramènonta
 ston pla�sio th
 ZFC−), h ex�swsh aut  ja prèpeina èqei thn �dia lÔsh me ti

x = {{x}}, 
x = {{{x}}},  ...Xedipl¸nonta
 diark¸
 thn ex�swsh (2.1) blèpoume ìti metatrèpetai sthn(2.2) x = {{. . . {. . .} . . .}},h opo�a e�nai fusik� m�a anapar�stash th
 lÔsh
 th
 (2.1) kai ìqi m�a austhr�tupopoihmènh èkfrash.Akolouj¸nta
 to pneÔma tou Axi¸mato
 th
 'Ektash
 den mporoÔme par�na deqjoÔme ìti apì aut  th diadikas�a “an�ptuxh
” prokÔptei ìti h lÔsh th
(2.1) prèpei na e�nai monadik . Diaforetik� an c kai d  tan dÔo diaforetikè
lÔsei
 th
, ja èprepe kai oi dÔo na ikanopoioÔn thn (2.2), dhlad 

c = {{. . . {. . .} . . .}} = d.H dia�sjhsh ma
 loipìn, ma
 odhge� sto na apait soume monadikìthta th
 lÔsh
.Apì thn �llh meri� ìmw
, ja prèpei �rage k�je ex�swsh na èqei lÔsh b�shtou kainoÔrgiou axi¸mato
 ma
? Autì s�goura aporr�ptetai eÔkola mia
 kai giapar�deigma h ex�swsh 11



2.2. Sust mata exis¸sewn 2. Ax�wma Antijemel�wsh

x = P(x)den mpore� na èqei lÔsh lìgw tou jewr mato
 tou Cantor1.'Eqonta
 sugkentr¸sei merikè
 arqikè
 parathr sei
 gÔrw apì thn fÔshpou ja jèlame na èqei to nèo ma
 ax�wma, mporoÔme plèon na epikentrwjoÔmesthn tupopo�hsh th
 ìlh
 idèa
.2.2 Sust mata exis¸sewnTo pr¸to b ma pro
 thn èkfrash tou Axi¸mato
 Ep�lush
 e�nai h akrib 
 tu-popo�hsh th
 ènnoia
 tou sust mato
 exis¸sewn. Ti ennooÔme ìtan lème ìtiapaitoÔme apì k�poie
 “exis¸sei
” na èqoun lÔsh sto kainoÔrgio ma
 sÔmpan?Ti e�nai autè
 oi “exis¸sei
”?E�nai kalÔtero �sw
 na prosegg�soume arqik� thn ènnoia aut  tou sust -mato
 exis¸sewn mèsa apì èna par�deigma. 'Estw p, q, r par�metroi (sÔnola  �toma) kai èstw x, y, z oi “�gnwstoi” ma
 oi opo�oi ikanopoioÔn ti
 exis¸sei


x = {y, p}

y = {x, z, r, q}(E)
z = {y, p, r}.Ja kaloÔme ta x, y, z metablhtè
 tou sust mato
 exis¸sewn E kai ta p, q, rparamètrou
 tou sust mato
 exis¸sewn E . Ep�sh
, ja gr�foume sun jw


XE = {x, y, z} kai AE = {p, q, r} (  X kai A ìtan to sÔsthma exis¸sewne�nai eunìhto).'Opw
 fa�netai apì to par�deigma protimoÔme oi exis¸sei
 ma
 sthn arqik aut  f�sh na e�nai ìso to dunatì pio aplè
; me m�a ènnoia na moi�zoun “ep�-pede
”. EpijumoÔme dhlad  ta zhtoÔmena sÔnola na or�zontai w
 apl� sÔnolame stoiqe�a pou e�nai e�te zhtoÔmena sÔnola e�te par�metroi. Gi� autì to lìgokai o arqikì
 orismì
 pou ja d¸soume e�nai autì
 tou “ep�pedou sust mato
exis¸sewn”. O lìgo
 pou de qrhsimopoioÔme pio polÔploke
 exis¸sei
 e�naikur�w
 giat� ìpw
 e�dame up�rqoun sust mata ta opo�a jèloume na parame�-noun �luta kai sto nèo kìsmo ma
, ¸ste na diaful�xoume thn sunèpeia pro
 th
ZFC−. Gia par�deigma, den epitrèpoume thn qr sh telest¸n ìpw
 autì
 toudunamosunìlou. E�nai bolikì wstìso na epitrèyoume th qr sh paramètrwn, en¸ex�sou qr simo se pr¸to st�dio ja e�nai na jewr soume ti
 metablhtè
 x, y, zw
 �toma kai ìqi w
 sÔnola.'Ola aut� pou diatup¸same bèbaia w
 t¸ra den apoteloÔn tupikè
 ekfr�sei
sth gl¸ssa th
 sunolojewr�a
. Gia na g�nei autì ja prèpei to sÔsthm� ma
1Upenjum�zoume ìti to je¸rhma tou Cantor e�nai prìtash th
 ZFC− kai epomènw
 epiju-moÔme na to sebastoÔme. 12



2. Ax�wma Antijemel�wsh
 2.2. Sust mata exis¸sewnna ekfraste� me kajar� sunolojewrhtik� mèsa. A
 gur�soume ìmw
 p�li stopar�deigma na doÔme p¸
 mporoÔme na petÔqoume k�ti tètoio. 'Ena
 aplì
trìpo
 na montelopoi soume ti
 exis¸sei
 tou E e�nai jewr¸nta
 m�a sun�rthsh
e orismènh sto X ètsi ¸ste

ex = {y, p}

ey = {x, z, r, q}(E)
ez = {y, p, r}.ParathroÔme ìti to sÔsthma E perigr�fetai pl rw
 apì th diatetagmènh tri�da

〈X,A, e〉. Me odhgì thn parat rhsh aut , all� kai ti
 prohgoÔmene
, d�noumetou
 parak�tw orismoÔ
.Orismì
 2.1. Ep�pedo sÔsthma exis¸sewn (Flat system of equations) E ka-loÔme k�je diatetagmènh tri�da E = 〈XE , AE , eE〉, ìpou XE ⊆ U , AE ∩ XE = ∅kai eE sun�rthsh apì to XE sto P(XE∪AE). To sÔnolo XE onom�zetai sÔnolometablht¸n tou E kai to AE sÔnolo paramètrwn tou E . Or�zoume ep�sh
 giak�je x ∈ XE , bEx = eEx ∩ XE kai cEx = eEx ∩ AE ta sÔnola twn metablht¸n kaitwn paramètrwn apì ta opo�a exart�tai to x ant�stoiqa.Orismì
 2.2. Genikeumèno ep�pedo sÔsthma exis¸sewn(Generalized flat system
of equations) E onom�zoume k�je ep�pedo sÔsthma E = 〈XE , AE , eE〉, sto opo�oèqei arje� o periorismì
 XE ⊆ U (sto opo�o dhlad  oi metablhtè
 mporoÔnplèon na e�nai kai sÔnola).Parat rhsh 2.1. 1. Sun jw
 ja parale�poume ton de�kth E sta XE , AE , eE .2. 'Ena sÔsthma exis¸sewn mpore� k�llista na apotele�tai apì m�a mìnoex�swsh, en¸ mporoÔme na èqoume akìma kai X = ∅.3. MporoÔme na èqoume ex = ∅ gia k�poio x ∈ X.4. 'Ena meionèkthma th
 ènnoia
 tou ep�pedou sust mato
 exis¸sewn e�naiìti ma
 perior�zei k�pw
 ston trìpo me ton opo�o prèpei na ekfr�zoume ti
exis¸sei
. Gia par�deigma, èstw h parak�tw ex�swsh

x = {{{x, p}, x, q}, r}.Saf¸
 kai aut  den apotele� ep�pedo sÔsthma exis¸sewn mia
 kai to stoiqe�o
{{x, p}, x, q} tou ex den e�nai oÔte �tomo oÔte par�metro
.Gia na apofÔgoume autì to empìdio (mia
 kai ìpw
 ja doÔme sth sunèqeiaja jèlame na qrhsimopoioÔme kur�w
 ep�peda sust mata exis¸sewn) mporoÔmena metatrèyoume thn ex�swsh aut  sto ex 
 ep�pedo sÔsthma

x = {y, r}

y = {z, x, q}

z = {x, p}.13



2.3. LÔsei
 susthm�twn exis¸sewn 2. Ax�wma Antijemel�wsh
Analìgw
 mporoÔme na metatrèyoume se ep�peda sust mata exis¸sewn, exis¸-sei
 ìpw
 h
x = {p0, {p1{p2, . . .}}},eis�gonta
 �peire
 metablhtè


x = {p0, x1}

x1 = {p1, x2}

x2 = {p2, x3}...
xn = {pn, xn+1}...mia
 kai upenjum�zoume ìti den up�rqei periorismì
 sto pl jo
2 twn metablht¸npou mpore� na èqei èna ep�pedo sÔsthma exis¸sewn.2.3 LÔsei
 susthm�twn exis¸sewnSto drìmo gia thn diatÔpwsh tou L mmato
 Ep�lush
 mènei akìma èna
 orismì
.Ja prèpei na prosdior�soume tupik� ti ennooÔme me ton ìro “lÔsh” enì
 sust -mato
 exis¸sewn. Gur�zonta
 sto par�deigma th
 prohgoÔmenh
 paragr�fou,ja lègame ìti lÔsh tou E prèpei na e�nai opoiad pote tri�da sunìlwn sx, sy, szikanopoie� ti
3
sx = {sy, p}

sy = {sx, sz, r, q}

sz = {sy, p, r}.SumptÔssonta
 k�pw
 th graf  th
 lÔsh
, pa�rnoume ìti, gia k�je u ∈ X,
su = {sw | w ∈ bEu} ∪ cEu.Orismì
 2.3. 'Estw E = 〈X,A, e〉 èna ep�pedo sÔsthma exis¸sewn. LÔshtou sust mato
 E kaloÔme k�je sun�rthsh sE apì to X sto X ∪ A, h opo�aikanopoie� thn sunj kh

sEx = {sEy | y ∈ bEx} ∪ cEx , gia k�je x ∈ X.2Fusik� h kl�sh twn metablht¸n enì
 sust mato
 prèpei na e�nai sÔnolo kai ìqi gn siakl�sh.3Ta p, q, r epijumoÔme na ta metaqeirizìmaste w
 dosmène
 paramètrou
 anex�rthte
 apìta x, y, z kai gi� autì mènoun anallo�wta sthn diadikas�a ep�lush
.14



2. Ax�wma Antijemel�wsh
 2.4. L mma Ep�lush
Analìgw
 or�zoume kai thn lÔsh gia genikeumèno ep�pedo sÔsthma exis¸-sewn.Parat rhsh 2.2. 1. Sun jw
 ja parale�poume ton de�kth E sto sE .2. An X = ∅, tìte profan¸
 h s = ∅ apotele� lÔsh tou sust mato
.3. Sun jw
 thn tim  th
 lÔsh
 s sto x ja th gr�foume w
 sx kai ìqi w
 s(x).'Otan p�ntw
 o sumbolismì
 tou de�kth g�netai “barÔ
”, ja qrhsimopoioÔme tonklasikì sumbolismì.2.4 L mma Ep�lush
MporoÔme plèon met� apì tou
 prohgoÔmenou
 orismoÔ
 na diatup¸soume toAx�wma Antijemel�wsh
 (Antifoundation Axiom, AFA) me th morf  tou L m-mato
 Ep�lush
 (Solution Lemma) basizìmenoi sti
 idèe
 pou perigr�yame sthneisagwg .Ax�wma 13 (Ax�wma Antijemel�wsh
 - L mma Ep�lush
). K�je ep�pedosÔsthma exis¸sewn èqei akrib¸
 m�a lÔsh.To sÔsthma ZFC−
U me thn prosj kh tou AFA ja to sumbol�zoume me ZFA.Parat rhsh 2.3. 1. To L mma Ep�lush
 èqei di�fore
 isodÔname
 morfè
diatÔpwsh
 kai ja  tan swstìtero �sw
 na anaferìmastan se aut  th morf w
 “Ep�pedo L mma Ep�lush
”, all� gia lìgou
 aplìthta
 ja to apofÔgoume.2. Ta perissìtera apotelèsmata apì ed¸ kai pèra bas�zontai sth ZFA. Hqr sh   mh tou axi¸mato
 ja ton�zetai ìtan autì kr�netai apara�thto.Orismì
 2.4. SÔnolo lÔsewn enì
 sust mato
 exis¸sewn E = 〈X,A, e〉 e�naito sÔnolo

solution-set(E) = {sx | x ∈ X & s h monadik  lÔsh tou E}.'Opw
 e�dame, sthn diatÔpwsh tou L mmato
 Ep�lush
 apait same k�je ep�-pedo sÔsthma exis¸sewn na èqei monadik  lÔsh. 'Ena er¸thma pou prokÔpteie�nai an ant� autoÔ apaitoÔsame k�je genikeumèno ep�pedo sÔsthma exis¸sewn naèqei monadik  lÔsh, m pw
 ja pa�rname k�poia diaforopoihmènh jewr�a? 'Opw
fa�netai apì to parak�tw je¸rhma, autì den isqÔei giat� polÔ apl� o periori-smì
 ìti oi metablhtè
 tou sust mato
 exis¸sewn e�nai �toma, den e�nai ousi¸-dh
4.Je¸rhma 2.1. K�je genikeumèno ep�pedo sÔsthma exis¸sewn E èqei monadik lÔsh. Ep�sh
, up�rqei ep�pedo sÔsthma exis¸sewn E ′ pou èqei to �dio sÔnoloparamètrwn kai to �dio sÔnolo lÔsewn me to E .Apìdeixh. 'Estw E = 〈X,A, e〉. EpikaloÔmenoi to Ax�wma Afjon�a
 mporoÔmena or�soume, gia k�je x ∈ X,
yx = new(x,A).4An kai ìpw
 ja doÔme e�nai arket� qr simo
.15



2.5. Qarakthrismì
 sÔmpanto
 2. Ax�wma Antijemel�wsh
'Opw
 prokÔptei apì ti
 idiìthte
 tou new,
yx 6∈ A kai x 6= z ⇒ yx 6= yz.'Estw

Y = {yx | x ∈ X}.Profan¸
 Y ⊆ U kai Y ∩ A = ∅.JewroÔme E ′ = 〈Y,A, e′〉 ep�pedo sÔsthma exis¸sewn, ìpou gia k�je x ∈ X,
e′(yx) = {yz | z ∈ bEx} ∪ cEx .Apì to L mma Ep�lush
 èqoume ìti to E ′ èqei m�a monadik  lÔsh s′.'Estw s : X → P(X ∪ A) tètoio ¸ste gia k�je x ∈ X,

sx = s′(yx).H s e�nai lÔsh tou E , giat� an x ∈ X

s′(yx) = {s′(yz) | z ∈ bEx} ∪ cEx ,opìte
s(x) = {s(z) | z ∈ bEx} ∪ cEx .Apì thn �llh, an s e�nai mia opoiad pote lÔsh tou E , or�zonta
 s′ : Y →

P(Y ∪ A) me
s′(yx) = s(x), gia k�je x ∈ X,pa�rnoume m�a lÔsh gia to E ′. Efìson loipìn to E ′ èqei monadik  lÔsh, to �dioisqÔei kai gia to E . ⊣2.5 Qarakthrismì
 sÔmpanto
Me thn eisagwg  nèwn sunìlwn sto sÔmpan ma
 all�zei kai h dom  tou sek�poio bajmì. O arqikì
 ma
 stìqo
  tan o emploutismì
 tou me mh edraiwmènasÔnola, all� me tètoio trìpo ¸ste na diathrhjoÔn ìle
 oi kalè
 idiìthte
 th
arqik 
 dom 
. 'Omw
 p¸
 e�nai ta kainoÔrgia ma
 sÔnola? 'Eqoume dei di�foraparade�gmata, all� up�rqei k�poio
 genikì
 qarakthrismì
? Gia par�deigma,up�rqoun �rage sÔnola ta opo�a den prokÔptoun w
 lÔsh ep�pedou sust mato
exis¸sewn?Orismì
 2.5. Or�zoume Vafa[A] na e�nai h kl�sh ìlwn twn lÔsewn ìlwn twnsusthm�twn exis¸sewn me paramètrou
 apì to A, dhlad 

Vafa[A] =
⋃

{solution-set(E) | E ep�pedo sÔsthma exis¸sewnme paramètrou
 apì to A}.16



2. Ax�wma Antijemel�wsh
 2.5. Qarakthrismì
 sÔmpanto
Orismì
 2.6. 'Estw a sÔnolo kai Ea = 〈X,A, e〉 genikeumèno sÔsthma exis¸-sewn tètoio ¸ste A = support(a), X = trcl({a}) \ A kai
ex = x, gia k�je x ∈ X.To Ea ja onom�zetai kanonikì ep�pedo sÔsthma exis¸sewn (canonical flat sy-

stem) gia to a.Parat rhsh 2.4. 1. To Ea e�nai pr�gmati genikeumèno ep�pedo sÔsthma exi-s¸sewn giat� k�je x ∈ X e�nai sÔnolo kai apì th metabatikìthta sta sÔnolatou X èqoume ìti x ⊆ X, �ra X ∩ A = ∅.2. E�nai eÔkolo na parathr sei kane�
 ìti h tautotik  sun�rthsh sto Xe�nai lÔsh tou Ea (afoÔ x = (x ∩ X) ∪ (x ∩ A)).Je¸rhma 2.2. Vafa[A] = V [A].Apìdeixh. (Vafa[A] ⊆ V [A]). 'Estw E ep�pedo sÔsthma exis¸sewn kai Z =
solution-set(E) ∪ A.'Estw u ∈ v ∈ Z. Profan¸
 v = sx gia k�poio x ∈ X. An u ∈ A tìte
u ∈ Z, en¸ an p�li u = sy, gia k�poio y ∈ X, tìte u ∈ Z ep�sh
. 'Ara to Ze�nai metabatikì.'Estw x ∈ X. Ex� orismoÔ (tou trcl) èqoume ìti trcl(sx) ⊆ Z. Ep�sh
 sx 6∈ Ugiat� e�te èqei stoiqe�a (ìtan ex 6= ∅) e�te e�nai to kenì sÔnolo. 'Ara

trcl(sx) ∩ U ⊆ Z ∩ U = A,dhlad 
support(sx) ⊆ A.Epomènw


solution-set(E) ⊆ V [A].

(V [A] ⊆ Vafa[A]). 'Estw a ∈ V [A], dhlad  to a e�nai tètoio ¸ste support(a) ⊆
A, kai èstw Ea = 〈X,A, e〉 to kanonikì ep�pedo sÔsthma exis¸sewn tou a. ApìParat rhsh 2.4.2 gnwr�zoume ìti h tautotik  sun�rthsh sto X e�nai lÔsh tou
Ea. 'Ara afoÔ a ∈ X, èqoume ìti

a = sa ∈ solution-set(Ea).Apì to Je¸rhma 2.1 pa�rnoume ìti up�rqei ep�pedo sÔsthma exis¸sewn E me�die
 paramètrou
 kai �dio sÔnolo lÔsewn me to Ea. 'Ara a ∈ solution-set(E) kaiepomènw
 a ∈ Vafa[A]. ⊣17



2.6. To sÔnolo Ω 2. Ax�wma Antijemel�wsh
2.6 To sÔnolo ΩSthn eisagwg  ma
, se m�a prosp�jeia gia arqik  prosèggish tou L mmato
Ep�lush
 e�dame k�poia parade�gmata an�mesa sta opo�a  tan kai autì pouaforoÔse sthn ex�swsh(E) x = {x}.Orm¸menoi m�lista apì th dia�sjhs  ma
 gia ti
 lÔsei
 th
, odhghj kame kaisto a�thma pou diatup¸netai sto AFA gia monadikìthta lÔsh
 twn susthm�twnexis¸sewn.'Opw
 e�dame met� thn tupopo�hsh twn ennoi¸n kai thn austhr  diatÔpwshtou axi¸matì
 ma
, h ex�swsh E apotele� èna ep�pedo sÔsthma exis¸sewn, ìpou
E = 〈X,A, e〉, me X = {x}, A = ∅, ex = {x}. Epomènw
 apì to AFA èqoume ìtija prèpei na èqei m�a kai monadik  lÔsh (k�ti pou epidi¸kame apì thn arq ).Orismì
 2.7. Sumbol�zoume me Ω to sÔnolo pou apotele� thn monadik  lÔshtou ep�pedou sust mato
 exis¸sewn(2.3) x = {x}'Estw t¸ra ta parak�tw ep�peda sust mata exis¸sewn

(E1)

x = {y, z}

y = {x}

z = {x, y}

(E2)

x = {x0}

x0 = {x1}...
xn = {xn+1}... (E3)

x = {x, x0}

x0 = {x, x1}...
xn = {x, xn+1}...ParathroÔme ìti ìla ta parap�nw sust mata èqoun akrib¸
 to �dio sÔnololÔsewn me to E . Sto E1 èqoume eÔkola ìti sE1

x = sE1
y = sE1

z = Ω mia
 kai
{Ω,Ω} = {Ω} = Ω (apì ton orismì tou Ω), en¸ sto E3 (to E2 e�nai an�logo)èqoume ìti sE3

x = sE3
x0

= . . . = sE3
xn

= . . . = Ω giat� Ω = {Ω} kai epomènw

sE3

xn
= {sE3

xn+1
}.To epìmeno apotèlesma èrqetai na genikeÔsei to gegonì
 autì.Prìtash 2.3. 'Estw E = 〈X,A, e〉 ep�pedo sÔsthma exis¸sewn, ìpou A = ∅kai gia k�je x ∈ X, ex 6= ∅. Tìte to E èqei sÔnolo lÔsewn to Ω.Apìdeixh. Ja de�xoume ìti h s, me

sx = Ω, gia k�je x ∈ X,18



2. Ax�wma Antijemel�wsh
 2.7. Prosomoi¸sei
e�nai lÔsh tou E .'Estw x ∈ X. 'Eqoume
Ω = sx = {sy | y ∈ ex ∩ X} ∪ cEx

= {sy | y ∈ ex} (cEx = ∅ kai ex ⊆ X)

= {Ω | y ∈ ex} (sy = Ω, gia k�je y ∈ X )

= {Ω},h opo�a isìthta isqÔei apì ton orismì tou Ω.'Ara h s e�nai lÔsh kai m�lista h monadik , dhlad 
solution-set(E) = {Ω} = Ω. ⊣2.7 Prosomoi¸sei
'Opw
 to Ω ètsi kai k�je sÔnolo, apotele� lÔsh poll¸n diaforetik¸n susth-m�twn exis¸sewn. Up�rqoun peript¸sei
 sti
 opo�e
 e�nai eÔkolo me m�a apl episkìphsh na odhghjoÔme sto sumpèrasma ìti ta upì melèth sust mata exi-s¸sewn èqoun to �dio sÔnolo lÔsewn, ìti dhlad  me m�a ènnoia e�nai isodÔnama.A
 p�roume gia par�deigma ta dÔo parak�tw sust mata exis¸sewn E kai E ′

(E)

x = {p, y, z}

y = {w}

z = {y, w}

w = {y, z}











(E1)
(E ′)

x′ = {p, y′}

y′ = {y′},ìpou p e�nai par�metro
.Me thn pr¸th mati� moi�zoun entel¸
 diaforetik� kai epomènw
 den d�nounthn entÔpwsh ìti ja èqoun koinè
 lÔsei
. Koit�zonta
 ìmw
 l�go pio prosektik�ja parathr soume ìti an apomon¸soume ti
 trei
 teleuta�e
 exis¸sei
 tou Ekai ti
 jewr soume èna xeqwristì sÔsthma exis¸sewn E1, tìte efarmìzonta
thn Prìtash 2.3 pa�rnoume w
 lÔsh tou thn sE1 me sE1
y = sE1

z = sE1
w = Ω.Katal goume loipìn ìti to arqikì ma
 sÔsthma E èqei w
 lÔsh thn sE me sEx =

{p,Ω}, sEy = sEz = sEw = Ω. Apì thn �llh meri�, to E ′ omo�w
 èqei w
 lÔsh thn
sE

′ me sE
′

x′ = {p,Ω}, sE
′

y′ = Ω. Epomènw
 solution-set(E) = solution-set(E ′).Oi peript¸sei
 san aut  bèbaia apoteloÔn exa�resh. Sun jw
 den e�nai ka-jìlou eÔkolo na diakr�noume an dÔo sust mata exis¸sewn èqoun to �dio sÔnolo19
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lÔsewn. Gi� autìn akrib¸
 to lìgo qrei�zetai na anazht soume èna krit rio pouna ma
 bebai¸nei an ìntw
 dÔo sust mata exis¸sewn èqoun koinè
 lÔsei
, toopo�o m�lista na e�nai aplì kai genik� efarmìsimo. Prin ìmw
 ekfr�soume autìto krit rio prèpei na or�soume m�a shmantik  ènnoia sthn opo�a ja basiste�.Orismì
 2.8. 'Estw A ⊆ U kai èstw E = 〈X,A, e〉, E ′ = 〈X ′, A, e′〉 dÔogenikeumèna ep�peda sust mata exis¸sewn me �dio sÔnolo paramètrwn.Sqèsh A-prosomo�wsh
 (bisimulation relation) twn E kai E ′ e�nai k�je sqèsh
R ⊆ X × X h opo�a ikanopoie� ti
 parak�tw sunj ke


i. 'Estw xRx′. Tìte, gia k�je y ∈ ex ∩ X, up�rqei y′ ∈ e′x′ ∩ X ′ tètoio¸ste y R y′.
ii. 'Estw xRx′. Tìte, gia k�je y′ ∈ e′x′ ∩ X ′, up�rqei y ∈ ex ∩ X tètoio¸ste y R y′.
iii. An xR x′, tìte ex ∩ A = e′x′ ∩ A.Lème ìti ta E kai E ′ e�nai A-prosìmoia (bisimilar) kai gr�foume E ≡ E ′, anup�rqei sqèsh A-prosomo�wsh
 metaxÔ tou
 pou ikanopoie� ta ex 

i. Gia k�je x ∈ X, up�rqei x′ ∈ X ′ tètoio ¸ste xRx′.
ii. Gia k�je x′ ∈ X ′, up�rqei x ∈ X tètoio ¸ste xRx′.Parat rhsh 2.5. Sun jw
 parale�poume to “A” kai mil�me apl� gia sqèshprosomo�wsh
 kai prosìmoia sÔnola.A
 gur�soume p�li sto par�deigma th
 arq 
 th
 paragr�fou kai a
 or�soumesqèsh R ⊆ X × X ′, me

R = {〈x, x′〉, 〈y, y′〉, 〈z, y′〉, 〈w, y′〉}.E�nai eÔkolo na elègxoume ìti aut  h sqèsh e�nai {p}-prosomo�wsh. A
 elèg-xoume ìmw
 k�poie
 apì ti
 sunj ke
 gia na bebaiwjoÔme. 'Eqoume ìti xRx′.Katarq�
 isqÔei ex ∩ A = e′x′ ∩ A = {p}. Ep�sh
 èqoume ìti y ∈ ex ∩ X,
y′ ∈ e′x′ ∩ X ′ kai y R y′. Omo�w
 z ∈ ex ∩ X, y′ ∈ e′x′ ∩ X ′ kai z R y′. ParìmoiakalÔptontai ìle
 oi sunj ke
 gia k�je zeÔgo
 sthn R.ParathroÔme loipìn ìti dÔo sust mata pou de�xame ìti èqoun to �dio sÔnololÔsewn e�nai prosìmoia. Th sÔndesh aut¸n twn dÔo gegonìtwn fwt�zei toepìmeno je¸rhma.Je¸rhma 2.4. 'Estw E = 〈X,A, e〉 kai E ′ = 〈X ′, A, e′〉 ep�peda sust mataexis¸sewn me �dio sÔnolo paramètrwn A ⊆ U . Ta E , E ′ èqoun to �dio sÔnololÔsewn an kai mìno an e�nai prosìmoia.20
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Apìdeixh. (⇒) 'Estw ìti ta E kai E ′ èqoun �dio sÔnolo lÔsewn kai èstw s kai
s′ oi lÔsei
 tou
 ant�stoiqa. Or�zoume sqèsh R ⊆ X × X ′ tètoia ¸ste

xR x′ an kai mìno an sx = s′x′ .Ja de�xoume ìti h R e�nai sqèsh prosomo�wsh
. 'Estw xRx′. Ex� orismoÔèqoume sx = s′x′ .
i. 'Estw y ∈ ex ∩ X, tìte

sy ∈ sx = s′x′ ⇒ sy = s′y′ , gia k�poio y′ ∈ e′x′ ∩ X ′

⇒ y R y′, gia k�poio y′ ∈ e′x′ ∩ X ′.Epomènw
 gia k�je y ∈ ex ∩ X, up�rqei y′ ∈ e′x′ ∩ X ′ tètoio ¸ste
y R y′.

ii. Omo�w
 me to (i), gia k�je y′ ∈ e′x′ ∩X ′, up�rqei y ∈ ex ∪X tètoio ¸ste
y R y′.

iii. 'Eqoume ìti
p ∈ ex ∩ A ⇔ p ∈ sx ∩ A ⇔ p ∈ s′x′ ∩ A ⇔ p ∈ e′x′ ∩ A.'Ara

ex ∩ A = e′x′ ∩ A.Dhlad , h R e�nai sqèsh prosomo�wsh
 kai epomènw

E ≡ E ′.(⇐) 'Estw E ≡ E ′ kai R sqèsh prosomo�wsh
 metaxÔ tou
. Ja de�xoume ìti

xR x′ ⇒ sx = s′x′ .An to de�xoume autì, tìte eÔkola prokÔptei ìti
solution-set(E) = solution-set(E ′).Pr�gmati, èstw a ∈ solution-set(E). Tìte

a = sx, gia k�poio x ∈ X.AfoÔ h R e�nai prosomo�wsh, up�rqei x′ ∈ X ′ tètoio ¸ste
xR x′.21
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'Ara
sx = s′x′kai epomènw


a = s′x′ ∈ solution-set(E ′).'Ara
solution-set(E) ⊆ solution-set(E ′).'Omoia de�qnoume ìti solution-set(E ′) ⊆ solution-set(E).Mènei na de�xoume loipìn ìti

xRx′ ⇒ sx = s′x′ .Autì ja g�nei qrhsimopoi¸nta
 thn monadikìthta th
 lÔsh
 enì
 nèou sust -mato
 exis¸sewn E∗.Or�zoume E∗ = 〈X∗, A, e∗〉, ìpou
X∗ = {〈x, x′〉 ∈ X × X ′ | xR x′}kai gia k�je 〈x, x′〉 ∈ X∗,

e∗〈x,x′〉 = {〈y, y′〉 ∈ X∗ | y ∈ ex kai y′ ∈ e′x′} ∪ (ex ∩ A).Ja de�xoume ìti oi sunart sei
 s1 kai s2 pou or�zontai sto X∗ me
s1
〈x,x′〉 = sxkai

s2
〈x,x′〉 = sx′ ,apoteloÔn lÔsei
 tou E∗.An to petÔqoume autì, lìgw th
 monadikìthta
 th
 lÔsh
 k�je sust mato
exis¸sewn ja èqoume ìti
s1 = s2,dhlad  ìti gia k�je 〈x, x′〉 ∈ X∗,

s1
〈x,x′〉 = s2

〈x,x′〉,  isodÔnama ìti an xR x′ tìte sx = sx′ ,22
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 2.7. Prosomoi¸sei
to opo�o e�nai autì pou jèlame.'Estw loipìn 〈x, x′〉 ∈ X∗. Prèpei na de�xoume ìti
s1
〈x,x′〉 = {s1

〈y,y′〉 | 〈y, y′〉 ∈ e∗〈x,x′〉} ∪ (e∗〈x,x′〉 ∩ A).'Estw
a ∈ s1

〈x,x′〉 = sx.Tìte, e�te a = sy, gia k�poio y ∈ ex ∩ X, e�te a ∈ ex ∩ A.An up�rqei y ∈ ex ∩ X, tètoio ¸ste a = sy, tìteup�rqei y′ ∈ e′x′ ∩ X ′ tètoio ¸ste y R y′,dhlad 
〈y, y′〉 ∈ X∗kai epomènw


a = s1
〈y,y′〉 ∈ {s1

〈y,y′〉 | 〈y, y′〉 ∈ e∗〈x,x′〉}.An p�li a ∈ ex ∩ A, tìte eÔkola
a ∈ e∗〈x,x′〉 ∩ A.'Estw t¸ra ìti

a ∈ {s1
〈y,y′〉 | 〈y, y′〉 ∈ e∗〈x,x′〉} ∪ (e∗〈x,x′〉 ∩ A),tìte e�te a = s1

〈y,y′〉 gia k�poio 〈y, y′〉 ∈ e∗〈x,x′〉 e�te a ∈ e∗〈x,x′〉 ∩ A.An up�rqei 〈y, y′〉 ∈ e∗〈x,x′〉, tètoio ¸ste a = s1
〈y,y′〉, tìte

a = sykai efìson y ∈ ex, ja èqoume kai ìti
a = sy ∈ sx = s1

〈x,x′〉.An p�li a ∈ e∗〈x,x′〉 ∩ A ,tìte profan¸

a ∈ ex ∩ A ⇒ a ∈ sx = s1

〈x,x′〉.Me ìmoio trìpo de�qnoume ìti kai h s2 e�nai lÔsh tou E∗. ⊣Pìrisma 2.5. H sqèsh prosomo�wsh
 metaxÔ genikeumènwn ep�pedwn susth-m�twn exis¸sewn me �dio sÔnolo paramètrwn e�nai sqèsh isodunam�a
.23
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Apìdeixh.- An E ≡ E ′, tìte
solution-set(E) = solution-set(E ′)

⇒ solution-set(E ′) = solution-set(E)

⇒ E ′ ≡ E .- An E ≡ E ′ kai E ′ ≡ E ′′, tìte
solution-set(E) = solution-set(E ′)

& solution-set(E ′) = solution-set(E)

⇒ solution-set(E ′) = solution-set(E ′′)

⇒ E ≡ E ′′.- E ≡ E , afoÔ solution-set(E) = solution-set(E). ⊣2.8 Isqur  ektatikìthta'Oso h ant�lhy  ma
 gia ta kainoÔrgia sÔnola tou sÔmpantì
 ma
 dieurÔnetai,g�netai oloèna kai pio kajarì ìti ja prèpei na paraithjoÔme apì orismène
 su-n jeie
 tou palioÔ kìsmou th
 ZFC. Qarakthristikìtero par�deigma e�nai autìth
 qr sh
 tou Axi¸mato
 'Ektash
 w
 krithr�ou gia to an dÔo sÔnola e�nai�sa   ìqi. O lìgo
 pou apotugq�nei to sugkekrimèno krit rio f�nhke arket�kal� sti
 prohgoÔmene
 paragr�fou
. To prìblhma e�nai h kuklikìthta pouenup�rqei stou
 orismoÔ
 merik¸n sunìlwn. Gia par�deigma, e�nai adÔnato naelègxoume an ta sÔnola
a = {p, a}kai
b = {p, {p, b}}e�nai �sa   ìqi qrhsimopoi¸nta
 to Ax�wma 'Ektash
. Gi� autì loipìn qreia-zìmaste èna kainoÔrgio krit rio. Fusik� to krit rio autì den mpore� par� nabas�zetai sth sÔgkrish twn susthm�twn exis¸sewn apì ta opo�a proèkuyan taupì sÔgkrish sÔnola. 24



2. Ax�wma Antijemel�wsh
 2.8. Isqur  ektatikìthtaParat rhsh 2.6. Par� to gegonì
 ìti to Ax�wma 'Ektash
 apotugq�nei nama
 d¸sei èna axiìpisto krit rio isìthta
 sunìlwn, den prèpei autì na ma
 pa-rasÔrei sto esfalmèno sumpèrasma ìti to ax�wma den isqÔei. 'Htan basikì ma
a�thma apì thn arq  h diat rhsh th
 isqÔo
 ìlwn twn axiwm�twn th
 ZFC -.E�nai ep�sh
 shmantikì na toniste� ìti polÔ suqn� to Ax�wma 'Ektash
 prosfè-rei èna polÔ eÔkolo krit rio anisìthta
. Gia par�deigma, ta sÔnola
a = {p, {a}}kai
b = {q, {b}}, ìpou p, q ∈ U kai p 6= q,den e�nai �sa giat� akrib¸
 den èqoun ta �dia stoiqe�a.Orismì
 2.9. Sqèsh prosomo�wsh
 sunìlwn (bisimulation relation on sets) Re�nai k�je dimel 
 sqèsh h opo�a ikanopoie� ta ex 
An aR b, tìte

i. Gia k�je c ∈ a, up�rqei sÔnolo d ∈ b tètoio ¸ste cR d.
ii. Gia k�je d ∈ b, up�rqei sÔnolo c ∈ a tètoio ¸ste cR d.
iii. a ∩ U = b ∩ U .Ja lème ìti ta sÔnola a kai b e�nai prosìmoia an up�rqei sqèsh prosomo�w-sh
 sunìlwn R tètoia ¸ste aR b.Par�deigma 2.1. 'Estw p ∈ U ,

a = {p, a}kai
b = {p, {p, {p, b}}}.'Estw t¸ra

R = {〈a, b〉, 〈a, {p, {p, b}}〉}.H R e�nai profan¸
 m�a sqèsh prosomo�wsh
 sunìlwn tètoia ¸ste aR b.Je¸rhma 2.6 (Je¸rhma Isqur 
 Ektatikìthta
 - Strong Extensiona-

lity). 'Estw I h tautotik  sqèsh sta sÔnola, dhlad  I = {〈a, a〉 | a sÔnolo}.H I e�nai h megalÔterh sqèsh prosomo�wsh
 sunìlwn. Dhlad 25
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i. H I e�nai sqèsh prosomo�wsh
 sunìlwn.
ii. An h R e�nai sqèsh prosomo�wsh
 sunìlwn, tìte h R e�nai uposqèsh th
tautotik 
, dhlad  an aR b tìte a = b.Apìdeixh. To (i) prokÔptei �mesa apì ton orismì th
 prosomo�wsh
. Mèneiloipìn na de�xoume to (ii).'Estw R sqèsh prosomo�wsh
 sunìlwn kai èstw aR b. Ja de�xoume ìti

a = b. 'Estw loipìn Ea = 〈Xa, Aa, ea〉 kai Eb = 〈Xb, Ab, eb〉 ta kanonik� geni-keumèna sust mata exis¸sewn twn a kai b ant�stoiqa.O stìqo
 ma
 e�nai na apode�xoume ìti o periorismì
 R′ th
 R sto Xa ×Xbe�nai sqèsh prosomo�wsh
 metaxÔ twn Ea kai Eb. An to katafèroume autì, tìteja èqoume ìti
a = sa (h tautotik  sun�rthsh sto Xa e�nai lÔsh tou Ea)

= sb (ta Ea kai Eb e�nai prosìmoia)
= b. (h tautotik  sun�rthsh sto Xb e�nai lÔsh tou Eb)'Ara arke� na de�xoume ìti h R′ e�nai prosomo�wsh metaxÔ twn Ea kai Eb.- Katarq�
 prèpei na de�xoume ìti Aa = Ab. 'Estw

p ∈ Aa = support(a).Tìte up�rqei a′ ∈ trcl({a}), tètoio ¸ste p ∈ a′. Up�rqei ep�sh
 peperasmènhakolouj�a {ai} tètoia ¸ste
a′ = an ∈ an−1 ∈ · · · ∈ a1 ∈ a0 = a.Gnwrizoume ìmw
 ìti aR b, �raup�rqei b1 ∈ b0 = b, tètoio ¸ste, a1 R b1.Me �dio trìpo pa�rnoume ìti,gia k�je i ≤ n, up�rqei bi, tètoio ¸ste, ai R bi,dhlad  up�rqei akolouj�a {bi} tètoia ¸ste
b′ = bn ∈ bn−1 ∈ · · · ∈ b1 ∈ b0 = b26
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a′ R b′.Epomènw


p ∈ a′ ∩ U = b ∩ U ⇒ p ∈ b′ ⇒ p ∈ support(b) = Ab.Dhlad 
Aa ⊆ Ab.Me ìmoio trìpo pa�rnoume kai ìti Ab ⊆ Aa.- 'Estw t¸ra

Y = {x ∈ Xa | xR′ x′ gia k�poio x′ ∈ Xb}.An de�xoume ìti Y = Xa, tìte ja èqoume ìti, gia k�je x ∈ Xa, up�rqei x′ ∈ Xbtètoio ¸ste xR′ x′.'Eqoume ìti
a ∈ Y,giat� aR b kai b ∈ Xb.Ep�sh
 eÔkola pa�rnoume ìti to Y e�nai metabatikì. 'Estw x ∈ Y kai y ∈ x.Tìte up�rqei x′ ∈ Xb tètoio ¸ste xR x′. 'Ara afoÔ y ∈ x, apì ton orismìth
 prosomo�wsh
 sunìlwn ja èqoume ìti up�rqei y′ ∈ x′ tètoio ¸ste yRy′.Epomènw


x′ ∈ Xb,mia
 kai to Xb e�nai metabatikì.To U e�nai loipìn metabatikì kai perièqei to a w
 stoiqe�o, epomènw

Xa = trcl({a}) ⊆ Y ⊆ Xa

⇒ Y = Xa.'Omoia de�qnetai ìti, gia k�je x′ ∈ Xb, up�rqei x ∈ Xa tètoio ¸ste xR′ x′.- 'Estw xR′ y kai èstw x′ ∈ (ea)x ∩ Xa. Tìte
x′ ∈ x ∩ Xa,afoÔ (ea)x = x. Dhlad  to x′ e�nai sÔnolo kai epomènw
 up�rqei y′ ∈ y tètoio¸ste x′ R y′, afoÔ R e�nai prosomo�wsh sunìlwn. Apì th metabatikìthta tou

Xb, pa�rnoume ìti y′ ∈ Xb, opìte
y′ ∈ (ea)y ∩ Xb27
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kai �ra
x′ R′ y′.'Omoia prokÔptei kai h summetrik  sunj kh ston orismì th
 prosomo�wsh
.- 'Estw xR′ y. Tìte

x ∩ U = y ∩ U .'Omw
 x ∩ U ⊆ A kai y ∩ U ⊆ A. 'Ara
(ea)x ∩ A = x ∩ A = x ∩ U = y ∩ U = y ∩ A = (eb)y ∩ A. ⊣2.9 Telest 
 antikat�stash
H adunam�a th
 ènnoia
 tou ep�pedou sust mato
 na perigr�fei me �meso trì-po sqèsei
 sti
 opo�e
 perilamb�nontai kataskeuè
 pou sunant�me suqn� sthnsunolojewr�a, apotele� �sw
 to ant�timo me to opo�o èprepe na plhr¸soume thnaplìthta tou L mmato
 Ep�lush
. Sthn pr�xh h adunam�a aut  apodeiknÔetaiidia�tera enoqlhtik  kai m�lista w
 èna bajmì katastrofik  gia th dia�sjhsh.Autì fa�netai kalÔtera apì to parak�tw sÔsthma

x = {〈y,Ω〉, z}

y = {z, 2}(E)
z = 〈p, x〉,ìpou p e�nai par�metro
.Ja  tan s�goura polÔ bolikì kai diaisjhtik� gìnimo na e�maste ikano� naepikaloÔmaste �mesa to L mma Ep�lush
 gia sust mata exis¸sewn ìpw
 to E .Autì dustuq¸
 den mpore� na g�nei giat� to E den e�nai ep�pedo. Akìma ìmw
kai na mporoÔsame na to k�noume autì, paramènei èna er¸thma. P¸
 ja  tan�rage oi lÔsei
 tou E ? Gia na to doÔme autì ja prèpei na to metatrèyoume ìpw
p�nta se èna ep�pedo sÔsthma exis¸sewn w
 ex 

x = {x0, z}

x0 = {x1, x2}

x1 = {y}

x2 = {y, x3}

x3 = {x3}

y = {z, y2}(E ′)
y2 = {y1, y0}28
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 antikat�stash

y1 = {y0}

y0 = ∅

z = {z1, z2}

z1 = {p}

z2 = {p, x}.Katarq�
, akìma kai to mègejo
 tou nèou sust mato
 ma
 de�qnei pìsodÔsqrhsth e�nai aut  h mèjodo
 kai pìso epitaktik  e�nai h an�gkh enì
 jew-r mato
 pou ja qeirizìtan tètoie
 peript¸sei
. Parìla aut� pro
 to parìnprèpei na arkestoÔme sta mèqri t¸ra gnwst� ma
 apotelèsmata me stìqo thdias�fhsh tou probl mato
. Apì thn metatrop  tou sust mato
 E se E ′ kaièqonta
 sto mualì ma
 ti
 antistoiq�e
 twn metablht¸n pa�rnoume ìti
sEx = sE

′

x , sEy = sE
′

y , sEz = sE
′

z .ParathroÔme ìti
sE〈y,Ω〉 = sE

′

x0

= {sE
′

x1
, sE

′

x2
}

= {{sE
′

y }, {sE
′

y ,Ω}}

= 〈sE
′

y ,Ω〉

= 〈sEy ,Ω〉,�ra
sEx = {sE〈y,Ω〉, s

E
z }

= {〈sEy ,Ω〉, sEz },en¸ ep�sh

sEy = {sEz , sE2}

= {sEz , 2},afoÔ
sE2 = sE

′

y2

= {sE
′

y1
, sE

′

y2
}

= {{0}, 0}29
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= {1, 0}

= 2,kai tèlo

sEz = sE

′

z

= {sE
′

z1
, sE

′

z2
}

= {{p}, {p, sE
′

x }}

= 〈p, sE
′

x 〉 = 〈p, sEx〉.Dhlad  sunoptik� h lÔsh tou E e�nai
sEx = {〈sEy ,Ω〉, sEz }

sEy = {sEz , 2}

sEz = 〈p, sEx〉.ParathroÔme ìti h diadikas�a ep�lush
 �fhse anallo�wta ta Ω, 2, p kai to dia-tetagmèno zeÔgo
, en¸ antikatèsthse “mèsa” sta x, y, z ìla ta upìloipa me toant�stoiqì tou
 kat� thn s.Autì e�nai �sw
 èna kalì shme�o na apomon¸soume kai na genikeÔsoume ti
parathr sei
 ma
 d�nonta
 merikoÔ
 orismoÔ
.Orismì
 2.10. Genikì sÔsthma exis¸sewn (General system of equations) ka-loÔme k�je diatetagmènh tri�da E = 〈X,A, e〉, ìpou X kai A e�nai sÔnolatètoia ¸ste X ⊆ U , A ⊆ U kai X ∩ A = ∅ kai e e�nai sun�rthsh apì to X sto
Vafa[X ∪ A].Orismì
 2.11. Antikat�stash (Substitution) e�nai k�je sun�rthsh s me ped�-o orismoÔ sÔnolo atìmwn. Telest 
 antikat�stash
 (Substitution operation)e�nai k�je telest 
 sub, tou opo�ou to ped�o orismoÔ e�nai kl�sh apì diatetag-mèna zeÔgh 〈s, b〉, ìpou s e�nai antikat�stash kai b ∈ U ∪Vafa[U ], tètoio
 ¸stena isqÔoun ta ex 


i. An x ∈ dom s, tìte sub(s, x) = sx.
ii. An x ∈ U \ dom s tìte sub(s, x) = x.
iii. Gia k�je a ∈ Vafa[U ], sub(s, a) = {sub(s, b) | b ∈ a}.30
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 2.9. Telest 
 antikat�stash
Parat rhsh 2.7. 1. H basik  diaforopo�hsh th
 ènnoia
 tou genikoÔ sunì-lou exis¸sewn apì aut 
 tou ep�pedou e�nai ìti oi exis¸sei
 plèon mporoÔn naperièqoun sÔnola tou Vafa[X ∪ A], dhlad  sÔnola pou prokÔptoun w
 lÔsei
apì �lla sust mata exis¸sewn. Gia par�deigma, to E pou or�same sthn arq th
 paragr�fou e�nai èna apìluta nìmimo genikì sÔsthma exis¸sewn.2. O lìgo
 pou den epitrèyame h e na pa�rnei kai w
 timè
 �toma, e�nai giana apofeuqjoÔn problhmatikè
 katast�sei
 ìpw
 oi
ex = x, me x ∈ X, 
ex = p, me p ∈ A,mia
 kai sthn pr¸th per�ptwsh de ja e�qame monadikìthta th
 lÔsh
, en¸ sthdeÔterh h lÔsh ja  tan adÔnath afoÔ gia kanèna sÔnolo den isqÔei sx = p ∈ U .3. O lìgo
 pou qrhsimopoi same �dio sumbolismì gia lÔsei
 susthm�twn kaiantikatast�sei
, e�nai giat� ìpw
 ja doÔme parak�tw k�je lÔsh sust mato
e�nai m�a antikat�stash.Shme�wsh. 'Opw
 ja doÔme parak�tw apì to basikì ma
 je¸rhma prokÔpteiìti up�rqei èna
 kai monadikì
 telest 
 antikat�stash
 sub. Ja gr�foumeloipìn a[s] ant� gia sub(s, a), mia
 kai de ja up�rqei k�poia as�feia w
 pro
 topoiìn sugkekrimèno telest  antikat�stash
 ennooÔme.Ep�sh
 gia k�je antikat�stash s, ja sumbol�zoume me [s] ton telest  giaton opo�o isqÔei

a[s] = sub(s, a), gia k�je a ∈ Vafa[U ] ∪ U .Me autì to sumbolismì loipìn èqoume ìti
a[s] =







sa, an a ∈ dom(s)
a, an a ∈ U \dom(s)
{b[s] | b ∈ a}, an a ∈ Vafa[U ].H ènnoia th
 antikat�stash
 pou mìli
 or�same k�nei pio eÔkolo to èrgo th
perigraf 
 th
 ep�lush
 tou sust mato
 E . H lÔsh s mpore� na eidwje� w
 m�asun�rthsh h opo�a antikajist� ta x, y, z diatrèqonta
 “kat� b�jo
” ti
 exis¸-sei
 ex, ey, ez (Sq ma 2.1). H diadikas�a aut  apotele� mia kal  perigraf  toutrìpou me ton opo�o odhgoÔmaste sthn lÔsh enì
 sust mato
 exis¸sewn. Fa-ner¸nei m�lista kai èna problhmatikì shme�o sto opo�o ja prèpei na stajoÔme.Epeid  akrib¸
 to Ω e�nai mh edraiwmèno apaitoÔntai �peira b mata “anadrom 
”¸ste na ft�soume sthn olokl rwsh th
 ep�lush
. Autì akrib¸
 e�nai kai tobasikì prìblhma pou prèpei na antimetwp�soume gia na apode�xoume thn Ôparxhkai monadikìthta tou telest  antikat�stash
 sub. An  mastan periorismènoi31
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sx = x[s]





y

(orismì
 th
 ex)

{

〈y,Ω〉 , z
}

[s]




y

(orismì
 diat. zeÔgou
)
{

{

{

y
}

,
{

y , Ω
}

}

, z

}

[s]




y

(idiìthta (iii) tou sub)
{

{

{

y
}

,
{

y , Ω
}

}

[s] , z[s]

}





y

(idiìthte
 (iii) kai (i) tou sub)
{

{

{

y
}

[s] ,
{

y , Ω
}

[s]
}

, sz

}





y

(idiìthte
 (iii) tou sub)
{

{

{

y[s]
}

,
{

y[s] , Ω[s]
}

}

, sz

}





y

(idiìthte
 (iii) kai (i) tou sub)
{

{

{

sy

}

,
{

sy , {Ω[s]}
}

}

, sz

}





y

(idiìthta (iii) tou sub)
{

{

{

sy

}

,
{

sy , { {Ω[s]} }
}

}

, sz

}





y...




y

(idiìthta (iii) tou sub)
{

{

{

sy

}

,
{

sy , { { . . . } }
}

}

, sz

}=
{

{

{

sy

}

,
{

sy , Ω
}

}

, sz

}





y

(or. diat. zeÔgou
)
{

〈sy , Ω〉 , sz

}

.Sq ma 2.1: Leitourg�a sub.32



2. Ax�wma Antijemel�wsh
 2.9. Telest 
 antikat�stash
sto sÔmpan twn edraiwmènwn sunìlwn, to èrgo ma
 ja  tan eÔkolo mia
 kai hanadrom  ma
 ja e�qe p�nta k�poia b�sh. T¸ra ìmw
, ìpw
 fa�netai kai sthnper�ptwsh tou Ω den mporoÔme na epikalestoÔme k�ti an�logo
sub(Ω, s) = sub({Ω}, s)

= {sub(Ω, s)}

= {sub({Ω}, s)}

= . . .

= {{ . . . {sub(Ω, s)} . . . }}

= . . .To p¸
 antimetwp�zoume to parap�nw prìblhma orismoÔ tou sub fa�netaiapì thn apìdeixh tou epìmenou jewr mato
.Je¸rhma 2.7 (Je¸rhma Telest  Antikat�stash
). Up�rqei monadikì
telest 
 antikat�stash sub(s, b), o opo�o
 or�zetai gia ìla ta zeÔgh 〈s, b〉 giata opo�a dom s ⊆ U kai b ∈ Vafa[U ]Apìdeixh. 'Uparxh telest  sub. 'Estw Subst h kl�sh ìlwn twn sunart sewnantikat�stash
. Or�zoume telest  sub : Subst× (U ∪Vafa[U ]) tètoio ¸ste giak�je antikat�stash s kai b ∈ U ∪ Vafa[U ],
sub(s, b) =







b, an b ∈ U \ dom s

sb, an b ∈ dom s

solb(b), an b ∈ Vafa[U ],ìpou sol e�nai h monadik  lÔsh tou genikeumènou ep�pedou sust mato
 exis¸sewn
Eb = 〈X,A, e〉 pou or�zetai w
 ex 


X = trcl({b} ∪ ran s) \ U

A = trcl({b} ∪ ran s) ∩ Ukai gia k�je x ∈ X,
ex = {sy | y ∈ x ∩ dom s} ∪ {y | y ∈ x ∩ (A \ dom s)} ∪ (x ∩ X).Ja de�xoume ìti o sub plhro� ti
 pro�pojèsei
 enì
 telest  antikat�stash
.Saf¸
 to ped�o orismoÔ kai oi sunj ke
 (i) kai (ii) sumfwnoÔn me ton orismì.33
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Mènei loipìn h sunj kh (iii).'Estw b ∈ Vafa[U ] kai antikat�stash s, tìte
sub(s, b) = solb(b)

= {sx | x ∈ b ∩ dom s} ∪ {x | x ∈ b ∩ (A \ dom s)}∪

∪ {solb(c) | c ∈ b ∩ X}

= {sub(s, x) | x ∈ b ∩ dom s}∪

∪ {sub(s, x) | x ∈ b ∩ (A \ dom s)}∪

∪ {sub(s, c) | c ∈ b ∩ X}

= {sub(s, c) | c ∈ b}.Sti
 parap�nw isìthte
 qrhsimopoi same ton orismì tou sub apì ton opo�oprokÔptei �mesa ìti gia x ∈ b∩dom s, sub(s, x) = sx kai gia x ∈ b∩(A\dom s),
sub(s, x) = x. Ep�sh
 h tr�th isìthta dikaiologe�tai apì to ìti, gia k�je c ∈
b ∩ X, to Ec e�nai uposÔsthma exis¸sewn tou Eb, epomènw
 h lÔsh solc tou Ecperilamb�netai sthn lÔsh solb tou Eb kai epomènw


solc(c) = solb(c) = sub(s, c).Monadikìthta telest  sub. A
 upojèsoume ìti up�rqei telest 
 sub′ pou plh-ro� ìpw
 kai o sub ìle
 ti
 proupojèsei
 tou orismoÔ. Ja de�xoume ìti
sub′ = sub .'Estw s antikat�stash kai R h parak�tw sqèsh

R = {〈sub(s, b), sub′(s, b)〉 | b ∈ U ∪ Vafa[U ]}.Arke� na de�xoume ìti o periorismì
 th
 R se sÔnola e�nai sqèsh prosomo�wsh
.'Estw b ∈ Vafa[U ].- 'Estw
X ∈ U ∩ sub(s, b),tìte, afoÔ b sÔnolo, apì thn idiìthta (iii) tou orismoÔ tou telest  antikat�-stash
 sub èqoume ìti

X = sub(s, y), gia k�poio y ∈ b ∩ U .34
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 2.9. Telest 
 antikat�stash
'Ara
X = sub(s, y) = sy = sub′(s, y) ∈ sub′(s, b),p�li apì thn idiìthta (iii) gia ton sub′. 'Ara

U ∩ sub(s, b) ⊆ U ∩ sub′(s, b)kai omo�w
 de�qnoume ìti U ∩ sub′(s, b) ⊆ U ∩ sub(s, b).- 'Estw t¸ra
c ∈ sub(s, b) \ U .Efìson to b e�nai sÔnolo, èqoume ìti

c = sub(s, d) gia k�poio d ∈ bkai �ra
〈c, sub′(s, d)〉 ∈ .R'Omoia de�qnoume kai thn summetrik  sunj kh.'Ara gia k�je sÔnolo b,

sub(s, b) = sub′(s, b)kai epomènw

sub = sub′(afoÔ profan¸
 gia b ∈ U , sub(s, b) = sub′(s, b)). ⊣Parat rhsh 2.8. 1. H apìdeixh aut  de�qnei arket� qarakthristik� tou trì-pou me ton opo�o douleÔoume sto sÔmpan Vafa[U ]. Gia par�deigma e�dame ìtigia thn apìdeixh isìthta
 dÔo telest¸n prèpei na kataskeu�soume k�poia pro-somo�wsh metaxÔ tou
. Shmantikì shme�o th
 apìdeixh
 ep�sh
 e�nai autì tourhtoÔ orismoÔ tou telest  sub, sto opo�o fa�netai p¸
 antikaj�statai h su-nhjismènh anadrom  me autì pou ja onom�zoume“sunanadrom ”. M�lista ti
sunj ke
 (i) – (iii) ston Orismì 2.11 (sel. 30) tou telest  antikat�stash
 jati
 kaloÔme “sunj ke
 sunanadrom 
”. Me th bo jeia tou AFA mporoÔme naor�zoume mh edraiwmèna sÔnola ta opo�a plhroÔn k�poie
 “sunj ke
 sunana-drom 
” qrhsimopoi¸nta
 akrib¸
 to gegonì
 ìti k�je sÔsthma exis¸sewn pouperigr�fei autè
 ti
 sunj ke
 èqei lÔsh.2. H “epipedopo�hsh” pou perigr�yame w
 t¸ra se di�fora sust mata exi-s¸sewn fa�netai kajar� ston orismì tou solb. Na shmei¸soume ed¸ ìti o lìgo
pou aut  h diadikas�a petuqa�nei sthr�zetai kai ston periorismì pou jèsame ar-qik� sthn ènnoia tou genikoÔ sust mato
 exis¸sewn. Dhlad  sto ìti to sÔnolometablht¸n X apotele�tai mìno apì �toma. Gia na doÔme giat� to ant�jeto jaapoteloÔse sobarì empìdio a
 jewr soume sÔsthma E = 〈2, ∅, e〉 ìpou e0 = 1.'Estw loipìn s antikat�stash tètoia ¸ste s(0) = 0 kai s(1) = 0. Tìte èqoume35
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e0[s] = 1[s] = s(1) = 0kai
e0[s] = 1[s] = {0[s]} = {s(0)} = {0} = 1.Dhlad 

e0[s] 6= e0[s].2.10 'Algebra antikatast�sewnJa jèlame parenjetik� se aut  thn par�grafo na anafèroume merik� apote-lèsmata gÔrw apì thn �lgebra twn antikatast�sewn. Aut� ja ta qrhsimo-poi soume sth sunèqeia gia na d¸soume m�a akìma eÔqrhsth isodÔnamh morf tou L mmato
 Ep�lush
, all� kai gia na ekfr�soume ep�sh
 pio komy� merikè
idiìthte
 telest¸n sunìlwn sto epìmeno kef�laio.Gnwr�zoume ìti oi antikatast�sei
 e�nai sunart sei
 orismène
 se uposÔnolatou U . Epomènw
 genik� an t, s antikatast�sei
 kai gia k�poio p ∈ U , s(p) 6∈ U ,profan¸
 h sÔnjesh (t ◦ s)p den or�zetai. H klasik  sÔnjesh sunart sewnloipìn den ma
 bohj�ei p�nta sto na sundu�zoume antikatast�sei
. Gi� autì tolìgo odhgoÔmaste stou
 parak�tw orismoÔ
 enallaktik¸n “sunjèsewn”.Orismì
 2.12. 'Estw t, s antikatast�sei
.
i. Or�zoume t ⋆ s na e�nai h antikat�stash me ped�o orismoÔ to ped�o orismoÔth
 s kai gia thn opo�a isqÔei ìti gia k�je x ∈ dom(s),

(t ⋆ s)x = sx[t].

ii. Onom�zoume sumped�o orismoÔ (codomain) th
 s, to sÔnolo
codom(s) = support(ran(s))kai sthn per�ptwsh pou codom(s) ⊆ dom(t) or�zoume t · s na e�nai h an-tikat�stash me ped�o orismoÔ to ped�o orismoÔ th
 s kai gia thn opo�aisqÔei ìti gia k�je x ∈ dom(s),

(t · s)x = sx[t].Parat rhsh 2.9. 1. 'Estw t, s antikatast�sei
 tètoie
 ¸ste
ran(s) ⊆ dom(t).36



2. Ax�wma Antijemel�wsh
 2.10. 'Algebra antikatast�sewnTìte h sÔnjesh t ◦ s or�zetai kai m�lista gia k�je x ∈ dom(s),
(t ◦ s)x = t(sx)

= sx[t] (sx ∈ U)
= (t ⋆ s)x

= (t · s)x,ìpou (t·s)x or�zetai afoÔ support(ran(s)) = ran(s) ⊂ dom(t). 'Ara oi enallakti-kè
 “sunjèsei
” ma
 e�nai sunepe�
 epekt�sei
 th
 klasik 
 sunolojewrhtik 
sÔnjesh
.2. 'Estw t, s antikatast�sei
 me
ran(s) ⊆ Vafa .Tìte gia k�je x ∈ dom(s),

(t ⋆ s)x = (t · s)x = sx,ìpou t · s or�zetai mia
 kai support(ran(s)) = ∅ ⊆ dom(t). 'Ara h ⋆ èqei poll�dexi� monadia�a stoiqe�a.3. H · de�qnetai eÔkola ìti e�nai prosetairistik  (ìtan or�zetai).4. E�nai shmantikì na ton�soume ìti h “sÔnjesh” ⋆ or�zetai gia k�je zeÔ-go
 antikatast�sewn ant�jeta me thn · pou or�zetai upì proüpojèsei
. Gia tolìgo autì ja qrhsimopoioÔme kur�w
 thn pr¸th thn opo�a kai ja kaloÔme apl�sÔnjesh antikatast�sewn.Oi parak�tw idiìthte
 th
 ⋆ ja ma
 fanoÔn qr sime
 sth sunèqeia.Prìtash 2.8. 'Estw u, t, s antikatast�sei
.
i. An dom(t) ⊆ dom(s), tìte

[t ⋆ s] = [t] ◦ [s].

ii. An dom(u) ⊆ dom(t), tìte
u ⋆ (t ⋆ s) = (u ⋆ t) ⋆ s.

iii. H ken  antikat�stash i = ∅ e�nai to aristerì monadikì stoiqe�o th
 ⋆ kaie�nai monadikì.Apìdeixh. i. 'Estw p ∈ U .- An p ∈ dom(s), tìte
p[t ⋆ s] = sp[t]

= (p[s])[t]

= ([t] ◦ [s])(p).37
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- An p 6∈ dom(s) tìte p 6∈ dom(t), opìte
p[t ⋆ s] = p

= p[s]

= (p[s])[t]

= ([t] ◦ [s])(p).'Ara [t ⋆ s] kai [t] ◦ [s] sumfwnoÔn sta �toma.'Estw t¸ra sqèsh R tètoia ¸ste
R = {〈a[t ⋆ s], ([t] ◦ [s])(a)〉 | a ∈ Vafa[U ]}.H R e�nai arket� eÔkolo na de�xoume ìti e�nai prosomo�wsh se sÔnola kai epo-mènw


[t ⋆ s] = [t] ◦ [s].

ii. Profan¸
 oi antikatast�sei
 u ⋆ (t ⋆ s) kai (u ⋆ t) ⋆ s èqoun to �dio ped�oorismoÔ dom(s). 'Estw t¸ra x ∈ dom(s). Tìte
(u ⋆ (t ⋆ s))x = (t ⋆ s)x[u] (orismì
 ⋆)

= (sx[t])[u] (orismì
 ⋆)
= sx[u ⋆ t] (apì (i))
= ((u ⋆ t) ⋆ s)x (orismì
 ⋆).

iii. Gia k�je a ∈ Vafa[U ] isqÔei
a[i] = a,opìte i ⋆ s = s gia opoiad pote antikat�stash s kai epomènw
 h i e�nai aristerìmonadia�o stoiqe�o th
 ⋆.'Estw t¸ra s antikat�stash tètoia ¸ste s 6= i. Tìte up�rqei x ∈ U gia toopo�o isqÔei sx 6= x. 'Estw t antikat�stash me dom(t) = {x} kai tx = x. Tìte

(s ⋆ t)x = sx 6= x.'Ara h i e�nai monadikì aristerì monadia�o stoiqe�o. ⊣Parat rhsh 2.10. H i = ∅ den e�nai dexiì monadia�o stoiqe�o th
 ⋆, afoÔ giak�je antikat�stash s èqoume s ⋆ i = i.Idia�tero endiafèron parousi�zoun oi antikatast�sei
 pou pa�rnoun sÔnolaw
 timè
. Tètoie
 e�nai gia par�deigma oi sunart sei
 lÔsewn kai exis¸sewn(enì
 genikoÔ sust mato
 exis¸sewn). Eme�
 ja qreiastoÔme kur�w
 m�a gen�-keus  tou
, thn opo�a e�nai bolikì na or�soume s� autì to shme�o.Orismì
 2.13. M�a antikat�stash s onom�zetai gn sia (proper) an gia k�je
x ∈ dom(s),

sx 6= x ⇒ sx ∈ Vafa[U ].Parat rhsh 2.11. An t, s gn sie
 antikatast�sei
, tìte t ⋆ s kai t · s (ìtanor�zetai) e�nai ep�sh
 gn sie
. 38
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 2.11. Genikì L mma Ep�lush
2.11 Genikì L mma Ep�lush
Apì th stigm  pou èqoume sta qèria ma
 to je¸rhma Ôparxh
 tou telest antikat�stash
 e�maste ètoimoi na proqwr soume sthn arqik  ma
 epid�wxh, th
gen�keush
 dhlad  tou L mmato
 Ep�lush
 ¸ste na efarmìzetai kai se genik�sust mata exis¸sewn.Xekin�me me tou
 parak�tw orismoÔ
 pou epekte�noun  dh gnwstè
 ma
 èn-noie
 sto kainoÔrgio pla�sio twn genik¸n susthm�twn exis¸sewn.Orismì
 2.14. 'Estw E = 〈X,A, e〉 genikì sÔsthma exis¸sewn. LÔsh tou Eonom�zoume k�je sun�rthsh s me ped�o orismoÔ to X gia thn opo�a isqÔei ìti,gia k�je x ∈ X,
sx = ex[s].Akrib¸
 ìmoia me thn per�ptwsh tou ep�pedou sust mato
 exis¸sewn, or�-zoume kai ed¸

solution-set(E) = {sx | x ∈ X & s lÔsh tou E}.O parap�nw orismì
 th
 lÔsh
 enì
 genikoÔ sust mato
 exis¸sewn e�naisunep 
 epèktash autoÔ enì
 ep�pedou sust mato
 exis¸sewn. 'Estw E =
〈X,A, e〉 ep�pedo sÔsthma kai x ∈ X. Tìte, an s lÔsh tou E , èqoume

sx = {sy | y ∈ ex ∩ X} ∪ {p | p ∈ ex ∩ A} (klasikì
 orismì
)
= {y[s] | y ∈ ex ∩ X} ∪ {p[s] | p ∈ ex ∩ A} (idiìthte
 sub)
= ex[s]. ((iii) tou sub)E�nai ep�sh
 eÔkolo na doÔme ìti to par�deigma kai oi parathr sei
 pou k�-name sthn prohgoÔmenh par�grafo sun�doun me ton sugkekrimèno trìpo pro-sèggish
 th
 genikeumènh
 ènnoia
 th
 lÔsh
 pou mìli
 diatup¸same.Prin ft�soume sto basikì je¸rhma th
 paragr�fou, ja prèpei na apode�-xoume èna L mma to opo�o ousiastik� apotele� ton pur na tou.Orismì
 2.15. 'Estw E = 〈X,A, e〉 kai E ′ = 〈X ′, A′, e′〉 dÔo sust mata exis¸-sewn. Ja lème ìti to E ′ apotele� epèktash tou E an

i. X ⊆ X ′ kai
ii. gia k�je x ∈ X, e′x = ex.'Estw s, s′ lÔsei
 twn E kai E ′ ant�stoiqa, tètoie
 ¸ste gia k�je x ∈ X,

sx = s′x. Lème ìti h s′ e�nai epèktash th
 s.L mma 2.9. Gia k�je genikì sÔsthma exis¸sewn E = 〈X,A, e〉 up�rqei ep�pedosÔsthma exis¸sewn E ′ = 〈X ′, A′, e′〉 pou to epekte�nei kai gia to opo�o isqÔounta ex 
 39
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i. K�je lÔsh s tou E epekte�netai se m�a lÔsh s′ tou E ′.
ii. An s′ lÔsh tou E ′, tìte s′ ↾ X e�nai lÔsh tou E .Apìdeixh. Orismì
 tou E ′. 'Estw E ′ = 〈Y,A, e′〉 sÔsthma exis¸sewn tètoio¸ste

Y = (X ∪
⋃

x∈X

trcl(ex)) \ A,kai gia k�je y ∈ Y ,
e′y =

{

ey, an y ∈ Y

y, an y ∈ Y \ X.To E ′ e�nai profan¸
 ep�pedo (afoÔ gia k�je y ∈ Y , e′y ∈ P(Y ∪ A)) kai epe-kte�nei to E (afoÔ ex� orismoÔ X ⊆ Y kai gia k�je X ∈ X, e′x = ex).Apìdeixh tou (i). 'Estw s lÔsh tou E . Or�zoume s′ sto Y tètoia ¸ste
s′y = y[s].Profan¸
 h s′ epekte�nei thn s, afoÔ gia k�je x ∈ X,

sx = x[s] = s′x.Mènei loipìn na de�xoume ìti h s′ e�nai lÔsh tou E ′.'Estw y ∈ Y.An y 6∈ X,
s′y = y[s]

= {z[s] | z ∈ y} ∪ (y ∩ A) (orismì
 sub)
= {s′z | z ∈ y} ∪ (y ∩ A) (orismì
 s′ kai metab. tou Y )
= e′y[s′] (orismì
 sub).An y ∈ X, 40



2. Ax�wma Antijemel�wsh
 2.11. Genikì L mma Ep�lush

s′y = {z[s] | z ∈ ey}

= {z[s] | z ∈ ey ∩ (Y \ X)}∪ (orismì
 sub)
∪ {sz | z ∈ ey ∩ X} ∪ (ey ∩ A)

= {s′z | z ∈ e′y ∩ (Y \ X)}∪ (orismì
 s′ kai
∪ {s′z | z ∈ e′y ∩ X} ∪ (e′y ∩ A) s′ epekt. th
 s)

= e′y[s′] (orismì
 sub).'Ara gia k�je y ∈ Y ,
s′y = e′y[s′],epomènw
 s′ lÔsh tou E ′.Apìdeixh tou (ii). T¸ra èstw s′ lÔsh tou E ′ kai s = s′ ↾ X.Katarq�
 ja de�xoume ìti

s′y = y[s], gia k�je y ∈ Y .Autì, w
 sun jw
, ja g�nei br�skonta
 m�a sqèsh prosomo�wsh
 metaxÔ twn s′ykai y[s].'Estw loipìn
R = {〈s′y, y[s]〉 | y ∈ Y }.'Estw y ∈ Y kai s′y R y[s].Ja de�xoume ìti s′y ∩U = y[s]∩U . 'Estw p ∈ U . Efìson s′ lÔsh tou E ′, èqoumeìti s′y = e′y[s′].- An y ∈ X, tìte y[s] = sy = s′y, epomènw


p ∈ s′y ⇔ p ∈ y[s].- An y 6∈ X, tìte e′y[s′] = y[s′], apì ton orismì tou E ′, opìte
p ∈ y[s] ⇔ p ∈ y[s′] ⇔ p ∈ e′y[s′] ⇔ p ∈ s′y.'Ara se k�je per�ptwsh p ∈ s′y ∩ U ⇔ p ∈ y[s] ∩ U .41
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'Estw t¸ra a ∈ s′y ∩ Vafa[A]. Tìte a = s′z, gia k�poio z ∈ Y , kai epomènw
isqÔei ìti
aR z[s].Summetrik� t¸ra, èstw a ∈ y[s] ∩ Vafa[A]. Tìte apì thn idiìthta (iii) tou subèqoume ìti a = z[s], gia k�poio z ∈ y. Apì th metabatikìthta tou Y pa�rnoumeìti z ∈ Y . 'Ara
s′z R a.Epomènw
, gia k�je y ∈ Y , s′y = y[s].'Estw x ∈ X. Tìte

sx = s′x = {s′y | y ∈ ex \ A} ∪ (ex ∩ A) (orismì
 s, s′ lÔshtou E ′ kai e′x = ex)
= {s′y | y ∈ ex ∩ (Y \ X)}∪ (Y ∪ A =

∪ {s′y | y ∈ ex ∩ X} ∪ (ex ∩ A) (Y \ X) ∪ X ∪ A))
= {y[s] | y ∈ ex ∩ (Y \ X)}∪ (s′y = y[s], gia y ∈ Y )

∪ {y[s] | y ∈ ex ∩ (X ∪ A)}

= ex[s]. (orismì
 sub)Epomènw
, s lÔsh tou E . ⊣Je¸rhma 2.10 (Genikì L mma Ep�lush
). K�je genikì sÔsthma exis¸-sewn E = 〈X,A, e〉 èqei monadik  lÔsh s. Ep�sh
 to sÔnolo lÔsewn tou E e�naiuposÔnolo tou Vafa[A].Apìdeixh. 'Estw E = 〈X,A, e〉 genikì sÔsthma exis¸sewn. Apì to prohgoÔ-meno L mma pa�rnoume ìti up�rqei ep�pedo sÔsthma exis¸sewn E ′ pou plhro�k�poie
 sunj ke
. To sÔsthma autì èqei monadik  lÔsh s′ b�sh tou L mmato
Ep�lush
, sthn opo�a (lìgw twn sunjhk¸n pou ikanopoie� to E ′) antistoiqe�lÔsh s = s′ ↾ X tou E . H lÔsh s e�nai monadik , diaforetik� an s1,  tan m�a�llh lÔsh, apì to L mma ja e�qame ìti up�rqei epèktas  th
 s′1 lÔsh tou E ′tètoia ¸ste s′1 6= s′, to opo�o e�nai �topo lìgw th
 monadikìthta
 th
 s′.Ep�sh
 b�sh tou L mmato
, k�je lÔsh tou E epekte�netai se m�a lÔsh k�poiouep�pedou sust mato
 exis¸sewn E ′ me to �dio sÔnolo paramètrwn. Epomènw

solution-set(E) ⊆ solution-set(E ′) ⊆ Vafa[A]. ⊣42
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Sto epìmeno je¸rhma diatup¸netai èna gegonì
 pou prokÔptei �mesa apìto Genikì L mma Ep�lush
 kai to opo�o an kai qwr�
 idia�terh qrhstik  ax�aèrqetai na epibebai¸sei th dia�sjhsh ma
. Prin apì autì ìmw
 ja qreiastoÔmem�a mikr  bohjhtik  prìtash.Prìtash 2.11. 'Estw s sun�rthsh antikat�stash
. Gia k�je sÔnolo a isqÔei
support(a) ∩ dom s = ∅ ⇒ a[s] = a.Apìdeixh. 'Estw s sun�rthsh antikat�stash
.'Estw

R = {〈a[s], a〉 | a sÔnolo me support(a) ∩ dom s = ∅}.Arke� na de�xoume ìti h R e�nai sqèsh prosomo�wsh
 se sÔnola.'Estw a sÔnolo me support(a) ∩ dom s = ∅.- EÔkola pa�rnoume ìti
a[s] ∩ U = a ∩ U,afoÔ a ∩ dom s = ∅ kai gia k�je b ∈ a ∩ (U \dom s), b[s] = b.- 'Estw t¸ra b ∈ a[s], sÔnolo. Tìte

b = c[s], gia k�poio c ∈ a.'Eqoume c ∈ Vafa[U ] (alli¸
 b ∈ U , to opo�o e�nai �topo) kai ep�sh

support(c) ⊆ support(a),�ra
support(c) ∩ dom s = ∅.Opìte

bR c.- Summetrik� t¸ra, èstw b ∈ a, sÔnolo. Tìte
support(b) ∩ dom s = ∅,ìpw
 kai prin. Xek�jara b[s] ∈ Vafa[U ] mia
 kai b ∈ Vafa[U ] (apì ti
 idiìthte
tou sub). Epomènw


b[s]R b. ⊣43
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Je¸rhma 2.12. (ZFC−) To L mma Ep�lush
 e�nai isodÔnamo me thn prìtash
“k�je genikì sÔsthma exis¸sewn èqei monadik  lÔsh” .Apìdeixh. To ìti to L mma Ep�lush
 sunep�getai thn parap�nw prìtash pro-kÔptei apì to je¸rhma 2.10.'Estw t¸ra ìti deqìmaste thn prìtash. Ja apode�xoume to L mma Ep�lush
.'Estw

E = 〈X,A, e〉,ep�pedo sÔsthma exis¸sewn. Or�zoume
E ′ = 〈X,B, e〉,sÔsthma exis¸sewn, ìpou B = support(A) (en¸ an X ∩B = ∅, antikajistoÔmeto sÔnolo metablht¸n me k�poio �llo ¸ste X ∩ B = ∅).To E ′ èqei monadik  lÔsh s. 'Ara gia k�je x ∈ X,

sx = ex[s] (s lÔsh tou E ′)
= {y[s] | y ∈ ex ∩ X} ∪ {y[s] | y ∈ ex ∩ A} (ex ⊆ X ∪ A kaiidiìthta (iii) tou sub)
= {sy | y ∈ ex ∩ X} ∪ (ex ∩ A) (Prìtash 2.11 kaiidiìthta (iii) tou sub)Dhlad  s lÔsh kai tou E . EÔkola fa�netai ep�sh
 ìti an s e�nai lÔsh tou E ,tìte s lÔsh kai tou E ′, opìte s monadik . ⊣M�a akìma isodÔnamh morf  tou L mmato
 Ep�lush
 mpore� eÔkola na diatu-pwje� qrhsimopoi¸nta
 ti
 ènnoie
 pou or�same sthn Par�grafo 2.10 oi opo�e
aforoÔsan sth sÔnjesh antikatast�sewn. Se ant�jesh m�lista me to prohgoÔ-meno apotèlesma autì ja apotelèsei shmantikì ergale�o sto epìmeno kef�laio,ìpou ja genikeÔsoume akìma perissìtero ta mèqri t¸ra sumper�smat� ma
 gÔrwapì thn sunanadrom .Je¸rhma 2.13. (ZFC−) To L mma Ep�lush
 e�nai isodÔnamo me thn prìtash

“gia k�je gn sio telest  antikat�stash
 e, up�rqei monadik  gn sia antika-t�stash s tètoia ¸ste s = s ⋆ e” 5.Apìdeixh. 'Estw ìti isqÔei to L mma Ep�lush
. Tìte apì to Je¸rhma 2.12èqoume ìti k�je genikì sÔsthma exis¸sewn èqei monadik  lÔsh.5An�logh prìtash isqÔei kai gia thn per�ptwsh tou telest  · (blèpe Orismì 2.12), me thdiafor� ìti ant� gia s = s ⋆ e ja èqoume s = s′ · e gia k�poio kat�llhla orismèno s′.44
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'Estw t¸ra e gn sia antikat�stash. Tìte to
E = 〈dom(e), support(e) \ X, e〉,e�nai genikì sÔsthma exis¸sewn. 'Estw s lÔsh tou. Apì ton orismì th
 lÔsh
genikoÔ sust mato
 exis¸sewn pa�rnoume �mesa ìti s = s ⋆ e.Ant�strofa t¸ra, èstw ìti isqÔei h prìtash tou jewr mato
 kai èstw E =

〈X,A, e〉 genikì sÔsthma exis¸sewn. Or�zoume sun�rthsh s tètoia ¸ste
s = s ⋆ e.H s e�nai kal� orismènh afoÔ X ⊆ U . 'Eqoume loipìn ìti dom(s) = X kai ìtigia k�je x ∈ X,
sx = ex[s].'Ara h s e�nai lÔsh tou E .Epomènw
 apì Je¸rhma 2.12 pa�rnoume ìti isqÔei to L mma Ep�lush
. ⊣
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Kef�laio 3Sunanadrom 3.1 ProlegìmenaSe autì to kef�laio ja prospaj soume na dom soume mia genik  jewr�a suna-nadrom 
 h opo�a ja sthr�zetai sthn èw
 t¸ra èkjes  ma
 gÔrw apì to L mmaEp�lush
.Pr¸to ma
 mèlhma sto drìmo autì prèpei na e�nai h èstw merik  dias�fhshtou perieqomènou th
 ènnoia
 th
 sunanadrom 
. W
 t¸ra èqoume sunant sei tonìro autì se arket� shme�a, kur�w
 mèsa se apode�xei
   orismoÔ
 (blèpe Orismì2.11 kai Je¸rhma Telest  Antikat�stash
). Sta shme�a ìmw
 aut� par� togegonì
 ìti d�nontai k�poie
 exhg sei
 gia thn proèleush kai th qr sh tou ìrou,paramènei skoteinì to ti ennooÔme telik� ìtan mil�me gia “sunanadrom ”. Hprìjesh ma
 e�nai na perigr�youme mia diadikas�a an�logh th
 anadrom 
 sthnklasik  sunolojewr�a. Autì fusik� martur�tai eÔkola kai apì to deÔterosunjetikì tou ìrou ma
1. Apì poÔ ìmw
 phg�zei aut  h omoiìthta an�mesasta dÔo “sq mata”? Apousi�zei loipìn katarq�
 m�a pio kajar  sÔndesh thnopo�a kai stoqeÔoume na apode�xoume mèsa apì ta apotelèsmata tou kefala�ouxekin¸nta
 apì thn par�grafo aut .O kalÔtero
 trìpo
 na prosegg�soume thn ènnoia th
 sunanadrom 
 e�naimèsa apì parade�gmata ta opo�a gènnhsan thn an�gkh gia dhmiourg�a th
. Jaanafèroume tr�a apì aut� ta opo�a pisteÔoume ìti kr�nontai antiproswpeutik�kur�w
 gia istorikoÔ
 lìgou
2.Par�deigma 3.1 (ReÔmata fusik¸n arijm¸n). Me ton ìro reÔma fusik¸nennooÔme k�je zeÔgo

〈n, s〉,1H dikaiolìghsh tou pr¸tou sunjetikoÔ (dhlad  tou “sun” ) dustuq¸
 den e�nai tìsoeulogofan 
 mia
 kai h proèleush tou mpore� na dikaiologhje� mìno mèsw th
 sÔndesh
 jew-rhm�twn ma
 me th jewr�a kathgori¸n (k�ti pou en mèrei ja g�nei sth sunèqeia).2Ta parade�gmata aut� sunant¸ntai se ke�mena tou jèmato
 w
 antiproswpeutikè
 peri-pt¸sei
 ti
 opo�e
 h klasik  sunolojewrhtik  prosèggish kr�netai anepark 
 na montelo-poi sei. 47



3.1. Prolegìmena 3. Sunanadrom ìpou n ∈ ω kai s e�nai ep�sh
 reÔma.Me thn pr¸th mati� g�netai fanerì ìti o orismì
 autì
 apotele� perissìte-ro mia perigraf  tou sq mato
 tou reÔmato
 par� ènan saf  sunolojewrhtikìkajorismì. Wstìso ìpw
 èqoume dhl¸sei kai dikaiolog sei kai s� �lle
 pe-ript¸sei
 (blèpe eisagwgik� sqìlia prohgoÔmenou kefala�ou) paramènei polÔlogik  apa�thsh apì mèrou
 ma
 h apa�thsh Ôparxh
 enì
 tètoiou antikeimè-nou. O orismì
 autì
 tou reÔmato
 ja lègame ìti apotele� m�a mh tupopoihmènhmorf  sunanadrom 
.A
 doÔme akìma èna par�deigma s� autì to pla�sio. 'Estw
f : ω → ωkai èstw g sun�rthsh apì to ω sto sÔnolo twn reum�twn tètoia ¸ste

g(n) = 〈n, g(2f(n + 1))〉.Gia k�je n ∈ ω, h g(n) e�nai reÔma. Autì ìpw
 kai prohgoumènw
 apotele�èna qarakthristikì par�deigma orismoÔ me sunanadrom , to opo�o m�lista ma
jum�zei arket� klasikoÔ
 anadromikoÔ
 orismoÔ
.Par�deigma 3.2 (Dèntra fusik¸n arijm¸n). Ta dèntra fusik¸n arijm¸ne�nai m�a fusik  gen�keush twn reum�twn. Dèntro3 (duadikì) jewroÔme k�jetri�da
〈n, t1, t2〉,ìpou n ∈ ω kai t1, t2 ep�sh
 dèntra (duadik�).'Estw t¸ra τ sun�rthsh apì to {a, b, c, d} sto sÔnolo twn dèntrwn tètoia¸ste

τ(a) = 〈1, τ(a), τ(b)〉

τ(b) = 〈2, τ(a), τ(a)〉

τ(c) = 〈3, τ(b), τ(a)〉

τ(d) = 〈4, τ(d), τ(d)〉.O orismì
 th
 sun�rthsh
 τ e�nai (  m�llon onom�same na e�nai) orismì
 mesunanadrom  se dèntra.Par�deigma 3.3 (Sunolojewr�a). Sto par�deigma autì ja mporoÔsame natopojet soume ton orismì tou telest  antikat�stash
 pou e�dame sto prohgoÔ-meno kef�laio (Orismì
 2.11). Gia lìgou
 plhrìthta
 a
 anafèroume k�poionaploÔstero. 'Estw h sun�rthsh orismènh sto ω, tètoia ¸ste
h(n) = {n, h(n), h(n + 1)}.3H idèa e�nai ìti to dèntro 〈n, t1, t2〉 èqei koruf  n kai t1, t2 e�nai ta upodèntra pou èqounw
 korufè
 ta paidi� th
 n. 48



3. Sunanadrom  3.2. Stajer� shme�aE�nai kajarì apì ta proanaferjènta, ìti oi exis¸sei
 kai sta tr�a para-de�gmata èqoun èna kuklikì qarakt ra ston orismì tou
, pou duskoleÔei thneÔresh kat�llhlh
 dom 
 pou na montelopoie� ti
 lÔsei
 tou
. Bèbaia h doulei�pou èqoume k�nei w
 t¸ra ma
 epitrèpei na poÔme me eukol�a ìti sthn per�ptwshtou tr�tou parade�gmato
, to sÔsthma ZFA apotele� idanik  epilog . To �dioja mporoÔsame na poÔme kai gia ta dÔo �lla parade�gmata, ependÔonta
 �sw
l�go parap�nw se kìpo (p.q. gia to Par�deigma 3.1 blèpe [3℄, kef. 14).Parat rhsh 3.1. 'Opw
 pijan¸
 mpore� na antilhfje� k�je anagn¸sth
 poue�nai stoiqeiwd¸
 exoikeiwmèno
 me th sunolojewr�a, sto parìn shme�o anakÔ-ptei èna er¸thma ìson afor� sthn ax�a prosp�jeia
 aneÔresh
 k�poiou enalla-ktikoÔ plais�ou (dhlad  ektì
 th
 ZFC ) pou na montelopoie� ta parap�nw. Giapar�deigma, sthn per�ptwsh tou orismoÔ tou reÔmato
, e�nai safè
 ìti ja mpo-roÔsame k�llista na or�soume thn ènnoia tou reÔmato
 w
 sun�rthsh g : ω → ωkai epomènw
 na p�roume w
 lÔsh th
 ex�swsh
 tou parade�gmato
 thn
g(n) =

{

0, n = 0
g(2f(n − 1)), n > 0.Aut  s�goura ja  tan m�a pio apl  montelopo�hsh h opo�a m�lista de ja apai-toÔse thn apom�kruns  ma
 apì th jewr�a ZFC . Apì thn �llh bèbaia h pro-sèggish mèsa apì to pla�sio pou perigr�yame e�nai pio fusik . O kÔrio
 ìmw
lìgo
 pou anazhtoÔme ti
 lÔsei
 ma
 sthn ZFA kai ìqi sthn ZFC fa�netai stodeÔtero par�deigma. Eke� g�netai emfanè
 ìti e�nai polÔ pio dÔskolo na broÔmemia fusik  anapar�stash th
 ènnoia
 tou dèntrou sthn ZFC . H prìjesh ma
m�lista e�nai na anazht soume m�a sunolikìterh praktik  gia ton qeirismì tè-toiwn peript¸sewn, en¸ ex�sou shmantikì e�nai na prospaj soume na doÔme anh anagwg  enì
 sunadromikoÔ orismoÔ se anadromikì (ìpw
 g�netai sto pr¸topar�deigma) mpore� na epiteuqje� se ìle
 ti
 peript¸sei
4.'Eqonta
 sto mualì ma
 kai thn parap�nw parat rhsh, ja proqwr soumena r�xoume m�a gèfura an�mesa stou
 klasikoÔ
 anadromikoÔ
 orismoÔ
 kai seautoÔ
 me sunanadrom . Autì ja epiteuqje� se pr¸to st�dio mèsw th
 ènnoia
twn stajer¸n shme�wn.3.2 Stajer� shme�aUp�rqoun poll� gnwst� apotelèsmata ta opo�a aforoÔn sthn anadrom . Jaanafèroume merik� gia na de�xoume per�pou thn kateÔjunsh sthn opo�a jèloumena kinhjoÔme.Morf  A. Anadrom  stou
 fusikoÔ
 arijmoÔ
. 'Estw F : V → V, telest 
.Up�rqei monadik  sun�rthsh g : ω → V , tètoia ¸ste, gia k�je n ∈ ω,

g(n) = F (g ↾ n).4Gia mia pio ekten  an�lush th
 sÔndesh
 anadrom 
-sunanadrom 
 blèpe [11℄.49



3.2. Stajer� shme�a 3. Sunanadrom H morf  aut  e�nai h pio suqn 5 kai m�lista kalÔptei sqedìn ìle
 ti
 peri-pt¸sei
 anadrom 
 pou sunantoÔn oi perissìteroi majhmatiko� sth zw  tou
.Morf  B. Uperpeperasmènh anadrom . 'Estw F : V → V, telest 
. Up�rqeimonadikì
 telest 
 G : Ord → V , tètoio
 ¸ste, gia k�je α ∈ Ord,
G(α) = F (G ↾ α).Aut  ousiastik� apotele� m�a gen�keush th
 prohgoÔmenh
 morf 
 se ìloto sÔnolo twn diataktik¸n.Morf  G. Anadrom  se kal� edraiwmènh sqèsh. 'Estw R kal� edraiwmènhsqèsh sto sÔnolo A kai èstw G : A × V → V telest 
. Up�rqei telest 
 F ,tètoio
 ¸ste, gia k�je a ∈ A,

F (a) = G(a, F ↾ {b ∈ A | b ∈ a}).Se aut  th morf  perilamb�nontai ousiastik� ìle
 oi anadromè
 pou qreia-zìmaste sta majhmatik� (me exa�resh �sw
 thn per�ptwsh sthn opo�a jèloumeh R na e�nai kl�sh).Morf  D. Stajerì shme�o. 'Estw P èna merik� diatetagmèno sÔnolo, k�jeuposÔnolo tou opo�ou èqei el�qisto �nw fr�gma. K�je monìtonh sun�rthsh
f : P → P èqei stajerì shme�o, dhlad  up�rqei p ∈ P , tètoio ¸ste

f(p) = p.Aut  h morf  sun jw
 den apotele� thn pr¸th epaf  k�poiou me thn ènnoiath
 anadrom 
. E�nai wstìso èna aplì apotèlesma pou d�nei m�a �llh ex�souqr simh optik  sto jèma6. Aut  thn optik , ìpw
 kai aut  th
 Morf 
 B, jaqrhsimopoi soume kur�w
 gia na de�xoume th sÔndesh me th sunanadrom .Upenjum�zoume se autì to shme�o ìti telest  onom�zoume k�je apeikìnish
Γ : Vafa[U ] → Vafa[U ],pou antistoiqe� dhlad  sÔnola se sÔnola.Orismì
 3.1. 'Estw Γ telest 
 sunìlwn. O Γ ja onom�zetai monìtono
 (mo-

notone) an gia k�je a, b ∈ Vafa[U ],
a ⊆ b ⇒ Γ(a) ⊆ Γ(b).O Γ ja onom�zetai gn sio
 (proper) an gia k�je a ∈ Vafa[U ],

Γ(a) ⊆ Vafa[U ].5Akìma pio koin  morf  bèbaia e�nai aut  sthn opo�a o F e�nai apl� sun�rthsh (dhlad den e�nai gn sia kl�sh).6Gia lìgou
 plhrìthta
 sth sunèqeia ja apode�xoume th sÔndesh th
 morf 
 D kai th
 A.50



3. Sunanadrom  3.2. Stajer� shme�aOi parak�tw telestè
 sunìlwn apoteloÔn qr sima gia th sunèqeia para-de�gmata ¸ste na epide�xoume ta jewr mata ma
.Par�deigma 3.4.- Pow(a) = P(a).- Powf(a) = Pfin(a).- PowA
f (a) = Pfin(A ∪ a), ìpou A k�poio sÔnolo.- Fun(a) = a ⇀ a = {f | f merik  sun�rthsh apì to a sto a}.- FunA
st(a) = A × a, ìpou A k�poio sÔnolo.- FunA
tr(a) = A × a × a, ìpou A k�poio sÔnolo.'Oloi oi parap�nw telestè
 sunìlwn apodeiknÔetai eÔkola ìti e�nai monìtonoikai gn sioi. Gia par�deigma, an a ⊆ b, tìte

FunA
st(a) = A × a ⊆ A × b = FunA

st(b)kai
Fun(a) = a ⇀ a ⊆ b ⇀ b = Fun(b).Parat rhsh 3.2. 1. 'Otan e�nai xek�jaro apì to pla�sio ìti anaferìmastese “telest  sunìlwn” ja gr�foume apl� “telest 
” .2. H sÔnjesh telest¸n e�nai telest 
.3. Den e�nai ìloi oi telestè
 monìtonoi. Gia par�deigma o telest 


Γ(a) = {{a}}den e�nai monìtono
, all� e�nai gn sio
.4. Den e�nai ìloi oi telestè
 gn sioi. O tautotikì
 telest 

Γ(a) = aden e�nai gn sio
 (giat� an ∅ 6= a ⊆ U , tìte profan¸
 a 6⊆ V afa[U ]) all� e�naimonìtono
. 'Allo par�deigma mh gn siou telest  e�nai o

Γ(a) =
⋃

a.5. Genikìtera isqÔei
Γ mh gn sio
 ⇔ gia k�poio sÔnolo a, Γ(a) ∩ U 6= ∅.6. 'Estw A opoiod pote sÔnolo. Tìte o Γ(a) = A ∪ a den e�nai gn sio
,all� e�nai monìtono
. 51



3.2. Stajer� shme�a 3. Sunanadrom H parak�tw prìtash ma
 epitrèpei na kataskeu�soume pio polÔplokou
 mo-nìtonou
 kai gn siou
 telestè
 apì aploÔsterou
.Prìtash 3.1. i. H sÔnjesh monìtonwn telest¸n e�nai monìtono
 telest 
.
ii. 'Estw Γ,∆ telestè
, ìpou o Γ e�nai gnhs�o
. Tìte o Γ ◦ ∆ e�nai gn sio
telest 
.
iii. To �jroisma ∑

i∈I Γi monìtonwn telest¸n e�nai monìtono
 telest 
, ìpougia k�je a ∈ Vafa[U ],
(
∑

i∈I

Γi)(a) =
∑

i∈I

Γi(a),ìpou ∑

i∈I Ai =
⋃

i∈I{i} × Ai.
iv. To ginìmeno ∏

i∈I Γi monìtonwn telest¸n e�nai monìtono
 telest 
, ìpougia k�je a ∈ Vafa[U ],
(
∏

i∈I

Γi)(a) =
∏

i∈I

Γi(a).

v. An Γ1, . . . ,Γn e�nai monìtonoi telestè
, tìte Γ1 × · · · ×Γn e�nai monìtono
telest 
, ìpou gia k�je a ∈ Vafa[U ],
(Γ1 × · · · × Γn)(a) = Γ1(a) × · · · × Γn(a).Apìdeixh. i. 'Estw Γ1, Γ2, monìtonoi telestè
. Tìte Γ1 ◦ Γ2 profan¸
 e�naitelest 
 pou antistoiqe� sÔnola se sÔnola. Ep�sh
 an a ⊆ b sÔnola, èqoumeìti

(Γ1 ◦ Γ2)(a) = Γ1(Γ2(a)) ⊆ Γ1(Γ2(b)) = (Γ1 ◦ Γ2)(b),lìgw th
 monoton�a
 twn Γ1, Γ2.
ii. Profanè
.
iii. Profan¸
 ∑

i∈I Γi telest 
 pou antistoiqe� sÔnola se sÔnola. 'Estwt¸ra a, b sÔnola tètoia ¸ste a ⊆ b. Tìte
(
∑

i∈I

Γi)(a) =
∑

i∈I

Γi(a) =
⋃

i∈I

({i} × Γi(a)) ⊆

⊆
⋃

i∈I

({i} × Γi(b)) =
∑

i∈I

Γi(b) = (
∑

i∈I

Γi)(b).

iv, v. 'Omoia me (iii). ⊣52



3. Sunanadrom  3.2. Stajer� shme�aSth sunèqeia ja apodeiqje� qr simh m�a epèktash th
 ènnoia
 tou telest (sunìlwn) se telest  kl�sewn.Orismì
 3.2. Telest 
 kl�sewn e�nai k�je antistoiq�a kl�sewn me kl�sei
.'Ena
 telest 
 kl�sewn Φ onom�zetai suneq 
 se sÔnola (set continuous), angia k�je kl�sh C

Φ(C) =
⋃

{Φ(a) | a ∈ Vafa[U ] & a ⊆ C}.O monìtono
 telest 
 kl�sewn or�zetai ìmoia me ton telest  sunìlwn.Prìtash 3.2. K�je monìtono
 telest 
 sunìlwn mpore� na epektaje� se ènamonìtono telest  kl�sewn, o opo�o
 e�nai suneq 
 se sÔnola.Apìdeixh. 'Estw Γ monìtono
 telest 
. Or�zoume gia k�je kl�sh C,
ΦΓ(C) =

⋃

a⊆C

Γ(a),ìpou a diatrèqei sÔnola. Profan¸
 o Φ e�nai telest 
 kl�sewn, o opo�o
 ex�orismoÔ e�nai suneq 
 se sÔnola.'Estw b ∈ Vafa[U ]. Tìte
ΦΓ(b) =

⋃

a⊆b

Γ(a)

= Γ(b) (Γ monìtono
)'Ara o ΦΓ epekte�nei ton Γ.'Estw t¸ra C,D kl�sei
 tètoie
 ¸ste C ⊆ D. Tìte
ΦΓ(C) =

⋃

a⊆C

Γ(a)

⊆
⋃

a⊆D

Γ(a) (a ⊆ C ⇒ a ⊆ D)
= ΦΓ(D).'Ara ΦΓ monìtono
. ⊣Parat rhsh 3.3. 1. Apì dw kai pèra ìtan anaferìmaste sthn epèktash k�-poiou monìtonou telest  sunìlwn Γ se kl�sei
 ja ennooÔme ton ΦΓ kai m�listaja qrhsimopoioÔme to �dio sÔmbolo (dhlad  to Γ) gia thn epèktash tou.2. H Prìtash 3.1 isqÔei kai gia telestè
 kl�sewn.Orismì
 3.3. 'Estw Γ monìtono
 telest 
 kai C kl�sh (ìqi anagka�a gn sia).53



3.2. Stajer� shme�a 3. Sunanadrom 
i. To C ja onom�zetai orjì w
 pro
 ton Γ   Γ-orjì (Γ-correct) an C ⊆ Γ(C).
ii. To C ja onom�zetai kleistì w
 pro
 ton Γ   Γ-kleistì (Γ-closed) an

Γ(C) ⊆ C.
iii. To C ja onom�zetai stajerì shme�o tou Γ an e�nai kleistì kai orjì w
pro
 ton Γ, dhlad  an Γ(C) = C.
iv. To C ja onom�zetai mègisto (el�qisto) stajerì shme�o tou Γ an e�naistajerì shme�o tou Γ kai tautìqrona isqÔei ìti, gia k�je stajerì shme�o

D tou Γ, èqoume D ⊆ C (C ⊆ D).Ti e�dou
 kl�sei
 e�nai ìmw
 aut� ta stajer� shme�a pou mìli
 or�same?Up�rqoun stajer� shme�a gia k�je telest ? Autè
 e�nai oi pr¸te
 erwt sei
pou ja epiqeir soume na apant soume. Prin to k�noume autì ja prospaj soumena exeidikeÔsoume thn anaz thsh stajer¸n shme�wn sta parade�gmata monìto-nwn telest¸n pou  dh anafèrame. Kalì e�nai ep�sh
 na èqoume sto mualì ma
ti
 parak�tw parathr sei
.Parat rhsh 3.4. 1. To el�qisto (mègisto) stajerì shme�o ìtan up�rqei e�naiprofan¸
 monadikì.2. 'Ena
 telest 
 mpore� na èqei poll� stajer� shme�a sÔnola (p.q. o
Γ(a) = a èqei �peira), mpore� na èqei l�ga (p.q. o Γ(a) = {a} èqei monadikìstajerì shme�o to sÔnolo Ω), en¸ mpìre� na mhn èqei kai kanèna (p.q. o Powlìgw tou jewr mato
 tou Cantor den mpore� na èqei kanèna).3. Merikè
 forè
 e�nai pio praktikì na upolog�zoume to Γ(a) upolog�zonta
pr¸ta to Γ(Xa), ìpou Xa e�nai sÔnolo atìmwn se 1-1 antistoiq�a me to a. JakaloÔme ta stoiqe�a tou Γ(Xa) Γ-morfè
 sto Xa.Par�deigma 3.5. O telest 
 Pow ìpw
 e�dame e�nai gn sio
 kai monìtono
.Apì thn prohgoÔmenh parat rhsh e�dame ep�sh
 ìti den èqei kanèna stajerìshme�o to opo�o na e�nai sÔnolo (gia thn akr�beia den èqei kan Pow-kleistì sÔ-nolo). 'Ara ta stajer� shme�a prèpei na ta anazht soume sti
 gn sie
 kl�sei
.To el�qisto stajerì shme�o tou Pow e�nai h kl�sh WF twn agn¸n kal�edraiwmènwn sunìlwn. To WF e�nai Pow-orjì, giat�

a ∈ WF ⇒ a ∈ Vβ+1, gia k�poio β ∈ Ord

⇒ a ∈ P(Vβ) ⊆ Pow(WF), gia k�poio β ∈ Ord,opìte
a ∈ Pow(WF).54



3. Sunanadrom  3.2. Stajer� shme�aTo WF e�nai ep�sh
 Pow-kleistì, giat�
a ∈ Pow(WF) ⇒ a ∈

⋃

b⊆WF

P(b)

⇒ a ∈ P(b), gia k�poio b ⊆ WF

⇒ a ∈ P(Vβ) = Vβ+1, gia k�poio β ∈ Ord (apì Ax. Antik.up�rqei β ∈ Ord,t.w., b ∈ Vβ)
⇒ a ∈ WF.'Estw t¸ra C stajerì shme�o tou Pow. Ja de�xoume me epagwg  ìti, gia k�je

α ∈ Ord,
Vα ⊆ C.- An α = 0, tìte 0 ⊆ C, profanè
.- An α = β + 1, tìte

Vβ ⊆ C ⇒ P(Vβ) ⊆ P(C) (Parat rhsh 3.3.2)
⇒ Vα ⊆ C. (C stajerì shme�o)- An α oriakì
, tìte

Vα =
⋃

β<α

Vβ ⊆
⋃

β<α

C = C.'Ara
WF =

⋃

α∈Ord

Vα ⊆ C,kai epomènw
 WF el�qisto stajerì shme�o.O Pow èqei mègisto stajerì shme�o thn kl�sh Vafa, dhlad  thn kl�sh twnagn¸n sunìlwn. To Vafa e�nai Pow-kleistì, giat�
b ∈ Pow(Vafa) ⇒ b ∈

⋃

a⊆Vafa

P(a)

⇒ b ∈ P(a), gia k�poio a ⊆ Vafa

⇒ b ⊆ a, gia k�poio a ⊆ Vafa

⇒ b ∈ Vafa . (uposÔnolo agnoÔ sunìloue�nai agnì)To Vafa e�nai ep�sh
 Pow-orjì, giat� 55



3.2. Stajer� shme�a 3. Sunanadrom 
b ∈ Vafa ⇒ b ⊆ Vafa & b ∈ P(b)

⇒ b ∈
⋃

a⊆Vafa

P(a)

⇒ b ∈ Pow(Vafa).'Estw t¸ra C stajerì shme�o tou Pow. 'Estw ìti up�rqei mh agnì sÔnolo asto C. Tìte up�rqei p ∈ U , tètoio ¸ste p ∈ a. 'Ara
p ∈ a ∈ C = P(C) ⇒ p ∈ a ⊆ C

⇒ p ∈ C

⇒ p ∈ P(C)

⇒ p sÔnolo,to opo�o e�nai �topo. 'Ara
C ⊆ Vafa,kai epomènw
 Vafa mègisto stajerì shme�o.Oi Pow-morfè
 e�nai apl� sÔnola atìmwn.Parat rhsh 3.5. Ax�zei na epishm�noume ed¸ ìti to poi� akrib¸
 e�nai staje-r� shme�a k�poiou telest  exart�tai apì to poi� axi¸mata èqoume deqje�. Giapar�deigma, an deqjoÔme to Ax�wma Jemel�wsh
, to mègisto stajerì shme�otou Pow ja e�nai h kl�sh WF , en¸ an deqjoÔme to Ax�wma Antijemel�wsh
, jae�nai h kl�sh Vafa.Par�deigma 3.6. O telest 
 Powf kai h gen�keus  tou PowA

f ma
 d�noun sta-jer� shme�a kl�sei
 pou e�nai idia�tera endiafèrouse
. Oi PowA
f -morfè
 e�naipeperasmèna sÔnola pou apoteloÔntai apì �toma kai apì stoiqe�a tou A (sthnper�ptwsh tou Powf apoteloÔntai apl� apì �toma). Ta stajer� shme�a tou

PowA
f ja e�nai kl�sei
 me stoiqe�a sÔnola ta opo�a me m�a ènnoia e�nai “klh-ronomik�” peperasmèna. SÔnola dhlad  pou èqoun w
 stoiqe�a peperasmènasÔnola peperasmènwn sunìlwn me thn �dia idiìthta. Sthn per�ptwsh th
 ZFC ,h kl�sh aut  e�nai h HF twn klhronomik� peperasmènwn kal� edraiwmènwnagn¸n sunìlwn. Sthn ZFA ìmw
 ta pr�gmata e�nai pio polÔploka giat� stosÔmpan ma
 plèon up�rqoun kai �lla kainoÔrgia klhronomik� peperasmèna sÔ-nola, ìpw
 gia par�deigma to Ω. Sto parìn ke�meno ja perioristoÔme na poÔmeìti to el�qisto stajerì shme�o tou PowA

f ja to sumbol�zoume me HF0[A], tomègisto stajerì shme�o me HF1[A] kai isqÔoun ta ex 
 (blèpe [3℄)- HF0[A], HF1[A] e�nai gn sie
 kl�sei
,- Ω ∈ HF1[A] \HF0[A], 56



3. Sunanadrom  3.2. Stajer� shme�a- HF0[A] ( HF1[A] kai- a ∈ HF0[A] ann a kal� edraiwmèno kai a ∈ HF1[A].Par�deigma 3.7. Sthn per�ptwsh tou Fun, oi Fun-morfè
 e�nai merikè
 su-nart sei
 apì k�poio sÔnolo atìmwn ston eautì tou. To el�qisto stajerìshme�o (�ra kai to mègisto) e�nai gn sia kl�sh. Gia na to doÔme autì arke� naparathr soume ìti- gia k�je sÔnolo a, ∅ ∈ Fun(a) kai epomènw
 to kenì sÔnolo an kei kaisto el�qisto stajerì shme�o.- {〈∅, ∅〉} an kei ep�sh
 sto el�qisto stajerì shme�o.- oi sunart sei
 fα = {fβ | β < α} × {∅} apodeiknÔetai (qrhsimopoi¸nta
epagwg  kai ta parap�nw gia α = 0) ìti e�nai diaforetikè
 kai an kounsto el�qisto stajerì shme�o.Fusik� pèra apì ti
 sunart sei
 fα sto mègisto stajerì shme�o ja up�rqounkai sunart sei
 ìpw
 h Ω = {〈Ω,Ω〉}.Par�deigma 3.8. Sta parade�gmata th
 arq 
 tou kefala�ou anafèrame dÔoènnoie
 (reÔmata kai dèntra fusik¸n arijm¸n) ti
 opo�e
 prosegg�same perigra-fik�. MporoÔme plèon na ti
 or�soume me saf neia w
 stajer� shme�a telest¸n.O telest 
 FunA
st èqei morfè
 sto X zeÔgh 〈a, x〉 ìpou a ∈ A kai x ∈ X.To el�qisto stajerì tou shme�o e�nai profan¸
 to kenì sÔnolo. Sthn ZFA,to mègisto stajerì shme�o ja e�nai h kl�sh twn reum�twn sto A, twn sunìlwndhlad  th
 morf 
 〈a, s〉, ìpou a ∈ A kai s reÔma sto A. H kl�sh loipìn twnreum�twn fusik¸n arijm¸n e�nai h Funω

st.Omo�w
 to mègisto stajerì shme�o tou FunA
tr (sthn ZFA) e�nai h kl�sh(pl rwn duadik¸n) dèntrwn sto A. Epomènw
 h kl�sh twn dèntrwn fusik¸narijm¸n e�nai h Funω

tr.Na shmei¸soume ìti sthn ZFC to mègisto stajerì shme�o kai twn dÔo te-lest¸n e�nai to kenì sÔnolo (taut�zetai dhlad  me to el�qisto).Den e�nai tuqa�o ìti ìloi oi telestè
 twn paradeigm�twn ma
 e�nai monìtonoikai èqoun el�qista kai mègista stajer� shme�a. Ja de�xoume genikeÔonta
 aut thn parat rhs  ma
 ìti to na e�nai k�poio
 telest 
 monìtono
 apotele� ikan sunj kh gia thn Ôparxh stajeroÔ shme�ou.Parat rhsh 3.6. 1. H parap�nw sunj kh den e�nai anagka�a. Dhlad  up�r-qoun mh monìtonoi telestè
 me stajer� shme�a. (p.q. o telest 
 Γ(a) = {a}èqei stajerì shme�o to Ω, all� den e�nai monìtono
).2. Up�rqoun telestè
 (mh monìtonoi fusik�) pou den èqoun stajerì shme�o.Gia par�deigma, èstw A mh kenì sÔnolo kai ΓA telest 
 tètoio
 ¸ste gia k�je57



3.2. Stajer� shme�a 3. Sunanadrom 
a ∈ Vafa[U ],

ΓA(a) = A \ a.O ΓA profan¸
 den e�nai monìtono
, en¸ ep�sh
 den èqei stajerì shme�o. 'Estw
C stajerì shme�o. An C sÔnolo, èqoume ìti

C = Γ(C) = A \ C 6= C,en¸ an C gn sia kl�sh, tìte
C = Γ(C) =

⋃

a⊆C

Γ(a) =
⋃

a⊆C

(A \ a) ⊆ A 6= C.Ja diatup¸soume dÔo xeqwrist� jewr mata gia thn Ôparxh el�qistou kaimègistou stajeroÔ shme�ou ki autì giat� den e�nai akrib¸
 “düik�” sthn apìdei-x  tou
. Arq�zoume me autì pou afor� sto el�qisto stajerì shme�o.Je¸rhma 3.3 (Je¸rhma El�qistou StajeroÔ Shme�ou). K�je monìtono
telest 
 Γ èqei el�qisto stajerì shme�o to opo�o sumbol�zoume me Γ∗. Toel�qisto autì shme�o mpore� na qarakthriste� me opoiod pote apì tou
 parak�twtrìpou

i.

Γ∗ =
⋃

α

Γα,ìpou Γα or�zetai me uperpeperasmènh anadrom  ètsi ¸ste gia k�je α ∈
Ord,

Γα =







∅, an α = 0
Γ(Γβ), an α = β + 1
⋃

β<α Γβ , an α oriakì
.
ii. To Γ∗ e�nai h el�qisth Γ-kleist  kl�sh.Apìdeixh. 'Estw Γ∗ orismèno ìpw
 sthn (i). Gia na apode�xoume to je¸rhmaarke� na de�xoume ìti to Γ∗ ikanopoie� thn (ii) kai ìti ep�sh
 e�nai Γ-orjì.Ja de�xoume ìti to Γ∗ e�nai Γ-kleistì. 'Estw b ∈ Vafa[U ]. Tìte

b ∈ Γ(Γ∗) ⇒ b ∈
⋃

a⊆Γ∗

Γ(a)

⇒ b ∈ Γ(a), gia k�poio a ⊆ Γ∗

⇒ b ∈ Γ(a), gia k�poio a ⊆ Γα & α ∈ Ord (apì Ax. Antik. up�rqei
α ∈ Ord, t.w. a ⊆ Γα)

⇒ b ∈ Γ(Γα), gia k�poio α ∈ Ord (Γ monìtono
)
⇒ b ∈ Γ∗. (orismì
 Γ∗)58



3. Sunanadrom  3.2. Stajer� shme�aT¸ra èstw C Γ-kleist  kl�sh. Ja de�xoume me epagwg  ìti gia k�je
α ∈ Ord, Γα ⊆ C :- An α = 0, tìte profan¸


∅ ⊆ C.- An α = β + 1, tìte
Γα = Γ(Γβ) ⊆ Γ(C) ⊆ C.- An α oriakì
, tìte

Γα =
⋃

β<α

Γβ ⊆
⋃

β<α

C = C.'Ara
Γ∗ =

⋃

α

Γα ⊆
⋃

α

C = C.kai epomènw
 to Γ∗ e�nai h el�qisth Γ-kleist  kl�sh.Mènei na de�xoume ìti to Γ∗ e�nai Γ-orjì. 'Estw b ∈ Vafa[U ]. Tìte
b ∈ Γ∗ ⇒ b ∈ Γα+1, gia k�poio α ∈ Ord

⇒ b ∈ Γ(Γα), gia k�poio α ∈ Ord

⇒ b ∈ Γ(Γ∗), (Γα ⊆ Γ∗ kai Γ monìtono
)'Ara to Γ∗ e�nai to el�qisto stajerì shme�o tou Γ. ⊣O qarakthrismì
 (ii) tou Jewr mato
 3.3 ma
 odhge� sto sumpèrasma ìtigia na apode�xoume gia k�poia kl�sh C ìti Γ∗ ⊆ C arke� na apode�xoume ìti h
C e�nai Γ-kleist . Autì genikeÔetai sthn parak�tw mèjodo apìdeixh
.Prìtash 3.4 (Epagwgik  Arq  gia to el�qisto stajerì shme�o).'Estw Γ monìtono
 telest 
 kai C tuqa�a kl�sh. Tìte

Γ(C ∩ Γ∗) ⊆ C ⇒ Γ∗ ⊆ C.Dhlad  gia na apode�xoume ìti Γ∗ ⊆ C, arke� na de�xoume ìti Γ(C ∩ Γ∗) ⊆ C.Apìdeixh. 'Estw Γ(C ∩ Γ∗) ⊆ C. Γ monìtono
, �ra afoÔ C ∩ Γ∗ ⊆ Γ∗, jaèqoume ìti
Γ(C ∩ Γ∗) ⊆ Γ(Γ∗) = Γ∗.Epomènw


Γ(C ∩ Γ∗) ⊆ C ∩ Γ∗,dhlad  C ∩ Γ∗, Γ-kleistì.Apì to deÔtero qarakthrismì tou Jewr mato
 3.3 t¸ra pa�rnoume ìti
Γ∗ ⊆ C ∩ Γ∗,59



3.2. Stajer� shme�a 3. Sunanadrom kai epomènw

Γ∗ ⊆ C. ⊣H w
 t¸ra diatupwmènh jewr�a gia ta el�qista stajer� shme�a ma
 epitrèpeina oloklhr¸soume k�pw
 thn anafor� pou k�name per� sÔndesh
 metaxÔ ana-drom 
 kai stajer¸n shme�wn. Ja apode�xoume loipìn to je¸rhma anadrom 
stou
 fusikoÔ
 arijmoÔ
 me th bo jeia tou Jewr mato
 3.3.Prìtash 3.5 (Anadrom  stou
 fusikoÔ
 arijmoÔ
). 'Estw telest 
 F .Up�rqei monadik  sun�rthsh g orismènh sto ω, tètoia ¸ste gia k�je n ∈ ω,

g(n) = F (g ↾ n).Apìdeixh. Or�zoume telest  Γ tètoio ¸ste gia k�je h ∈ Vafa[U ],
Γ(h) = {〈a, F (h ↾ a)〉 | a ∈ Vafa[U ] ∩ dom h}.O Γ eÔkola de�qnetai ìti e�nai monìtono
. 'Ara apì to Je¸rhma 3.3, pa�rnoumeìti up�rqei el�qisto stajerì shme�o to opo�o a
 sumbol�soume ed¸ g. E�naieÔkolo na parathr soume ìti to g e�nai sun�rthsh orismènh sto ω kai gia thnopo�a isqÔei g = Γ(g) kai epomènw
 ikanopoie� thn zhtoÔmenh sqèsh

g(n) = F (g ↾ n), gia k�je n ∈ ω. ⊣A
 parathr soume t¸ra ton telest  Γ pou or�zetai ètsi ¸ste gia k�je
a ∈ Vafa[U ],

Γ(a) = {0} ∪ {S(b) | b ∈ a ∩ Vafa[U ]},ìpou upenjum�zoume ìti S(b) = b ∪ {b}.O Γ e�nai monìtono
 kai epomènw
 èqei el�qisto stajerì shme�o to opo�oeÔkola fa�netai ìti e�nai to sÔnolo Γ∗ = ω twn fusik¸n arijm¸n. Qrhsimo-poi¸nta
 thn Prìtash 3.4 mporoÔme na de�xoume thn Epagwgik  Arq  gia tou
fusikoÔ
 arijmoÔ
.Prìtash 3.6 (Epagwgik  Arq  gia tou
 fusikoÔ
 arijmoÔ
). 'Estw Atuqa�o uposÔnolo tou ω. Gia na apode�xoume ìti A = ω, arke� na de�xoume ìti
0 ∈ A kai ìti gia k�je n,

n ∈ A ⇒ S(n) ∈ A.Apìdeixh. H prìtash apotele� m�a apl  anadiatÔpwsh th
 Prìtash
 3.4 (ìpou
C = A kai Γ∗ = ω) h opo�a ma
 lèei ìti gia na de�xoume ìti ω ⊆ A (dhlad 
A = ω, afoÔ A ⊂ ω) arke� na de�xoume ìti

Γ(A ∩ ω) ⊆ A,dhlad  ìti
{0} ∪ {S(b) | b ∈ A ∩ Vafa[U ]} ⊆ A,to opo�o e�nai akrib¸
 autì pou apaite� kai h prìtas  ma
. ⊣60



3. Sunanadrom  3.2. Stajer� shme�aH sÔndesh th
 sunanadrom 
 me ta stajer� shme�a ja fane� kalÔtera (ankai apì ta parade�gmata èqoume p�rei  dh m�a idèa) apì to je¸rhma pou ja ako-louj sei to epìmeno L mma, ìpw
 kai apì thn prìtash sthn opo�a diatup¸noumethn “Sun-epagwgik  Arq ”L mma 3.7. 'Estw Γ monìtono
 kai
Γ∗ =

⋃

{a | a Γ-orjì}.
i. Gia k�je a ⊆ Γ∗, up�rqei Γ-orjì sÔnolo b, tètoio ¸ste, a ⊆ b.
ii. Gia k�je a ⊆ C, ìpou C Γ-orjì, up�rqei sÔnolo b ⊆ C, tètoio ¸ste,

a ⊆ Γ(b).Apìdeixh. i. 'Estw c ∈ a. Tìte
c ∈ Γ∗ =

⋃

{a | a Γ-orjì},�ra c ∈ bc gia k�poio bc Γ-orjì.Or�zoume
b =

⋃

c∈a

bc.Tìte
b =

⋃

c∈a

bc ⊆
⋃

c∈a

Γ(bc) (bc Γ-orjì)
⊆

⋃

c∈a

Γ(b) (bc ⊆ b kai Γ monìtono
)
= Γ(b).

ii. Omo�w
. ⊣Je¸rhma 3.8 (Je¸rhma Mègistou StajeroÔ Shme�ou). K�je monìtono
telest 
 Γ èqei mègisto stajerì shme�o to opo�o sumbol�zoume me Γ∗. To mè-gisto autì shme�o mpore� na qarakthriste� me opoiond pote apì tou
 parak�twtrìpou

i. Γ∗ =

⋃

{a | a Γ-orjì}.
ii. To Γ∗ e�nai h mègisth Γ-orj  kl�sh.Apìdeixh. 'Estw Γ∗ orismèno ìpw
 sto (i). Gia na apode�xoume to je¸rhmaarke� na de�xoume ìti to Γ∗ ikanopoie� thn (ii) kai ìti ep�sh
 e�nai Γ-kleistì.61



3.2. Stajer� shme�a 3. Sunanadrom A
 de�xoume arqik� ìti to Γ∗ e�nai Γ-orjì. 'Estw a ∈ Vafa[U ]. Tìte
a ∈ Γ∗ ⇒ a ∈

⋃

{b | b Γ-orjì} (orismì
 Γ∗)
⇒ a ∈ b ⊆ Γ(b), gia k�poio b Γ-orjì
⇒ a ∈ b ⊆ Γ(b) ⊆ Γ(Γ∗), gia k�poio b Γ-orjì (b ⊆ Γ∗ kai

Γ monìtono
)
⇒ a ∈ Γ(Γ∗).'Ara Γ∗ ⊆ Γ(Γ∗), dhlad  Γ∗, Γ-orjì.'Estw C Γ-orj  kl�sh. Ja de�xoume ìti C ⊆ Γ∗. 'Estw b ∈ C. Or�zoumeakolouj�a {an}, tètoia ¸ste

a0 = {b} kai
an+1 ⊆ C tètoio ¸ste an ⊆ Γ(an+1).H akolouj�a aut  up�rqei lìgw tou L mmato
 3.7.'Estw t¸ra

a =
⋃

n

an.Tìte
d ∈ a ⇒ d ∈ an, gia k�poio n (orismì
 a)

⇒ d ∈ Γ(an+1), gia k�poio n (an ⊆ Γ(an+1))
⇒ d ∈ Γ(a), gia k�poio n (Γ(an+1) ⊆ Γ(a), afoÔ an+1 ⊆ akai Γ monìtono
)'Ara a ⊆ Γ(a) kai epomènw
 a ⊆ Γ∗ kai �ra b ∈ Γ∗. Dhlad  C ⊆ Γ∗, to opo�oshma�nei ìti to Γ∗ e�nai h mègisth Γ-orj  kl�sh.Apode�xame loipìn ton deÔtero qarakthrismì tou Γ∗ kai mènei na de�xoumeìti to Γ∗ e�nai Γ-kleistì. 'Eqoume
Γ∗ Γ-orjì ⇒ Γ∗ ⊆ Γ(Γ∗)

⇒ Γ(Γ∗) ⊆ Γ(Γ(Γ∗)) (Γ monìtono
)
⇒ Γ(Γ∗) Γ-orjì
⇒ Γ(Γ∗) ⊆ Γ∗. (qarakthrismì
 (ii))'Ara Γ∗ e�nai mègisto stajerì shme�o tou Γ. ⊣'Opw
 kai sthn per�ptwsh tou Jewr mato
 El�qistou StajeroÔ Shme�ou(Je¸rhma 3.3), ètsi ki ed¸ o qarakthrismì
 (ii) tou prohgoÔmenou jewr mato
62



3. Sunanadrom  3.2. Stajer� shme�ama
 odhge� sthn parat rhsh ìti gia na apode�xoume gia k�poia kl�sh C ìti
C ⊆ Γ∗, arke� na apode�xoume ìti h C e�nai Γ-orj . To sumpèrasma autìgenikeÔetai sthn ex 
 prìtash.Prìtash 3.9 (Sun-epagwgik  Arq  gia to mègisto stajerì shme�o).'Estw Γ monìtono
 telest 
 kai C tuqa�a kl�sh. Tìte

C ⊆ Γ(C ∪ Γ∗) ⇒ C ⊆ Γ∗.Dhlad  gia na apode�xoume ìti C ⊆ Γ∗, arke� na de�xoume ìti C ⊆ Γ(C ∪ Γ∗).Apìdeixh. 'Estw C ⊆ Γ(C ∪ Γ∗). Γ monìtono
 kai Γ∗ ⊆ C ∪ Γ∗, �ra
Γ∗ = Γ(Γ∗) ⊆ Γ(C ∪ Γ∗).Epomènw


C ∪ Γ∗ ⊆ Γ(C ∪ Γ∗),dhlad  C ∪ Γ∗ Γ-orjì. Apì to qarakthrismì (ii) tou Jewr mato
 MègistouStajeroÔ Shme�ou (Je¸rhma 3.8) loipìn pa�rnoume ìti
C ∪ Γ∗ ⊆ Γ∗,kai epomènw


C ⊆ Γ∗. ⊣Sto shme�o autì mporoÔme na sqhmatopoi soume l�go kalÔtera m�a analog�aan�mesa sti
 ènnoie
 anadrom  kai sunanadrom  me ton akìloujo trìpo :anadrom sunanadrom  =
sun�rthsh apì k�poio el�qisto stajerì shme�osun�rthsh se k�poio mègisto stajerì shme�oKalì e�nai na èqoume sto mualì ma
 aut  th susqètish mia
 kai anaparist�arket�7 kal� to perieqìmeno th
 metafor�
 pou jèloume na epitÔqoume anti-kajist¸nta
 klasikè
 mejìdou
 (anadrom , epagwg ) th
 ZFC me kainoÔrgie
(sunanadrom , sun-epagwg ) th
 ZFA.To epìmeno par�deigma suneq�zei ti
 parathr sei
 ma
 p�nw stou
 fusikoÔ
arijmoÔ
.Par�deigma 3.9. O telest 


Γ(a) = {0} ∪ {S(b) | b ∈ a ∩ Vafa[U ]}7H analog�a aut  s�goura den e�nai pl rh
. H al jeia e�nai ìti up�rqoun poll� e�dh ana-drom 
 pou xefeÔgoun apì thn perigraf  “sun�rthsh apì k�poio el�qisto stajerì shme�o”.Apì thn �llh ep�sh
 ìle
 oi sunanadromè
 pou ja doÔme e�nai ousiastik� “sunart sei
 sek�poio mègisto stajerì shme�o”. H merik  p�ntw
 aut  analog�a dikaiologe� se k�poio bajmìthn epilog  onìmato
. 63



3.2. Stajer� shme�a 3. Sunanadrom e�dame ìti èqei el�qisto stajerì shme�o to sÔnolo ω. Efìson o Γ e�nai monì-tono
 ja èqei kai mègisto stajerì shme�o Γ∗.E�nai eÔkolo na de�xoume ìti
Γ∗ ∩ WF ⊆ ω.'Estw ìti up�rqei a ∈ Γ∗ ∩ WF, tètoio ¸ste, a 6∈ ω. 'Estw a ∈ (Γ∗ ∩ WF) \ ωme el�qisth t�xh. Tìte a = S(b), gia k�poio b (afoÔ a 6= 0), opìte

b ∈ a ⇒ rank(b) < rank(a) (orismì
 rank)
⇒ b ∈ ω (epag. upoj.)
⇒ a ∈ ω, (a = S(b) ∈ ω)to opo�o e�nai �topo. Epomènw
 sthn ZFC èqoume ìti Γ∗ = ω.Ti g�netai ìmw
 sthn ZFA? Eke� ja de�xoume ìti

Γ∗ = Ω ∪ ω.To Ω ∪ ω e�nai faner� stajerì shme�o tou Γ (afoÔ Ω = Ω ∪ {Ω} = S(Ω) ∈ Ω).'Estw t¸ra a ∈ Γ∗ \ WF. Or�zoume akolouj�a {an} tètoia ¸ste
a0 = a

an = S(an+1).H akolouj�a aut  up�rqei afoÔ
b ∈ Γ∗ ⇒ b ∈ S(c), gia k�poio c ∈ Γ∗ \ WF.To a epomènw
 e�nai lÔsh tou sust mato
 exis¸sewn

x0 = S(x1)

x1 = S(x2)...Apì thn Prìtash 2.3 pa�rnoume ìti a = Ω. Epomènw
 to Ω ∪ ω e�nai mègistostajerì shme�o tou Γ.Tèlo
 ja anafèroume merik� genik� apotelèsmata kai orismoÔ
 gia telestè
.Prìtash 3.10. i. Gia k�je telest  Γ, isqÔei
Γ∗ ⊆ Γ∗.64



3. Sunanadrom  3.2. Stajer� shme�a
ii. 'Estw Γ, ∆ monìtonoi telestè
 tètoioi ¸ste gia k�je a ∈ Vafa[U ],

Γ(a) ⊆ ∆(a).Tìte
Γ∗ ⊆ ∆∗ kai Γ∗ ⊆ ∆∗.

iii. 'Estw Γ, ∆ monìtonoi telestè
 tètoioi ¸ste gia k�je a ∈ Vafa[U ],
Γ(a) ⊆ ∆∗.Tìte
Γ∗ ⊆ ∆∗.Apìdeixh. i. Profanè
 apì tou
 orismoÔ
 el�qistou kai mègistou stajeroÔshme�ou.

ii. Efìson ∆∗ stajerì shme�o tou ∆ èqoume ìti
Γ(∆∗) =

⋃

a⊆∆∗

Γ(a)

⊆
⋃

a⊆∆∗

∆(a)

= ∆(∆∗)

= ∆∗.Dhlad  Γ(∆∗) ⊆ ∆∗, opìte apì th Epagwgik  Arq  gia to el�qisto stajerìshme�o pa�rnoume ìti
Γ∗ ⊆ ∆∗.Omo�w
 pa�rnoume ìti

Γ∗ ⊆ ∆(Γ∗),kai apì thn Sun-Epagwgik  Arq  gia to mègisto stajerì shme�o telik� èqoumeìti
Γ∗ ⊆ ∆∗.

iii. To Γ∗ e�nai stajerì shme�o tou Γ, opìte
Γ∗ = Γ(Γ∗)

=
⋃

a⊆Γ∗

Γ(a)

⊆
⋃

a⊆Γ∗

∆∗

= ∆∗. ⊣65



3.2. Stajer� shme�a 3. Sunanadrom Orismì
 3.4. 'Ena
 telest 
 Γ ja lème ìti diathre� ti
 tomè
 an� dÔo (com-
mutes with binary intersections) an gia k�je a, b ∈ Vafa[U ],

Γ(a ∩ b) = Γ(a) ∩ Γ(b).Ep�sh
, ja lème ìti diathre� ti
 tomè
 an gia k�je a ∈ Vafa[U ],
Γ(

⋂

a) =
⋂

c∈a

Γ(c).An�loga mil�me gia telestè
 pou diathroÔn ti
 tomè
 kl�sewn ìtan giak�poio telest  kl�sewn Φ, isqÔei ìti gia k�je sullog  kl�sewn {Ci},
Φ(

⋂

i

Ci) =
⋂

i

Φ(Ci).Parat rhsh 3.7. 1. 'Estw Γ monìtono
 telest 
. Tìte gia k�je gia k�je
a, b ∈ Vafa[U ],

Γ(a ∩ b) ⊆ Γ(a) ∩ Γ(b),afoÔ Γ monìtono
 kai a ∩ b ⊆ a, a ∩ b ⊆ b.2. Oi telestè
 Pow, Powf, PowA
f , Fun, FunA

st, FunA
tr diathroÔn ti
 tomè
.3. Up�rqoun monìtonoi telestè
 pou den diathroÔn ti
 tomè
. Gia par�deig-ma o

Γ(a) =

{

∅, an a ⊆ {∅}
a, alli¸
.e�nai monìtono
, all�

Γ({0, 1}) ∩ Γ({0, 2}) = {∅} 6= ∅ = Γ({0, 1} ∩ {0, 2}).Orismì
 3.5. Gia k�je kl�sh C ⊆ Vafa[U ] or�zoume
−C = {a ∈ Vafa[U ] | a 6∈ C},thn opo�a kaloÔme sumplhrwmatik  kl�sh th
 C.Gia k�je telest  Γ or�zoume Γ̂ na e�nai h antistoiq�a sunìlwn se kl�sei
gia thn opo�a isqÔei

Γ̂(a) = −Γ(−a), gia k�je a ∈ Vafa[U ].Parat rhsh 3.8. 1. DÔo idiìthte
 pou prokÔptoun �mesa apì ton orismì th
sumplhrwmatik 
 kl�sh
 e�nai oi parak�tw.'Estw C,D kl�sei
. Tìte
−(−C) = C kai C ⊆ D ⇒ −D ⊆ −C.66



3. Sunanadrom  3.2. Stajer� shme�a2. H antistoiq�a Γ̂ den e�nai telest 
 sunìlwn me thn austhr  ènnoia touìrou mia
 kai antistoiqe� sÔnola se kl�sei
. Par� to gegonì
 autì diathre� ti
perissìtere
 kalè
 idiìthte
 tou Γ kai gi� autì ja thn onom�zoume kai düikìtelest .3. Dikaiolog¸nta
 kai thn prohgoÔmenh parat rhsh ja d¸soume èna par�-deigma sto opo�o o düikì
 telest 
 antistoiqe� sÔnolo se kl�sh.'Estw
p ∈ U .Tìte profan¸


{p} 6∈ P(Vafa[U ]) ⇒ {p} 6∈ Pow(Vafa[U ])

⇒ {p} 6∈ Pow(−∅)

⇒ {p} ∈ −Pow(−∅)

⇒ {p} ∈ ˆPow(∅).'Ara to ˆPow(∅) e�nai gn sia kl�sh.Prìtash 3.11. 'Estw Γ monìtono
 telest 
.
i. Γ̂ monìtono
 (jewroÔmeno
 w
 telest 
 kl�sewn).
ii. An o Γ diathre� ti
 tomè
 kl�sewn tìte gia k�je kl�sh C,

Γ̂(C) =
⋃

a⊆C

Γ̂(a),ìpou a diatrèqei sÔnola, dhlad  o Γ̂ e�nai suneq 
 se sÔnola.
iii. To −Γ∗ e�nai to el�qisto stajerì shme�o tou Γ̂ kai to −Γ∗ to mègistostajerì shme�o.Apìdeixh. i. 'Estw C,D kl�sei
. Tìte

C ⊆ D ⇒ −D ⊆ −C (Parat rhsh 3.8.1)
⇒ Γ(−D) ⊆ Γ(−C) (Γ monìtono
)
⇒ −Γ(−C) ⊆ −Γ(−D) (Parat rhsh 3.8.1)
⇒ Γ̂(C) ⊆ Γ̂(D) (orismì
 Γ̂).67



3.3. Sun�lgebre
 3. Sunanadrom 
ii. 'Estw C kl�sh. Tìte

b ∈ Γ̂(C) ⇒ b ∈ −Γ(−C) (orismì
 Γ̂)
⇒ b 6∈ Γ(−C)

⇒ up�rqei sÔnolo a ⊆ C t.w. b 6∈ Γ(−a) (−C =
⋂

a⊆C

−a kai
Γ diathre� ti
 tomè
)

⇒ b ∈ Γ̂(a),gia k�poio sÔnolo a ⊆ C

⇒ b ∈
⋃

a⊆C

Γ̂(a).Ep�sh

b ∈

⋃

a⊆C

Γ̂(a) ⇒ b ∈ Γ̂(a),gia k�poio a ⊆ C

⇒ b ∈ Γ̂(C) (Γ̂ monìtono
 apì (i)).
iii. IsqÔei ìti

Γ̂(−Γ∗) = −Γ(Γ∗) (Parat rhsh 3.8.1 kai orismì
 Γ̂)
= −Γ∗ (Γ∗ stajerì shme�o tou Γ).'Ara to −Γ∗ e�nai stajerì shme�o tou Γ̂.'Estw t¸ra C stajerì shme�o tou Γ̂. Tìte

C = Γ̂(C) = −Γ(−C) ⇒ −C = Γ(−C) (Parat rhsh 3.8.1)
⇒ −C stajerì shme�o tou Γ

⇒ −C ⊆ Γ∗ (Γ∗ mègisto stajerìshme�o tou Γ)
⇒ −Γ∗ ⊆ C. (Parat rhsh 3.8.1)

⊣3.3 Sun�lgebre
Sti
 epìmene
 paragr�fou
 ja prospaj soume na genikeÔsoume me ìso to du-natì pio fusikì trìpo basikè
 ènnoie
 kai apotelèsmata tou Kefala�ou 2. Hgen�keush aut  ja sthriqje� se meg�lo bajmì sthn ènnoia tou stajeroÔ shme�outelest  pou anaptÔxame. Ja arq�soume epanexet�zonta
 thn ènnoia tou sust -mato
 exis¸sewn thn opo�a  dh èqoume metall�xei arketè
 forè
. Sthn arq e�qame or�sei to ep�pedo sÔsthma exis¸sewn to opo�o e�nai ep�sh
 m�a tri�da
E = 〈X,A, e〉,68



3. Sunanadrom  3.3. Sun�lgebre
ìpou e e�nai sun�rthsh apì to X sto P(X ∪ A). 'Epeita (ki apì �lla st�dia)per�same ston orismì tou genikoÔ sust mato
 exis¸sewn to opo�o e�nai ep�sh
m�a tri�da
E = 〈X,A, e〉,ìpou ìmw
 e aut  th for� e�nai sun�rthsh apì to X sto Vafa[X ∪ A].ParathroÔme ìti èna sÔsthma exis¸sewn genik� den e�nai t�pota �llo apìèna sÔnolo (atìmwn) maz� me m�a apeikìnish tou sunìlou autoÔ se k�poio sÔ-nolo sunìlwn. M�lista ja mporoÔsame na èqoume or�sei ex� arq 
 to sÔsthmaexis¸sewn na e�nai du�da
E = 〈X, e〉,ìpou X kai e ja e�nai ìpw
 prin kai sto opo�o to A ja mporoÔse na oriste� nae�nai to sÔnolo support(ran(e)) \ X.Orismì
 3.6. 'Estw Γ-monìtono
 telest 
. Γ-sun�lgebra (Γ-coalgebra) e�naik�je diatetagmèno zeÔgo

E = 〈b, e〉,ìpou b e�nai kl�sh (ìqi apara�thta gn sia) kai e e�nai sun�rthsh apì to b sto

Γ(b).'Hdh me mia pr¸th mati� h ènnoia th
 sun�lgebra
 moi�zei na èqei poll�koin� me aut  tou sust mato
 exis¸sewn. Pr�gmati, èstw E = 〈X,A, e〉 ènaep�pedo sÔsthma exis¸sewn kai PowA o telest 
 pou or�zetai ètsi ¸ste giak�je a ∈ Vafa[U ],
PowA(a) = P(A ∪ a).'Estw t¸ra E ′ = 〈X, e′〉 h PowA-sun�lgebra, ìpou e′ : X → PowA(X) me

e′x = ex, gia k�je x ∈ X.EÔkola fa�netai ìti ta E kai E ′ perigr�foun ousiastik� to �dio antike�meno.Parat rhsh 3.9. Ax�zei na sqoli�soume ìti oi lÔsei
 tou sust mato
 exis¸-sewn E br�skontai sto mègisto stajerì shme�o tou monìtonou telest  PowX∪A(blèpe an�loga parade�gmata prohgoÔmenh
 paragr�fou). Dhlad 
solution-set(E) ⊆ Vafa[U ] = (PowX∪A)∗.To ìti to sÔnolo lÔsewn enì
 sust mato
 exis¸sewn perièqetai sto mègistostajerì shme�o k�poiou kat�llhlou telest  e�nai anadiatÔpwsh enì
 shman-tikoÔ jewr mato
 pou ja sunant soume se epìmenh par�grafo kai to opo�oonom�zoume Genikì L mma Ep�lush
 gia Telestè
.Ston orismì th
 E ′ e�nai shmantikì na prosèxoume ìti ta �toma tou sunìlou

X den br�skontai poujen� mèsa ston telest  PowA, mia
 kai A ∩X = ∅ (afoÔto E = 〈X,A, e〉 e�nai ep�pedo sÔsthma exis¸sewn). Autì dustuq¸
 den isqÔeianagkastik� gia tuqa�a sun�lgebra. Jèlonta
 loipìn na xeqwr�soume autè
ti
 problhmatikè
 peript¸sei
 odhgoÔmaste ston epìmeno orismì.69



3.3. Sun�lgebre
 3. Sunanadrom Orismì
 3.7. 'Estw Γ monìtono
 telest 
. 'Ena sÔnolo X ⊆ U kale�tai nèogia ton Γ (new for Γ) an gia k�je antikat�stash t me dom(t) = X, kai giak�je a ∈ Vafa[U ] isqÔei ìti
Γ(a[t]) = Γ(a)[t].Par�deigma 3.10. 'Ena
 apì tou
 pio aploÔ
 monìtonou
 telestè
 pou sunan-t same mèqri t¸ra e�nai o Pow. Ja de�xoume ìti gi� autìn k�je sÔnolo X ⊆ Ue�nai nèo. 'Estw loipìn a ∈ Vafa[U ] kai t antikat�stash me dom(t) = X. Jade�xoume ìti

Pow(a[t]) = Pow(a)[t].'Estw b ∈ Pow(a[t]) = P(a[t]), dhlad  b ⊆ a[t]. 'Estw c tètoio ¸ste
c = {d ∈ a | d[t] ∈ b}.Profan¸
 c[t] = b kai c ∈ Pow(a), �ra

b ∈ Pow(a)[t].'Estw t¸ra b ∈ Pow(a)[t] = P(a)[t]. Tìte up�rqei c tètoio ¸ste
c ⊆ a kai b = c[t].'Ara c[t] ⊆ a[t], opìte

b ∈ Pow(a[t]).'Omoia me ton Pow, de�qnetai ìti kai gia ton Powf k�je sÔnolo atìmwn e�nainèo.Par�deigma 3.11. O telest 
 PowA den sumperifèretai ìpw
 kai o Pow (fu-sik� mil�me gia thn per�ptwsh ìpou A 6= ∅), mia
 kai up�rqoun sÔnola atìmwnta opo�a den e�nai nèa gi� autìn. Gia par�deigma èstw A = {p}, X = {p} kai tantikat�stash me t(p) = q, ìpou p, q ∈ U kai p 6= q. Tìte èqoume
PowA(∅[t]) = P(A) = P({p}),en¸

PowA(∅)[t] = P(A)[t] = P({q}),Epomènw
 to {p} den e�nai nèo gia ton Pow{p}.Wstìso isqÔei m�a an�logh genik  prìtash gia ton PowA (ìpw
 gia ton
Pow). K�je sÔnolo X ⊆ U gia to opo�o isqÔei X ∩ A = ∅ e�nai nèo gia ton
PowA. 'Estw a ∈ Vafa[U ] kai t antikat�stash me dom(t) = X. Tìte

PowA(a[t]) = P(A ∪ a[t])

= P((A ∪ a)[t]) (dom(t) ∩ A = ∅)
= P(A ∪ a)[t] (Par�deigma 3.10)
= PowA(a)[t].'Omoia me parap�nw pa�rnoume ìti kai gia ton PowA

f k�je sÔnolo atìmwnxèno me to A e�nai nèo. 70
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Par�deigma 3.12. Gia ton telest  Fun isqÔei ìti kanèna sÔnolo atìmwn metr�a diaforetik� stoiqe�a den e�nai nèo. 'Estw gia par�deigma X = {p, q, r},
a = X kai t antikat�stash me

t(p) = q

t(q) = q

t(r) = r.Tìte
b = {〈p, q〉, 〈q, r〉} ∈ Fun(a),epomènw


b[t] = {〈p, q〉, 〈q, r〉}[t] = {〈q, q〉, 〈q, r〉} ∈ Fun(a)[t],to opo�o e�nai �topo mia
 kai to b[t] den e�nai sun�rthsh. 'Ara
Fun(a)[t] 6= Fun(a[t]).O parak�tw orismì
 èrqetai na onom�sei ti
 ugie�
 peript¸sei
 sunalgebr¸npou jèloume na melet soume pro
 to parìn.Orismì
 3.8. 'Estw Γ monìtono
 telest 
. Ep�pedh Γ-sun�lgebra (Flat Γ-

coalgebra) ja onom�zoume k�je Γ-sun�lgebra E = 〈X, e〉 sthn opo�a to X e�naisÔnolo atìmwn nèo gia ton Γ.Parat rhsh 3.10. 1. O ìro
 “sun�lgebra” pou eis�game sthn par�grafoaut  proèrqetai apì th jewr�a kathgori¸n. Ja  tan wfèlimo na diasafhn�soumek�pw
 thn parap�nw orolog�a, mia
 kai èmmesa ja bohj sei sthn kalÔterhkatanìhsh kai �llwn ennoi¸n pou ja sunant soume apì ed¸ kai pèra (all� kaith
 �dia
 th
 ènnoia
 th
 sunanadrom 
 pou e�nai kai to jèma olìklhrou toukefala�ou).Me ton ìro “�lgebra” sta majhmatik� sun jw
8 ennooÔme m�a dom 
A = 〈A, f0, f1, . . .〉,ìpou fi e�nai sunart sei
 apì to A × A sto A. ParathroÔme eÔkola ìti h�lgebra perigr�fetai pl rw
 apì thn dr�sh twn fi p�nw sto A×A. Epomènw
k�llista ja mporoÔsame na or�soume �lgebra A na e�nai to zeÔgo


〈A, f〉,ìpou
f : T (A) → Ame T (A) = ω × A × A kai f(i, a, b) = fi(a, b) gia k�je i ∈ ω, a, b ∈ A. Dhlad h �lgebra den e�nai t�pota �llo apì m�a apeikìnish
T (A)

f
// A8Gia eukol�a ja perioristoÔme se �lgebre
 me dimele�
 pr�xei
.71



3.4. Morfismo� 3. Sunanadrom Apì thn �llh t¸ra h sun�lgebra e�nai èna zeÔgo

〈X, e〉,ìpou

e : X → Γ(X).Dhlad  ousiastik� e�nai ki aut  mia apeikìnish
Γ(X) X

eooSth jewr�a kathgori¸n e�nai arket� sunhjismèno na qrhsimopoioÔme to prì-jema “sun” (“co” sta agglik�) mprost� apì to ìnoma (sthn per�ptws  ma

“�lgebra”   “algebra” sta agglik�) mia
 ènnoia
 h opo�a prokÔptei apì k�poia�llh me apl  antistrof  k�poiwn bel¸n.2. Sunoy�zonta
 aut  thn par�grafo se m�a prìtash ja lègame ìti

“H sun�lgebra e�nai h fusik  gen�keush th
 ènnoia
 tou sust mato
exis¸sewn se èna tuqa�o monìtono telest .”3.4 Morfismo�Akolouj¸nta
 th sun jeia sta majhmatik�, met� apì ton orismì mia
 algebri-k 
 dom 
 odhgoÔmaste sth melèth twn sunart sewn metaxÔ tètoiwn dom¸n. Hpraktik  aut  phg�zei apì thn an�gkh ma
 na diakr�noume poiotik� ti
 domè
.O kalÔtero
 trìpo
 na g�nei autì e�nai melet¸nta
 sunart sei
 pou sèbontaiti
 pr�xei
. Sthn �lgebra oi sunart sei
 autè
 onom�zontai morfismo�. Epiju-moÔme loipìn ki ed¸ na or�soume m�a parapl sia ènnoia morfismoÔ sunalgebr¸n¸ste na antl soume plhrofor�e
 gia thn �dia th dom  twn sunalgebr¸n pouexet�zoume.Poio ìmw
 e�nai to ant�stoiqo twn pr�xewn sthn per�ptwsh mia
 sun�lgebra

E = 〈a, e〉? O mìno
 upoy fio
 e�nai h sun�rthsh e, epomènw
 ed¸ ta pr�gmatae�nai kajar�. Apì thn �llh ìmw
 ti akrib¸
 ja ennooÔme ìtan ja lème giapar�deigma ìti o morfismì
 twn E kai E ′ me E = 〈a, e〉 kai E ′ = 〈a′, e′〉 “sèbetai”ti
 e kai e′? Autì pisteÔoume ja fane� kalÔtera an jumhjoÔme apl� ant�stoiqhper�ptwsh sth jewr�a om�dwn.'Estw G = 〈A,+〉, H = 〈B, ·〉 om�de
 kai f morfismì
 apì thn Gsthn H. Tìte h f e�nai sun�rthsh apì to A sto B kai ep�sh


f(a + b) = f(a) · f(b), gia k�je a, b ∈ G.Analìgw
 ja mporoÔsame na apait soume kai sthn per�ptwsh twn sunalgebr¸n.'Estw E = 〈a, e〉, E ′ = 〈a′, e′〉 sun�lgebre
 kai f morfismì
 apì thn
E sthn E ′. Tìte h f e�nai sun�rthsh apì to a sto a′ kai ep�sh


f(e(b)) = e′(f(b)), gia k�je b ∈ a.72



3. Sunanadrom  3.4. Morfismo�Oi parak�tw orismo� proèrqontai apì ti
 prohgoÔmene
 parathr sei
.Orismì
 3.9. 'Estw Γ monìtono
 telest 
 kai E = 〈a, e〉, E ′ = 〈a′, e′〉 Γ-sun�lgebre
.
i. Γ-morfismì
 (Γ-morphism) apì thn E sthn E ′ ja kale�tai k�je antikat�-stash r gia thn opo�a isqÔei

eb[r] = e′(b[r]), gia k�je b ∈ a.gr�foume sumbolik� r : E → E ′.
ii. Anadiorg�nwsh (Reorganization) tou E sto E ′ ja kale�tai k�je morfismì


r : E → E ′ gia ton opo�o isqÔei
a[r] = a′.Gia megalÔterh eukol�a ja eis�goume ton epìmeno orismì.Orismì
 3.10. 'Estw r antikat�stash kai A ∈ Vafa[U ]. Or�zoume [r]a na e�naio periorismì
 tou telest  antikat�stash
 [r] sto sÔnolo a, dhlad 

[r]a = [r] ↾ a.Parat rhsh 3.11. 1. O Orismì
 3.9.i mpore� na anadiatupwje� plèon akìmapio apl�.
i'. Γ-morfismì
 apì thn E sthn E ′ ja kale�tai k�je antikat�stash r gia thnopo�a isqÔei

e′ ◦ [r]a = [r]Γ(a) ◦ e.2. Mia
 kai kinoÔmaste p�nta se èna pla�sio par�llhlo me thn �lgebra kaiafoÔ aut� pou lème aforoÔn se morfismoÔ
 kalì e�nai na d¸soume kai ènanorismì isodÔnamo tou 3.9.i ekfrasmèno me ìrou
 diagramm�twn.
i''. Γ-morfismì
 apì thn E sthn E ′ ja kale�tai k�je antikat�stash r h opo�akajist� to parak�tw di�gramma antimetajetikì

a

[r]a

²²

e // Γ(a)

[r]Γ(a)

²²

a′
e′

// Γ(a′)3. 'Estw E = 〈X, e〉, E ′ = 〈X ′, e′〉 ep�pede
 sun�lgebre
 kai r morfismì
apì thn E sthn E ′. Tìte eÔkola
dom(e′ ⋆ r) = dom(r ⋆ e)73



3.4. Morfismo� 3. Sunanadrom kai
rx[e′] = ex[r] gia k�je x ∈ X.'Ara

e′ ⋆ r = r ⋆ e.Ant�strofa t¸ra, an e′ ⋆ r = r ⋆ e, tìte
dom(r) = dom(e′ ⋆ r) = dom(r ⋆ e) = dom(e) = X.kai apì ton orismì tou ⋆ pa�rnoume

rx[e′] = ex[r] gia k�je x ∈ dom(r) = X.'Ara h r e�nai Γ-morfismì
.Epomènw
 gia thn per�ptwsh ep�pedwn sunalgebr¸n E kai E ′ ja mporoÔsamena or�soume enallaktik� ton 3.9.i w
 ex 

i'''. Γ-morfismì
 apì thn E sthn E ′ ja kale�tai k�je antikat�stash r gia thnopo�a isqÔei

e′ ⋆ r = r ⋆ e.4. Sthn per�ptwsh tuqa�wn algebrik¸n dom¸n A kai B pou perigr�fontaiapì ti
 sunart sei
 g : T (A) → A kai h : T (B) → B (blèpe Parat rhsh 3.10)kai morfismoÔ f : A → B èqoume to parak�tw di�gramma
A

f

²²

T (A)

T (f)

²²

g
oo

B T (B)
h

ooH T (f) e�nai h monadik  sun�rthsh pou kajist� to di�gramma antimetajetikì,dhlad  isqÔei
h ◦ T (f) = f ◦ g.ParathroÔme ìti- h parap�nw sqèsh moi�zei p�ra polÔ me aut  th
 Parat rhsh
 3.11.1.- to di�gramma autì diafèrei apì autì th
 Parat rhsh
 3.11.2 mìno sthfor� twn bel¸n (k�ti pou perimèname b�sh th
 Parat rhsh
 3.10).Aut� sunhgoroÔn sto ìti o orismì
 tou Γ-morfismoÔ pou d¸same sun�dei me thnprìjesh na per�soume thn ènnoia tou morfismoÔ algebrik¸n dom¸n sto pla�siotwn sunalgebr¸n. 74



3. Sunanadrom  3.5. LÔsei
An m�a sun�lgebra e�nai apl� anadiorg�nwsh k�poia
 �llh
, tìte ousiasti-k� oi dÔo sun�lgebre
 e�nai �die
.Prìtash 3.12. 'Estw r anadiorg�nwsh tou E = 〈a, e〉 sto E ′ = 〈a′, e′〉. Tìte
E [r] = E ′ .Apìdeixh. 'Eqoume ìti

e[r] = {〈b, eb〉 | b ∈ a}[r]

= {〈b[r], eb[r]〉 | b ∈ a} (orismì
 telest  antikat.)
= {〈b[r], e′(b[r])〉 | b ∈ a} (r morfismì
)
= e′ (r ep�).'Ara
E [r] = 〈a, e〉[r]

= 〈a[r], e[r]〉 (orismì
 telest  antikat.)
= 〈a′, e′〉 (prohg. sqèsh)
= E ′ . ⊣Sthn epìmenh par�grafo ja de�xoume ìti an E ′ e�nai anadiorg�nwsh th
 E ,tìte E kai E ′ èqoun ti
 �die
 “lÔsei
”. All� pr¸ta prèpei na or�soume ti e�nailÔsh.3.5 LÔsei
'Eqoume plèon arq�sei na sunhj�zoume sthn idèa ìti h sun�lgebra e�nai ousia-stik� m�a gen�keush tou sust mato
 exis¸sewn. E�nai logikì loipìn na pro-spaj soume na or�soume kai gia ti
 sun�lgebre
 thn ènnoia th
 lÔsh
 pou e�nai�rrhkta demènh me ta sust mata exis¸sewn. Jèloume m�lista autì
 o orismì
na sumfwne� ìso to dunatì perissìtero me autì pou d¸same eke�.'Estw E = 〈a, e〉 m�a Γ-sun�lgebra. Katarq�
 h sunj kh pou ja jèlame naikanopoie� h lÔsh th
 E ja prèpei na e�nai ant�stoiqh me aut 
 twn susthm�twnexis¸sewn, dhlad  ja prèpei

sb = eb[s] gia k�je b ∈ a.(3.1)ParathroÔme amèsw
 ìti genik� den e�nai dunatì k�je sun�lgebra E na èqeilÔsh s pou na ikanopoie� mia tètoia sqèsh. Gia par�deigma an eb ∈ U , gia k�poio
b ∈ a, den up�rqei lÔsh gia thn E . Poiè
 sun�lgebre
 loipìn epidèqontai lÔsh?A
 upojèsoume ìti h E e�nai ep�pedh (opìte a ⊆ U) kai ìti o Γ e�nai gn sio
.Tìte

e : a → Γ(a) ⊆ Vafa[U ]75



3.5. LÔsei
 3. Sunanadrom kai epomènw
 h E e�nai apl� èna genikeumèno sÔsthma exis¸sewn9 to opo�o b�shtou GenikoÔ L mmato
 Ep�lush
 èqei monadik  lÔsh, dhlad  up�rqei antikat�-stash s pou ikanopoie� thn (3.1). Aut� ma
 arkoÔn gia na proqwr soume stonepìmeno orismì.Orismì
 3.11. 'Estw Γ monìtono
 gn sio
 telest 
 kai E = 〈X, e〉 ep�pedh
Γ-sun�lgebra. M�a antikat�stash ja onom�zetai lÔsh th
 E an

dom(s) = X & sx = ex[s], gia k�je x ∈ X.Or�zoume ep�sh
 to sÔnolo lÔsewn th
 E na e�nai to sÔnolo
solution-set(E) = ran(s).O orismì
 dustuq¸
 den ma
 d�nei pollè
 plhrofor�e
 gia th fÔsh twn lÔ-sewn aut¸n. Gnwr�zoume beba�w
 apì to Genikì L mma Ep�lush
 ìti h lÔshaut  e�nai monadik  kai ìti br�sketai sthn kl�sh Vafa[U ] (  gia na e�maste pioakribe�
 sthn kl�sh Vafa[support(ran(e)) \X]), all� den gnwr�zoume p¸
 autìexart�tai apì ton telest  Γ. PoÔ akrib¸
 br�sketai to sÔnolo lÔsewn th


E (se sqèsh me ton telest  Γ p�nta)? Se aut� ja apant soume me ta epìme-na apotelèsmata, afoÔ pr¸ta or�soume m�a qr simh gen�keush th
 ènnoia
 toukanonikoÔ sust mato
 exis¸sewn.Orismì
 3.12. 'Estw Γ monìtono
 telest 
. M�a Γ-sun�lgebra 〈a, e〉 ja ono-m�zetai kanonik  (canonical) an
eb = b, gia k�je b ∈ a.Par�deigma 3.13. An Γ monìtono
 telest 
, tìte h Γ-sun�lgebra 〈Γ∗, idΓ∗〉,ìpou idΓ∗ h tautotik  sto Γ∗, e�nai kanonik .L mma 3.13. 'Estw Γ monìtono
 telest 
, E = 〈X, e〉 ep�pedh Γ-sun�lgebrakai s antikat�stash. Ta epìmena e�nai isodÔnama

i. H s e�nai lÔsh th
 E .
ii. s ⋆ e = s.
iii. dom(s) = X kai E [s] e�nai kanonik  Γ-sun�lgebra.
iv. H s anadiorgan¸nei thn E se k�poia kanonik  Γ-sun�lgebra.
v. H s e�nai Γ-morfismì
 apì thn E sthn 〈Γ∗, idΓ∗〉, ìpou idΓ∗ h tautotik sto Γ∗.Apìdeixh. ((i)⇒(ii)) Efìson s lÔsh th
 E ja èqoume

dom(s) = X9To genikeumèno sÔsthma exis¸sewn E ′ = 〈X, support(ran(e) \ X), e〉 (blèpe Par�grafo3.2). 76



3. Sunanadrom  3.5. LÔsei
kai
sx = ex[s], gia k�je x ∈ X.'Ara

s ⋆ e = s.((ii)⇒(iii)) Katarq�
 efìson s ⋆ e = s ja èqoume
dom(s) = dom(s ⋆ e) = dom(e) = X.Mènei loipìn na de�xoume akìma ìti h E [s] e�nai kanonik  Γ-sun�lgebra.'Eqoume

E [s] = 〈X, e〉[s] = 〈X[s], e[s]〉.IsqÔei ìti
e[s] = {〈x, ex〉 | x ∈ X}[s]

= {〈x, ex〉[s] | x ∈ X} (orismì
 telest  antikat.)
= {〈x[s], ex[s]〉 | x ∈ X} (orismì
 telest  antikat.)
= {〈sx, (s ⋆ e)x〉 | x ∈ X} (orismì
 ⋆)
= {〈sx, sx〉 | x ∈ X} (s ⋆ e = s).'Ara dom(e[s]) = ran(e[s]) = X[s]. Ep�sh
, an a ∈ X[s], tìte

a = x[s], gia k�poio x ∈ Xkai
(e[s])a = (e[s])sx

= sx.Dhlad  gia k�je a ∈ X[s],
(e[s])a = a.Tèlo
 ja de�xoume ìti ran(e[s]) ⊆ Γ(X[s]), opìte h E [s] e�nai Γ-sun�lgebra.IsqÔei ìti

ran(e[s]) = X[s] = X[e][s] (gia k�je x ∈ X, x[e][s] = ex[s] =

= (s ⋆ e)x = sx = x[s])
⊆ Γ(X)[s] (ran(e) ⊆ Γ(X))
= Γ(X[s]) (dom(s) = X kai X nèo gia ton Γ).((iii)⇒(iv)) Ja de�xoume ìti h s anadiorgan¸nei thn E sthn E [s]. Efìson

E [s] = 〈X[s], e[s]〉, arke� na de�xoume ìti isqÔei
e[s] ◦ [s]X = [s]Γ(x) ◦ e.77
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 oi dÔo sunart sei
 èqoun to �dio ped�o orismoÔ X. Ep�sh
, efìson h
e[s] e�nai tautotik  sto X[s], isqÔei ìti

e[s] = {〈x, ex〉 | x ∈ X}[s]

= {〈sx, ex[s]〉 | x ∈ X} (orismì
 tel. antikat.)
= idX[s] .Dhlad  gia k�je x ∈ X,

sx = ex[s].Epomènw
 gia k�je x ∈ X,
(e[s] ◦ [s]X)x = e[s]sx

= sx (e[s] tautotik  sto X[s])
= ex[s]

= ex[s]Γ(X) (ex ∈ Γ(X))
= ([s]Γ(X) ◦ e)x.((iv)⇒(v)) 'Estw t¸ra ìti h s anadiorgan¸nei thn E sthn kanonik  Γ-sun�lgebra E ′ = 〈a, e′〉. Tìte a = X[s] kai ep�sh
 afoÔ h s e�nai morfismì
 jaisqÔei ìti gia k�je x ∈ X

(e′ ◦ [s]X)x = ([s]Γ(X) ◦ e)x ⇒ e′sx
= ex[s]

⇒ sx = ex[s] (e′ tautotik  sto X[s]).'Eqoume loipìn
a = X[s]

= X[e][s] (gia k�je x ∈ X, x[e][s] = ex[s] = sx)
⊆ Γ(X)[s] (ran(e) ⊆ Γ(X))
= Γ(X[s]) (dom(s) = X kai X nèo gia ton Γ)
= Γ(a),dhlad  to a e�nai Γ-orjì. Epomènw
 apì to je¸rhma mègistou stajeroÔ shme�oupa�rnoume ìti

a ⊆ Γ∗.Epomènw
 h s e�nai Γ-morfismì
 apì thn E sthn 〈Γ∗, idΓ∗〉.((v)⇒(i)) H s e�nai morfismì
, �ra gia k�je x ∈ X

(idΓ∗ ◦[s]X)x = ([s]Γ(X) ◦ e)x ⇒ sx = ex[s],dhlad  s lÔsh th
 E . ⊣78
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Parat rhsh 3.12. Sqhmatik� to L mma 3.13.iv mpore� na apodwje� apì toparak�tw di�gramma
X

s

²²

e // Γ(X)

[s]Γ(X)

}}zz
zz

zz
zz

zz
zz

Γ∗to opo�o e�nai antimetajetikì afoÔ h s e�nai morfismì
, opìte
[s]Γ(X) ◦ e = idΓ∗ ◦[s]X .Ep�sh
 sqhmatik� mpore� na perigrafe� kai to L mma 3.13.v w
 ex 


X

s

²²

e // Γ(X)

[s]Γ(a)

²²

a
ida

// Γ(a)ìpou kai autì to di�gramma e�nai antimetajetikì afoÔ s morfismì
 kai epomènw

[s]Γ(a) ◦ e = ida ◦[s]a.Pìrisma 3.14 (L mma Ep�lush
 gia Telestè
). 'Estw Γ monìtono
 gn -sio
 telest 
 kai E = 〈X, e〉 ep�pedh Γ-sun�lgebra. Tìte h E èqei monadik lÔsh kai
solution-set(E) ⊆ Γ∗.Apìdeixh. 'Estw

E ′ = 〈X, support(ran(e)) \ X, e〉.To E ′ e�nai genikì sÔsthma exis¸sewn kai epomènw
 apì to Genikì L mma Ep�-lush
 èqei monadik  lÔsh s′ gia thn opo�a isqÔei ìti
dom(s′) = X kai s′x = ex[s′], gia k�je x ∈ X.'Ara h s′ e�nai monadik  lÔsh kai th
 E .Apì to L mma 3.13.v t¸ra pa�rnoume ìti

solution-set(E) = ran(s′) ⊆ Γ∗. ⊣H epìmenh prìtash sundèei thn ènnoia th
 lÔsh
 me aut  th
 anadiorg�nw-sh
. 79



3.6. Omoiìmorfoi telestè
 3. Sunanadrom Prìtash 3.15. 'Estw gn sio
 telest 
 Γ, E = 〈X, e〉 kai E ′ = 〈X ′, e′〉 ep�pede

Γ-sun�lgebre
. 'Estw ep�sh
 r : E → E ′ Γ-morfismì
 me dom(r) = X kai slÔsh th
 E ′. Tìte h s◦r e�nai lÔsh th
 E . An m�lista h r e�nai anadiorg�nwsh,tìte ta E kai E ′ èqoun koin� sÔnola lÔsewn.Apìdeixh. 'Eqoume

(s ⋆ r) ⋆ e = s ⋆ (r ⋆ e) (Prìtash 2.8.ii)
= s ⋆ (e′ ⋆ r) (Parat rhsh 3.11.3)
= (s ⋆ e′) ⋆ r (Prìtash 2.8.ii)
= s ⋆ e (L mma 3.13.ii).'Ara s ⋆ r = s ◦ r e�nai lÔsh th
 E .An t¸ra r e�nai anadiorg�nwsh, tìte X[r] = X ′, opìte

X[s ⋆ r] = {rx[s] | x ∈ X} = solution-set(E ′). ⊣3.6 Omoiìmorfoi telestè
Apì to L mma Ep�lush
 gia telestè
 eÔkola pa�rnoume ìti gia k�je telest  Γ,ìla ta sÔnola lÔsewn ep�pedwn Γ-sunalgebr¸n perièqontai sto stajerì shme�o
Γ∗, dhlad  gia k�je E ep�pedh Γ-sun�lgebra èqoume

solution-set(E) ⊆ Γ∗,opìte
⋃

{solution-set(E) | E ep�pedh Γ-sun�lgebra} ⊆ Γ∗.(3.2)IsqÔei �rage h isìthta sthn parap�nw sqèsh? Ja mporoÔse dhlad  h (3.2) naapotelèsei èna nèo qarakthrismì gia to Γ∗ (pèra apì autìn tou Jewr mato
3.8)? H ap�nthsh e�nai genik� ìqi. A
 p�roume gia par�deigma ton telest 
Fun. Gnwr�zoume (apì Par�deigma 3.12) ìti kanèna sÔnolo atìmwn me peris-sìtera apì dÔo stoiqe�a den mpore� na e�nai nèo gi� autìn. 'Ara oi ep�pede

Fun-sun�lgebre
 〈X, e〉 (gia stajerì sÔnolo X) e�nai peperasmènou pl jou
,afoÔ up�rqoun peperasmènou pl jou
 sunart sei
 e apì to X sto Fun(X) (dh-lad  Fun-morfè
). Epomènw
 h ènwsh twn sunìlwn lÔsewn ìlwn twn ep�pedwnsunalgebr¸n e�nai peperasmènh. All� xèroume (p�li apì Par�deigma 3.12) ìtito Fun∗ e�nai gn sia kl�sh, opìte

⋃

{solution-set(E) | E ep�pedh Fun-sun�lgebra} Ã Fun∗ .'Opw
 e�dame h isìthta den isqÔei genik� sthn (3.2). Parìla aut� ìmw
up�rqei m�a kathgor�a telest¸n, gia thn opo�a endiaferìmaste idia�tera kai giathn opo�a isqÔei h isìthta. Autì to e�do
 telest¸n loipìn ja prospaj soumena or�soume kai na melet soume. 80



3. Sunanadrom  3.6. Omoiìmorfoi telestè
Orismì
 3.13. 'Ena
 telest 
 Γ ja lème ìti antimetat�jetai me ìle
 sqedìnti
 antikatast�sei
 (commutes with almost all substitutions) an sqedìn ìla tasÔnola atìmwn e�nai nèa gi� autìn, dhlad  an up�rqei sÔnolo XΓ ⊆ U tètoio¸ste k�je sÔnolo Y ⊆ U me Y ∩ XΓ = ∅ e�nai nèo gia ton Γ. To sÔnolo XΓja to onom�zoume sÔnolo apofug 
 (avoidance set) gia ton Γ.Parat rhsh 3.13. H èkfrash “sqedìn ìla” ston orismì dhl¸nei apl� ìtito sÔnolo apofug 
 e�nai sÔnolo kai ìqi gn sia kl�sh, dhlad  me m�a ènnoiae�nai “mikrì” kai epomènw
 h kl�sh ìlwn twn xènwn pro
 autì sunìlwn e�nai
“meg�lh”.Orismì
 3.14. 'Ena
 telest 
 Γ ja onom�zetai omoiìmorfo
 (uniform) an e�naimonìtono
, gn sio
 kai antimetat�jetai me ìle
 sqedìn ti
 antikatast�sei
.Par�deigma 3.14. Sto Par�deigma 3.10 e�qame dei ìti gia tou
 telestè
 Powkai Powf k�je sÔnolo atìmwn e�nai nèo, dhlad  ta sÔnola diafug 
 tou
 e�naito kenì sÔnolo

XPow = XPowf
= ∅.Ep�sh
 sthn �dia par�grafo (Par�deigma 3.11)e�qame apode�xei ìti gia tou
telestè
 PowA kai PowA

f (gia ∅ 6= A ⊆ U) k�je sÔnolo atìmwn xèno pro
 to
A e�nai nèo, dhlad  ta sÔnola diafug 
 tou
 e�nai to sÔnolo A

XPowA = XPowA
f

= A.Parat rhsh 3.14. 1. Fusik� den e�nai ìloi oi telestè
 omoiìmorfoi. 'Hdhèqoume dei parade�gmata mh monìtonwn   mh gn siwn telest¸n (blèpe Parat -rhsh 3.2).2. Up�rqoun mh omoiìmorfoi telestè
 oi opo�oi e�nai monìtonoi kai gn sioi.'Ena par�deigma e�nai o telest 
 Fun pou anafèrame l�go prin. Gia ton telest autìn èqoume dei ìti k�je sÔnolo atìmwn me perissìtera apì dÔo stoiqe�a dene�nai nèo, �ra to sÔnolo diafug 
 XΓ an up rqe ja èprepe na sumperilamb�neiìla aut� ta sÔnola, to opo�o e�nai �topo afoÔ tìte ja  tan gn sia kl�sh.3. Up�rqoun telestè
 pou antimetat�jentai me ìle
 sqedìn ti
 antikatast�-sei
 all� den e�nai omoiìmorfoi. Gia par�deigma o Γ(a) = {a} èqei aut  thnidiìthta all� ìpw
 èqoume dei den e�nai monìtono
.H epìmenh prìtash ma
 d�nei th dunatìthta na kataskeu�zoume nèou
 omoiì-morfou
 telestè
 apì aploÔsterou
.Prìtash 3.16. i. An a sÔnolo me a ⊆ Vafa[U ], tìte o telest 
 Γ me
Γ(b) = a, gia k�je b ∈ Vafa[U ]e�nai omoiìmorfo
.

ii. An o Γ e�nai monìtono
 telest 
 pou antimetat�jetai me ìle
 sqedìn ti
antikatast�sei
 kai ∆ e�nai omoiìmorfo
 telest 
, tìte o ∆◦Γ e�nai omoiì-morfo
 telest 
 ep�sh
. Eidikìtera, an Γ, ∆ omoiìmorfoi telestè
, tìte
∆ ◦ Γ omoiìmorfo
 telest 
. 81



3.6. Omoiìmorfoi telestè
 3. Sunanadrom 
iii. An Γ1, . . . ,Γn omoiìmorfoi telestè
, tìte Γ1 × · · · × Γn omoiìmorfo
 tele-st 
.
iv. An Γ1, . . . ,Γn omoiìmorfoi telestè
, tìte Γ1 ∪ · · · ∪ Γn omoiìmorfo
 tele-st 
, ìpou

(Γ1 ∪ · · · ∪ Γn)(a) = Γ1(a) ∪ · · · ∪ Γn(a), gia k�je a ∈ Vafa[U ].Apìdeixh. i. O Γ profan¸
 e�nai gn sio
 (a ⊆ Vafa[U ]) kai monìtono
 (b1 ⊆
b2 ⇒ Γ(b1) = a ⊆ a = Γ(b2)). 'Estw t¸ra XΓ = support(a). 'Estw sÔnolo
Y ⊆ U xèno pro
 to XΓ kai antikat�stash t me dom(t) = Y . Tìte gia k�je
b ∈ Vafa[U ],

Γ(b[t]) = a = a[t] = Γ(b)[t].'Ara XΓ sÔnolo apofug 
 tou Γ kai epomènw
 Γ omoiìmorfo
.
ii. Apì Prìtash 3.1 pa�rnoume ìti ∆ ◦ Γ monìtono
 kai gn sio
. 'Estw XΓkai X∆ ta sÔnola apofug 
 twn Γ kai ∆ ant�stoiqa. 'Estw X = XΓ ∪ X∆,

Y ⊆ U sÔnolo xèno pro
 to X kai antikat�stash t me dom(t) = Y . Tìte giak�je a ∈ Vafa[U ],
(∆ ◦ Γ)(a)[t] = ∆(Γ(a))[t]

= ∆(Γ(a)[t]) (∆ omoiìmorfo
)
= ∆(Γ(a[t])) (Γ omoiìmorfo
)
= (∆ ◦ Γ)(a[t]).'Ara X sÔnolo apofug 
 gia ton ∆ ◦ Γ kai epomènw
 ∆ ◦ Γ omoiìmorfo
.

iii, iv. 'Omoia me (ii) qrhsimopoi¸nta
 Prìtash 3.1. ⊣Oi epìmene
 dÔo prot�sei
 an kai aplè
 e�nai arket� qr sime
 gia th sunè-qeia.Prìtash 3.17. 'Estw Γ omoiìmorfo
 telest 
 me sÔnolo apofug 
 XΓ. Tìtegia k�je a ∈ Vafa[U ],
support(Γ(a)) \ XΓ ⊆ support(a) \ XΓ.Eidikìtera gia k�je X ⊆ U ,

support(Γ(X)) ⊆ X ∪ XΓ.Apìdeixh. 'Estw ìti up�rqei x ∈ U tètoio ¸ste
x ∈ support(Γ(a)) \ XΓ kai x 6∈ support(a) \ XΓ.'Estw ep�sh
 y ∈ U \(XΓ ∪ support(Γ(a))) (profan¸
 up�rqei tètoio) kai anti-kat�stash s = {〈x, y〉}. Tìte

{y} ∩ XΓ = ∅82
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kai
Γ(a[s]) = Γ(a) 6= Γ(a)[s],to opo�o e�nai �topo afoÔ Γ omoiìmorfo
 kai {y} nèo gia ton Γ. ⊣Prìtash 3.18. 'Estw E = 〈a, e〉 Γ-sun�lgebra, X ⊆ U sÔnolo nèo gia ton

Γ kai t : X → B antikat�stash me ran(t) = b. Tìte up�rqei antikat�stash
e′ : X → Γ(X) tètoia ¸ste h t na anadiorgan¸nei thn 〈X, e′〉 sthn E .Apìdeixh. 'Estw x ∈ X. Tìte efìson t e�nai ep� kai X nèo gia ton Γ,

etx
∈ Γ(a) = Γ(X[t]) = Γ(X)[t].'Ara gia k�je x ∈ X up�rqei bx ∈ Γ(X) tètoio ¸ste

etx
= bx[t].Or�zoume loipìn me th bo jeia tou Axi¸mato
 Epilog 
 thn antikat�stash

e′ : X → Γ(X) ètsi ¸ste
e′x = bx, gia k�je x ∈ X.IsqÔei loipìn

e′x[t] = etx
gia k�je x ∈ X,dhlad  h t e�nai Γ-morfismì
 kai epomènw
 afoÔ e�nai kai ep� ja e�nai anadior-g�nwsh th
 〈X, e′〉 sthn E . ⊣Parat rhsh 3.15. H prohgoÔmenh prìtash mpore� na g�nei pio eÔkola kata-noht  me th bo jeia tou epìmenou diagr�mmato


X

t

²²

e′

// Γ(X)

[t]Γ(X)

²²

a
e

// Γ(a)To di�gramma e�nai antimetajetikì afoÔ t morfismì
, opìte
e ◦ t = [t]Γ(X) ◦ e′.H t e�nai ep� apì thn upìjesh, en¸ h [t]Γ(X) ìpw
 fa�netai kai apì thn apìdeixhth
 prìtash
 e�nai ep�sh
 ep� lìgw th
 omoiomorf�a
 tou Γ kai tou gegonìto
ìti to X e�nai nèo gia ton Γ.Tèlo
 ja apode�xoume autì to opo�o uposqej kame sthn arq  th
 paragr�-fou. 83



3.7. Genikì L mma Ep�lush
 gia Telestè
 3. Sunanadrom Je¸rhma 3.19 (Je¸rhma Anapar�stash
 gia to Γ∗). An Γ omoiìmorfo
telest 
, tìte
Γ∗ =

⋃

{solution-set(E) | E ep�pedh Γ-sun�lgebra}.Apìdeixh. 'Estw
C =

⋃

{solution-set(E) | E ep�pedh Γ-sun�lgebra}.'Eqoume anafèrei xan� ìti apì to L mma Ep�lush
 gia Telestè
 pa�rnoume eÔ-kola ìti C ⊆ Γ∗. Mènei loipìn na de�xoume ìti Γ∗ ⊆ C. Apì to Je¸rhmaMègistou StajeroÔ Shme�ou pa�rnoume ìti arke� na de�xoume ìti k�je Γ-orjìsÔnolo perièqetai sthn kl�sh C.'Estw loipìn a Γ-orjì sÔnolo. Efìson o Γ e�nai omoiìmorfo
 ja up�rqei
X ⊆ U nèo gia ton Γ to opo�o e�nai isoplhjikì me to a. 'Estw t m�a 1-1 kaiep� antikat�stash apì to X sto a. Apì thn Prìtash 3.18 èqoume ìti up�rqei
e′ : X → Γ(X) tètoia ¸ste h t na anadiorgan¸nei thn 〈X, e′〉 sthn kanonik 
Γ-sun�lgebra 〈a, i〉, ìpou i : a → Γ(a) tautotik . Epomènw
 afoÔ t morfismì
èqoume ìti gia k�je x ∈ X,

tx = e′x[t],dhlad  h t e�nai lÔsh th
 〈X, e′〉, �ra
solution-set(〈X, e′〉) = ran(t) = akai efìson h 〈X, e′〉 e�nai ep�pedh èqoume ìti a ⊆ C. ⊣3.7 Genikì L mma Ep�lush
 gia Telestè
'Opw
 akrib¸
 k�name kai sthn per�ptwsh twn susthm�twn exis¸sewn pern¸n-ta
 apì ta ep�peda sust mata sta genik�, ètsi ki ed¸ jèloume na per�soume apìti
 ep�pede
 sun�lgebre
 sti
 genikè
. To b ma autì gen�keush
 sun�statai ku-r�w
 sth dieÔrunsh, se k�je ep�pedh Γ-sun�lgebra 〈X, e〉, tou ped�ou tim¸n th


e ¸ste autì na perilamb�nei timè
 kai apì to stajerì shme�o k�poiou telest (exarthmènou apì ton Γ). A
 k�noume ìmw
 ta pr�gmata pio sugkekrimèna.Orismì
 3.15. 'Estw Γ omoiìmorfo
 telest 
 kai X sÔnolo atìmwn. Or�zou-me ton telest  ΓX ètsi ¸ste gia k�je a ∈ Vafa[U ],
ΓX(a) = Γ(X ∪ a).Ja sumbol�zoume me Γ∗[X] to mègisto stajerì shme�o tou ΓX kai ja onom�zoumeta stoiqe�a tou parametrik� Γ-antike�mena tou X (parametric Γ-objects over X).Parat rhsh 3.16. 1. O parap�nw orismì
 tou Γ∗[X] e�nai apìluta nìmimo
,afoÔ o telest 
 ΓX èqei p�nta stajerì shme�o. 'Estw a, b ∈ Vafa[U ]. Tìte

a ⊆ b ⇒ X ∪ a ⊆ X ∪ b

⇒ Γ(X ∪ a) ⊆ Γ(X ∪ b) (Γ monìtono
)
⇒ ΓX(a) ⊆ ΓX(b). 84



3. Sunanadrom  3.7. Genikì L mma Ep�lush
 gia Telestè
Dhlad  ΓX monìtono
.2. Epilèxame to sÔmbolo Γ∗[X] ant� tou Γ∗
X gia na ton�soume ìti ta stoiqe�atou X ja ta metaqeirizìmaste w
 paramètrou
.Orismì
 3.16. 'Estw Γ omoiìmorfo
 telest 
. Genik  Γ-sun�lgebra (General

Γ-coalgebra) ja onom�zoume k�je zeÔgo
 〈X, e〉, ìpou X sÔnolo atìmwn nèo giaton Γ kai
e : X → Γ∗[X].Parat rhsh 3.17. 1. Shmei¸noume ìti austhr� mil¸nta
 m�a genik  Γ-sun�lge-bra 〈X, e〉 genik� den e�nai Γ-sun�lgebra. Ja e�nai (kai m�lista ep�pedh) an
ran(e) ⊆ Γ(X),to opo�o den isqÔei fusik� se ìle
 ti
 peript¸sei
 (eidik� sti
 pio endiafèrou-se
). Gia to lìgo autì �sw
 ja mporoÔsame ant� gia ton ìro “genik ” na èqoumeqrhsimopoi sei ton ìro “genikeumènh” sun�lgebra. Den to k�name kur�w
 giana diathr soume thn orolog�a twn susthm�twn exis¸sewn.2. 'Eqoume  dh dei se prohgoÔmenh par�grafo ìti

(PowX∪A)∗ = Vafa[X ∪ A],epomènw

(PowA)∗[X] = ((PowA)X)∗ = (PowX∪A)∗ = Vafa[X ∪ A],dhlad  ta parametrik� PowA-antike�mena tou X e�nai ta stoiqe�a tou sunìlou

Vafa[X ∪ A]. Mia genik  PowA-sun�lgebra 〈X, e〉 loipìn e�nai akrib¸
 ènagenikì sÔsthma exis¸sewn 〈X,A, e〉. Autì de�qnei ìti ìle
 oi genikeÔsei
 pouèqoume k�nei w
 t¸ra e�nai sunepe�
 epekt�sei
 twn apotelesm�twn tou proh-goÔmenou kefala�ou.3. K�je genik  Γ-sun�lgebra E = 〈X, e〉 èqei monadik  lÔsh. 'Estw togenikì sÔsthma exis¸sewn E ′ = 〈X, ∅, e〉 me e : X → Vafa[X] tètoia ¸ste
e′x = ex, gia k�je x ∈ X.Apì to Genikì L mma Ep�lush
 pa�rnoume ìti to E ′ èqei monadik  lÔsh s′ hopo�a profan¸
 e�nai kai monadik  lÔsh th
 E .Basizìmenoi sthn Parat rhsh 3.17.2 proqwroÔme ston orismì th
 lÔsh
genik 
 sun�lgebra
, o opo�o
 ìpw
 e�nai fusikì e�nai panomoiìtupo
 me autìnpou d¸same gia to genikì sÔsthma exis¸sewn kai thn ep�pedh sun�lgebra. Gialìgou
 plhrìthta
 parìla aut� e�nai skìpimo na ton xanadiatup¸soume ki ed¸.Orismì
 3.17. 'Estw Γ omoiìmorfo
 telest 
 kai E = 〈X, e〉 genik  Γ-sun�lge-bra. M�a antikat�stash ja onom�zetai lÔsh th
 E an

dom(s) = X85



3.7. Genikì L mma Ep�lush
 gia Telestè
 3. Sunanadrom kai
sx = ex[s], gia k�je x ∈ X.'Opw
 sun jw
, or�zoume to sÔnolo lÔsewn th
 E na e�nai to sÔnolo

solution-set(E) = {sx | x ∈ X & s lÔsh th
 E}.E�maste ètoimoi plèon na oloklhr¸soume th gen�keush twn apotelesm�twntou prohgoÔmenou kefala�ou diatup¸nonta
 to Genikì L mma Ep�lush
, aut th for� gia sun�lgebre
. Prin apì autì ìmw
 ja qreiastoÔme èna L mma.L mma 3.20. 'Estw Γ omoiìmorfo
 telest 
 kai X,Y xèna metaxÔ tou
 sÔnolaatìmwn ta opo�a e�nai nèa gia ton Γ. 'Estw ep�sh

E = 〈X ∪ Y, e〉, ep�pedh Γ-sun�lgebra, me lÔsh s,

E0 = 〈Y, e ↾ Y 〉, sÔsthma exis¸sewn, me lÔsh s0, kai
E1 = 〈X, e1〉, sÔsthma exis¸sewn, me lÔsh s1 kai e1 tètoio ¸ste,

e1
x = ex[s], gia k�je x ∈ X.Tìte isqÔei ìti gia k�je z ∈ X ∪ Y ,

sz =

{

s1
z, an z ∈ X

(s1 ⋆ s0)z, an z ∈ Y .Sugkekrimèna, h lÔsh th
 E1 e�nai periorismì
 th
 lÔsh
 th
 E sto X.Apìdeixh. 'Estw s antikat�stash pou ikanopoie� th sqèsh tou L mmato
. Jaapode�xoume ìti h s e�nai lÔsh th
 E .Ja de�xoume arqik� ìti gia k�je z ∈ X ∪ Y ∪ XΓ,
z[s] = z[s0][s1],ìpou XΓ sÔnolo apofug 
 tou Γ. 'Estw loipìn z ∈ X ∪ Y ∪ XΓ.- An z ∈ X, tìte

z[s] = sz (orismì
 tel. antik.)
= s1

z (orismì
 s)
= z[s1] (orismì
 tel. antik.)
= z[s0][s1] (z 6∈ dom(s0)).- An z ∈ Y , tìte

z[s] = sz (orismì
 tel. antik.)
= (s1 ⋆ s0)z

= s0
z[s

1] (orismì
 ⋆)
= z[s0][s1] (orismì
 tel. antik.).86



3. Sunanadrom  3.7. Genikì L mma Ep�lush
 gia Telestè
- An z ∈ XΓ, tìte z 6∈ X ∪ Y giat�
X, Y nèa gia ton Γ ⇒ X ∪ Y nèo gia ton Γ

⇒ (X ∪ Y ) ∩ XΓ = ∅.'Ara
z 6∈ dom(s) kai z 6∈ dom(s0) ∪ dom(s1),opìte apì ton orismì tou telest  antikat�stash
 èqoume

z[s] = sz

= z

= z[s1]

= z[s0][s1].Epomènw
 [s] kai [s1] ◦ [s0] sumfwnoÔn sta �toma th
 kl�sh
 Vafa[X ∪Y ∪XΓ],opìte sumfwnoÔn kai sta sÔnola (blèpe Par�grafo 2.9). Apì thn Prìtash3.17 t¸ra pa�rnoume ìti
Γ(X ∪ Y ) ⊆ Vafa[X ∪ Y ∪ XΓ],dhlad 

ran(e) ⊆ Vafa[X ∪ Y ∪ XΓ].'Estw x ∈ X. Tìte
sx = s1

x (orismì
 s)
= ex[s0][s1] (s1 lÔsh tou E1)
= ex[s] (ex ∈ Vafa[X ∪ Y ∪ XΓ])'Estw y ∈ Y . Tìte

sy = y[s0][s1] (orismì
 s)
= s0

y[s1] (orismì
 tel. antik.)
= ey[s0][s1] (s0 lÔsh tou E0)
= ey[s] (ey ∈ Vafa[X ∪ Y ∪ XΓ])'Ara gia k�je z ∈ X ∪ Y

sz = ez[e],dhlad  h s e�nai lÔsh th
 E . ⊣Parat rhsh 3.18. 1. Sto parap�nw L mma qrhsimopoi same aìrista tonqarakthrismì “sÔsthma exis¸sewn” gia ta E0 kai E1. Autì to k�name giat�austhr� mil¸nta
 ta E0 kai E1 den e�nai genik� sust mata exis¸sewn, afoÔ87



3.7. Genikì L mma Ep�lush
 gia Telestè
 3. Sunanadrom gia par�deigma ran(e1) Ã Vafa[Y ]. Sthn apìdeixh qeirist kame ta E0 kai E1w
 genik� sust mata exis¸sewn mìno ìson afor� ston orismì th
 lÔsh
, toopo�o k�name kur�w
 gia lìgou
 eukol�a
, epomènw
 ja mporoÔsame k�llistana ta e�qame jewr sei apl� w
 zeÔgh sta opo�a oi sunart sei
 e ↾ Y kai e1

“epidèqontai” lÔsh
.2. Mia
 kai to L mma moi�zei k�pw
 mperdemèno e�nai kalì na d¸soume ènadi�gramma ¸ste na g�nei pio fanerì pou br�skontai per�pou ta ped�a tim¸n twn
e, e ↾ Y kai e1.

X

idX

²²

e1
// Γ(X ∪ Y )[s0] = Γ(X ∪ ran(s0)) ⊆ Vafa[X]

X ∪ Y
e // Γ(X ∪ Y )

[s0]

OO

idΓ(X∪Y )

²²

Y
e↾Y

//

idY

OO

Γ(X ∪ Y ) ⊆ Vafa[X ∪ Y ]E�nai kalì na shmei¸soume ìti sthn apìdeixh tou GenikoÔ L mmato
 Ep�lu-sh
 ja qrhsimopoi soume to parap�nw L mma ant�strofa, dhlad  arq�zonta
me to sÔsthma exis¸sewn E1.Je¸rhma 3.21 (Genikì L mma Ep�lush
 gia Telestè
 - Solution Lem-

ma Lemma). An o Γ e�nai omoiìmorfo
 telest 
, tìte k�je genik  Γ-sun�lgebra
E èqei monadik  lÔsh kai

solution-set(E) ⊆ Γ∗.Apìdeixh. 'Estw Γ omoiìmorfo
 telest 
 kai E1 = 〈X, e1〉 genik  Γ-sun�lgebra.Apì thn parat rhsh 3.17.3  dh gnwr�zoume ìti h E1 èqei monadik  lÔsh, epomè-nw
 mènei na de�xoume ìti
solution-set(E1) ⊆ Γ∗.H E1 e�nai Γ-sun�lgebra, opìte ran(e1) ⊆ Γ∗[X]. Apì to L mma 3.7 loipìnpa�rnoume ìti up�rqei ΓX -orjì sÔnolo b ⊆ Γ∗[X] tètoio ¸ste

ran(e1) ⊆ ΓX(b) = Γ(X ∪ b).'Estw t¸ra Y sÔnolo atìmwn tètoio ¸ste- Y ∩ support(b) = ∅,- Y ∩ X = ∅,- Y nèo gia ton Γ, 88



3. Sunanadrom  3.7. Genikì L mma Ep�lush
 gia Telestè
- card(Y ) = card(b).'Estw ep�sh
 t : Y → b 1-1 kai ep� kai r : X ∪ Y → X ∪ b tètoia ¸ste gia k�je
z ∈ X ∪ Y ,

rz =

{

z, an z ∈ X

tz, an z ∈ Y .H r e�nai profan¸
 1-1 kai ep�. Or�zoume t¸ra e′ : X ∪ b → Γ(X ∪ b) tètoia¸ste gia k�je a ∈ X ∪ b,
e′a =

{

e1
a, an a ∈ X

a, an a ∈ b.H e′ èqei ìntw
 ped�o tim¸n Γ(X ∪ b) giat�
ran(e′) ⊆ Γ(X ∪ b) (orismì
 b)kai

b ⊆ Γ(X ∪ b) (b Γ-orjì apì orismì)MporoÔme t¸ra na efarmìsoume thn Prìtash 3.18 sthn Γ-sun�lgebra E ′ =
〈X ∪ b, e′〉 kai sthn antikat�stash r pa�rnonta
 ep�pedh Γ-sun�lgebra E =
〈X ∪ Y, e〉 tètoia ¸ste h r na e�nai anadiorg�nwsh th
 E sthn E ′.A
 jewr soume t¸ra thn Γ-sun�lgebra E0 = 〈Y, e ↾ Y 〉. Ja de�xoume ìti h
t e�nai lÔsh th
 E0. 'Estw y ∈ Y . Tìte

ty = ry (y ∈ Y )
= y[r] (orismì
 tel. antik.)
= e′y[r] (y 6∈ dom(e′))
= ey[r]

= ery
(r anadiorg�nwsh th
 E sthn E ′)

= ety
.'Ara t lÔsh th
 E0.Efarmìzonta
 t¸ra to L mma 3.20 sta E , E0 kai E1 pa�rnoume ìti h lÔsh

s1 th
 E1 e�nai o periorismì
 sto X th
 lÔsh
 s th
 E , opìte apì to L mmaEp�lush
 gia Telestè
 pa�rnoume ìti
solution-set(E) ⊆ Γ∗,�ra efìson s1 = s ↾ X èqoume

solution-set(E1) ⊆ solution-set(E),dhlad 
solution-set(E1) ⊆ Γ∗. ⊣89



3.8. Le�oi telestè
 3. Sunanadrom Parat rhsh 3.19. 1. To parak�tw di�gramma pisteÔoume ja bohj sei sthnkalÔterh katanìhsh th
 apìdeixh
 tou jewr mato

X ∪ Y

r

²²

e // Γ(X ∪ Y )

[r]Γ(X∪Y )

²²

X ∪ b
e′

// Γ(X ∪ b)Me ton trìpo pou fa�netai sto di�gramma per�same apì thn sun�lgebra E ′ sthnep�pedh sun�lgebra E , to opo�o  tan kai to kr�simo b ma gia na efarmìsoumeto L mma Ep�lush
 gia Telestè
.3.8 Le�oi telestè
Af noume p�sw plèon ti
 metall�xei
 jewrhm�twn susthm�twn exis¸sewn kaiproqwr�me ston kÔrio stìqo ma
 pou proanagge�lame sthn eisagwg  tou ke-fala�ou. AnazhtoÔme loipìn m�a ikanopoihtik  je¸rhsh th
 ènnoia
 th
 su-nanadrom 
. S�goura aut  se k�poio bajmì èqei epiteuqje� all� le�pei ènapio oloklhrwmèno kai bajÔ apotèlesma. To kentrikì autì apotèlesma stoopo�o stoqeÔoume e�nai to Je¸rhma Sunanadrom 
 to opo�o apotele� �sw
 tonteleuta�o kr�ko se aut  th makri� alus�da genikeÔsewn jewrhm�twn. E�nai hsunèqeia tou L mmato
 Ep�lush
 gia Telestè
 kai bas�zetai ki autì se ènnoie
ti
 opo�e
 èqoume qrhsimopoi sei w
 t¸ra. 'Opw
 ìmw
 kai sthn per�ptwsh touL mmato
 Ep�lush
 gia Telestè
 ètsi ki ed¸ ja qreiaste� oi upojèsei
 ma
 nag�noun l�go pio perioristikè
 kur�w
 ìson afor� stou
 telestè
 stou
 opo�ou
ja efarmìzetai to je¸rhma. Ja prèpei na or�soume èna nèo e�do
 telest¸n pouja br�skontai sthn kl�sh twn omoiìmorfwn all� gia tou
 opo�ou
 ja èqoumemerikè
 akìma “kalè
” idiìthte
.Prin ìmw
 to k�noume autì ja prèpei na epekte�noume l�go thn ènnoia th
antikat�stash
 (th mình pou af same qwr�
 allagè
 w
 t¸ra) ¸ste na mpore�na or�zetai se kl�sei
 atìmwn (kai ìqi mìno se sÔnola).Orismì
 3.18. Antikat�stash ja onom�zoume k�je sun�rthsh
s : X → Vafa[U ] ∪ U ,me X ⊆ U kl�sh. O telest 


[ ]res : Vafa[U ] ∪ U → Vafa[U ] ∪ Ugia ton opo�o isqÔei gia k�je antikat�stash s,
a[s]res = a[s ↾ support(a)], gia k�je a ∈ Vafa[U ],ja onom�zetai ki autì
 telest 
 antikat�stash
 th
 s.90



3. Sunanadrom  3.8. Le�oi telestè
Parat rhsh 3.20. 1. O telest 
 [ ]res e�nai kal� orismèno
, afoÔ gia k�je
a ∈ Vafa[U ] to support(a) e�nai sÔnolo, opìte or�zetai kai to [s ↾ support(a)].2. An s antikat�stash me dom(s) sÔnolo, tìte h s e�nai antikat�stash kaime thn pali� ènnoia (blèpe Orismì 2.11) kai ep�sh


a[s]res = a[s ↾ support(a)] = a[s], gia k�je a ∈ Vafa[U ].'Ara oi nèe
 ènnoie
 e�nai sunepe�
 epekt�sei
 twn pali¸n.3. Gia eukol�a (kai basismènoi sthn prohgoÔmenh parat rhsh) ja parale�-poume ton de�kth res ston sumbolismì [s]res. GenikeÔoume ep�sh
 me profan trìpo kai thn qr sh tou sumbolismoÔ tou periorismoÔ telest  kai ston telest 
[s]res.E�maste ètoimoi t¸ra na or�soume th nèa om�da telest¸n pou ja melet sou-me apì dw kai pèra.Orismì
 3.19. 'Estw Γ telest 
.

i. M�a kl�sh atìmwn X ja onom�zetai polÔ nèa gia ton Γ (very new for Γ)an gia k�je s me dom(s) = X kai gia k�je a ∈ Vafa[U ],- Γ(a)[s] = Γ(a[s]),- an [s]a 1-1, tìte [s]Γ(a) 1-1.
ii. O Γ ja onom�zetai le�o
 (smooth) an- Γ monìtono
,- Γ gn sio
,- sqedìn ìla ta sÔnola atìmwn e�nai polÔ nèa gia ton Γ, dhlad  up�r-qei YΓ ⊆ U sÔnolo tètoio ¸ste to sumplhrwmatikì U \YΓ na e�naipolÔ nèo gia ton Γ.To sÔnolo YΓ ja onom�zetai sÔnolo uperapofug 
 (avoidance set) tou Γ.Par�deigma 3.15. O telest 
 Pow e�nai monìtono
 kai gn sio
 (blèpe Par�-deigma 3.10). Ja de�xoume ìti o Pow èqei sÔnolo uperapofug 
 YPow = ∅ kaiepomènw
 e�nai le�o
. 'Estw s antikat�stash me dom(s) = U kai a ∈ Vafa[U ].'Estw t¸ra ìti [s]a 1-1 kai èstw b, c ⊆ a me b 6= c. A
 upojèsoume ìti b \ c 6= ∅.Tìte up�rqei d ∈ b \ c, opìte d[s]a ∈ b[s]a \ c[s]a (giat� [s] 1-1). IsqÔei ep�sh
ìti Pow(a[s]) = Pow(a)[s], giat� èqoume de�xei ìti o Pow èqei sÔnolo diafug 


XPow = ∅. 'Ara o e�nai Pow le�o
. 'Omoia de�qnetai ìti kai o Powf e�nai le�o
.En¸ an�loga de�qnetai ìti kai oi omoiìmorfoi telestè
 PowA kai PowA
f e�naiep�sh
 le�oi me sÔnolo uperapofug 
 to A.Parat rhsh 3.21. 1. Up�rqoun omoiìmorfoi telestè
 pou den e�nai le�oi. A
jewr soume gia par�deigma ton telest 

Γ(a) = P(a) ∪ P(P(a)).91



3.8. Le�oi telestè
 3. Sunanadrom Apì thn Prìtash 3.1 eÔkola pa�rnoume ìti o Γ e�nai omoiìmorfo
 afoÔ
Γ = Pow∪(Pow ◦Pow)kai Pow omoiìmorfo
.'Estw t¸ra s antikat�stash kai a ∈ Vafa[U ]. Tìte afoÔ o Pow e�nai omoiì-morfo
 me sÔnolo apofug 
 XPow = ∅, ja èqoume

Γ(a[s]) = Pow(a[s]) ∪ Pow(Pow(a[s]))

= Pow(a)[s] ∪ Pow(Pow(a)[s])

= Pow(a)[s] ∪ Pow(Pow(a))[s]

= (Pow(a) ∪ Pow(Pow(a)))[s]

= Γ(a)[s].'Ara Γ omoiìmorfo
. 'Estw t¸ra antikat�stash s me dom(s) = {x, y}, sx = 0kai sy = 1. Profan¸
 [s]2 1-1. All� {{x}}, {y} ∈ Γ(2) kai
{{x}}[s] = {{x}[s]} = {{sx}} = {{0}} = {1} = {y[s]} = {y}[s].Dhlad  o [s]Γ(2) den e�nai 1-1 kai epomènw
 o Γ den e�nai le�o
 (giat� an YΓ  tanto sÔnolo uperapofug 
, p�nta mporoÔme na broÔme stoiqe�a x, y ∈ U \YΓ naor�soume thn parap�nw s).2. 'Estw Γ le�o
 telest 
 me sÔnolo uperapofug 
 YΓ kai èstw Y ⊆ UsÔnolo me Y ∩ YΓ = ∅. 'Estw ep�sh
 antikat�stash s me dom(s) = Y kai

a ∈ Vafa[U ]. Or�zoume antikat�stash s′ me dom(s′) = U \YΓ tètoia ¸ste
s′x =

{

sx, an x ∈ dom(s)
x, alli¸
.O Γ e�nai le�o
, �ra

Γ(a[s′]) = Γ(a)[s′].All� profan¸
 [s′] = [s], opìte
Γ(a[s]) = Γ(a)[s].Dhlad  o Γ e�nai omoiìmorfo
. De�xame loipìn ìti k�je le�o
 telest 
 e�-nai omoiìmorfo
 kai epomènw
 ìla ta jewr mata gia omoiìmorfou
 telestè
isqÔoun kai gia le�ou
.Ja or�soume t¸ra thn ènnoia tou Γ-sq mato
 h opo�a se sunduasmì me aut tou le�ou telest  ja ma
 d¸sei ta apotelèsmata pou apaitoÔntai gia na diatu-p¸soume kai na apode�xoume to Je¸rhma Sunanadrom 
. Ta apotelèsmata kaioi orismo� auto� apoteloÔn ousiastik� èna “paiqn�di” pou jèloume na k�noumean�mesa sta onìmata (dhlad  sti
 metablhtè
) sunìlwn kai sti
 anaforè
 tou
(dhlad  sta �dia ta sÔnola). 92



3. Sunanadrom  3.8. Le�oi telestè
Orismì
 3.20. 'Estw C kl�sh kai Γ telest 
. Γ-sq ma gia thn C (Γ-notation
scheme for C) ja onom�zoume k�je 1-1 kai ep� antikat�stash

den : X → C,ìpou to ped�o orismoÔ X e�nai kl�sh atìmwn polÔ nèa gia ton Γ.An x ∈ X kai c ∈ C tètoia ¸ste
c = den(x),ja lème ìti to c e�nai h anafor� tou x   ìti to x e�nai to ìnoma tou c kai jagr�foume ep�sh


pcq = x.Parat rhsh 3.22. 'Estw Γ telest 
, C kl�sh kai den : X → C Γ-sq ma giathn C. Tìte
X[den] = ran(den) = C,afoÔ h den e�nai ep�. Ep�sh
 an Γ omoiìmorfo
 kai X nèo gia ton Γ, tìte

Γ(X)[den] = Γ(X[den]) = Γ(C),epomènw

[den]Γ(X) : Γ(X) → Γ(C),dhlad  o [den]Γ(X) e�nai m�a antistoiq�a Γ-morf¸n kai stoiqe�wn tou Γ(C).Up�rqei ìmw
 gia k�je telest  Γ kai kl�sh C k�poio Γ-sq ma? H ap�nthshe�nai jetik  all� upì thn proüpìjesh ìti o Γ e�nai omoiìmorfo
.Prìtash 3.22. Gia k�je omoiìmorfo telest  Γ kai kl�sh C up�rqei Γ-sq ma

den.Apìdeixh. 'Estw YΓ to sÔnolo uperapofug 
 tou Γ. Or�zoume f : C → Utètoia ¸ste
f(c) = new(c, YΓ), gia k�je c ∈ C.Profan¸
 f 1-1. 'Estw t¸ra den : ran(f) → C me

den = f−1.H den e�nai Γ-sq ma gia thn C. ⊣H epìmenh prìtash se ant�jesh me thn prohgoÔmenh afor� se le�ou
 tele-stè
. 93



3.8. Le�oi telestè
 3. Sunanadrom Prìtash 3.23. 'Estw Γ le�o
 telest 
, kl�sh C kai den : X → C Γ-sq math
 C. Tìte gia k�je Γ-sun�lgebra E = 〈C, e〉, up�rqei monadik  apeikìnish
e : X → Γ(X) tètoia ¸ste h den : 〈X, e〉 → E na e�nai Γ-morfismì
, dhlad  naisqÔei

e ◦ [den]X = [den]Γ(X) ◦ e.(3.3)Apìdeixh. Efìson o Γ e�nai le�o
 kai h den e�nai Γ-sq ma èqoume ìti o [den]Γ(X)e�nai 1-1, epomènw
 up�rqei ant�strofo

[den]−1

Γ(X) : Γ(C) → Γ(X) (blèpe Parat rhsh 3.22).Or�zoume t¸ra
e = [den]−1

Γ(X) ◦ e ◦ [den]X .Profan¸
 h e e�nai monadik  kai ikanopoie� thn (3.3). ⊣Orismì
 3.21. Qrhsimopoi¸nta
 ton sumbolismì th
 parap�nw prìtash
, jalème ìti h e e�nai h Γ-anÔywsh (Γ-lift) th
 e apì thn den. Eidikìtera h Γ-anÔywsh
idΓ∗ : X → Γ(C)(sun jw
 ja parale�poume ton de�kth Γ∗) th
 tautotik 


idΓ∗ : Γ∗ → Γ(Γ∗) = Γ∗ja onom�zetai kanonik  apeikìnish (canonical map), en¸ gia k�je a ∈ C tosÔnolo
id(paq)ja onom�zetai kanonik  Γ-morf  (canonical Γ-form) tou a.Parat rhsh 3.23. H idèa th
 “anÔywsh
” pou mìli
 perigr�yame apotele�to basikì ergale�o tou “paiqnidioÔ” gia to opo�o mil same prin. Diaisjhtik�ja mporoÔsame na poÔme ìti h e dra sta onìmata kat� antistoiq�a me ton trìpopou dra h e sti
 anaforè
 tou
. Autì fa�netai kalÔtera apì to parak�twantimetajetikì (apì thn kataskeu  th
 e) di�gramma.

X

[den]X

¸¸

e // Γ(X)

[den]−1
Γ(X)

··

C

[den]−1
X

UU

e
// Γ(C)

[den]Γ(X)

TT
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3. Sunanadrom  3.8. Le�oi telestè
2. Sthn per�ptwsh th
 kanonik 
 apeikìnish
 id èqoume gia k�je a ∈ C,
id(paq)[den]Γ(X) = ([den]−1

Γ(X) ◦ id ◦[den]X)(a)[den]Γ(X) (or. anÔy.)
= (idpaq[den][den]−1)[den]

= idden(paq)

= ida (or. p q)
= a.Dhlad  an sthn kanonik  Γ-morf  id(paq) antikatast soume ta onìmata meti
 anaforè
 tou
, tìte pa�rnoume a. H sqèsh aut  m�lista ma
 d�nei kai ènantrìpo na upolog�zoume thn id. 'Estw a ∈ Γ∗. Tìte

id(paq) = a[den]−1
Γ(X)

= {b[den]−1
Γ(X) | b ∈ a}

= {pbq | b ∈ a}.To di�gramma th
 parat rhsh
 1 sthn per�ptwsh th
 kanonik 
 apeikìnish
g�netai w
 ex 

X

[den]X

¸¸

id // Γ(X)

[den]−1
Γ(X)

¸¸

Γ∗

[den]−1
X

UU

id

// Γ∗

[den]Γ(X)

TT

'Opw
 kai prin to di�gramma e�nai antimetajetikì.Prin proqwr soume sto Je¸rhma Sunanadrom 
 qreiazìmaste èna akìmaapotèlesma pou afor� sthn anÔywsh. Ja apode�xoume pr¸ta èna bohjhtikìapotèlesma.L mma 3.24. 'Estw Γ omoiìmorfo
 telest 
 kai E1 = 〈X1, e
1〉, E2 = 〈X2, e

2〉kai E3 = 〈X3, e
3〉 Γ-sun�lgebre
, ìpou E1 kai E2 e�nai ep�pede
. 'Estw r1 :

E1 → E2 kai r2 : E2 → E3 Γ-morfismo�. Tìte r2 ◦ r1 : E1 → E3 e�nai ep�sh

Γ-morfismì
.Apìdeixh. 'Estw XΓ to sÔnolo apofug 
 tou Γ. Apì thn Prìtash 3.17 èqoumeìti

support(Γ(X1)) ⊆ X1 ∪ XΓ,opìte gia k�je x ∈ X1,
e1
x ∈ Vafa[X1 ∪ XΓ].Gia k�je x ∈ X1 ∪ XΓ, èqoume ìti

x[r2 ◦ r1] = ([r1] ◦ [r2])(x),95



3.9. Je¸rhma Sunadrom 
 3. Sunanadrom afoÔ gia x ∈ X e�nai profanè
 en¸ gia x ∈ XΓ prokÔptei apì to ìti X1∩XΓ =
X2 ∩ XΓ = ∅. Epomènw
 oi [r2 ◦ r1] kai [r1] ◦ [r2] sumfwnoÔn sto X1 ∪ XΓ,opìte sumfwnoÔn kai sthn kl�sh Vafa[X1∪XΓ] (blèpe Kef�laio 2, Par�grafotelest  antikat�stash
**).'Eqoume loipìn gia k�je x ∈ X1

e3
(r2◦r1)x

= e2
r1

x
[r2] (r2 morfismì
)

= e1
x[r1][r2] (r1 morfismì
)

= e1
x[r2 ◦ r1]. ⊣L mma 3.25 (L mma AnÔywsh
 (Lifting Lemma)). 'Estw 〈C, e〉 Γ-sun�lgebrakai

den : X → C,

den′ : Y → C,dÔo Γ-sq mata gia thn C. 'Estw ε : Y → X me
ε = den−1 ◦den′,

Γ-sq ma gia to X. 'Estw ep�sh
 e kai e′ oi Γ-anuy¸sei
 twn e kai e′ apì ti

den kai den′ ant�stoiqa. Tìte h e′ e�nai h Γ-anÔywsh th
 e′ apì thn ε.Apìdeixh. 'Eqoume ìti

den : 〈X, e〉 → 〈C, e〉kai
ε : 〈Y, e′〉 → 〈X, e〉.'Ara apì L mma 3.24 èqoume ìti h den ◦ε e�nai Γ-morfismì
 th
 〈Y, e′〉 sth 〈C, e〉.All�

den ◦ε = den′,�ra
den′ : 〈Y, e′〉 → 〈C, e〉kai epomènw
 apì thn Prìtash 3.23 pa�rnoume ìti h e′ e�nai h Γ-anÔywsh tou eapì ton ε. ⊣3.9 Je¸rhma Sunadrom 
Sta prolegìmena tou kefala�ou anafèrame ti
 pio suqnè
 morfè
 anadrom 
.A
 jumhjoÔme m�a apì autè
 :Gia k�je telest  F : V → V , up�rqei monadikì
 telest 
 G : Ord → V tètoio
¸ste gia k�je a ∈ Ord,

G(a) = F (G ↾ a).96



3. Sunanadrom  3.9. Je¸rhma Sunadrom 
To basikì er¸thma pou jèsame kai to opo�o trofodìthse ìla ìsa e�pame w
t¸ra e�nai kat� pìso mpore� na up�rxei èna an�logo apotèlesma sthn ZFA. Thnap�nthsh ja d¸soume sthn paroÔsa par�grafo, parousi�zonta
 to Je¸rhmaSunanadrom 
. H omoiìthta tou jewr mato
 autoÔ me thn klasik  anadrom pisteÔoume ìti e�nai ikan  ¸ste na dikaiologe� kai thn onomas�a tou, an kai prèpeip�nta na èqoume upìyh ma
 ìti pollè
 omoiìthte
 e�nai mìno fainomenikè
 mia
kai to sÔmpan sto opo�o douleÔoume ed¸ e�nai diaforetikì. A
 doÔme ìmw
 p�lithn parap�nw morf  anadrom 
. ParathroÔme ìti kÔrio
 moqlì
 orismoÔ th
 Ge�nai o telest 
 F o opo�o
 kajor�zei “bhmatik�” to pèrasma apì merikè
 timè
th
 G se mia �llh. K�ti an�logo jèloume na petÔqoume ki ed¸. Ja jèlameloipìn k�ti san to parak�twGia k�je telest  π, up�rqei monadikì
 telest 
 ϕ tètoio
 ¸ste
ϕ = T (π, ϕ),ìpou T (π, ϕ) m�a sqèsh an�mesa stou
 π kai ϕ.Ton rìlo twn G kai F ed¸ pa�zoun ta π kai ϕ. Ep�sh
, ìpw
 kai prin ètsi ki ed¸h ϕ ja prokÔptei me efarmog  th
 π se “prohgoÔmene
” timè
 th
 ϕ. Ed¸ fusik�entop�zontai kai ousiastik� empìdia ìpw
 kai oi domikè
 diaforè
 an�mesa sthnanadrom  kai sthn sunanadrom  ta opo�a pisteÔoume ìti ja fanoÔn kalÔteramèsa apì thn �dia thn apìdeixh. Upenjum�zoume prin proqwr soume sto je¸rhmaìti gia teqnikoÔ
 lìgou
 ja anagkastoÔme na k�noume èna paiqn�di an�mesa seonìmata sunìlwn kai se anaforè
 tou
. Autì g�netai �mesa antilhptì  dh apìthn diatÔpwsh tou jewr mato
.Je¸rhma 3.26 (Je¸rhma Sunanadrom 
). 'Estw Γ le�o
 telest 
. Giak�je

π : C → Γ(C),up�rqei monadik  apeikìnish
ϕ : C → Γ∗,h opo�a ikanopoie� thn sqèsh

ϕ(c) = πpcq[ϕ ◦ den], gia k�je c ∈ C,(3.4)ìpou den èna opoiod pote Γ-sq ma gia thn C kai π h Γ-anÔywsh th
 π apì thn
den.Apìdeixh. Ja apode�xoume kat� seir�- thn Ôparxh th
 ϕ- thn monadikìthta th
 ϕ- thn anexarths�a th
 ϕ apì to Γ-sq ma den (dhlad  ìti h ϕ ikanopoie� thn(3.4) gia opoiod pote Γ-sq ma den).97



3.9. Je¸rhma Sunadrom 
 3. Sunanadrom 'Estw den : X → C èna Γ-sq ma gia thn C kai π : X → Γ(X) h Γ-anÔywshth
 π apì thn den.'Uparxh. To X e�nai nèo sÔnolo atìmwn gia ton Γ, epomènw
 h
E = 〈X,π〉e�nai ep�pedh Γ-sun�lgebra. 'Estw s h lÔsh th
 E . Apì to L mma Ep�lush
 giaTelestè
 isqÔei ìti

ran(s) ⊆ Γ∗.IsqÔei ep�sh
 (afoÔ s lÔsh th
 E) ìti
sx = πx[s], gia k�je x ∈ X,opìte

spaq = πpcq[s], gia k�je a ∈ Γ∗.Or�zoume t¸ra ϕ : C → Γ∗ tètoia ¸ste
ϕ = s ◦ den−1 .'Eqoume ìti gia k�je c ∈ C,

ϕ(c) = (s ◦ den−1)c

= spcq

= πpcq[s]

= πpcq[ϕ ◦ den].Dhlad  h ϕ ikanopoie� thn sqèsh (3.4).Monadikìthta. 'Estw ϕ′ : C → Γ∗ gia thn opo�a isqÔei ìti
ϕ′(c) = π′

‘c�[ϕ′ ◦ den′], gia k�je c ∈ C,ìpou den′ : Y → C èna Γ-sq ma gia thn C, π′ : Y → Γ(Y ) h Γ-anÔywsh th
 π′apì thn den′ kai ‘c� = (den′)−1(c).IsqÔei ìti den′
‘c� = c, �ra

ϕ′(den′
‘c�) = π′

‘c�[ϕ′ ◦ den′], gia k�je c ∈ C,epomènw
 afoÔ h den−1 e�nai ep�,
(ϕ′ ◦ den′)(y) = π′

y[ϕ′ ◦ den′], gia k�je y ∈ Y ,98



3. Sunanadrom  3.9. Je¸rhma Sunadrom 
dhlad  h ϕ′ ◦ den′ e�nai lÔsh th
 ep�pedh
 Γ-sun�lgebra
 〈Y, π′〉'Estw t¸ra ε : Y → X h 1-1 kai ep� antikat�stash me
ε = den−1 ◦den′ .H ε e�nai Γ-sq ma gia to X. Apì to L mma AnÔywsh
 epomènw
 pa�rnoume ìti h

π′ e�nai h Γ-anÔywsh th
 π apì thn ε kai sugkekrimèna ìti h ε e�nai Γ-morfismì

ε : 〈Y, π′〉 → 〈X,π〉.Apì thn Prìtash 3.15 loipìn èqoume ìti h s◦ε e�nai lÔsh th
 〈Y, π′〉, �ra (afoÔk�je sun�lgebra èqei monadik  lÔsh)
s ◦ ε = ϕ′ ◦ den′ .Katal goume ìti

ϕ′ = (s ◦ ε) ◦ (den′)−1

= s ◦ (den−1 ◦den′) ◦ (den′)−1

= s ◦ den−1

= ϕ.Dhlad  h ϕ e�nai h monadik  pou ikanopoie� th sqèsh (3.4) (anexart tw
 Γ-sq mato
).Anexarths�a. Apì thn apìdeixh monadikìthta
 th
 ϕ fa�netai xek�jara ìti hapeikìnish Γ-sq mato
 den pa�zei kanèna rìlo. Epomènw
 h ϕ e�nai anex�rththapì thn epilog  Γ-sq mato
, dhlad  ikanopoie� thn (3.4) gia opoiod pote Γ-sq ma den. ⊣Parat rhsh 3.24. 1. Ja epiqeir soume na perigr�youme diagrammatik� tomèro
 autì th
 apìdeixh
 to opo�o anafèretai sthn monadikìthta th
 ϕ. 'Etsija aposafhniste� arket� to teqnikì mèro
 th
 sto opo�o “pa�zoume” metaxÔonom�twn kai anafor¸n.Arq�zoume loipìn me ton telest  π : C → Γ(C)

C
π // Γ(C)Qrhsimopoi¸nta
 to Γ-sq ma den “anuywnìmaste” sto ep�pedo twn onom�-twn.

X

den

²²

Γ(X)

[den]Γ(X)

²²

C
π // Γ(C)99



3.9. Je¸rhma Sunadrom 
 3. Sunanadrom Apì thn Prìtash 3.23 sqhmat�zoume thn Γ-anÔywsh π : X → Γ(X).
X

den

²²

π // Γ(X)

[den]Γ(X)

²²

C
π // Γ(C)Apì to L mma Ep�lush
 gia Telestè
 t¸ra pa�rnoume lÔsh s : X → Γ∗ kaiton ant�stoiqo telest  [s] : Γ(X) → Γ∗.

X

den

²²

π //

s

ÃÃ
@@

@@
@@

Γ(X)

[den]Γ(X)

²²

[s]

||xxxxxx

Γ∗

C
π // Γ(C)H ϕ : C → Γ∗ den e�nai t�pota �llo apì th sÔnjesh th
 den−1 (dhlad  th


p q) me thn s.
X

den

··

π //

s

ÃÃ
@@

@@
@@

Γ(X)

[den]Γ(X)

²²

[s]

||xxxxxx

Γ∗

C
π //

p q

TT

ϕ
>>~~~~~~

Γ(C)MporoÔme s� autì to shme�o na parathr soume ìti akìma ki an or�zame thn ϕw
 sÔnjesh opoiond pote �llwn sunart sewn pou sto di�gramma br�skontai sebèlo
 pou odhge� apì to C sto Γ∗, ja pa�rname p�li �dia sun�rthsh. E�nai safè
ep�sh
 ìti h ϕ e�nai monadik , afoÔ oi den kai s e�nai monadikè
 (gia stajerì
Γ-sq ma). Apì ta diagr�mmata fa�netai ìti qreiazìmastan na per�soume stoep�pedo twn atìmwn - sumbìlwn ¸ste na mporèsoume na qrhsimopoi soume tajewr mata pou èqoume apode�xei p.q. gia ep�pede
 sun�lgebre
.2. Gia to mèro
 th
 apìdeixh
 pou anafèretai se monadikìthta th
 ϕ ènabohjhtikì di�gramma e�nai to ex 
 100
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X

den

²²

π // Γ(X)

[den]Γ(X)

²²

C
π // Γ(C)

Y
π′

//

den′

OO
ε

44

Γ(Y )

[ε]Γ(Y )

jj

[den′]Γ(X)

OOH ε èqei oriste� w
 ε = den−1 ◦den′. Qrhsimopoi¸nta
 to gegonì
 ìti h εe�nai Γ-sq ma gia thn X, susqet�zoume ti
 lÔsei
 twn sunalgebr¸n 〈Y, π′〉 kai
〈X,π〉. Autì ousiastik� ma
 d�nei kai th monadikìthta.
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Ep�logo
Kle�nonta
 aut  thn ergas�a, pisteÔoume ìti èqoume petÔqei en mèrei autì toopo�o e�qame jèsei w
 arqikì stìqo. 'Hrjame dhlad  se epaf  me ti
 kÔrie
qr sei
 tou Axi¸mato
 Antijemel�wsh
 kai kur�w
 me th jewr�a th
 sunanadro-m 
. PolÔ perissìtero ìmw
, o drìmo
 apì ton opo�o per�same apì thn apl diatÔpwsh tou L mmato
 Ep�lush
 mèqri thn pio genik  tou morf  to Je¸rhmaSunanadrom 
, ma
 exoike�wse me thn ènnoia tou mh edraiwmènou sunìlou, hopo�a apotele� m�a m�llon par�tairh ènnoia sth sunhjismènh sunolojewr�a.Apì thn �llh bèbaia, ma
 mènei h a�sjhsh tou anolokl rwtou enì
 taxidioÔ.Par� to gegonì
 ìti se meg�lo bajmì ft�same se èna ikanopoihtikì shme�o ti
genikeÔsei
 ma
 kai ta sumper�smata ma
, up�rqoun akìma poll� shme�a th
jewr�a
 th
 ZFA pou paramènoun skotein�. Den xekajar�same, gia par�deigma,apìluta th sÔndesh anadrom 
 kai sunanadrom 
 (an kai saf¸
 de�xame tou
dunatoÔ
 desmoÔ
 twn dÔo) kai gi autì parakinoÔme ton anagn¸sth na anatrèxeise ergas�e
 pio pl rei
 apì thn paroÔsa (blèpe [11℄) pou exet�zoun pio olo-klhrwmèna to z thma. E�nai polÔ logikì ep�sh
 na plan�tai sto mualì ma
 hapor�a gia to an ìntw
 h jewr�a th
 ZFA ma
 prosfèrei k�ti kainoÔrgio   ìqi.'Opw
 e�pame kai sthn eisagwg , epilèxame na mhn parousi�soume efarmogè
,mia
 kai oi pio endiafèrouse
 apì autè
 ja èpianan polÔ perissìtero q¸ro apììso ja mporoÔsame na afier¸soume ed¸. Parìla aut� pisteÔoume ìti to er¸th-ma autì èqei apanthje� se k�poio bajmì apì thn �dia thn ax�a twn jewrhm�twnth
 jewr�a
, ta opo�a anamf�bola e�nai endiafèronta kaj� aut�. S�goura h ZFAden mpore� na ma
 d¸sei apì mình th
 k�ti isqurìtero apì autì pou ma
 d�nei h
ZFC, me thn ènnoia ìti h sunèpeia th
 ZFC sunep�getai aut  th
 ZFA (blèpe[1℄, [3℄). All� ìpw
 kai sthn per�ptwsh enallaktik¸n montèlwn th
 an�lush
(non-standard analysis) ètsi ki ed¸, prosblèpoume kur�w
 sthn enallaktik optik  pou ma
 d�nei h jewr�a aut  kai ìqi sthn apodeiktik  dÔnamh.Tèlo
 jewroÔme ìti prèpei na anafèroume merik� endiafèronta anoikt� jè-mata pou emfan�zontai akìma kai mèsa apì thn an�lush ma
 sth mikr  aut ergas�a. Katarq�
 èna shmantikì zhtoÔmeno e�nai h belt�wsh merik¸n “�te-qnwn” jewrhm�twn. Gia par�deigma ja  tan qr simo (èstw kai gia aisjhtikoÔ
lìgou
) na anadiatupwnìtan to Je¸rhma Sunanadrom 
 se m�a morf  h opo�aden ja apaitoÔse thn anafor� se “onìmata” kai “anaforè
” (h apallag  toudhlad  apì autì to “paiqn�di” sto opo�o èqoume anaferje�). Ex�sou endiafèrou-sa kateÔjunsh e�nai kai aut  tou ano�gmato
 th
 jewr�a
 se teqnikè
 apì thn103



Ep�logo
klasik  sunolojewr�a (gia thn per�ptwsh tou exanagkasmoÔ gia par�deigmablèpe [13℄). All� akìma kai mèsa sthn �dia th jewr�a th
 ZFA mènoun na ana-ptuqjoÔn endiafèronta zht mata, ìpw
 h Jewr�a Sunanadrom 
 (blèpe [10℄), han�lush di�forwn mègistwn stajer¸n shme�wn (pq tou HF 1)   h an�lush twnomal¸n kai twn le�wn telest¸n. Fusik� meg�lo eÔro
 apì anoikt� probl matamporoÔme na broÔme sth montelopo�hsh diafìrwn ennoi¸n èxw apì ta majhma-tik�, ìpw
 sth filosof�a (blèpe [3℄, [2℄) kai sth jewrhtik  plhroforik  (blèpe[3℄).Katal gonta
 loipìn, pisteÔoume ìti h jewr�a aut  èqei arket� na d¸seitìso mèsa sta majhmatik� ìso kai èxw apì aut�. Eme�
 bèbaia, ìpw
 p�ntasta majhmatik�, den mporoÔme par� na koit�me parìmoie
 prosp�jeie
 me thnelp�da ìti h mh jemeliwmènh p�sth ma
 se autè
 ma
 ja apod¸sei karpoÔ
 stomèllon.
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, 5antikat�stash
, 30diathre� ti
 tomè
an� dÔo, 66kl�sewn, 66düikì
, 66kl�sewn, 53le�o
, 91omoiìmorfo
, 81sunìlwn, 7gn sio
, 50

monìtono
, 50suneq 
 se sÔnola, 53
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