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Ðñüëïãïò

Ç ó÷Ýóç ôçò ËïãéêÞò ìå ôç ÈåùñçôéêÞ ÐëçñïöïñéêÞ, âñßóêåôáé ôá ôåëåõ-
ôáßá ÷ñüíéá óôï åðßêåíôñï ôçò Ýñåõíáò. Ç ÃñáììéêÞ ëïãéêÞ (Girard, 1987),
ç ïðïßá áíáðôý÷èçêå éäéáéôÝñùò ôç äåêáåôßá ôïõ '90, áðïôåëåß Ýíá óýóôçìá
ëïãéêÞò ðïõ ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí êáé áðü ôçí ïðôéêÞ ôçò èåù-
ñßáò áðïäåßîåùí, áëëÜ êáé áðü áõôÞ ôïõ ðñïãñáììáôéóìïý. ÄçëáäÞ, áðü ôç
ìßá ðëåõñÜ, ç èåþñçóç ôïõ ãñáììéêïý ëïãéóìïý áêïëïõèçôþí ùò \ñáöéíÜñé-
óìá" ôùí áíôßóôïé÷ùí éíôïõéóéïíéóôéêþí êáé êëáóéêþí ëïãéêþí óõóôçìÜôùí,
ìáò äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ÃñáììéêÞ ëïãéêÞ ùò åñãá-
ëåßï ãéá ôç äéåñåýíçóç óõìðåñéöïñþí êáé éäéïôÞôùí ôùí éíôïõéóéïíéóôéêþí
êáé êëáóéêþí áðïäåßîåùí. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç åñìçíåßá ôùí óõíäÝóìùí
ôçò ÃñáììéêÞò ëïãéêÞò êáé ôï ãåãïíüò üôé ôï óýóôçìá äéáêñßíåé ôçí ðïëëá-
ðëÞ ÷ñÞóç ôùí õðïèÝóåùí, åßíáé óôïé÷åßá ðïõ óõíäÝïõí ôç ÃñáììéêÞ ËïãéêÞ
ìå äéáäéêáóßåò åðåîåñãáóßáò ðëçñïöïñßáò êáé åéäéêüôåñá ìå ôïí ðáñÜëëçëï
õðïëïãéóìü. Óôéò ìÝñåò ìáò Üëëùóôå õðÜñ÷ïõí êÜðïéåò ãëþóóåò ðñïãñáì-
ìáôéóìïý ðïõ âáóßæïíôáé óôéò éäÝåò ôçò ÃñáììéêÞò ëïãéêÞò (ð.÷. ï ëïãéêüò
ðñïãñáììáôéóìüò Lygon).

Óôçí åñãáóßá áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå êõñßùò ìå ôï êïììÜôé ôçò èåùñßáò
áðïäåßîåùí, üðïõ åêìåôáëëåõüìåíïé ôéò äõíáôüôçôåò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞ-
ìáôïò èá åîÜãïõìå áñêåôÜ ÷ñÞóéìá óõìðåñÜóìáôá ãéá ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ.
Ôï äåýôåñï, êáé ìå éäéáßôåñï ðñáêôéêü åíäéáöÝñïí, êïììÜôé, áöÞíåôáé ùò ìßá
åõêáéñßá ãéá Ýñåõíá óôï ìÝëëïí.

Åéäéêüôåñá, ôï ðñþôï ìÝñïò ôçò åñãáóßáò ðåñéëáìâÜíåé ìéá åéóáãùãÞ óôï
óýóôçìá ôçò ÃñáììéêÞò ëïãéêÞò, äßíïíôáò Ýìöáóç óôéò éäéüôçôåò ðïõ éêáíï-
ðïéåß êáé éäéáéôÝñùò óôçí éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç, ç ïðïßá äåí éêáíïðïéåßôáé
áðü ôç óõíÞèç êëáóéêÞ ëïãéêÞ.

Ôï äåýôåñï êáé ôñßôï ìÝñïò, ðåñéëáìâÜíïõí êÜðïéåò ìåôáöñÜóåéò éíôïõé-
óéïíéóôéêþí êáé êëáóéêþí óõóôçìÜôùí óôç ÃñáììéêÞ ëïãéêÞ, ôïíßæïíôáò
üìùò êÜðïéåò éó÷õñüôåñåò (äéáêïóìÞóåéò), ïé ïðïßåò èá ìáò äþóïõí ôç äõ-
íáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ÃñáììéêÞ ëïãéêÞ ùò åñãáëåßï ãéá ôçí áðü-
äåéîç óçìáíôéêþí éäéïôÞôùí óõóôçìÜôùí êëáóéêÞò ëïãéêÞò.

Ôï ôÝôáñôï ìÝñïò áíáöÝñåôáé óå êÜðïéåò ôå÷íéêÝò äõíáôüôçôåò ðïõ Ý÷ïõìå,
óôï íá åðåîåñãáæüìáóôå áðïäåßîåéò óå ãñáììéêÜ óýóôçìá.

Óôï ðÝìðôï êáé ôåëåõôáßï ìÝñïò áíáöÝñïíôáé ôá êáôÜëëçëá óõóôÞìáôá
êëáóéêÞò ëïãéêÞò êáé ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï áðïäåéêíýïõìå êÜðïéåò óçìáíôé-
êÝò, \êáôáóêåõáóôéêÝò", éäéüôçôåò áõôþí, ìÝóù ôçò ÃñáììéêÞò ëïãéêÞò.

Åõ÷áñéóôßåò: Åõ÷áñéóôþ èåñìÜ ôïõò óõíåðéâëÝðïíôåò êáèçãçôÝò, ãéá ôç
äéðëùìáôéêÞ ìïõ åñãáóßá, ê.ê. Ãéþñãï ÊïëÝôóï êáé Ãéþñãï Óôáõñéíü, ãéá ôï
åíäéáöÝñïí ðïõ äåßîáíå ôüóï ãéá ôçí åñãáóßá ìïõ, üóï êáé ãéá åìÝíá ðñïóù-
ðéêÜ. ÉäéáéôÝñùò åõ÷áñéóôþ ôïí êýñéï Óôáõñéíü äéüôé ìå ðáñüôñõíå íá áó÷ï-
ëçèþ ìå ôï óõãêåêñéìÝíï èÝìá êáé åðéðëÝïí áöéÝñùóå ðïëý ÷ñüíï âïçèþíôáò
ìå ïõóéáóôéêÜ óôç äéåêðåñáßùóç ôçò äéðëùìáôéêÞò ìïõ åñãáóßáò. Åðßóçò ôïí
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ óôç ÃñáììéêÞ ëïãéêÞ

Ç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ åßíáé Ýíá óýóôçìá ëïãéêÞò ôï ïðïßï åéóÞãáãå ôo 1987 o
J.-Y. Girard [Gir87]. Óôçí ðåñßëçøç áõôïý ôïõ Üñèñïõ, äçëþíåôáé üôé \ìéá
åíôåëþò êáéíïýñãéá ðñïóÝããéóç óôçí ðåñéï÷Þ áíÜìåóá óå êáôáóêåõáóôéêÝò
ëïãéêÝò êáé ôçí åðéóôÞìç õðïëïãéóôþí Ý÷åé îåêéíÞóåé".

Ç èåìåëéþäçò éäÝá ôçò ÃñáììéêÞò ËïãéêÞò åßíáé íá åëÝãîåé ôç ÷ñÞóç ôùí
áíáëþóéìùí ðüñùí, ç ïðïßá êáôáìáñôõñÜôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ïé êáíü-
íåò óõóôïëÞò êáé åîáóèÝíçóçò äåí åßíáé ãåíéêÜ áðïäåêôïß. Ìå Üëëá ëüãéá,
ðáñáôçñïýìå ðùò óôçí (êëáóéêÞ Þ éíôïõéóéïíéóôéêÞ) ëïãéêÞ ìðïñåß êÜðïéïò
íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ìéá õðüèåóç üóåò öïñÝò èÝëåé (áõôü ôï ÷áñáêôçñéóôéêü
åêöñÜæåôáé áðü ôïõò êáíüíåò óõóôïëÞò êáé åîáóèÝíçóçò óå Ýíá óýóôçìá ìå
áêïëïõèçôÝò Gentzen). ÕðÜñ÷ïõí üìùò êáëïß ëüãïé íá èåùñÞóåé êÜðïéïò ìéá
ëïãéêÞ ÷ùñßò áõôïýò êáíüíåò:

• Áðü ôçí ïðôéêÞ ôçò èåùñßáò áðïäåßîåùí, åîáëåßöoíôáé êÜðïéåò ðáèïëïãé-
êÝò êáôáóôÜóåéò áðü ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ (ð.÷. o ìç íôåôåñìéíéóìüò ôïõ
èåùñÞìáôïò áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò êáé ç áðïõóßá ôçò éäéüôçôáò Church-
Rosser) êáé åéóÜãåôáé Ýíá íÝï åßäïò öõóéêÞò áðáãùãÞò, ôá \äßêôõá áðü-
äåéîçò".

• Áðü ôçí ïðôéêÞ ôçò åðéóôÞìçò õðïëïãéóôþí, äßíåôáé ìéá íÝá ðñïóÝã-
ãéóç óôïí ðñïãñáììáôéóìü. ÄçëáäÞ ðáñÝ÷åôáé ç äõíáôüôçôá ÷ñÞóçò
ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò ãéá ôç äçìéïõñãßá ëåéôïõñãéêþí óõóôçìÜôùí,
ìå ôá ïðïßá èá åðéôõã÷Üíåôáé êáëýôåñç äéá÷åßñéóç ìíÞìçò. ÅðéðëÝïí
ç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ ìðïñåß íá ðñïóïìïéþóåé ôç ëåéôïõñãßá ôùí äéêôýùí
Petri (Petri nets), ôá ïðïßá áðïôåëïýí ìéá ôå÷íéêÞ ãéá ôçí áíÜëõóç
ðáñÜëëçëùí äõíáìéêþí óõóôçìÜôùí.

Óôç óõíÝ÷åéá åßíáé áðáñáßôçôï íá äïèïýí êÜðïéïé öïñìáëéóìïß óõóôçìÜ-
ôùí éíôïõéóéïíéóôéêÞò êáé êëáóéêÞò ëïãéêÞò êáèþò êáé êÜðïéåò óçìáíôéêÝò
ôïõò éäéüôçôåò.
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1. ÅÉÓÁÃÙÃÇ ÓÔÇ ÃÑÁÌÌÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ

1.1 ÓõóôÞìáôá ëïãéêÞò

¼ðùò Þäç Ý÷åé áíáöåñèåß, áó÷ïëïýìáóôå ìå äýï óõíÞèåéò ëïãéêÝò. Áðü ôç ìßá
ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ, ôçò ïðïßáò ç óçìáóéïëïãßá åßíáé ïé ðßíáêåò áëçèåßáò ãéá
ôï ðñïôáóéáêü êïììÜôé êáé ç Tarski óçìáóéïëïãßá ãéá ôïí êáôçãïñçìáôéêü
ëïãéóìü. Áðü ôçí Üëëç Ý÷ïõìå ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ, ðïõ âáóßæåôáé
óôçí éäÝá ôçò \Brouwer-Heyting-Kolmogorov åñìçíåßáò" [SU98], ç ïðïßá äßíåé
ôç äéáéóèçôéêÞ åñìçíåßá ôùí éíôïõéóéïíéóôéêþí ëïãéêþí óõíäÝóìùí, óôá ðëáß-
óéá ôçò äéáßóèçóçò ôçò\êáôáóêåõÞò" êáé ôçò \êáôáóêåõáóôéêÞò áðüäåéîçò".
ÄçëáäÞ êëáóéêÜ, ç ëïãéêÞ âáóßæåôáé óôçí áëÞèåéá, åíþ éíôïõéóéïíéóôéêÜ óôçí
áðüäåéîç.

Ãéá áõôÝò ôéò ëïãéêÝò, õðÜñ÷ïõí ôñéþí åéäþí öïñìáëéóìïß ðïõ åßíáé åõ-
ñÝùò ãíùóôïß. ÂÝâáéá ãéá êÜèå Ýíáí áðü áõôïýò, ìðïñåß êÜðïéïò íá óõíá-
íôÞóåé äéÜöïñåò ðáñáëëáãÝò, áíÜëïãá ìå ôï óõããñáöÝá êáé ôá áðïôåëÝóìáôá
ðïõ èÝëåé íá äåßîåé. ÓõãêåêñéìÝíá ïé öïñìáëéóìïß áõôïß, üðùò åìöáíßæïíôáé
éóôïñéêÜ, åßíáé ôá óõóôÞìáôá Hilbert, ç öõóéêÞ áðáãùãÞ êáé ôá óõóôÞìáôá
áêïëïõèçôþí Gentzen.

1.1.1 Tá óõóôÞìáôá Hilbert

ÉóôïñéêÜ ç ïíïìáóßá áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå, áñ÷éêÜ áðü ôïí Kleene [Kle52].
¼ìùò êáé ðñïãåíÝóôåñá ï Gentzen åß÷å áíáöåñèåß óå öïñìáëéóìïýò Hilbert
[Gen35]. Êáé ïé äýï áíáöåñüíôïõóáí óôá óõóôÞìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïßçóáí ôéò
äåêáôßåò ôïõ '20 êáé '30 ïé Hilbert, Ackermann êáé Bernays. Ùóôüóï Ýíáò
öïñìáëéóìüò áõôïý ôïõ åßäïõò (ìå êÜðïéåò äéáöïñÝò óôá óýìâïëá) åß÷å åéóá-
÷èåß áðü ôïí Frege óôá ôÝëç ôïõ 19ïõ áéþíá [TS00]. Ðñüêåéôáé ãéá óõóôÞìáôá
ìå áñêåôÜ áîéùìáôéêÜ ó÷Þìáôá êáé ëßãïõò êáíüíåò (óõíÞèùò Ýíá Þ äýï) ôá
ïðïßá åßíáé áñêåôÜ âïëéêÜ ãéá áðïäåßîåéò ðïëëþí ìåôáìáèçìáôéêþí éäéïôÞôùí,
ùóôüóï äõóêßíçôá ùò áðïäåéêôéêÜ óõóôÞìáôá ôýðùí. ¸íá ôÝôïéï êëáóéêü
óýóôçìá, ôï Hc , óõíáíôÜìå óôï [TS00].

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá ôçò êáôçãïñçìáôéêÞò ëïãéêÞò
(âë. [TS00]), ôï óýóôçìá áðïôåëåßôáé áðü ôá åîÞò áîéþìáôá:

A→ (B → A); (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C));

A→ A ∨B; B → A ∨B;

(A→ C) → ((B → C) → (A ∨B → C));

A ∧B → A; A ∧B → B; A→ (B → (A ∧B));

∀xA→ A[t=x]; A[t=x] → ∃xA;
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∀x(B → A) → (B → ∀yA[y=x]) (x =∈ FV (B); y ≡ x Þ y =∈ FV (A));

∀x(A→ B) → (∃yA[y=x] → B) (x =∈ FV (B); y ≡ x Þ y =∈ FV (A));

⊥→ A; ¬¬A→ A

êáé ôïõò åîÞò êáíüíåò:

Ass Áí Á∈ Ã, ôüôå Ã ` Á.

→ Å Áí Ã ` Á→ Â; Ã ` Á; ôüôå Ã ` Â. (MP)

∀I Áí Ã ` Á; ôüôå Ã ` ∀yÁ[y=x];
(x =∈ FV (Ã); y ≡ x Þ y =∈ FV (A)). (G)

ÐáñáôÞñçóç: Ôï áíôßóôïé÷ï éíôïõéóéïíéóôéêü óýóôçìá Çi áðïôåëåßôáé
áðü ôá áîéþìáôá ôïõ Hc åêôüò ôïõ ôåëåõôáßïõ, äçëáäÞ ôïõ íüìïõ ôçò äéðëÞò
Üñíçóçò (¬¬A→ A). Ïé êáíüíåò ôùí Çi êáé Hc åßíáé áêñéâþò ïé ßäéïé.

1.1.2 Ç öõóéêÞ áðáãùãÞ

Ðáñáôçñþíôáò ôá óõóôÞìáôá Hilbert, äéáðéóôþíïõìå üôé áñêåôïß ðáñáãüìåíïé
êáíüíåò âïçèïýí óôï íá åîïéêïíïìÞóïõìå ÷ñüíï êáé êüðï óôçí êáôáóêåõÞ
áðïäåßîåùí. Óôçí ðñïóðÜèåéá ãéá íá âñåèïýí êáôáëëçëüôåñá áðïäåéêôéêÜ
óõóôÞìáôá, ïé Gentzen êáé Kleene ÷ñçóéìïðïßçóáí ôá óõóôÞìáôá öõóéêÞò
áðáãùãÞò, ôá ïðïßá åãêáôáëåßðïõí ôá áîéùìáôéêÜ ó÷Þìáôá ãéá ÷Üñç ôùí
êáíüíùí. Óå áõôÜ ïé áðïäåßîåéò åßíáé äÝíôñá, ìå ñßæá ôï óõìðÝñáóìá êáé
öýëëá ôéò õðïèÝóåéò. Ïé õðïèÝóåéò óôçí áñ÷Þ èåùñïýíôáé áíïéêôÝò. Ãéá íá
åßíáé Ýíáò ôýðïò, èåþñçìá ôïõ óõóôÞìáôïò, ðñÝðåé óôï ôÝëïò ôçò áðüäåéîçò
íá Ý÷ïõí êëåßóåé üëåò ïé áíïéêôÝò õðïèÝóåéò (âÜóåé ôùí êáíüíùí).

Ïé êëÜäïé ôïõ äÝíôñïõ áíáðôýóóïíôáé óýìöùíá ìå ôïõò åîÞò êáíüíåò
(åéóáãùãÞò \I" êáé áðáëïéöÞò \Å"):

D1

A
D2

B (∧I)
A ∧B

D1

A ∧B (∧ER)
A

D1

A ∧B (∧EL)
B

[A]u

D1

B (→ I; u)
A→ B

D1

A→ B
D2

A (→ E)
B

D1

A (∨IR)
A ∨B

D1

B (∨IL)
A ∨B

D1

A ∨B

[A]u

D2

C

[B]v

D3

C (∨E; u; v)
C
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D1

A[y=x]
(∀I)

∀xA

D1

∀xA (∀E)
A[t=x]

D1

A[t=x]
(∃I)

∃xA
D1

∃xA

[A[y=x]]u

D2

C (∃E; u)
C

D1

⊥ (⊥i)
A

[¬A]u

D1

⊥ (⊥c; u)
A

ÐáñáôçñÞóåéò:

• Ôá D1, D2 êáé D3 óôïõò êáíüíåò óõìâïëßæïõí äïóìÝíåò áðáãùãÝò.

• Ç áíôéêáôáóôÜóç A[t=x] äéáâÜæåôáé ùò: êÜèå åëåýèåñç åìöÜíéóç ôçò
ìåôáâëçôÞò x óôï Á, áíôéêáèßóôáôáé áðü ôïí üñï t.

• Óôïí êáíüíá ∀I : y ≡ x Þ y =∈ FV (A), êáé ç ìåôáâëçôÞ y äåí åßíáé
åëåýèåñç óå êÜðïéá áíïéêôÞ õðüèåóç ôçò äïóìÝíçò áðáãùãÞò.

• Óôïí êáíüíá ∃E : y ≡ x Þ y =∈ FV (A), êáé ç ìåôáâëçôÞ y äåí åß-
íáé åëåýèåñç óôï C ïýôå óôéò áíïéêôÝò õðüèåóåéò ôçò äåîéÜò äïóìÝíçò
áðáãùãÞò, åêôüò ôïõ [A[y=x]]u.

• Ôá t óôïõò êáíüíåò ∀E êáé ∃É åßíáé üñïé ôïõ ðñùôïâÜèìéïõ êáôçãïñç-
ìáôéêïý ëïãéóìïý, åíþ ôá x êáé y åßíáé ìåôáâëçôÝò. ÌÜëéóôá ç y óôïõò
êáíüíåò ðïõ åìöáíßæåôáé (∀É ;∃Å) ïíïìÜæåôáé \éäéïìåôáâëçôÞ".

• Ôá u êáé v óôïõò êáíüíåò → I, ∨Å, ∃Å êáé ⊥c óõìâïëßæïõí ðáêÝôá
õðïèÝóåùí, äçëáäÞ óõëëïãÞ õðïèÝóåùí ôïõ éäßïõ ôýðïõ.

• Ôï óýóôçìá ìå üëïõò ôïõò êáíüíåò åßíáé ôï êëáóéêü Nc, åíþ ôï óý-
óôçìá ÷ùñßò ôïí êáíüíá ⊥c åßíáé ôï éíôïõéóéïíéóôéêü Ni.

• Ôá óõóôÞìáôá áõôÜ ìðïñåß êÜðïéïò íá ôá óõíáíôÞóåé óôï [TS00].

1.1.3 Ôá óõóôÞìáôá áêïëïõèçôþí Gentzen

Ôï 1935 ãéá ðñþôç öïñÜ ï Gentzen åéóÞãáãå Ýíá íÝï öïñìáëéóìü ùò ìåôá-
ëïãéóìü ãéá ôç öõóéêÞ áðáãùãÞ. Ôï Ýêáíå ìÜëéóôá ìå ôÝôïéï ôñüðï, þóôå
ôá óõóôÞìáôá Gentzen ãéá ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ, íá ëáìâÜíïíôáé åê ôùí óõí-
èçêþí áëçèåßáò ãéá ôïõò ôýðïõò (áðïäåßîåéò ìÝóù äéáøåõóéìüôçôáò).
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Ç êáôáóêåõÞ Ýãéíå ùò åîÞò. Êáôáñ÷Þí ðñïóÝèåóå óôç öõóéêÞ áðáãùãÞ
ôïí êáíüíá ôçò ôïìÞò ìå áðïôÝëåóìá ôï óýóôçìá íá ãßíåé óõììåôñéêü (êá-
íüíåò åéóáãùãÞò ∼ êáíüíåò áðáëïéöÞò, õðüèåóç ∼ ôïìÞ), ðñÜãìá ôï ïðïßï
üìùò äçìéïýñãçóå ìç êáíïíéêÝò áðïäåßîåéò (äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò åéóáãù-
ãÞò êáé áðáëïéöÞò ôïõ éäßïõ êáíüíá). Óôç óõíÝ÷åéá, ìÝóù áíÜëõóçò ôçò
êáôáóêåõÞò ôùí äÝíôñùí óå öõóéêÞ áðáãùãÞ, êáôáóêåýáóå ôï óýóôçìá áêï-
ëïõèçôþí èåùñþíôáò ôá áêüëïõèá.

¸óôù Ã ðïëõóýíïëï áðï ôýðïõò (äçëáäÞ êÜðïéïò ôýðïò ìðïñåß íá Ý÷åé
ðïëëáðëÝò åìöáíßóåéò Þ üðùò ëÝìå íá Ý÷åé ðïëëáðëüôçôá) êáé Á ôýðïò ôçò
ãëþóóáò. ¸óôù üôé Ã ⇒ Á åêöñÜæåé ðùò ôï Á åßíáé ðáñáãüìåíï óôç öõóéêÞ
áðáãùãÞ áðü õðïèÝóåéò ðïõ áíÞêïõí óôï Ã. Åðßóçò ôï Ã êáëåßôáé \ðñïçãïý-
ìåíïò" ôïõ áêïëïõèçôÞ, åíþ ôï Á \åðüìåíïò". Ôüôå ðñïêýðôïõí ïé êáíüíåò
ôïõ óõóôÞìáôïò IL ôïõ ÐáñáñôÞìáôïò Á. (Óôïõò äïìéêïýò êáíüíåò, ç åîáóèÝ-
íçóç áíôéóôïé÷åß óôç öõóéêÞ áðáãùãÞ óå åöáñìïãÞ êáíüíá ìå êåíü ðáêÝôï
õðïèÝóåùí, åíþ ç óõóôïëÞ óå äçìéïõñãßá ðáêÝôùí õðïèÝóåùí.)

Áíôßóôïé÷á áí Ä åßíáé ðïëõóýíïëï, ôüôå ï áêïëïõèçôÞò Ã ⇒ Ä åêöñÜæåé
üôé ç äéÜæåõîç ôùí ôýðùí ôïõ Ä áðïäåéêíýåôáé óôç öõóéêÞ áðáãùãÞ áðü ôéò
õðïèÝóåéò ðïõ áíÞêïõí óôï Ã. ÄçëáäÞ ï áêïëïõèçôÞò Ã ⇒ Ä åßíáé Ýãêõñïò,
áí êáé ìüíïí áí ï ôýðïò

∧
Ái →

∨
Bj åßíáé Ýãêõñïò, áí êáé ìüíïí áí ï

ôýðïò ¬A1 ∨ ::: ∨ ¬An ∨B1 ∨ ::: ∨Bm åßíáé Ýãêõñïò (üðïõ Ã ≡ Á1; :::; Án,
Ä ≡ Â1; :::; Âm êáé i ∈ {1; :::; n}, j ∈ {1; :::;m}). Ôüôå ðñïêýðôïõí ïé
êáíüíåò ôïõ óõóôÞìáôïò CL ôïõ ÐáñáñôÞìáôïò Â.

Óå áõôü ôï óçìåßï ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå ôï åîÞò. Ïé ëïãéêïß êáíüíåò
åìöáíßæïíôáé ìå äýï ìïñöÝò. Ùò ðñïóèåôéêïß êáé ùò ðïëëáðëáóéáóôéêïß. Ðá-
ñüôé êáé ïé äýï ìïñöÝò äïõëåýïõí óùóôÜ (ãé' áõôü Üëëùóôå ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
êáé ïé äýï óôá óõóôÞìáôá ìå áêïëïõèçôÝò) èá ìðïñïýóáìå íá ðïýìå ðùò ïé
ðñïóèåôéêÝò åêäï÷Ýò ôùí ëïãéêþí êáíüíùí ìå äýï õðïèÝóåéò (äçëáäÞ L→,
L∨ êáé R∧) åßíáé äéáéóèçôéêÜ ðéï êáôÜëëçëåò ãéá èåþñçóç ôïõ ðåñéâÜëëïíôïò
ùò áðëÜ óýíïëá. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ ïé áíôßóôïé÷åò ðïëëáðëáóéáóôéêÝò åê-
äï÷Ýò ìðïñïýí íá èåùñçèïýí êáôáëëçëüôåñåò ãéá èåþñçóç ôïõ ðåñéâÜëëïíôïò
ùò ðïëõóýíïëá. Ðáñ' üë' áõôÜ, áõôÞ ç ðáñáôÞñçóç äåí ðñÝðåé íá ìáò åðç-
ñåÜóåé êáèþò óôçí äéêéÜ ìáò ðåñßðôùóç, üðïõ Ý÷ïõìå èåùñÞóåé ôá Ã êáé Ä
ùò ðïëõóýíïëá, ïé äïìéêïß êáíüíåò ìáò åðéôñÝðïõí áðü ôïõò ðñïóèåôéêïýò
êáíüíåò íá ðáñÜãïõìå ôïõò ðïëëáðëáóéáóôéêïýò êáé áíôßóôñïöá.

Ìéá êáëÞ áíÜëõóç ôçò ìåôÜâáóçò áðü ôç öõóéêÞ áðáãùãÞ óôá óõóôÞìáôá
ìå áêïëïõèçôÝò Gentzen õðÜñ÷åé óôï [TS00].

Ôá óõóôÞìáôá ìå áêïëoõèçôÝò Gentzen ðëåïíåêôïýí ôçò öõóéêÞò áðáãù-
ãÞò óôá åîÞò óçìåßá:

• Ïé êáíïíéêÝò áðïäåßîåéò óôç öõóéêÞ áðáãùãÞ ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü Ýíá
ðåñéïñéóìü óôç ìïñöÞ ôçò áðüäåéîçò (óõãêåêñéìÝíá áðü Ýíá ðåñéïñéóìü
óôç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßá êÜðïéïé êáíüíåò ðñÝðåé íá åöáñìïóôïýí), åíþ ôá
\÷ùñßò ôïìÞ" óõóôÞìáôá áêïëïõèçôþí Gentzen áðëÜ ÷áñáêôçñßæïíôáé
áðü ôçí áðïõóßá ôïõ êáíüíá ôçò ôïìÞò.
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• Ôá \÷ùñßò ôïìÞ" óõóôÞìáôá áêïëïõèçôþí Gentzen åßíáé óáöþò êá-
ëýôåñá ùò åñãáëåßá áðïäåßîåùí áðü üôé ïé êáíïíéêÝò áðïäåßîåéò ôçò
öõóéêÞò áðáãùãÞò.

• Ï ÷åéñéóìüò ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò óôá óõóôÞìáôá áêïëïõèçôþí Gentzen
åßíáé ðéï êïìøüò áðü üôé óôá óõóôÞìáôá öõóéêÞò áðáãùãÞò.

Óôá óõóôÞìáôá Gentzen áíáðôý÷èçêå ðïëý ç éäÝá ôçò áðáëïéöÞò ôçò ôï-
ìÞò. Ç áðáëïéöÞ ôçò ôïìÞò åßíáé ìéá óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôùí ëïãéêþí óõóôç-
ìÜôùí äéüôé ó÷åôßæåôáé Üìåóá ìå ôéò óõíèÞêåò ôåñìáôéóìïý óôéò õðïëïãéóôéêÝò
ãëþóóåò. ÔåëéêÜ ï Gentzen áðÝäåéîå üôé õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ áðáëåßöåé
ôçí ôïìÞ áðü ôï óýóôçìá ôïõ ìå áêïëïõèçôÝò. ÅðïìÝíùò äéáôýðùóå ôï åîÞò
èåþñçìá áóèåíïýò êáíïíéêïðïßçóçò.

Èåþñçìá 1.1.1. (Hauptsatz) Ãéá êÜèå áðïäåßîéìï áêïëïõèçôÞ óôï óýóôçìá
CL (áíôßóôïé÷á IL), õðÜñ÷åé áðüäåéîÞ ôïõ ðïõ äåí ÷ñçóéìïðïéåß ôïí êáíüíá
ôïìÞò.

Áðüäåéîç. Êáôáñ÷Þí ïñßæïõìå ôá åîÞò äýï ìåãÝèç. Ðñþôïí ôï âáèìü ìéáò
áðüäåéîçò, ï ïðïßïò åßíáé ßóïò ìå ôï ìÝãéóôï áðü ôïõ âáèìïýò ôùí ôïìþí ðïõ
õðÜñ÷ïõí óôçí áðüäåéîç (ï âáèìüò ìéáò ôïìÞò åßíáé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ
ôýðïõ ôïìÞò). ¸ðåéôá ôï åðßðåäï ôïìÞò, óýìöùíá ìå ôï ïðïßï üóï ðéï êïíôÜ
óôá öýëëá ôçò áðüäåéîçò âñßóêåôáé ìéá ôïìÞ ôüóï ÷áìçëüôåñï åðßðåäï Ý÷åé. Ç
áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ãßíåôáé ìå äéðëÞ åðáãùãÞ, óôï âáèìü ôçò áðüäåéîçò
êáé óôï åðßðåäï ôçò ôïìÞò. ÃåíéêÜ, ï áëãüñéèìïò áðáëåßöåé ôåëéêÜ ôéò ôïìÝò
áðü ìéá äïóìÝíç áðüäåéîç, áðáëåßöïíôáò êÜèå öïñÜ ôçí øçëüôåñç (ó÷çìáôéêÜ,
äçëáäÞ ðéï êïíôÜ óôá öýëëá) ìåãéóôéêïý âáèìïý ôïìÞ. ÁíáëõôéêÜ ç áðüäåéîç
âñßóêåôáé óôï [TS00].

Ãéá ëüãïõò ðïõ èá åîçãçèïýí óôç óõíÝ÷åéá (ðáñÜãñáöïò 1.2), ôï óýóôçìá
CL äåí åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìï (äçëáäÞ áí ç äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôçò
ôïìÞò ãßíåé ìå ôõ÷áßï ôñüðï, åíäÝ÷åôáé íá ìçí ôåñìáôßóåé) êáé åðéðëÝïí äåí
éêáíïðïéåß ôçí éäéüôçôá óõìâïëÞò (Church-Rosser), äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí ðåñéó-
óüôåñåò áðü ìéá êáíïíéêÝò áðïäåßîåéò êÜðïéïõ áêïëïõèçôÞ.

Åðßóçò ôá óõóôÞìáôá ðïõ äÝ÷ïíôáé ôçí áðáëïéöÞ ôçò ôïìÞò, éêáíïðïéïýí
ôçí éäéüôçôá ôïõ õðïôýðïõ. ÄçëáäÞ üëïé ïé ôýðïé ðïõ åìöáíßæïíôáé óå ìéá
áðüäåéîç ÷ùñßò ôïìÞ ôïõ Ã ⇒ Ä, åßíáé õðïôýðïé ôùí ôýðùí óôá Ã êáé Ä.

Áíáêåöáëáéþíïíôáò ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå ôï áíáìåíüìåíï. Ôá óõóôÞìáôá
Hi (áíôßóôïé÷á Hc), Ni (áíôßóôïé÷á Nc) êáé IL (áíôßóôïé÷á CL) åßíáé éóïäý-
íáìá ìå ôçí åîÞò Ýííïéá:

Èåþñçìá 1.1.2. Ã H̀i(c)A ⇐⇒ Ã Ǹi(c)A ⇐⇒ ÌL(CL)Ã ⇒ A

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç ãßíåôáé óå äýï âÞìáôá. Êáôáñ÷Þí, áðïäåéêíýïíôáò ôá
áîéþìáôá ôùí Hi(c) óôá Ni(c) êáé áíôßóôñïöá êáôáóêåõÜæïíôáò áðü ôá áîéþ-
ìáôá ôùí Hi(c) ôïõò êáíüíåò ôùí Ni(c). ¸ðåéôá êáôáóêåõÜæïíôáò áðü ôïõò
êáíüíåò ôùí Ni(c) ôïõò áíôßóôïé÷ïõò êáíüíåò ôùí IL(CL) êáé áíôéóôñüöùò
[TS00].
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Ó÷Þìá 1.1: Ï äéá÷ùñéóìüò ôùí óõíäÝóìùí êáé óôáèåñþí

ÐáñáôÞñçóç: Ïé êáíïíéêÝò áðïäåßîåéò óôç öõóéêÞ áðáãùãÞ áíôéóôïé÷ïýí
óå áðïäåßîåéò ÷ùñßò ôïìÞ óôá óõóôÞìáôá Gentzen êáé áíôßóôïé÷á óå áðïäåß-
îåéò ÷ùñßò ðëåïíáóìïýò (ðáñáãüìåíïé êáíüíåò) óôá óõóôÞìáôá Hilbert.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ìüíï ôï öïñìáëéóìü ôùí óõóôçìÜôùí
ìå áêïëïõèçôÝò Gentzen, ãéáôß üðùò áíáöÝñáìå ðëåïíåêôåß Ýíáíôé ôùí Üëëùí
ùò åñãáëåßï áðïäåßîåùí.

1.2 Áðü ôç óõíÞèç ëïãéêÞ óôç ÃñáììéêÞ ëïãéêÞ

Ç âáóéêÞ äéáöïñïðïßçóç ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò áðü ôá óõóôÞìáôá IL êáé CL
åßíáé üôé áðáãïñåýåé ôç ÷ñÞóç ôùí äïìéêþí êáíüíùí (ãéá üëïõò ôïõò ôýðïõò
ôçò ãëþóóáò) óå áðïäåßîåéò ìå áêïëïõèçôÝò. ÅðïìÝíùò äåí åßíáé åöéêôü óôï
åîÞò íá ðáñÜãïõìå ôïõò ðñïóèåôéêïýò êáíüíåò áðü ôïõò ðïëëáðëáóéáóôéêïýò
(ëüãù Ýëëåéøçò ôùí äïìéêþí êáíüíùí), êáèþò ïýôå êáé ôïõò ðïëëáðëáóéá-
óôéêïýò áðü ôïõò ðñïóèåôéêïýò (ðÜëé ëüãù Ýëëåéøçò ôùí äïìéêþí êáíüíùí).
ÅðïìÝíùò ìðïñïýí íá âñåèïýí åíáëëáêôéêÜ óõóôÞìáôá ìå ÷ñÞóç ìüíï ðñï-
óèåôéêþí êáíüíùí Þ ìüíï ðïëëáðëáóéáóôéêþí. Ç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ ùóôüóï
äéáôçñåß êáé ôá äýï åßäç êáíüíùí, ìüíï ðïõ ãéá íá äéáôçñçèåß ç éäéüôçôá áðá-
ëïéöÞò ôçò ôïìÞò ðñÝðåé îåêÜèáñá íá äéá÷ùñéóôïýí ïé ðñïóèåôéêïß áðü ôïõò
ðïëëáðëáóéáóôéêïýò êáíüíåò. Ãéá ðáñÜäåéãìá äåí ìðïñåß êÜðïéïò íá èåùñÞ-
óåé Ýíá óýíäåóìï ∧′ ôïõ ïðïßïõ ï áñéóôåñüò êáíüíáò íá åßíáé ðñïóèåôéêüò
êáé ï äåîéüò ðïëëáðëáóéáóôéêüò (âë. [TS00]), äçëáäÞ:

Ã;Á⇒ C
(L ∧ ′)

Ã;Á ∧ ′Â ⇒ C

Ã1 ⇒ A Ã2 ⇒ Â
(R ∧ ′)

Ã1; Ã2 ⇒ Á ∧ ′Â

ÅðïìÝíùò ç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ ðñïÝñ÷åôáé áðü ôï \ãñáììéêü" äéá÷ùñé-
óìü ôùí êëáóéêþí óõíäÝóìùí êáé óôáèåñþí üðùò áõôüò öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá
1.1. Ïé ó÷Ýóåéò áðïäåéîéìüôçôáò áíÜìåóá óôéò óôáèåñÝò öáßíïíôáé óôï Ó÷Þìá
1.2. Ç ðïëëáðëáóéáôéêÞ óýæåõîç êáëåßôáé `tensor' Þ `times', åíþ ç áíôßóôïé÷ç
ðñïóèåôéêÞ `and' Þ `with'. Ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ äéÜæåõîç êáëåßôáé `par' åíþ
ç áíôßóôïé÷ç ðñïóèåôéêÞ `plus'. ÔÝëïò ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ óõíåðáãùãÞ êá-
ëåßôáé `ãñáììéêÞ óõíåðáãùãÞ'. Óôçí ðñïóèåôéêÞ óõíåðáãùãÞ äåí äßíïõìå
üíïìá ãéáôß ðïëëÝò öïñÝò äåí ôçí óõìðåñéëáìâÜíïõìå óôá óõóôÞìáôá, åðåéäÞ
äåí ðëçñåß êÜðïéåò áðü ôéò âáóéêÝò éäéüôçôåò ðïõ èá èÝëáìå ãéá ôéò \ëïãéêÝò
óõíåðáãùãÝò" (ãéá ðáñÜäåéãìá ðáñáôçñïýìå üôé Á Ã Á äåí áðïäåéêíýåôáé).
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Ó÷Þìá 1.2: Ïé ãñáììéêÝò óôáèåñÝò (ôo −→ óõìâïëßæåé ôï ⇒ , ð.÷. 0 ⇒ 1).

Ôï áîßùìá ôçò ôáõôüôçôáò êáé ï êáíüíáò ôïìÞò ìáæß ìå ôïõò êáíüíåò ãéá óõí-
äÝóìïõò êáé óôáèåñÝò üðùò áõôïß ðñïêýðôïõí áðü ôá ðáñáðÜíù ó÷çìáôßæïõí
ôï ðñïôáóéáêü êïììÜôé ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò ãíùóôü ùò MALL (Multi-
plicative Additive Linear Logic).

Áõôü ðïõ óõ÷íÜ êáëåßôáé áðëÜ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ ðñïêýðôåé áðü Ýíáí åðá-
íáðñïóäéïñéóìü ôùí äïìéêþí êáíüíùí, ãéá ìáñêáñéóìÝíïõò ôýðïõò. Óõãêå-
êñéìÝíá åðéôñÝðåôáé äïìéêüò ÷åéñéóìüò óôá áñéóôåñÜ ôïõ ⇒ åíüò áêïëïõèçôÞ
ìüíï ãéá ôïõò ôýðïõò ðïõ îåêéíÜíå ìå ôï óýìâïëï `!', ðïõ êáëåßôáé `storage' Þ
`of course' Þ `bang' Þ `shriek'. Óôá äåîéÜ ôïõ ⇒ åðéôñÝðåôáé äïìéêüò ÷åéñéóìüò
ìüíï óå ôýðïõò ðïõ îåêéíÜíå ìå `?', ðïõ êáëåßôáé `costorage' Þ `why not'. Óõ-
íåðþò ç êáôáóêåõÞ ôïõ óõóôçìÜôïò CLL ôïõ ÐáñáñôÞìáôïò D ôåñìáôßæåé,
ðñïóèÝôïíôáò ôïõò êáíüíåò L?, R?, L! êáé R! ðïõ áöïñïýí ôçí åéóáãùãÞ ôùí
(åêèåôéêþí) \!" êáé \?", êáé âÝâáéá ôïõò êáíüíåò ãéá ôïõò ðñùôïâÜèìéïõò
ðïóïäåßêôåò.

Óå áõôü ôï óçìåßï áîßæåé êÜðïéïò íá ðáñáôçñÞóåé ôç äéáéóèçôéêÞ óçìá-
óßá ôùí óõíäÝóìùí, ôùí óôáèåñþí êáé ôùí åêèåôéêþí óôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ.
Êáôáñ÷Þí Ýíáò áêïëïõèçôÞò ôçò ìïñöÞò Ã ⇒ Ä ìå Ã ≡ Á1; :::; Án êáé
Ä ≡ B1; :::; Bm áíôéóôïé÷åß óôïí ôýðï (Á1 ⊗ ::: ⊗ Án) ( (B1O:::OBm).
ÄéáìÝóïõ ôçò ãñáììéêÞò Üñíçóçò ðïõ ïñßæåôáé ùò A⊥ := Á ( ⊥ (Þ éóïäý-
íáìá ùò A Ã 0) ç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ åðéäåéêíýåé åîáéñåôéêÝò óõììåôñßåò ðïõ
õðïäçëþíïíôáé áðü ôéò `De Morgan'-äõúêüôçôåò êáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ôá Ã
êáé 0 ðáñÜãïõí ôï ðñïóèåôéêü ìÝñïò åíþ ôá ( êáé ⊥ ôï ðïëëáðëáóéáóôéêü,
êáèþò:

ÁOB := (A ( ⊥) ( B
A⊗B := (A ( (B ( ⊥)) ( ⊥

1 := ⊥ ( ⊥
A⊕B := (A Ã 0) Ã B
A&B := (A Ã (B Ã 0)) Ã 0

> := 0 Ã 0

Ôï ðïëëáðëáóéáóôéêü ìÝñïò áðïôåëåß ôïí ðõñÞíá ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò
ìå áêïëïõèçôÝò (Üëëùóôå áõôü öáßíåôáé êáé áðü ôç óçìáóéïëïãßá ôïõ ⇒)
êáé ôï ðñïóèåôéêü óõíäÝåôáé ìå ôï ðïëëáðëáóéáóôéêü ìÝóù ôùí åêèåôéêþí
êáèþò:

!Á⊗ !Â ⇐⇒ !(Á&Â)
?ÁO?Â ⇐⇒ ?(Á⊕ Â)

!Á ( ?Â ⇐⇒ ?(Á Ã Â)
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1. ÅÉÓÁÃÙÃÇ ÓÔÇ ÃÑÁÌÌÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ

Ç éíôïõéóéïíéóôéêÞ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ (ILL ôïõ ÐáñáñôÞìáôïò C) ðñïêý-
ðôåé, åðéâÜëëïíôáò ôïí óõíÞèç éíôïõéóéïíéóôéêü ðåñéïñéóìü óôï CLL (êáé ìç
ëáìâÜíïíôáò õðüøéí ôçí \ðåñßåñãç" óõíåðáãùãÞ Ã): åðéôñÝðïõìå óôá äåîéÜ
ôïõ áêïëïõèçôÞ ðïëõóýíïëá ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôï ðïëý Ýíáí ôýðï. ¸ôóé áíá-
ãêáóôéêÜ áðáëåßöïíôáé ï óýíäåóìïò O, ç óôáèåñÜ ⊥ êáé ôï åêèåôéêü ?. ¢ñá
ôï ILL áðïôåëåß Ýíá ãíÞóéï ôìÞìá (fragment) ôïõ CLL.

ÈÝëïíôáò óå áõôü ôï óçìåßï íá ôïíßóù ôçí óçìáóßá ôïõ óõíäÝóìïõ (
êáé ôçò óôáèåñÜò 0 óôçí êëáóéêÞ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, ðáñáèÝôù ôï ðáñáêÜôù
èåþñçìá. Ç áðüäåéîç ôïõ âñßóêåôáé óôï [Sch94].

Èåþñçìá 1.2.1. Ôï CLL, ðåñéïñéóìÝíï óôç ãëþóóá ôïõ ILL, åßíáé óõíôç-
ñçôéêÞ åðÝêôáóç ôïõ ÉLL áí êáé ìüíïí áí ôï CLL äåí ðåñéÝ÷åé ôç óôáèåñÜ
0 Þ ôç ãñáììéêÞ óõíåðáãùãÞ (.

Áðü åäþ êáé ðÝñá, ìðïñåß êÜðïéïò íá ðñïóáñìüóåé ôï óýóôçìá ôçò ãñáì-
ìéêÞò ëïãéêÞò êáé óôïõò Üëëïõò äýï öïñìáëéóìïýò. ¸ôóé óôï [Tro92] ãßíåôáé
ìéá ðáñïõóßáóç åíüò óõóôÞìáôïò öõóéêÞò áðáãùãÞò ãéá ãñáììéêÞ ëïãéêÞ êáé
ìßá ðáñïõóßáóç ìå óýóôçìá ôýðïõ Hilbert. ÖõóéêÜ ôá ôñßá óõóôÞìáôá, üðùò
áíôßóôïé÷á éó÷ýåé óôç óõíÞèç ëïãéêÞ, åßíáé éóïäýíáìá ìåôáîý ôïõò.

1.2.1 Åñìçíåßá ôùí óõìâüëùí ôçò ÃñáììéêÞò ëïãéêÞò

Áí ôþñá êÜðïéïò ðáñáôçñÞóåé áíåîÜñôçôá ôç äéáéóèçôéêÞ óçìáóßá ôùí óõí-
äÝóìùí êáé óôáèåñþí, õðü ôç óêïðéÜ ôùí ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý, ôüôå
ïäçãåßôáé óôá áêüëïõèá óõìðåñÜóìáôá.

Êáôáñ÷Þí èåùñïýìå ôïõò ôýðïõò ôçò ãëþóóáò ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò ùò
äåäïìÝíá. Ôüôå

• A⊥: åßíáé ôï äõúêü ôïõ äåäïìÝíïõ ôýðïõ Á. ¼ôáí ôï Á êáôáíáëþíåôáé
ôï A⊥ ðáñÜãåôáé êáé áíôßóôñïöá.

• Á⊗Â: äåäïìÝíï ôïõ ôýðïõ æåýãïõò, üðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáé ôá äýï
äåäïìÝíá (ôýðïõ Á êáé Â, ïðüôå Á⊗ Â ; Â).

• Á&Â: äåäïìÝíï ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá åîÜãåé Þ ôï äåäïìÝíï ôýðïõ
Á Þ ôï äåäïìÝíï ôýðïõ Â. Ç åðéëïãÞ ãßíåôáé åîùôåñéêÜ (ïðüôå Á&Â ⇒
Á).

• Á ⊕ Â: äåäïìÝíï ðïõ ðåñéÝ÷åé Þ ôï äåäïìÝíï ôýðïõ Á Þ ôï äåäïìÝíï
ôýðïõ Â. Ç åðéëïãÞ ãßíåôáé åóùôåñéêÜ áðü ôï óýóôçìá (ïðüôå Á⊕Â ;
Á).

• Á ( Â: ìÝèïäïò (óõíÜñôçóç) ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß áêñéâþò ìßá öïñÜ (êá-
ôáíáëþíåé) ôï Á ãéá íá ðáñÜãåé ôï Â.

• ÁOÂ: äåäïìÝíï ðïõ åñìçíåýåôáé ìÝóù ôùí éóïäýíáìþí ôïõ äåäïìÝíùí
ôýðïõ Á⊥ ( B Þ Â⊥ ( Á. Êáëåßôáé êáé \áðñïóäéüñéóôç" äéÜæåõîç êáé
ðñïãñáììáôéóôéêÜ áíôéóôïé÷åß óå ðáñáëëçëßá äéáäéêáóéþí.
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• !A: áðïèÞêåõóç ôïõ äåäïìÝíïõ ôýðïõ Á. ÅðéôñÝðåé ðåðåñáóìÝíç ÷ñÞóç
ôïõ äåäïìÝíïõ ôýðïõ Á, äçëáäÞ ðåðåñáóìÝíç ÷ñÞóç ôïõ Á óôïí \ðñïç-
ãïýìåíï" åíüò áêïëïõèçôÞ (éó÷ýåé üôé !Á⇔ 1&A&(!A⊗ !A) ) .

• ?A: äåäïìÝíï ðñïò êáôáíÜëùóç. ÅðéôñÝðåé ðåðåñáóìÝíç êáôáíÜëùóç
ôïõ äåäïìÝíïõ ôýðïõ Á, äçëáäÞ ðåðåñáóìÝíç ÷ñÞóç ôïõ Á óôïí \åðü-
ìåíï" åíüò áêïëïõèçôÞ (éó÷ýåé üôé ?Á⇔ ⊥⊕A⊕ (?AO?A) ) .

• 1: åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ãéá ôï ⊗. Áðïôåëåß ìçäåíéêü áðüèåìá,
äçëáäÞ äåí ðáñÜãåé ôßðïôá.

• ⊥: åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ãéá ôï O. Äåí õðÜñ÷åé êáíÝíá áðüèåìá
ðïõ íá ðáñÜãåé ôï ⊥.

• >: åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ãéá ôï &. Áðïôåëåß áõèáßñåôï äåäïìÝíï,
äçëáäÞ ïôéäÞðïôå áðïôåëåß áðüèåìá ðïõ ðáñÜãåé ôï >.

• 0: åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ãéá ôï ⊕. Áðïôåëåß áðüèåìá ðïõ ðáñÜãåé
ïôéäÞðïôå.

Óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù, ìðïñïýìå íá äéåñåõíÞóïõìå áí Ýíáò ôýðïò åß-
íáé áðïäåßîéìïò óôï CLL, ÷ùñßò íá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí áðüäåéîÞ ôïõ. Ãéá
ðáñÜäåéãìá ï áêïëïõèçôÞò (Á ( C)&(B ( C) ⇒ A&B ( C áðïäåéêíýå-
ôáé óôï CLL ãéáôß: ï \ðñïçãïýìåíïò" ìáò ëÝåé üôé ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå
åßôå áðü ôï Á íá ðáñÜãïõìå ôï C åßôå áðü ôï B íá ðáñÜãïõìå ôï C. Áõôü
üìùò óõíåðÜãåôáé ôïí \åðüìåíï" ôïõ áêïëïõèçôÞ ðïõ ëÝåé üôé ìðïñïýìå íá
åðéëÝîïõìå Ýíá åê ôùí Á Þ Â ãéá íá ðáñÜãïõìå ôï C.

Ï áêïëïõèçôÞò üìùò A&B ( C ⇒ (Á ( C)&(B ( C) äåí áðïäåé-
êíýåôáé ãéáôß: ï \ðñïçãïýìåíïò" ëÝåé üôé ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá åê
ôùí Á Þ Â ãéá íá ðáñÜãïõìå ôï C. Áõôü üìùò äåí óõíåðÜãåôáé ôçí åñìçíåßá
ôïõ \åðüìåíïõ", ç ïðïßá åßíáé üôé ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå åßôå áðü ôï Á íá
ðáñá÷èåß ôï C, åßôå áðü ôï Â íá ðáñá÷èåß ôï C. Êáé áõôü ãéáôß âÜóåé ôïõ
\ðñïçãïýìåíïõ" õðÜñ÷åé ìüíï ìßá åðéëïãÞ ãéá íá ðáñá÷èåß ôï C êáé ü÷é äýï
üðùò ëÝåé ï \åðüìåíïò".

Ï ôñüðïò áõôüò ãéá íá äåé êÜðïéïò áí Ýíáò áêïëïõèçôÞò áðïäåéêíýåôáé Þ
ü÷é óôï CLL åßíáé ïðùóäÞðïôå áñêåôÜ óýíèåôïò, éäßùò óôçí ðåñßðôùóç üðïõ
êÜôé äåí áðïäåéêíýåôáé. Ãé' áõôü åßíáé ðñïôéìüôåñï íá ãßíåôáé ðñïóðÜèåéá
áðüäåéîçò. ¢ëëùóôå ôï CLL åßíáé ðïëý êáëü ùò áðïäåéêôéêü åñãáëåßï êáé
åýêïëá êÜðïéïò åßôå âñßóêåé áðïäåßîåéò, åßôå áíôéëáìâÜíåôáé ðïõ \êïëëÜåé"
ìéá ðáñáãùãÞ. Ãéá ôïõ ëüãïõ ôï áëçèÝò ìéá áðüäåéîç ôïõ ðñþôïõ åßíáé:

A⇒ A C ⇒ C (L()
A ( C;A⇒ C

(L&1)
A ( C;A&B ⇒ C

(R()
A ( C ⇒ A&B ( C (L&1)

(A ( C)&(B ( C) ⇒ A&B ( C
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åíþ ðáñáôçñïýìå ãéá ôï äåýôåñï üôé äåí áðïäåéêíýåôáé, ãéáôß óôá öýëëá äåí
ðñïêýðôïõí ðáíôïý áîéþìáôá:

A⇒ A Á; Â (R&)
A⇒ A&B C ⇒ C (L()

(A&B) ( C;A⇒ C
(R()

A&B ( C ⇒ A ( C

B ; A B ⇒ Â (R&)
B ⇒ A&B C ⇒ C (L()

(A&B) ( C;B ⇒ C
(R()

A&B ( C ⇒ B ( C (R&)
A&B ( C ⇒ (A ( C)&(B ( C)

ÐáñáôÞñçóç: Ç äéåñåýíçóç ãéá ôï áí êÜôé áðïäåéêíýåôáé Þ ü÷é ãßíåôáé ìå
êáôáóêåõÞ ôçò áðüäåéîçò áðü êÜôù ðñïò ôá ðÜíù (bottom up) ëáìâÜíïíôáò
õðüøéí üëåò ôéò äõíáôÝò äéáäï÷Ýò êáíüíùí. Óôï ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá ìç
áðïäåéîéìüôçôáò Ý÷ù ãñÜøåé ìüíï Ýíáí ôñüðï äéáäï÷Þò êáíüíùí. ¼ìùò áí
êÜðïéïò äéåñåõíÞóåé üëïõò ôïõò äõíáôïýò ôñüðïõò ðÜíôá êÜðïõ èá \êïëëÜåé".
ÐñÝðåé íá åðéóçìÜíïõìå üìùò, üôé ç äéåñåýíçóç ãßíåôáé ÷ùñßò íá ÷ñçóéìï-
ðïéïýìå ôïí êáíüíá ôïìÞò. ÅðéðëÝïí ìå áõôÞ ôç ìÝèïäï èÝëù áðëÜ íá äåßîù
ôç äõíáôüôçôá åëÝã÷ïõ ôùí ôýðùí ðïõ áðïäåéêíýïíôáé óôï CLL. Äåí ôßèå-
ôáé èÝìá áðïêñéóéìüôçôáò ôïõ CLL. Ìðïñïýìå íá ðïýìå ñçôÜ üôé äåí åßíáé
(âë. [Tro92]). Áðïêñßóéìï åßíáé ìüíï ôï éíôïõéóéïíéóôéêü ðñïôáóéáêü êïììÜôé
ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò, êÜôé Üëëùóôå ðïõ éó÷ýåé êáé ãéá ôç óõíÞèç ëïãéêÞ.

1.2.2 ÓçìáíôéêÝò éäéüôçôåò ôçò ÃñáììéêÞò ëïãéêÞò

Èá Þôáí ôïõëÜ÷éóôïí Üäéêïò êüðïò íá êáôáóêåõáóôåß Ýíá êáéíïýñãéï óý-
óôçìá ëïãéêÞò ðïõ íá ìçí éêáíïðïéåß ôéò óçìáíôéêüôåñåò éäéüôçôåò ôùí ðñï-
ãåíÝóôåñþí ôïõ. Ç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ üìùò ü÷é ìüíï éêáíïðïéåß ôéò óçìáíôéêÝò
éäéüôçôåò ôçò ëïãéêÞò áëëÜ åðéðëÝïí Ý÷åé êáé êÜðïéá éó÷õñÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ.

ÓõãêåêñéìÝíá ôï áêüëïõèï åßíáé Ýíá ðïëý óçìáíôéêü áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 1.2.2. (áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò) ¸íáò áêïëïõèçôÞò Ã ⇒ Ä åßíáé
áðïäåßîéìïò óôï CLL (áíôßóôïé÷á óôï ILL) áí êáé ìüíïí áí åßíáé áðïäåßîé-
ìïò ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ êáíüíá ôïìÞò.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé áíôßóôïé÷ç áõôÞò ãéá ôï CL, ìüíï ðïõ ôþñá
êÜðïéïò ðñÝðåé íá êÜíåé ìéá ðéï ëåðôïìåñÞ äïõëåéÜ åêåß üðïõ åìöáíßæïíôáé ôá
åêèåôéêÜ. ¸íá ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò âñßóêåôáé óôï [Tro92].

Óå áõôü ôï óçìåßï üìùò ðñÝðåé íá óôáèïýìå. Ôï íá áðáëåßöïõìå ôéò
ôïìÝò áðü áðïäåßîåéò óçìáßíåé üôé áðïóáöçíßæïõìå ôï ðåñéâÜëëïí ôïõò êá-
ôáãñÜöïíôáò ôéò êáíïíéêÝò ôïõò ìïñöÝò. Ìå áõôÞ ôçí Ýííïéá ç äéáäéêáóßá
áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò áíôéóôïé÷åß óå Ýíá õðïëïãéóôéêü ìç÷áíéóìü. Åßíáé ç
äéáäéêáóßá ðïõ, åíäå÷ïìÝíùò, åîáóöáëßæåé ìéá õðïëïãéóôéêÞ åñìçíåßá ôïõ ëï-
ãéóìïý áêïëïõèçôþí.
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To Hauptsatz èåþñçìá ôïõ Gentzen êáé ç áðüäåéîÞ ôïõ áíáöÝñåé üôé,
óôç èåùñßá, ìðïñïýìå íá áðáëåßøïõìå ôéò ôïìÝò óôéò CL-áðïäåßîåéò. Óôçí
ðñÜîç üìùò ðïëëÝò öïñÝò áõôü åßíáé åîáéñåôéêÜ äýóêïëü. Ãéá ôçí áêñßâåéá
ðáñïõóéÜæïíôáé ðïëëÜ äéëÞììáôá óôï ðùò íá óõíå÷ßóïõìå ôçí äéáäéêáóßá.
Ìéá ôõðéêÞ ðåñßðôùóç áõôïý åßíáé üôáí ç ôïìÞ åöáñìüæåôáé óå áêïëïõèçôÝò
ðïõ Ý÷ïõí ðñïÝëèåé áðü åöáñìïãÞ êÜðïéïõ äïìéêïý êáíüíá. ÄçëáäÞ Ýóôù
üôé Ý÷ïõìå ôçí åîÞò êëáóéêÞ áðüäåéîç:

Ð1

Ã ⇒ Á;Á;Ä
(RC)

Ã ⇒ Á;Ä

Ð2

Ã ′; Á;Á⇒ Ä′
(LC)

Ã ′; Á⇒ Ä′
(ôïìÞ)

Ã; Ã ′ ⇒ Ä;Ä′

Ãéá íá áðáëåßøïõìå ôçí ôïìÞ ðñÝðåé íá äéðëáóéÜóïõìå ìßá åê ôùí Ð1 Þ Ð2.
Ãéá ðáñÜäåéãìá áí åðéëÝãáìå íá äéðëáóéÜóïõìå ôçí Ð1 èá åß÷áìå

Ð1

Ã ⇒ Á;Á;Ä
(RC)

Ã ⇒ Á;Ä

Ð1

Ã ⇒ Á;Á;Ä
(RC)

Ã ⇒ Á;Ä
Ð2

Ã ′; Á;Á⇒ Ä′
(ôïìÞ)

Ã; Ã ′; Á⇒ Ä;Ä′
(ôïìÞ)

Ã; Ã; Ã ′ ⇒ Ä;Ä;Ä′
(LC)

Ã; Ã ′ ⇒ Ä;Ä;Ä′
(RC)

Ã; Ã ′ ⇒ Ä;Ä′

Ðáñáôçñïýìå üôé ðáñüëï ðïõ ç ðïëõðëïêüôçôá ôoõ ôýðïõ ôïìÞò äåí Ý÷åé áë-
ëÜîåé, Ý÷åé ìåéùèåß ôï åðßðåäï ôçò øçëüôåñçò ôïìÞò (üóï ðéï êïíôÜ óôá öýëëá
åßíáé ìéá ôïìÞ ôüóï ÷áìçëüôåñï åðßðåäï ôïìÞò Ý÷åé). ÅðïìÝíùò, óýìöùíá
ìå ôï èåþñçìá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò (óõãêåêñéìÝíá ìå ôçí áðüäåéîÞ ôïõ) áí
óõíå÷ßóïõìå íá ìåôáöÝñïõìå ôéò ôïìÝò ðñïò ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ ôçò áðüäåé-
îçò, èá êáôáöÝñïõìå íá ôçí áðáëåßøïõìå. Óõíåðþò èá ÷ñåéáóôåß íá êÜíïõìå
êé Üëëåò åðéëïãÝò.

Áò åðéêåíôñùèïýìå üìùò óôï ðñþôï âÞìá. Ç åðéëïãÞ ãéá ôï ðïéá áðü
ôéò Ð1 Þ Ð2 èá äéðëáóéáóôåß ãßíåôáé åíôåëþò ôõ÷áßá. ÅðéðëÝïí ôï íá áðï-
öáóßóïõìå ãåíéêÜ ôç ìßá Þ ôçí Üëëç áöåíüò ìðïñåé íá ïäçãÞóåé óå Üðåéñåò
åðáíáëÞøåéò êáé ç äéáäéêáóßá íá áðïôý÷åé, áöåôÝñïõ åßíáé âÝâáéï üôé èá ïäç-
ãçèïýìå óå äéáöïñåôéêÝò êáíïíéêÝò ìïñöÝò. Áõôüò åßíáé êáé ï ëüãïò ãéá ôïí
ïðïßï äåí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç ãéá ôï óýóôçìá
CL.

Óýìöùíá ìå ôï ðáñÜäåéãìá, õðïðôåõüìáóôå üôé áõôüò ï ìç íôåôåñìéíéóìüò
ïöåßëåôáé óôç ÷ñÞóç ôùí äïìéêþí êáíüíùí. ÐñáãìáôéêÜ, áõôü åðéâåâáéþíåôáé
áí áíáëïãéóôåß êáíåßò üôé áõôü ôï ðñüâëçìá äåí ðáñïõóéÜæåôáé óôçí éíôïõé-
óéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ (óýóôçìá IL), üðïõ åêåß ïé äïìéêïß êáíüíåò åðéôñÝðïíôáé
ìüíï óôïí \ðñïçãïýìåíï" åíüò áêïëïõèçôÞ. Åðßóçò óôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ ôï
ðñüâëçìá áõôü åðéëýåôáé ìÝóù ôïõ ìç óõììåôñéêïý ÷åéñéóìïý ôùí äïìéêþí
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êáíüíùí, äçëáäÞ äåí ìðïñåß íá õðÜñîåé ôïìÞ áíÜìåóá óå ìßá áðüäåéîç ìå
óõìðÝñáóìá Ã ⇒ ?Á;Ä êáé óå ìßá áðüäåéîç ìå óõìðÝñáóìá Ã ′; !Á⇒ Ä′.

ÁõôÜ üìùò ðñïò ôï ðáñüí. Èá áíáöåñèþ åêôåíÝóôåñá óôï èÝìá áõôü óôï
ÊåöÜëáéï 5.

Ìßá Üëëç óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò áíáêýðôåé áðü ôï
ëåãüìåíï èåþñçìá ðñïóÝããéóçò (approximation theorem). Ï Girard áðÝäåéîå
ôï èåþñçìá áõôü óôï áñ÷éêü ôïõ Üñèñï [Gir87]. Ç éäÝá ôïõ èåùñÞìáôïò
åßíáé ç áêüëïõèç. ¸óôù Ýíá èåþñçìá A ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò (ï ôýðïò Á
åßíáé èåþñçìá áí CLL ` ⇒ A). Ôüôå ìðïñïýìå, áí ôïðïèåôÞóïõìå ôõ÷áßá
åôéêÝôåò (áêÝñáéïõò áñéèìïýò) óôá ! ôïõ Á, íá ôïðïèåôÞóïõìå åôéêÝôåò êáé
óôá ? ôïõ Á ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå ï ôýðïò Â, ðïõ èá ðñïêýøåé áðü áõôÞ
ôç äéáäéêáóßá, íá åßíáé èåþñçìá ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò êáé åðéðëÝïí ãéá ôçí
áðüäåéîÞ ôïõ íá ìçí áðáéôåßôáé ç ÷ñÞóç ôùí åêèåôéêþí êáíüíùí. ÄçëáäÞ
ç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ ìðïñåß íá åëÝãîåé ôç ÷ñÞóç ôùí áðïèåìÜôùí (ôï ïðïßï
åêöñÜæåôáé áðü ôéò åôéêÝôåò óôá åêèåôéêÜ) êáé åéäéêüôåñá ôéò äéáæåýîåéò óôï
èåþñçìá ôïõ Herbrand (ìÝóù ôùí ìåôáöñÜóåùí óôéò ïðïßåò èá áíáöåñèþ
óôç óõíÝ÷åéá [Gir87]). Ôá åêèåôéêÜ ìå åôéêÝôåò êáëïýíôáé \ðñïóåããéóôÝò"
(approximants). Åéäéêüôåñá, ÷ñåéáæüìáóôå ôïí åîÞò ïñéóìü.

Ïñéóìüò 1.2.3. (ðñïóåããéóôÝò) Ôá åêèåôéêÜ ! êáé ? ðñïóåããßæïíôáé áðü
ôïõò óõíäÝóìïõò !n êáé ?n, üðïõ n öõóéêüò áñéèìüò êáé n 6= 0 :

!n := (1 & Á) ⊗ :::⊗ (1 & Á) (n öïñÝò)
?n := (⊥⊕Á) O ::: O (⊥⊕Á) (n öïñÝò)

Ôï èåþñçìá ðñïóÝããéóçò äéáôõðþíåôáé ùò åîÞò:

Èåþñçìá 1.2.4. (ðñïóÝããéóçò) ¸óôù Á Ýíá èåþñçìá ôçò ãñáììéêÞò ëïãé-
êÞò (\ìéáò ðëåõñÜò" CLL), üðïõ êÜèå åìöÜíéóç á åíüò ! óôï Á, ìáñêÜñåôáé
áðü ìéá åôéêÝôá n(á)∈ N\{0}. Ôüôå ìðïñïýìå íá ìáñêÜñïõìå êÜèå åìöÜíéóç
â ôïõ ? ìå ìßá åôéêÝôá n(â)∈ N \ {0}, Ýôóé þóôå áí ôï Â åßíáé ôï áðïôÝëå-
óìá áíôéêáôÜóôáóçò êÜèå åìöÜíéóçò á ôïõ ! (áíôßóôïé÷á â ôïõ ?) ìå !n(a)
(áíôßóôïé÷á ?n(â)), ôüôå êáé ôï Â åßíáé èåþñçìá ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò êáé
ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ, äåí ãßíåôáé ÷ñÞóç ôùí åêèåôéêþí êáíüíùí.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç ãßíåôáé óôï \ìßáò ðëåõñÜò" CLL (ÐáñÜñôçìá D). ÂÝ-
âáéá ôï óýóôçìá áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï CLL, ïðüôå ôï èåþñçìá éó÷ýåé
óôï CLL. Åéäéêüôåñá ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò, ãßíåôáé ìå åðáãùãÞ óôï
ìÞêïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ Á (` ⇒ Á), åëÝã÷ïíôáò êÜèå öïñÜ ôïí ôåëåõôáßï
êáíüíá. ËåðôïìÝñåéåò õðÜñ÷ïõí óôï áñ÷éêü Üñèñï ôïõ Girard [Gir87] êáé óôï
[Tro92].

Ôï èåþñçìá áõôü Þñèå ãéá íá åðéâåâáéþóåé ôçí ðñüèåóç ôïõ Girard ãéá
êáôáóêåõÞ åíüò éó÷õñüôåñïõ óõóôÞìáôïò ëïãéêÞò, êáèþò üðùò áíáöÝñåé óôï
áñ÷éêü ôïõ Üñèñï \ç óõíÞèçò ëïãéêÞ ëáìâÜíåôáé áðü ôçí ãñáììéêÞ ëïãéêÞ
ìÝóù åíüò ðåñÜóìáôïò óôï üñéï".
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Ìéá ôñßôç, êáé ßóùò ç óçìáíôéêüôåñç, éäéüôçôá åßíáé áõôÞ ôçò éó÷õñÞò
êáíïíéêïðïßçóçò ãéá ôçí êëáóéêÞ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ. ¢ëëùóôå Þôáí èåìåëéþ-
äçò ç éäÝá ôïõ Girard íá êáôáóêåõÜóåé Ýíá óýóôçìá ëïãéêÞò éó÷õñü üðùò
ç êëáóéêÞ ëïãéêÞ, áëëÜ ìå êáôáóêåõáóôéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ, üðùò áõôÜ ôçò
éíôïõéóéïíéóôéêÞò ëïãéêÞò.

Ç éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìç. ÄçëáäÞ óå ìßá
áðüäåéîç ôïõ óõóôÞìáôïò IL ìðïñïýìå íá áðáëåßøïõìå ôéò ôïìÝò åðéëÝãï-
íôáò äéáñêþò ôõ÷áßá ôçí ôïìÞ áðü üðïõ èá îåêéíÞóïõìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõ
áëãïñßèìïõ. Ôçí éäéüôçôá áõôÞ ìðïñåß êÜðïéïò íá ôçí ðÜñåé êáé ìÝóù ôçò
éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßçóçò ôïõ óõóôÞìáôïò ôïõ ë-ëïãéóìïý ìå ôýðïõò Church,
ðïõ áðïôåëåß ôï õðïëïãéóôéêü áíÜëïãï ôçò éíôïõéóéïíéóôéêÞò ëïãéêÞò óýì-
öùíá ìå ôçí áíôéóôïé÷ßá Curry-Howard-De Bruijn [SU98]. Ôçí éó÷õñÞ êáíï-
íéêïðïßçóç ãéá ôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, ôçí áðÝäåéîå ï Girard óôï áñ÷éêü Üñèñï
ôïõ, ãéá ôá ëåãüìåíá äßêôõá áðüäåéîçò (proofnets), Ýíá åíáëëáêôéêü öïñìáëé-
óìü ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò ðïëý êïíôÜ óôç öõóéêÞ áðáãùãÞ, óôïí ïðïßï èá
áíáöåñèþ óôç óõíÝ÷åéá. Ç áðüäåéîç ôïõ åßíáé ìåãÜëçò ðïëõðëïêüôçôáò êáé
âÝâáéá ÷ñçóéìïðïéåß ôá ëåãüìåíá êáôçãïñÞìáôá áíáãùãéìüôçôáò. Ìéá åðßóçò
ðïëýðëïêç áðüäåéîç ôçò éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßçóçò, áëëÜ áõôÞ ôç öïñÜ åöáñ-
ìïóìÝíç óôï óýóôçìá CLL, õðÜñ÷åé óôï [Tro92] êáé ïöåßëåôáé óôç äéáôñéâÞ
ôïõ Roorda [Roo91] ôï 1991. ÄçëáäÞ áðÝäåéîå üôé

Èåþñçìá 1.2.5. (áðáëïéöÞ ôçò ôïìÞò êáé éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç) Ôï óý-
óôçìá CLL åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï óýóôçìá CLL ÷ùñßò ôçí ôïìÞ. ÅðéðëÝïí,
êÜèå áêïëïõèßá áðü áíáãùãÝò ðïõ åöáñìüæåôáé óå ìßá CLL-áðüäåéîç, ôåñ-
ìáôßæåé.

ÔÝëïò, ôï óýóôçìá ãñáììéêÞò ëïãéêÞò éêáíïðïéåß ôçí éäéüôçôá Church-
Rosser (Þ óõìâïëÞò), äçëáäÞ êÜèå ãñáììéêÞ áðüäåéîç Ý÷åé ìïíáäéêÞ êáíïíéêÞ
ìïñöÞ. H áñ÷éêÞ áðüäåéîç Ýãéíå áðü ôïí Danos, óôç äéáôñéâÞ ôïõ [Dan90],
ãéá ôï äåõôåñïâÜèìéï ðïëëáðëáóéáóôéêü/åêèåôéêü ôìÞìá åíüò óõóôÞìáôïò äé-
êôýùí áðüäåéîçò (PN1). Óôç óõíÝ÷åéá üìùò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìéá ìåôÜöñáóç
ôïõ ðëÞñïõò óõóôÞìáôïò äéêôýùí áðüäåéîçò taLL (ìå Þìåñá ðñïóèåôéêÜ) óôï
PN1, ïé Danos, Joinet êáé Schellinx [DJS97], áðÝäåéîáí ôçí éäéüôçôá óõì-
âïëÞò ãéá ôï óýóôçìá taLL. ÅðïìÝíùò áò áíáöåñèïýìå áìÝóùò óôá äßêôõá
áðüäåéîçò.

1.2.3 Äßêôõá áðüäåéîçò

Áò èåùñÞóïõìå äýï öïñìáëéóìïýò ãéá ôï ôìÞìá (∧;→ ; ∀) ôçò éíôïõéóéïíéóôé-
êÞò ëïãéêÞò: NJ (öõóéêÞ áðáãùãÞ) êáé LJ (ëïãéóìüò áêïëïõèçôþí). Óôï LJ,
ôï ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò áðü ôï A;C;E ` F óôï A ∧B;C ∧D;E ` F ìðïñåß
íá ãñáöôåß ìå äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò.1 Óôïí ðñþôï, åöáñìüæåôáé ðñþôá

1Ëüãù ôïõ Èåþñçìáôïò 1.1.2, ìéá áðüäåéîç ôïõ Ã ⇒ Á óå óýóôçìá áêïëïõèçôþí,
éóïäõíáìåß ìå áðüäåéîç ôïõ Á áðü õðïèÝóåéò Ã óå óýóôçìá öõóéêÞò áðáãùãÞò. Ãé' áõôü
ìðïñïýìå íá áíáöåñüìáóôå óå áêïëïõèçôÝò ôçò ìïñöÞò Ã ` A.
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(L∧ 1) ãéá ôç äçìéïõñãßá ôïõ A∧B êáé Ýðåéôá (L∧ 1) ãéá ôç äçìéïõñãßá ôïõ
C∧D. Óôïí äåýôåñï ïé êáíüíåò åöáñìüæïíôáé áêñéâþò áíôßóôñïöá. ÄçëáäÞ:

A;C;E ` F (L∧1)
A ∧B;C;E ` F (L∧1)

A ∧B;C ∧D;E ` F

A;C;E ` F (L∧1)
A ∧B;C;E ` F (L∧1)

A ∧B;C ∧D;E ` F
ÁíôéèÝôùò óôï NJ ï ôñüðïò áðüäåéîçò åßíáé ìïíáäéêüò, áöïý:

A ∧B (∧ER)
A

C ∧D (∧ER)
C E

...
F

Ãé' áõôü Üëëùóôå ïé áðïäåßîåéò óôç öõóéêÞ áðáãùãÞ èåùñïýíôáé ùò ïé \ðñáã-
ìáôéêÝò" áðïäåßîåéò, åíþ ïé áðïäåßîåéò óôï LJ, ïé ïðïßåò äåí åßíáé ðñùôáñ÷éêÝò
(primitive), ùò ïäçãßåò ãéá íá áíáêôÞóïõìå ôçí \ðñáãìáôéêÞ" áðüäåéîç óôï
NJ. AõôÞ ç ëåðôïìÝñåéá åßíáé óçìáíôéêÞ áí áíáëïãéóôåß êÜðïéïò, üôé åíäéáöå-
ñüìáóôå ãéá éóüôçôá êáíïíéêþí ìïñöþí. Äõóôõ÷þò Þäç áðü ôçí éíôïõéóéï-
íéóôéêÞ ëïãéêÞ, ç éäéüôçôá áõôÞ ÷Üíåôáé óôï NJ üôáí èåùñÞóïõìå ôçí ðëÞñç
ãëþóóá (ôïõ êáôçãïñçìáôéêïý ëïãéóìïý). ÄçëáäÞ ïé áðïäåßîåéò óôï NJ äåí
ìðïñïýí ðëÝïí íá èåùñçèïýí ùò ðñùôáñ÷éêÝò, êáèþò ÷ñåéÜæïíôáé åðéðëÝïí
óôïé÷åßá áíáãíþñéóçò áíÜìåóá ôïõò (êáíüíåò áíôéêáôÜóôáóçò). Ç ðñïóðÜ-
èåéá åýñåóçò \ðñáãìáôéêþí" áðïäåßîåùí ãéá ôï ðëÞñåò óýóôçìá ïäÞãçóå óôçí
éäÝá êáôáóêåõÞò ìéáò \ëïãéêÞò ìå ðïëëáðëÜ óõìðåñÜóìáôá". Ç ãñáììéêÞ ëï-
ãéêÞ, ëüãù ôçò óçìáóéïëïãßáò ôùí óõíäÝóìùí ôçò, åðÝôñåøå ôçí êáôáóêåõÞ
åíüò éêáíïðïéçôéêïý ôÝôïéïõ óõóôÞìáôïò, ôï ïðïßï ïíïìÜæåôáé äßêôõá áðïäåß-
îçò (proofnets).

Ï ðõñÞíáò ôçò èåùñßáò åßíáé ôï ðïëëáðëáóéáóôéêü ìÝñïò, ôï ïðïßï äïõ-
ëåýåé ìå åîáéñåôéêü ôñüðo êáé áðü ôï ïðïßï ìðïñïýìå íá åêìáéåýóïõìå ôçí
éäÝá ôïõ ðáñáëëçëéóìïý. Ç åðÝêôáóç ôçò èåùñßáò ãéá ôçí ðëÞñç ãëþóóá (áí
êáé ü÷é ôüóï êáëÞ) ÷ñçóéìïðïéåß ôá êïõôéÜ-áðüäåéîçò, ôá ïðïßá áðïôåëïýí Ýíá
÷áëáñü åðéíüçìá: óôéãìéüôõðá áðü áêïëïõèçôéêïðïßçóç (sequentialization)
êÜðïéáò áðüäåéîçò ôïðïèåôïýíôáé ìÝóá óôá êïõôéÜ-áðüäåéîçò êáé ôá êïõôéÜ
åßíáé áëëçëïóõíäåüìåíá ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü ôñüðï. Ï ôñüðïò ìå ôïí
ïðïßï ìðïñåß êÜðïéïò íá èåùñÞóåé ôá êïõôéÜ-áðüäåéîçò ðïéêßëåé, áíÜëïãá ìå
ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ èÝëåé íá áðïäåßîåé (ð.÷. äéá÷ùñßæïõìå ôá ðñïóèåôéêü
ìÝñïò ôùí äéêôýùí áðüäåéîçò ôïõ Girard [Gir87], áðü ôï áíôßóôïé÷ï ìå ôá
Þìåñá (tamed) ðñïóèåôéêÜ ðïõ óõíáíôÜìå óôï [DJS97]).

Ç áêüëïõèç óýíôïìç ðáñïõóßáóç ïöåßëåôáé óôïí Troelstra [Tro92]. ÂÝ-
âáéá ôá äßêôõá áðüäåéîçò åéóÞ÷èçóáí áðü ôïí Girard óôï áñ÷éêü ôïõ Üñèñï.
Ðáñ' üë' áõôÜ ðïëëÝò âåëôéþóåéò Ýãéíáí áðü ôüôå (ð.÷. ãéá ôï ðñïóèåôéêü
ìÝñïò). Ï êýñéïò ëüãïò üìùò ðïõ åðéëÝãù ôçí ðáñïõóßáóç ôïõ Troelstra,
åßíáé äéüôé ôï íá åëÝãîåé êÜðïéïò üôé ìéá êáôáóêåõÞ åßíáé äßêôõï áðüäåéîçò ìå
ôï êñéôÞñéï ðïõ áíáöÝñåé ï Troelstra (switching) êáé ïöåßëåôáé óôïõò Danos
êáé Regnier [DR89], åßíáé åõêïëüôåñï áðü üôé ìå ôï êñéôÞñéï ôïõ Girard
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(longtrip). ÄçëáäÞ ï áëãüñéèìïò ôùí Danos êáé Regnier åßíáé ÷áìçëüôåñçò
ðïëõðëïêüôçôáò Ýíáíôé áõôïý, ôïõ Girard.

ÎåêéíÜìå êáôáóêåõÜæïíôáò äïìÝò áðüäåéîçò (proof structures Þ PS) ùò
åîÞò: ìéá PS åßíáé Ýíáò ãñÜöïò ìå êüìâïõò ìáñêáñéóìÝíïõò ìå ôýðïõò Þ ôï
óýìâïëï ôïìÞò \cut", ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé áðü ôéò áêüëïõèåò óõíéóôþóåò:

• ìåìïíùìÝíïõò êüìâïõò 1, 0

• áîéùìáôéêïýò äåóìïýò: Á || A⊥

• äåóìïýò ôïìÞò: A || cut || A⊥

• ëïãéêïß êáíüíåò:
⊗–äåóìüò A || A⊗B || B êáé
O–äåóìüò Á || AOB || B.

¸óôù ôþñá üôé ôï í óõìâïëßæåé äïìÝò áðüäåéîçò, ôï ÔÍ(í) ôïõò ôåñ-
ìáôéêïýò êüìâïõò ôïõ í êáé í,A,B,...,D ìßá PS í ìå ôåñìáôéêïýò êüìâïõò
Á,Â,..,D. Ôüôå ïé PS êáôáóêåõÜæïíôáé áðü ôéò åîÞò ðñïôÜóåéò:

(i) ïé áôïìéêïß êüìâïé 0,1 åßíáé PS ìå ôåñìáôéêïýò êüìâïõò 0 êáé 1 áíôß-
óôïé÷á.

(ii) áí í, ì åßíáé PS, ôüôå PS åßíáé êáé ôï í∪ì, ìå TN(í∪ì)=TN(í)∪ÔÍ(ì).

(iii) Á || A⊥ åßíáé ìßá PS (áîßùìá), ìå ôåñìáôéêïýò êüìâïõò Á, Á⊥.

(iv) áí í, Á, Á⊥ åßíáé ìßá PS, ôüôå PS åßíáé êáé ï ãñÜöïò ðïõ ëáìâÜíåôáé
ðñïóèÝôïíôáò áêìÝò êáé ôï óýìâïëï \cut" Á || cut || A⊥. Ïé
íÝïé ôåñìáôéêïß êüìâïé åßíáé ïé ÔÍ(í)∪{cut} \ {A, A⊥}.

(v) áí í, Á, Â åßíáé ìßá PS, ôüôå PS åßíáé êáé ï ãñÜöïò ðïõ ëáìâÜíåôáé
ðñïóèÝôïíôáò äýï áêìÝò êáé Ýíáí áðü ôïõò êüìâïõò A || A⊗B ||
B Þ A || AOB || B. Ïé ôåñìáôéêïß êüìâïé åßíáé ïé TN(í) ÷ùñßò
ôïõò Á êáé Â, áëëÜ ðñïóèÝôïíôáò ôïí A⊗B Þ áíôßóôïé÷á ôïí AOB.

ÅðïìÝíùò, áðü ôá ðáñáðÜíù, êáôáóêåõÜæïíôáé PS ðïõ ìðïñåß íá Ý÷ïõí áñ-
êåôÜ óõìðåñÜóìáôá, Ýóôù A1,...,An. Áõôü ðïõ èÝëïõìå íá åðéôý÷ïõìå åßíáé
üôé ãéá êÜðïéåò ôÝôïéåò äïìÝò áðüäåéîçò, äçëáäÞ ôá äßêôõá áðüäåéîçò, íá áðï-
äåéêíýåôáé ôï \par" ôùí óõìðåñáóìÜôùí (A1O:::OAn). Ãé' áõôü ðñÝðåé íá
äþóïõìå Ýíá êñéôÞñéï ïñèüôçôáò ðïõ íá äåß÷íåé ðüôå ìßá PS åßíáé äßêôõï
áðüäåéîçò.

Êáôáñ÷Þí ïñßæïõìå ôéò äéáëëáãÝò (switchings). Ìßá äéáëëáãÞ åíüò O-
äåóìïý åßíáé ç áíôéêáôÜóôáóç åíüò O-äåóìïý

A || AOB || B

Þ ìå ôï ó÷çìáôéóìü
A || AOB B
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åßôå ìå ôï ó÷çìáôéóìü

A AOB || B

ÅðïìÝíùò, ìéá äéáëëáãÞ åíüò O-äåóìïý, áíôéóôïé÷åß óôï óâÞóéìï ìéáò
áðü ôéò áêìÝò ôïõ O-äåóìïý. Ïñßæïõìå ðëÝïí ìéá äéáëëáãÞ ãéá ìßá PS, íá
åßíáé ï ãñÜöïò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç äïìÞ êÜíïíôáò ìßá äéáëëáãÞ ãéá êÜèå
O-óýíäåóìï.

Ôï êñéôÞñéï ïñèüôçôáò ãéá ôá äßêôõá áðüäåéîçò ëÝåé üôé, ìßá PS åßíáé äß-
êôõï áðüäåéîçò, áí êÜèå äéáëëáãÞ ôçò PS åßíáé Ýíá áêõêëéêüò êáé óõíåêôéêüò
ãñÜöïò (äçëáäÞ Ýíá äÝíôñï). Ôï êñéôÞñéï áõôü áðïäåéêíýåôáé éóïäýíáìï ìå
ôï áíôßóôïé÷ï êñéôÞñéï ôïõ Girard (ìå ôá \longtrips", [Gir87]).

Óôç óõíÝ÷åéá ðáñáèÝôù ôïí áêüëïõèï ïñéóìü, ï ïðïßïò äßíåé ôçí áêñéâÞ
ìïñöÞ ôùí äéêôýùí áðüäåéîçò.

Ïñéóìüò 1.2.6. Ïé åðáãùãéêÝò PS (inductive PS Þ IPS) ëáìâÜíïíôáé áðü
ôéò áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò:

(i) 1 åßíáé ìßá IPS, ÔÍ(í)=1.

(ii) Áí í åßíáé ìßá IPS, ôüôå IPS åßíáé êáé ï í,0 (ðñïóèÝôïíôáò ôïí êüìâï
0 , ÷ùñßò íÝåò áêìÝò), TN(í,0)=í ∪{0}.

(iii) Á || Á⊥ åßíáé ìßá IPS (áîßùìá), ìå ôåñìáôéêïýò êüìâïõò Á, Á⊥.

(iv) Áí í,A êáé í ′, Á⊥ åßíáé IPS, ôüôå IPS åßíáé êáé ï í,Á || cut |
| Á⊥,í ′ (äýï êáéíïýñãéåò áêìÝò êáé Ýíáò êüìâïò ìáñêáñéóìÝíïò ìå
\cut"), ìå ôåñìáôéêïýò êüìâïõò (ÔÍ(í) ∪ÔÍ(í ′) ∪ {cut })\{A, A⊥}.

(v) Áí í,A êáé í ′,Â åßíáé IPS, ôüôå IPS åßíáé êáé ï í,Á || Á⊗Â |
| Â,í ′ (äýï êáéíïýñãéåò áêìÝò êáé Ýíáò êüìâïò ìáñêáñéóìÝíïò ìå
\A⊗B"), ìå ôåñìáôéêïýò êüìâïõò (ÔÍ(í) ∪ÔÍ(í ′) ∪ {A⊗B })\{A,B }.

(vi) Áí í,A êáé í ′,Â åßíáé IPS, ôüôå IPS åßíáé êáé ï

í;Á;Â
\=

ÁOÂ

(äýï êáéíïýñãéåò áêìÝò êáé Ýíáò êüìâïò ÁOB), ìå ôåñìáôéêïýò êüì-
âïõò (ÔÍ(í) ∪ {AOB })\{A,B }.

ÂÜóåé áõôïý ôïõ ïñéóìïý, ìÝóá áðü ìéá åðßðïíç óõíäõáóôéêÞ êáôáóêåõÞ
[Tro92], áðïäåéêíýåôáé üôé ôá äßêôõá áðüäåéîçò åßíáé áêñéâþò ïé IPS. ÔÝëïò
áîßæåé íá áíáöÝñïõìå üôé ï Girard Þäç åß÷å äåßîåé üôé, ãéá êÜèå áðüäåéîç ð óôç
ãñáììéêÞ ëïãéêÞ åíüò áêïëïõèçôÞ ⇒ Á1; :::; Án, ìðïñïýìå íá áðïäþóïõìå
Ýíá äßêôõï áðüäåéîçò ð− ìå ôåñìáôéêïýò êüìâïõò áêñéâþò ôïõò Á1,...,Án.
ÅðéðëÝïí Ýäåéîå ìå ìéá áðüäåéîç åîßóïõ ðïëýðëïêç, ìå áõôÞ ðïõ áíáöÝñáìå
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Ó÷Þìá 1.3: ÄïìÝò áðüäåéîçò.

ìüëéò ðñéí, üôé ãéá êÜèå äßêôõï áðüäåéîçò â, ìðïñåß êÜðïéïò íá âñåé ìéá áðü-
äåéîç ð óôïí ëïãéóìü áêïëïõèçôþí ôÝôïéá þóôå â = ð−.

Óôï Ó÷Þìá 1.3 âñßóêïíôáé äýï äïìÝò áðüäåéîçò. Ç áñéóôåñÞ åßíáé IPS,
äçëáäÞ äßêôõï áðüäåéîçò, åíþ ç äåîéÜ ü÷é. Ç äéáöïñïðïßçóç óôçí äåîéÜ PS,
ãßíåôáé áêñéâþò óôï óçìåßï üðïõ åöáñìüæåôáé O–äåóìüò ãéá ôá Á êáé Â.

Áí ôþñá êÜðïéïò èÝëåé íá åðåêôåßíåé ôçí ÷ñÞóç ôùí äéêôýùí áðüäåéîçò
ãéá ôïõò ðñïóèåôéêïýò óõíäÝóìïõò êáé ôïõò ðïóïäåßêôåò, åßíáé õðï÷ñåùìÝíïò
íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôá ëåãüìåíá êïõôéÜ-áðüäåéîçò (proof-boxes). Ôá êïõôéÜ-
áðüäåéîçò ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò ìáýñá êïõôéÜ ìå n åéóüäïõò/åîüäïõò,
n 6= 0. Óôï åóùôåñéêü ôïõ êïõôéïý õðÜñ÷åé ç äéáäéêáóßá êáôáóêåõÞò ôïõ,
ç ïðïßá åßíáé áðñïóäéüñéóôç. ÄçëáäÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá êïõôéÜ-áðüäåéîçò
÷ùñßò íá îÝñïõìå ôï ðåñéå÷üìåíü ôïõò. Ôþñá áí êÜðïéïò èÝëåé íá åëÝãîåé ôçí
ïñèüôçôá åíüò äéêôýïõ áðüäåéîçò ðïõ ðåñéÝ÷åé êïõôéÜ-áðüäåéîçò, äåí Ý÷åé ðáñÜ
íá åëÝãîåé ôï äßêôõï áðüäåéîçò, áäéáöïñþíôáò ãéá ôá êïõôéÜ-áðüäåéîçò êáé óôç
óõíÝ÷åéá íá åëÝãîåé áõôÜ îå÷ùñéóôÜ. Ï Ýëåã÷ïò áõôüò ãßíåôáé èåùñþíôáò
ôá êïõôéÜ-áðüäåéîçò óáí äßêôõá áðüäåéîçò ìå óõìðåñÜóìáôá Á1,...,Án. Óôï
[Gir87] ìðïñåß êÜðïéïò íá âñåé ìéá ïëïêëçñùìÝíç ðáñïõóßáóç ãéá ôá äßêôõá
áðüäåéîçò, ìå êïõôéÜ-áðüäåéîçò.

Ïëïêëçñþíïíôáò ôçí áíáöïñÜ óôá äßêôõá áðüäåéîçò ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå
üôé óõóôÞìáôá ìå äßêôõá áðüäåéîçò (üðùò ôï PN2 ôïõ Girard) áðïäåß÷èç-
êáí éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìá. ÄçëáäÞ êÜèå äßêôõï áðüäåéîçò, ìå äéáäï÷éêÜ
âÞìáôá êáíïíéêïðïßçóçò êáôáëÞãåé óôçí êáíïíéêÞ ôïõ ìïñöÞ, ç ïðïßá äåí
ðåñéÝ÷åé äåóìïýò ôïìÞò. ÅðéðëÝïí ôÝôïéïõ åßäïõò óõóôÞìáôá äéêôýùí áðüäåé-
îçò éêáíïðïéïýí ôçí éäéüôçôá óõìâïëÞò (Church-Rosser), Þ ìå Üëëá ëüãéá ç
êáíïíéêÞ ìïñöÞ êáèåíüò äéêôýïõ áðüäåéîçò åßíáé ìïíáäéêÞ.
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1.2.4 Óçìáóéïëïãßá ôùí ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí

Ôåëåéþíïíôáò áõôÞ ôçí óýíôïìç ðáñïõóßáóç ôùí óõóôçìÜôùí ãñáììéêÞò ëï-
ãéêÞò, åßíáé åíäéáöÝñïí íá åóôéÜóïõìå êáé óôç ìïíôåëïðïßçóç áõôþí, ç ïðïßá
ìáò äßíåé áêüìá êáëýôåñç äéáßóèçóç. Áðü ôçí åéóáãùãÞ ôçò êéüëáò, ç ãñáì-
ìéêÞ ëïãéêÞ óõíïäåýåôáé áðü äýï åéäþí óçìáóéïëïãßåò. Ìßá áëãåâñéêÞ (phase
semantics) êáé ìßá äçëùôéêÞ (coherence spaces). Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñïóðá-
èÞóù íá ðáñïõóéÜóù óýíôïìá ôéò éäÝåò ðïõ äßíïõí áõôÝò ôéò óçìáóéïëïãßåò.

ÁëãåâñéêÞ óçìáóéïëïãßá

Ç áëãåâñéêÞ óçìáóéïëïãßá üðùò ðáñïõóéÜæåôáé óôï [Tro92], åßíáé ãéá ôç
ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, ü,ôé åßíáé ôá Boolean ìïíôÝëá ãéá ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ êáé ôá
Heyting ìïíôÝëá ãéá ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ. Ùóôüóï ïé éäÝåò ôçò óçìá-
óéïëïãßáò áõôÞò, áíáäýïíôáé ìÝóá áðü ôç óçìáóéïëïãßá ôùí öÜóåùí (phase
semantics) ôïõ Girard. Óôéò óõíÞèåéò ëïãéêÝò ç áëÞèåéá èåùñåßôáé åíôåëþò
áíåîÜñôçôç áðü ôçí äéáäéêáóßá åðáëÞèåõóçò. ÅðïìÝíùò ãéá ðáñÜäåéãìá, èÝ-
ëïõìå íá éó÷ýåé üôé: `Á&Â áëçèÝò áíí Á áëçèÝò êáé Â áëçèÝò'. Óôç ãñáììéêÞ
ëïãéêÞ üìùò áëëÜæåé ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï èåùñïýìå ôá ðñÜãìáôá.

Êáôáñ÷Þí åéóÜãïõìå Ýíáí ðáñáôçñçôÞ (observer). Ãéá íá åðáëçèåýóïõìå
Ýíá ãåãïíüò (fact) A, o ðáñáôçñçôÞò ðñÝðåé íá êÜíåé êÜôé. ÄçëáäÞ, õðÜñ÷ïõí
áíáèÝóåéò p,q,... , ïé ïðïßåò åðáëçèåýïõí ôï Á (p|=A, q|=A,...). ÁõôÝò ïé
áíáèÝóåéò ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò öÜóåéò áíÜìåóá óå Ýíá ãåãïíüò êáé óôçí
åðáëÞèåõóÞ ôïõ. Ïé öÜóåéò ó÷çìáôßæïõí Ýíá ìïíïåéäÝò P (÷þñïò öÜóåùí) êáé
èåùñïýìå üôé Ýíá ãåãïíüò åðáëçèåýåôáé áðü ôïí ðáñáôçñçôÞ üôáí äåí õðÜñ÷åé
öÜóç áíÜìåóá óå áõôüí êáé ôï ãåãïíüò, äçëáäÞ üôáí 1/=Á, üðïõ 1 åßíáé ôï
ïõäÝôåñï óôïé÷åßï óôï ÷þñï öÜóåùí. Ôüôå ãéá ðáñÜäåéãìá ç åðáëÞèåõóç ôçò
óýæåõîçò ãßíåôáé ùò åîÞò:
(i)\&": p|=A&Â üôáí p|=Á êáé p|=B.
(ii)\⊗": pq|=A⊗Â üôáí p|=Á êáé q|= B.

Ïé éäÝåò áõôÝò ìðïñïýí íá áðïäïèïýí ìÝóá óå áëãåâñéêÝò äïìÝò [Tro92].
ÔåëéêÜ áðïäåéêíýïíôáé ôá èåùñÞìáôá ïñèüôçôáò êáé ðëçñüôçôáò.

Èåþñçìá 1.2.7. (ïñèüôçôá) Áí Ýíáò áêïëïõèçôÞò Ã ⇒ Á áðïäåéêíýåôáé
óôçí êëáóéêÞ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ ôüôå åßíáé Ýãêõñïò ãéá êÜèå CL-ìïíôÝëï
(phase structure).

Èåþñçìá 1.2.8. (ðëçñüôçôá) Ãéá Ýíá êáôÜëëçëï CL-ìïíôÝëï (phase struc-
ture), áí Ýíáò áêïëïõèçôÞò Ã ⇒ Á åßíáé Ýãêõñïò óôï ìïíôÝëï, ôüôå áðïäåé-
êíýåôáé óôçí êëáóéêÞ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ.

Ðåäßá Girard

×Üñéò óôçí áëãåâñéêÞ óçìáóéïëïãßá (phases) ìðïñïýìå íá ãíùñßæïõìå áí
Ýíáò áêïëïõèçôÞò åßíáé áðïäåßîéìïò óôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ. Ç óçìáóéïëïãßá
ìå ôá ðåäßá Girard Þ, üðùò áíáöÝñåôáé êáé áëëéþò, ôïõò ÷þñïõò óõíÜöåéáò
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(coherence spaces) ìáò ðñïóöÝñåé êÜôé åðéðëÝïí, ôçí ßäéá ôçí áðüäåéîç ôïõ
ôýðïõ. Ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ãßíåôáé áõôü, åßíáé \êùäéêïðïéþíôáò" ôéò
áðïäåßîåéò ôùí áêïëïõèçôþí óå óçìåßá êÜðïéùí óõãêåêñéìÝíùí ãñÜöùí. Ç
èåùñßá áõôÞ Ý÷åé áñêåôÝò ïìïéüôçôåò ìå ôç èåùñßá ãéá ôá ðåäßá Scott. ÔåëéêÜ,
ëüãù ôçò ýðáñîçò ôçò óçìáóéïëïãßáò ìå ÷þñïõò óõíÜöåéáò ãéá ôç ãñáììéêÞ
ëïãéêÞ, óõìðåñáßíïõìå üôé ôï óýóôçìá CLL åßíáé êáôáóêåõáóôéêü.

Ç óçìáóéïëïãßá áõôÞ óå ãåíéêÝò ãñáììÝò Ý÷åé ùò åîÞò. Êáôáñ÷Þí ïñß-
æïõìå ðïéïé ãñÜöïé êáëïýíôáé ÷þñïé óõíÜöåéáò. ¸ðåéôá ãéá êÜèå ðñùôáñ÷éêï
ôýðï ôçò ãëþóóáò, èåùñïýìå Ýíá ôõ÷áßï ÷þñï óõíÜöåéáò (åêôüò áðü ôéò óôá-
èåñÝò ïé ïðïßåò Ý÷ïõí óõãêåêñéìÝíïõò). Óôç óõíÝ÷åéá ãéá êÜèå óýíèåôï ôýðï
(ðñïêýðôïõí áðü ðñùôáñ÷éêïýò ôýðïõò ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò ãñáììéêþí
óõíäÝóìùí) êáôáóêåõÜæïõìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ÷þñïõò óõíÜöåéáò. ÔåëéêÜ
èá åñìçíåýóïõìå ìéá áðüäåéîç ð ôïõ áêïëïõèçôÞ ⇒ Á1; :::; Án ìå Ýíá óçìåßï
ð∗ ôïõ ÷þñïõ óõíÜöåéáò ðïõ åñìçíåýåé ôï \par" ôùí Á1; :::; Án, äçëáäÞ ôïõ
÷þñïõ óõíÜöåéáò ôïõ Á1O:::OÁn. Ãéá ôïí ôñüðï ðïõ ãßíïíôáé üëá áõôÜ ðñÝðåé
êÜðïéïò íá áíáôñÝîåé óôá [Gir87] êáé [Tro92]. ÔÝëïò ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå
üôé óå áíôßèåóç ìå ôçí áëãåâñéêÞ óçìáóéïëïãßá, ïé ÷þñïé óõíÜöåéáò Ý÷ïõí êáé
óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò. Ìéá éäéüôçôá ôùí ÷þñùí óõíÜöåéáò ãéá áðïäåßîåéò ìå
áêïëïõèçôÝò, åßíáé üôé åñìçíåýïõí êáé ôá áíôßóôïé÷á äßêôõá áðüäåéîÞò ôïõò,
(ìÝóù áêñéâþò, ôùí áñ÷éêþí áðïäåßîåùí ìå áêïëïõèçôÝò). Ðïëëïß üìùò åßíáé
áõôïß ïé ïðïßïé ðñïôéìïýí íá äïõëåýïõí Üìåóá ìå ôá äßêôõá áðüäåéîçò (÷ù-
ñßò íá êÜíïõí ðÝñáóìá áðü êÜðïéï óýóôçìá áêïëïõèçôþí). ¸íá óçìáíôéêü
áðïôÝëåóìá åßíáé üôé ïé ÷þñïé óõíÜöåéáò åñìçíåýïõí êáé ôüôå ôá äßêôõá áðü-
äåéîçò. Áõôü ãßíåôáé (âë. [Gir87]) ìÝóù ôùí ðåéñáìÜôùí (experiments) ãéá
ôá äßêôõá áðüäåéîçò.
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ÊåöÜëáéï 2

Åìöõôåýóåéò

Áí ðáñáôçñÞóïõìå óçìáóéïëïãéêÜ (ìÝóù ôùí ÷þñùí óõíÜöåéáò) ôïõò óõíäÝ-
óìïõò ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò, äéáðéóôþíïõìå üôé ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ìßá óçìá-
óéïëïãéêÞ áðïóýíèåóç ôùí éíôïõéóéïíéóôéêþí óõíäÝóìùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá ï
÷þñïò óõíÜöåéáò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí ôýðï Á∨B åßíáé ôçò ìïñöÞò !Á∗⊕ !Â∗
(üðïõ Á∗ åßíáé ï ÷þñïò óõíÜöåéáò ôïõ Á). Åðßóçò (Á → Â)∗ ≡ !Á∗ ( Â∗
(âë. [GLT88]). ÅðïìÝíùò èá ìðïñïýóáìå íá èåùñÞóïõìå ôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ
ùò Ýíá \ñáöéíÜñéóìá" ôçò éíôïõéóéïíéóôéêÞò ëïãéêÞò.

Ïñéóìüò 2.0.1. ¸óôù ìéá CLL-áðüäåéîç ð. Áí áíôéêáôáóôÞóïõìå óôçí
ð üëá ôá óýìâïëá ⊗;& ìå ∧, üëá ôá óýìâïëá O;⊕ ìå ∨ êáé êÜèå (;Ã
ìå →, êáé åðéðëÝïí óâÞóïõìå ôá åêèåôéêÜ êáé äéáãñÜøïõìå ôéò åðáíáëÞøåéò
áêïëïõèçôþí, ôüôå ëáìâÜíïõìå ìéá áðüäåéîç óôçí êëáóéêÞ, Þ ßóùò êáé óôçí
éíôïõéóéïíéóôéêÞ, ëïãéêÞ, ç ïðïßá áíáöÝñåôáé ùò ï óêåëåôüò ôçò ð, sk(ð).

ÁõôÞ ç ðáñáôÞñçóç, áí êáé ôåôñéììÝíç, åßíáé ïõóéáóôéêÞ äéüôé ìðïñïýìå
íá åñìçíåýïõìå ôéò áðïäåßîåéò óôïí ãñáììéêü ëïãéóìü ìå áêïëïõèçôÝò, ùò
ó÷ïëéáóìÝíåò (annotated) êëáóéêÝò Þ éíôïõéóéïíéóôéêÝò áðïäåßîåéò.

Ôá ðñïçãïýìåíá, ìáæß ìå ôçí ðåðïßèçóç üôé ç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ åßíáé Ýíá
éó÷õñüôåñï óýóôçìá áðü ôç óõíÞèç ëïãéêÞ, ìáò ïäçãïýí óôï íá õðïèÝóïõìå
üôé ìðïñïýìå áðü ôçí ãñáììéêÞ ëïãéêÞ íá áíáêôÞóïõìå ôçí óõíÞèç ëïãéêÞ.
ÐñáãìáôéêÜ õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò åìöõôåýóåéò, åßôå áðü ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ åßôå
áðü ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ, óôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ. Ôï 1974 ï Grishin [Gri74]
üñéóå ìéá åìöýôåõóç ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò óå Ýíá óýóôçìá êëáóéêÞò ëïãéêÞò
÷ùñßò óõóôïëÞ, ôï ïðïßï âÜóåé ôçò ïñïëïãßáò ôïõ ðñþôïõ êåöáëáßïõ, áíôé-
óôïé÷åß óôï ÷ùñßò åêèåôéêÜ ôìÞìá ôïõ CLL, åðåêôåôáìÝíï ìå åîáóèÝíçóç. Ôï
1990 o Ïno ([Ono90] êáé [Tro92]), âáóéæüìåíïò óôçí éäÝá ôïõ Grishin, ôñïðï-
ðïßçóå áõôÞ ôçí åìöýôåõóç ãéá íá ðñïóáñìïóôåß óôï ðñïáíáöåñèÝí óýóôçìá,
÷ùñßò ôçí åîáóèÝíçóç.

Óôç óõãêåêñéìÝíç åñãáóßá ùóôüóï, èá åóôéÜóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óå
åìöõôåýóåéò ïé ïðïßåò ðåñéëáìâÜíïõí êáé ôá åêèåôéêÜ. ÌÜëéóôá óôç óõíÝ÷åéá,
áõôü ðïõ èá êáôáöÝñïõìå åßíáé íá åìöõôåýóïõìå óôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ ðéóôÜ
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ôá èåùñÞìáôá ôçò ëïãéêÞò, óõìðåñéëáìâÜíïíôáò êáé ôéò áðïäåßîåéò ôïõò. Ãéá
ôï ëüãï áõôü áíáöåñüìáóôå óôéò ôñïðéêÝò ìåôáöñÜóåéò (modal translations).

Ïñéóìüò 2.0.2. Ìßá (åðáãùãéêÞ) ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç åßíáé ìéá áðåéêü-
íéóç (·)X áðü ôýðïõò óå ãñáììéêïýò ôýðïõò, ôÝôïéá þóôå ãéá áôïìéêoýò
ôýðïõò X íá éó÷ýåé üôé XX = ì0×, êáé åðéðëÝïí

⊥X = ì1C; ìå C ≡ 0 Þ C ≡ ⊥
>X = ì2C; ìå C ≡ > Þ C ≡ 1

(A→ B)X = ì3(ì4AX ◦ ì5BX); ìå ◦ ∈ {(;Ã}
(A ∧B)X = ì6(ì7AX ◦ ì8BX); ìå ◦ ∈ {⊗;&}
(A ∨B)X = ì9(ì10AX ◦ ì11BX); ìå ◦ ∈ {O;⊕}

(∀xA)X = ì12(∀x:ì13AX)
(∃xA)X = ì14(∃x:ì15AX)

(∀XA)X = ì16(∀X:ì17AX)
(∃XA)X = ì18(∃X:ì19AX)

ãéá ôñïðéêüôçôåò ìi (0 ≤ i ≤ 19), üðïõ ïé ôñïðéêüôçôåò åßíáé áêïëïõèßåò
áðü åêèåôéêÜ (åíäå÷ïìÝíùò êåíÝò).

Ìéá ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç (·)X, óå Ýíá äåõôåñïâÜèìéï óýóôçìá ãñáììéêÞò
ëïãéêÞò, åßíáé óõìâáôÞ ìå áíôéêáôÜóôáóç, áí ãéá ïðïéïõóäÞðïôå ôýðïõò Á, Â
éó÷ýåé üôé ïé ôýðïé (Á[Â=× ])X êáé ÁX[ÂX=× ] ôáõôßæïíôáé. ÔåëéêÜ, åýêïëá
ìå åðáãùãÞ áðïäåéêíýåôáé ôï áêüëïõèï ëÞììá.

ËÞììá 2.0.3. Ìéá ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç åßíáé óõìâáôÞ ìå áíôéêáôÜóôáóç áí
êáé ìüíïí áí åßíáé ç ôáõôüôçôá óôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò (äçëáäÞ ì0 åßíáé ìßá
êåíÞ áêïëïõèßá åêèåôéêþí).

2.1 Åìöýôåõóç ôïõ IL óôï ÉLL

H åìöýôåõóç áõôÞ, ïöåßëåôáé óôïí Girard êáé âáóßæåôáé óôçí ôñïðéêÞ ìåôÜ-
öñáóç (·)∗, ç ïðïßá ðñïêýðôåé áí èåùñÞóïõìå ôéò ãñáììéêÝò åñìçíåßåò ôùí
éíôïõéóéïíéóôéêþí ôýðùí, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá áõôÞ üðïõ ï ôýðïò Á → Â
áíôéóôïé÷åß óôïí ãñáììéêü ôýðï !Á ( Â.

Ïñéóìüò 2.1.1. (Ç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard) Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç (·)∗
áðü ôýðïõò óå ãñáììéêïýò ôýðïõò, ùò åîÞò: ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò X èÝôïõìå
X∗ := X. ¸ðåéôá èåùñïýìå

⊥∗ := 0
(A ∧B)∗ := A∗&B∗
(A ∨B)∗ := !A∗ ⊕ !B∗

(A→ B)∗ := !A∗ ( B∗
(∀xA)∗ := ∀xA∗
(∃xA)∗ := ∃x!A∗
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Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå ôï èåþñçìá ïñèüôçôáò-ðéóôüôçôáò ãéá ôç
ìåôÜöñáóç ôïõ Girard, ðïõ äßíåé ôçí åìöýôåõóç.

Èåþñçìá 2.1.2. IL ` Ã ⇒ Á áí êáé ìüíïí áí ILL ` !Ã∗ ⇒ Á∗.

Áðüäåéîç. (⇒) H ïñèüôçôá áðïäåéêíýåôáé ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôùí áðï-
äåßîåùí óôï ëïãéóìü áêïëïõèçôþí IL, ðáñáôçñþíôáò ôïí ôåëåõôáßï êáíüíá
ôçò áðüäåéîçò. ÄçëáäÞ:

• Áí Ã ⇒ Á åßíáé áîßùìá, ôüôå èá åßíáé ôçò ìïñöÞò Á⇒ Á. Ôï æçôïýìåíï
Ýðåôáé áðü ôçí åîÞò áðëÞ áðüäåéîç óôï ILL

A∗ ⇒ A∗ (L!)
!A∗ ⇒ A∗

• Aí ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò IL-áðüäåéîçò åßíáé L∨, äçëáäÞ

Ã;Á⇒ C Ã;B ⇒ C
(L∨)

Ã;A ∨ Â ⇒ C

ôüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç (Å.Õ.) Ý÷ïõìå üôé ÉLL ` !Ã∗; !A∗ ⇒ C∗
êáé ÉLL ` !Ã∗; !Â∗ ⇒ C∗. ÅðïìÝíùò

!Ã∗; !A∗ ⇒ C∗ !Ã∗; !Â∗ ⇒ C∗
(L⊕)

!Ã∗; !A∗ ⊕ !B∗ ⇒ C∗
(L!)

!Ã∗; !(!A∗ ⊕ !B∗) ⇒ C∗

• Aí ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò IL-áðüäåéîçò åßíáé R∨, äçëáäÞ

Ã ⇒ B (R∨)
Ã ⇒ B ∨ C

ôüôå

[Å.Õ.]
!Ã∗ ⇒ B∗ (R!)
!Ã∗ ⇒ !B∗

B∗ ⇒ B∗ (L!)
!B∗ ⇒ B∗ (R!)
!B∗ ⇒ !B∗ (R⊕1)

!B∗ ⇒ !B∗ ⊕ !C∗ (ôïìÞ)
!Ã∗ ⇒ !B∗ ⊕ !C∗ (R!)

!Ã∗ ⇒ !(!B∗ ⊕ !C∗)

• Ïìïßùò ãßíïíôáé êáé ïé Üëëåò ðåñéðôþóåéò, üðïõ ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò
óôçí IL-áðüäåéîç åßíáé Ýíáò åê ôùí L∧; R∧;L→;R→; L∀; R∀; L∃ êáé R∃.

(⇐) H êáôåýèõíóç áõôÞ (ðéóôüôçôá) åßíáé Üìåóç, êáèþò áí èåùñÞóïõìå ôïí
óêåëåôü ôçò ILL-áðüäåéîçò ôïõ !Ã∗ ⇒ Á∗, ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé ìéá IL-
áðüäåéîç ôïõ Ã ⇒ Á.

23



2. ÅÌÖÕÔÅÕÓÅÉÓ

Óå áõôü ôï óçìåßï áîßæåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç ìåôÜöñáóç ôïõ Gi-
rard åîáóöáëßæåé ìßá åëá÷éóôéêÞ ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç ôçò éíôïõéóéïíéóôéêÞò
óôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, ìå ôçí Ýííïéá üôé êÜèå áðåéêüíéóç
(·)< ðïõ ëáìâÜíåôáé áðü áõôÞ, äéáãñÜöïíôáò Ýíá Þ ðåñéóóüôåñá åêèåôéêÜ
áðü áõôÜ ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïí Oñéóìü 2.1.1, ðáýåé íá åßíáé óùóôÞ. Ãéá
ðáñÜäåéãìá áí äéáãñÜøïõìå ôï ! áðü ôçí óõíåðáãùãÞ ôüôå ç ìåôÜöñáóç
⇒ X< ( (X< ( X<), ôïõ ⇒ X → (X → X) (ðïõ åßíáé áðïäåßîéìï óôçí
IL), äåí áðïäåéêíýåôáé óôçí ILL.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, üëåò ïé áðåéêïíßóåéò (·)> ðïõ ëáìâÜíïíôáé ðñïóèÝ-
ôïíôáò åêèåôéêÜ, ðáñáìÝíïõí óùóôÝò ìåôáöñÜóåéò, äçëáäÞ o áêïëïõèçôÞò
Ã ⇒ Á åßíáé áðïäåßîéìïò óôçí IL áí êáé ìüíïí áí ï áêïëïõèçôÞò !Ã> ⇒ Á>
åßíáé áðïäåßîéìïò óôçí ILL. Áõôü áðïäåéêíýåôáé ùò åîÞò: Êáôáñ÷Þí ìå åðá-
ãùãÞ, åýêïëá äåß÷íïõìå üôé ãéá êÜèå áðåéêüíéóç (·)> êáé êáèå ôýðï Á, éó÷ýåé
üôé ILL ` !Á∗ ⇔ !Á>. Ïðüôå Ý÷ïõìå üôé: IL ` Ã ⇒ Á óõíåðÜãåôáé üôé
ILL ` !Ã∗ ⇒ Á∗ (Èåþñçìá 2.1.2). Ôüôå óôï ÉLL éó÷ýåé üôé

(∀C ∈ Ã) !C> ⇒ !C∗

!Ã∗ ⇒ Á∗ (R!)
!Ã∗ ⇒ !A∗ !A∗ ⇒ !A> (ôïìÞ)

!Ã∗ ⇒ !Á>
(ôïìÞ)

!Ã> ⇒ !Á>
A> ⇒ A> (L!)
!A> ⇒ A> (ôïìÞ)

!Ã> ⇒ Á>

Ôï áíôßóôñïöï åßíáé Üìåóï, áí èåùñÞóïõìå ôï óêåëåôü ôçò ILL-áðüäåéîçò ôïõ
!Ã> ⇒ Á> (üðùò óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.1.2 ãéá ôçí áíôßóôñïöç
êáôåýèõíóç).

ÔÝëïò ðáñáôçñïýìå üôé ç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard áðåéêïíßæåé ôçí éíôïõé-
óéïíéóôéêÞ óýæåõîç, óôçí ðñïóèåôéêÞ ãñáììéêÞ &. ÅðïìÝíùò èá öáéíüôáí
óùóôüôåñï, áí ôï óýóôçìá IL åß÷å ïñéóèåß ìå ðñïóèåôéêïýò êáíüíåò óýæåõ-
îçò. Ùóôüóï åßíáé åýêïëï íá ïñßóïõìå ìéá ìåôÜöñáóç ðïõ èá áíôéóôïé÷åß
ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ óýæåõîç óôï ðïëëáðëáóéáóôéêü ãñáììéêü ⊗. ÁõôÞ ç
ìåôÜöñáóç, Ýóôù (·)∗′ , èá ðñïÝêõðôå Üìåóá áí åß÷áìå èåùñÞóåé ôï IL ìå ðïë-
ëáðëáóéáóôéêïýò êáíüíåò ãéá ôç óýæåõîç. Ôüôå ôï A ∧ B áðåéêïíßæåôáé óôï
!Á∗′ ⊗ !B∗′ .

2.2 Åìöýôåõóç ôïõ ÉL óôï CLL

Ðáñáôçñþíôáò ôç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard (Ïñéóìüò 2.1.1), äéáðéóôþíïõìå üôé
ïñßæåé ìéá åìöýôåõóç ôïõ IL ü÷é ìüíï óôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ, áëëÜ åðßóçò êáé
óôçí êëáóéêÞ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ. Ïðüôå ìðïñïýìå êáé ìå áõôü ôïí ôñüðï íá
äéáðéóôþóïõìå üôé ôï óýóôçìá CLL åßíáé êáôáóêåõáóôéêü. ÐñÝðåé åðïìÝíùò
íá åðéâåâáéþóïõìå üôé ôï Èåþñçìá 2.1.2 éó÷ýåé, áí áíôéêáôáóôÞóïõìå ôï
ÉLL ìå ôï CLL. Ç êáôåýèõíóç ôçò ïñèüôçôáò óáöþò êáé éó÷ýåé (áöïý ôï
ILL åßíáé ôìÞìá ôïõ CLL). Ðáñ' üë' áõôÜ ç áíôßèåôç êáôåýèõíóç (ðéóôüôçôá),
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ëüãù ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.2.1 (ôï CLL ðåñéÝ÷åé ôç óôáèåñÜ 0, åíþ ôï ILL ü÷é),
äåí åßíáé îåêÜèáñï áí éó÷ýåé. Ùóôüóï áí áíáëýóïõìå ôéò éäéüôçôåò ôùí CLL-
áðïäåßîåùí, ãéá ôïõò ìåôáöñáóìÝíïõò áêïëïõèçôÝò ôçò ìïñöÞò !Ã∗ ⇒ Á∗,
ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé ç ðéóôüôçôá.

Êáôáñ÷Þí áò åðéêåíôñþóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óå áðïäåßîåéò áêïëïõèçôþí
óôï ôìÞìá {0;&;⊕;(; ∀; ∃; !} ôïõ CLL, ôï ïðïßï áò êáëïýìå F. ¸ðåéôá
ïñßæïõìå åðáãùãéêÜ Ýíá ìÝôñï ñ ãéá ôéò áðïäåßîåéò \÷ùñßò ôïìÝò" ð, óôï
ôìÞìá F, ùò åîÞò:

1. Áí ç ð åßíáé Ýíá óôéãìéüôõðï êÜðïéïõ áîéþìáôïò, ôüôå ñ(ð)=0.

2. Áí ç ð ëáìâÜíåôáé áðü ôçí ð′ ìå êÜðïéïí êáíüíá ìå ìßá õðüèåóç (unary
rule), åêôüò ôùí R( êáé R∀, ôüôå ñ(ð)=ñ(ð′)+1.

3. Áí ç ð ëáìâÜíåôáé áðü ôéò ð1; ð2 ìå êÜðïéïí áðü ôïõò êáíüíåò L⊕, L(
ôüôå ñ(ð)=ñ(ð1)+ñ(ð2)+1.

4. Áí ç ð ëáìâÜíåôáé áðü ôçí ð′ ìå êÜðïéïí áðü ôïõò êáíüíåò R(, R∀
ôüôå ñ(ð)=ñ(ð′).

5. Áí ç ð ëáìâÜíåôáé áðü ôéò ð1; ð2 ìå ÷ñÞóç ôïõ êáíüíáR& ôüôå ñ(ð)=ñ(ð1)
+ñ(ð2).

ÅðïìÝíùò ðáñáôçñïýìå üôé ôï ñ(ð) áðëÜ ìåôñÜåé ôïí áñéèìü ôùí åöáñìïãþí
êáíüíùí óôçí ð, ðïõ åßíáé äéáöïñåôéêïß áðü ôïõò R∀, R( êáé R&.

Èåùñïýìå ôï óõìâïëéóìü `n, ï ïðïßïò äéáâÜæåôáé ùò \áðïäåßîéìï ÷ùñßò
ôïìÝò áðü áôïìéêÜ áîéþìáôá × ⇒ × , ìå ñ(ð) ≤ n". Óôç óõíÝ÷åéá èåùñïýìå
ôç \ãñáììéêÞ" åêäï÷Þ ôïõ ëÞììáôïò áíôéóôñïöÞò (âë. [TS00]).

ËÞììá 2.2.1. (áíôéóôñïöÞò) Éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá

`nÃ ⇒ Á ( Â;Ä áíí `nÃ;Á⇒ Â;Ä
`nÃ ⇒ Á&Â;Ä áíí `nÃ ⇒ Á;Ä êáé `nÃ ⇒ Â;Ä
`nÃ ⇒ ∀xA;Ä áíí `nÃ ⇒ Á;Ä

(óôçí ôåëåõôáßá ðåñßðôùóç âÝâáéá, éêáíïðïéþíôáò ôïõò êáôÜëëçëïõò ðåñéï-
ñéóìïýò ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò).

¸÷ïõìå ðëåïí ü,ôé ÷ñåéÜæåôáé ãéá íá äéáôõðþóïõìå ôçí áêüëïõèç ðñü-
ôáóç, ç ïðïßá ðñïêýðôåé ùò Üìåóï ðüñéóìá åíüò ãåíéêüôåñïõ èåùñÞìáôïò ãéá
ôï ðëÞñåò CLL (âë. [Tro92]).

Ðñüôáóç 2.2.2. ¸óôù üôé ï áêïëïõèçôÞò Ã ⇒ Ä áðïäåéêíýåôáé óôï F
(÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïìÞò) áðü ìßá áðüäåéîç ð. Ôüôå èá õðÜñ÷åé ìéá áðüäåéîç
ð′ ôïõ áêïëïõèçôÞ Ã ⇒ Ä, ç ïðïßá êáôáëÞãåé ìå ìßá (ðéèáíþò êåíÞ) óåéñÜ
åöáñìïãþí ôùí êáíüíùí R∀, R( êáé R&, ðñéí áðü ôçí ïðïßá ðñïçãåßôáé ìßá
óõëëïãÞ áðü õðïáðïäåßîåéò ði ôùí áêïëïõèçôþí Ãi ⇒ Äi, üðïõ êÜèå ôýðïò
óôï Äi åßíáé áôïìéêüò Þ Ý÷åé ìßá åê ôùí ìïñöþí Á⊕B; ∃xA Þ !Á. ÅðéðëÝïí
ñ(ði) ≤ ñ(ð).
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Ïñéóìüò 2.2.3. ÏíïìÜæïõìå Ýíá ìåôáöñáóìÝíï éíôïõéóéïíéóôéêü ôýðï C*
ðñùôïãåíÞ (primitive) áí åßíáé åßôå áôïìéêüò Þ Ý÷åé ìßá áðü ôéò ìïñöÝò
!Á* ⊕ !B* Þ ∃x!A*.

Ôüôå ëüãù ôùí ðáñáðÜíù ôï áêüëïõèï éó÷ýåé:

ËÞììá 2.2.4. ¸óôù üôé õðÜñ÷åé ìéá áðüäåéîç ôïõ
(á) !Ã*,Ð*⇒!Ë* Þ
(â) !Ã*,Ð*⇒!Ë*,Â* , ìå Â* ðñùôáñ÷éêü ôýðï.
Ôüôå ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ç áðüäåéîç åßíáé ôÝôïéá þóôå üëïé ïé áêï-
ëïõèçôÝò ðïõ Ý÷ïõí ðåñéóóüôåñïõò áðü Ýíáí ôýðïõò óôïí \åðüìåíï", Ý÷ïõí
ìßá áðü ôéò ìïñöÝò (i) Þ (ii):
(i) !Ó*,Ä*⇒!È*,Á* , ìå |È|≥1 êáé Á* ðñùôáñ÷éêü ôýðï.
(ii) !Ó*,Ä*⇒!È* , ìå |È|≥2

Áðüäåéîç. Må ôáõôü÷ñïíç åðáãùãÞ óôï ñ(ð), ãéá áðïäåßîåéò (÷ùñßò ôïìÝò)
ð ôçò ìïñöÞò (á) Þ (â).

Áí ñ(ð)=0 ôüôå ôá (á) êáé (â) åßíáé áîéþìáôá êáé ôï ëÞììá éó÷ýåé ôåôñéì-
ìÝíá.

¸óôù üôé ï áðïäåßîéìïò áêïëïõèçôÞò åßíáé ôçò ìïñöÞò (á) êáé ï ôåëåõ-
ôáßïò êáíüíáò ôçò áðüäåéîçò åßíáé äåîéüò, äçëáäÞ R! ìå Ð=∅ êáé |Ë|=1:

!Ã∗ ⇒ D∗ (R!)
!Ã∗ ⇒ !D∗

Ôüôå, ëüãù ôçò Ðñüôáóçò 2.2.2, èåùñïýìå üôé ôï !Ã∗ ⇒ D∗ ðñïÝñ÷åôáé ìåìï-
íùìÝíá, ìÝóù åöáñìïãþí êáíüíùí ôçò ìïñöÞò R∀, R( êáé R&, îåêéíþíôáò
áðü áêïëïõèçôÝò !Ã∗i ⇒ D∗

i , ìå Di ðñùôáñ÷éêïýò ôýðïõò. Ïðüôå áðü ôçí
åðáãùãéêÞ õðüèåóç (ãéá ôï (â)) Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï, êáèþò ï ôåëåõôáßïò êá-
íüíáò R! äåí åðçñåÜæåé ôïí áñéèìü ôùí ôýðùí óôï äåîß ìÝñïò ôïõ áêïëïõèçôÞ.

Áí ôþñá ôåëåõôáßïò êáíüíáò åßíáé êÜðïéïò áðü ôïõò áñéóôåñïýò, ôüôå ç
áðüäåéîç ãßíåôáé, åöáñìüæïíôáò Üìåóá ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, óôçí õðüèåóç
ôïõ êáíüíá. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ôåëåõôáßïò êáíüíáò åßíáé ï

!Ã∗; Á∗ ⇒ !Ä∗
(L&1)

!Ã∗; Á∗&C∗ ⇒ !Ä∗

ôüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç (ãéá ôï (á)) Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï.
Ïìïßùò, áí èåùñÞóïõìå üôé ï áðïäåßîéìïò áêïëïõèçôÞò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

(â).

×ñåéáæüìáóôå Ýíá áêüìá ëÞììá ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç ôçò
åìöýôåõóçò.

ËÞììá 2.2.5. Aí ï áêïëïõèçôÞò !Ã∗ ⇒ Á∗ åßíáé áðïäåßîéìïò óôï CLL, ôüôå
ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôçí áðüäåéîÞ ôïõ ÷ùñßò ôïìÝò êáé ôÝôïéá þóôå üëåò
ïé åöáñìïãÝò ôùí êáíüíùí R( êáé R∀ íá ÷ñçóéìïðïéïýí áêïëïõèçôÝò ìå
áêñéâþò Ýíá ôýðï óôïí \åðüìåíï".
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Áðüäåéîç. Ëüãù ôçò Ðñüôáóçò 2.2.2, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ï áêï-
ëïõèçôÞò !Ã∗ ⇒ Á∗ ëáìâÜíåôáé ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò ôùí êáíüíùí R∀,
R( êáé R&, îåêéíþíôáò áðü ìßá óõëëïãÞ áðü áêïëïõèçôÝò !Ã∗i ⇒ Á∗i , ìå
Ai ðñùôáñ÷éêïýò ôýðïõò. Áðü ôï ËÞììá 2.2.4 ìðïñïýìå åðéðëÝïí íá õðïèÝ-
óïõìå üôé óôéò áðïäåßîåéò ôùí áêïëïõèçôþí !Ã∗i ⇒ Á∗i , üëåò ïé åìöáíßóåéò
áêïëïõèçôþí ìå ðåñéóóüôåñïõò áðü Ýíáí ôýðïõò óôïí \åðüìåíï", Ý÷ïõí åßôå
ôç ìïñöÞ (i) åßôå ôç ìïñöÞ (ii). Ðáñáôçñïýìå üìùò, üôé ïé áêïëïõèçôÝò ôçò
ìïñöÞò (i) äåí ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí óáí óõìðÝñáóìá ôùí R( Þ R∀, äéüôé
óôç ìïñöÞ (i) õðÜñ÷åé ðñùôáñ÷éêüò ôýðïò, åíþ ôï ( êáé ôï ∀ äåí åßíáé óýì-
âïëá ðïõ åìöáíßæïíôáé óå ðñùôáñ÷éêïýò ôýðïõò. Ôï ßäéï éó÷ýåé ðñïöáíþò êáé
ãéá áêïëïõèçôÝò ôçò ìïñöÞò (ii), êáèþò áí ðñïçãåßôáé äåîéüò êáíüíáò, ôüôå
áíáãêáóôéêÜ èá åßíáé R!.

ÐëÝïí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå êáé ôçí ðéóôüôçôá, ãéá ôçí åìöýôåõóç ôçò
éíôïõéóéïíéóôéêÞò ëïãéêÞò óôçí êëáóéêÞ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, ðïõ äçìéïõñãåßôáé
áðü ôçí ìåôÜöñáóç ôïõ Girard.

Èåþñçìá 2.2.6. Ç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard åìöõôåýåé ðéóôÜ ôï óýóôçìá IL
ìÝóá óôï CLL.

Áðüäåéîç. Áí Ýíáò áêïëïõèçôÞò !Ã∗ ⇒ Á∗ åßíáé áðïäåßîéìïò óôï CLL, ôüôå
áðü ôï ËÞììá 2.2.5, õðÜñ÷åé ìéá áðüäåéîç ð ÷ùñßò ôïìÝò ôïõ áêïëïõèçôÞ,
óôçí ïðïßá üëåò ïé åöáñìïãÝò ôùí êáíüíùí R( êáé R∀ ðåñéëáìâÜíïõí áêï-
ëïõèçôÝò ìå áêñéâþò Ýíá ôýðï óôïí \åðüìåíï". Ïðüôå ï óêåëåôüò ôçò ð åßíáé
ìéá áðüäåéîç óôï óýóôçìá GTi (óýóôçìá ôïõ Takeuti), ôï ïðïßï åßíáé üðùò
ôï CL, áëëÜ ìå ôç äéáöïñÜ üôé óôïõò êáíüíåò R→ êáé R∀ åðéôñÝðåôáé ôï ðïëý
Ýíáò ôýðïò óôïí \åðüìåíï" ôïõ êÜèå áêïëïõèçôÞ. Ôüôå åðåéäÞ éó÷ýåé üôé

GTi ` Ã ⇒ Ä ⇐⇒ ÉL ` Ã ⇒ ∨
Ä

(âë. [Tro92]), Ýðåôáé üôé ï áêïëïõèçôÞò Ã ⇒ Á åßíáé áðïäåßîéìïò óôï óýóôçìá
IL.

2.3 Åìöýôåõóç ôïõ CL óôï CLL

Óýìöùíá êáé ìå üóá áíáöÝñáìå óôçí åéóáãùãÞ áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ, ðáñá-
ôçñïýìå üôé ç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard, ðïõ åìöõôåýåé ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ óôç
ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, âáóßæåôáé óå ìßá áðïóýíèåóç ôùí éíôïõéóéïíéóôéêþí óõíäÝ-
óìùí (ãéá ðáñÜäåéãìá ç óõíåðáãùãÞ Á → Â ãßíåôáé !A ( B). Ìå ôïí ßäéï
ôñüðï óêåðôüìåíïé ïé Danos, Joinet êáé Schellinx, êáôáóêåýáóáí ôñïðéêÝò
ìåôáöñÜóåéò ðïõ íá åìöõôåýïõí ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ óôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ.
Óå áíôßèåóç ìå ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ üìùò, äåí ìðïñïýìå íá êáôáëÞ-
îïõìå óå êÜðïéá ìïíáäéêÞ âÝëôéóôç ìåôÜöñáóç (üðùò äçëáäÞ ôçí ìåôÜöñáóç
ôïõ Girard ãéá ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ). ÓçìåéùôÝïí üôé áõôÝò ïé ìåôá-
öñÜóåéò èá ìáò äþóïõí ôçí áöïñìÞ, ãéá ôçí êáôáóêåõÞ Üëëùí ìåôáöñÜóåùí
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(êáôÜ ìßá Ýííïéá ðéï éó÷õñþí), ïé ïðïßåò èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ùò åñãáëåßï ãéá
ôçí åîáãùãÞ óçìáíôéêþí áðïôåëåóìÜôùí ãéá ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ.

¸óôù ìéá õðïøÞöéá ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç (·)∗′ ç ïðïßá åñìçíåýåé ôçí êëá-
óéêÞ óõíåðáãùãÞ Á→ Â ìå !A ( ?B êáé áöÞíåé ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò ùò
Ý÷ïõí (×∗′ := ×). Ðáñáôçñïýìå üôé ç (·)∗′ äåí åìöõôåýåé óùóôÜ ôçí êëáóéêÞ
ëïãéêÞ (ïýôå ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ) óôçí ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, äéüôé õðÜñ÷ïõí
éíôïõéóéïíéóôéêÜ èåùñÞìáôá Ö ôùí ïðïßùí ç ìåôÜöñáóç (Ö)∗′ äåí áðïäåé-
êíýåôáé óôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ. ¸íá ðáñÜäåéãìá åíüò ôÝôïéïõ Ö åßíáé ï áêï-
ëïõèçôÞò ⇒ ((X → Y ) → ×) → ((× → Õ ) → Õ ). ¼ðùò âëÝðïõìå óôçí
áðüäåéîç

X ⇒ X Y ⇒ Y
X → Y;X ⇒ Y
X → Y ⇒ X → Y Y ⇒ Y
(X → Y ) → Y;X → Y ⇒ Y

(X → Y ) → Y ⇒ (X → Y ) → Y
⇒ ((X → Y ) → Y ) → (X → Y ) → Y

åßíáé áðïäåßîéìïò óôï IL, áëëÜ ç ìåôÜöñáóÞ ôïõ ⇒ !(!(!× ( ?Õ ) ( ?×) →
?(!(!× → ?Õ ) → ?Õ ) äåí áðïäåéêíýåôáé óôï CLL, áöïý øÜ÷íïíôáò áðü êÜôù
ðñïò ôá ðÜíù ãéá ìéá áðüäåéîç, ðÜíôá äçìéïõñãåßôáé êÜðïéï ðñüâëçìá. Ãéá
ðáñÜäåéãìá:

!X ; ?Y
⇒ !X ( ?Y
⇒ !(!X ( ?Y ) ?X ; !X
!(!X ( ?Y ) ( ?X ⇒ !X ?Y ⇒ ?Y
!(!X ( ?Y ) ( ?X; !X ( ?Y ⇒ ?Y

!(!X ( ?Y ) ( ?X; !(!X ( ?Y ) ⇒ ?Y
!(!(!X ( ?Y ) ( ?X); !(!X ( ?Y ) ⇒ ?Y

!(!(!X ( ?Y ) ( ?X) ⇒ !(!X ( ?Y ) ( ?Y
!(!(!X ( ?Y ) ( ?X) ⇒ ?(!(!X ( ?Y ) ( ?Y )
⇒ !(!(!X ( ?Y ) ( ?X) ( ?(!(!X ( ?Y ) ( ?Y )

Óõíå÷ßæïíôáò ôç äéåñåýíçóç ïäçãïýìáóôå ôåëéêÜ óå äýï õðïøÞöéåò ìåôá-
öñÜóåéò ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò. Ç ìßá ìåôÜöñáóç ïíïìÜæåôáé Ô-ìåôÜöñáóç
êáé âáóßæåôáé óôçí ãñáììéêÞ áðïóýíèåóç ôïõ Á→ Â óå !?Á ( ?Â. Ç Üëëç,
åßíáé ç Q-ìåôÜöñáóç ç ïðïßá ìåôáöñÜæåé ôï Á→ Â óôï !Á ( ?!Â. Ôá Ô êáé
Q ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôá áñ÷éêÜ ôùí ëÝîåùí \t�ete" (êåöáëÞ) êáé \queue"(ïõñÜ)
êáé Ý÷ïõí Üìåóç ó÷Ýóç ìå ôá êëáóéêÜ óõóôÞìáôá LKT êáé LKQ ìå ôá ïðïßá
èá áó÷ïëçèïýìå óôç óõíÝ÷åéá.

ÐáñáôÞñçóç: Ïé ìåôáöñÜóåéò Q êáé T ïöåßëïíôáé óôïõò Danos, Joinet
êáé Schellinx, ïé ïðïßïé áðü ôï 1993 Ýùò êáé ôï 2000 äçìïóßåõóáí ìéá óåéñÜ
áðü åñãáóßåò, óôéò ïðïßåò áó÷ïëïýíôáé ìå ôéò åìöõôåýóåéò ôçò ëïãéêÞò óôç
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Q ðïëëáðëáóéáóôéêïß ðñïóèåôéêïß

(A→ B)Q !AQ ( ?!BQ ?!AQ Ã !BQ
(A ∧B)Q !AQ ⊗ !BQ ?!AQ&?!BQ
(A ∨B)Q ?!AQO?!BQ !AQ ⊕ !BQ
(∀XA)Q ∀X?!AQ ∀X?!AQ
(∃XA)Q ∃X!AQ ∃X!AQ

Ô ðïëëáðëáóéáóôéêïß ðñïóèåôéêïß

(A→ B)Ô !?AÔ ( ?BÔ ?AÔ Ã !?BÔ
(A ∧B)Ô !?AÔ ⊗ !?BÔ ?AÔ&?BÔ
(A ∨B)Ô ?AÔO?BÔ !?AÔ ⊕ !?BÔ
(∀XA)Ô ∀X?AÔ ∀X?AÔ
(∃XA)Ô ∃X!?AÔ ∃X!?AÔ

Ó÷Þìá 2.1: Ç Q- êáé T-ìåôÜöñáóç.

ãñáììéêÞ ëïãéêÞ êáé ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôïõò. Óôï åîÞò óêïðåýù íá ðáñïõ-
óéÜóù áêñéâþò Ýíá ìÝñïò áðü áõôÝò ôéò åñãáóßåò.

Óôï Ó÷Þìá 2.1 âñßóêïíôáé êáé ïé ìåôáöñÜóåéò Q êáé Ô1. ÌÜëéóôá ãéá
êÜèå ìåôÜöñáóç äßíïíôáé êáé ïé äýï åêäï÷Ýò ðïõ ðñïêýðôïõí, áíÜëïãá ìå ôï
áí êÜðïéïò ÷ñçóéìïðïéåß ôïõò êëáóéêïýò ðïëëáðëáóéáóôéêïýò óõíäÝóìïõò Þ
áíôßóôïé÷á ôïõò êëáóéêïýò ðñïóèåôéêïýò. ÅðéðëÝïí ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå
üôé ãéá ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò × , éó÷ýåé üôé ×Q := × êáé ×Ô := × (óõìðå-
ñéëáìâÜíïíôáò ôá >, ⊥).

Ôï åîÞò èåþñçìá, äßíåé ôéò áíôßóôïé÷åò åìöõôåýóåéò ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò,
óôçí êëáóéêÞ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ.

Èåþñçìá 2.3.1. Ïé Ô- êáé Q-áðåéêïíßóåéò åßíáé ïñèÝò êáé ðéóôÝò åìöõôåý-
óåéò ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò óôçí êëáóéêÞ ãñáììéêÞ ëïãéêÞ. ÄçëáäÞ éó÷ýåé
üôé:

CLL ` !ÃQ ⇒ ?!ÄQ áíí CL ` Ã ⇒ Ä áíí CLL ` !?ÃT ⇒ ?ÄT :

Áðüäåéîç. Ç ðéóôüôçôá åßíáé ôåôñéììÝíç êáé ãéá ôéò äýï ìåôáöñÜóåéò, áöïý
ï óêåëåôüò êÜèå ãñáììéêÞò áðüäåéîçò åíüò ìåôáöñáóìÝíïõ ôýðïõ Á åßíáé
ìéá óùóôÞ áðüäåéîç óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ. Ãéá íá äåßîïõìå ôçí ïñèüôçôá
êáé ãéá ôéò äýï ìåôáöñÜóåéò, ÷ñçóéìïðïéïýìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôùí C2

pL-
áðïäåßîåùí2 (ìå ðïëëáðëáóéáóôéêïýò ëïãéêïýò êáíüíåò ãéá ôçí ðåñßðôùóç
ôùí ðïëëáðëáóéáóôéêþí ìåôáöñÜóåùí, êáé áíôßóôïé÷á ðñïóèåôéêïýò ãéá ôçí
ðñïóèåôéêÞ åêäï÷Þ) êáé áðïäåéêíýïõìå üôé áí ï áêïëïõèçôÞò Ã ⇒ Ä áðï-

1Áðü åäþ êáé óôï åîÞò åðéêåíôñþíïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôï äåõôåñïâÜèìéï ðñïôáóéáêü
ôìÞìá ôùí óõóôçìÜôùí ëïãéêÞò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå. Åýêïëá êÜðïéïò ìðïñåß íá ïñßóåé ü,ôé
÷ñåéÜæåôáé, ãéá ôçí åéóáãùãÞ êáé ôùí ðñùôïâÜèìéùí ðïóïäåéêôþí.

2âë. ôéò ÐáñáôçñÞóåéò ôïõ ÐáñÜñôçìáôïò B
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äåéêíýåôáé óôï C2
pL, ôüôå óôï C2

pLL3 áðïäåéêíýïíôáé ïé (1) !ÃQ ⇒ ?!ÄQ êáé
(2) !?ÃT ⇒ ?ÄT . Áò äïýìå êÜðïéåò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ðåñéðôþóåéò ãéá ôçí
ðåñßðôùóç (1).

• Áí Ã ⇒ Ä åßíáé áîßùìá ôüôå èá åßíáé ôçò ìïñöÞò A⇒ A ïðüôå

AQ ⇒ AQ (L!)(R!)
!AQ ⇒ !AQ (R?)
!AQ ⇒ ?!AQ

• Áí ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò êëáóéêÞò áðüäåéîçò åßíáé ï

Ã;Á⇒ Ä
(L∧1)

Ã;Á ∧ Â ⇒ Ä

ôüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, óôï C2
pLL áðïäåéêíýåôáé ï áêïëïõ-

èçôÞò !ÃQ; !ÁQ ⇒ ?!ÄQ. Ïðüôå ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò äýï åêäï÷Ýò (ðïë-
ëáðëáóéáóôéêÞ/ðñïóèåôéêÞ) Ý÷ïõìå:

!ÃQ; !ÁQ ⇒ ?!ÄQ
(W!)

!ÃQ; !ÁQ; !BQ ⇒ ?!ÄQ
(L⊗)

!ÃQ; !ÁQ ⊗ !BQ ⇒ ?!ÄQ
(L!)

!ÃQ; !(!ÁQ ⊗ !BQ) ⇒ ?!ÄQ

!ÃQ; !ÁQ ⇒ ?!ÄQ
(L?)

!ÃQ; ?!ÁQ ⇒ ?!ÄQ
(L&)

!ÃQ; ?!ÁQ&?!BQ ⇒ ?!ÄQ
(L!)

!ÃQ; !(?!ÁQ&?!BQ) ⇒ ?!ÄQ

• Áí ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò êëáóéêÞò áðüäåéîçò åßíáé ï

Ã ⇒ A;Ä Ã ⇒ B;Ä
(R∧)

Ã ⇒ Á ∧ Â;Ä

ôüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, óôï C2
pLL áðïäåéêíýïíôáé ïé áêï-

ëïõèçôÝò !ÃQ ⇒ ?!ÁQ; ?!ÄQ êáé !ÃQ ⇒ ?!ÂQ; ?!ÄQ. Ïðüôå ãéá ôçí
ðïëëáðëáóéáóôéêÞ åêäï÷Þ Ý÷ïõìå:

!ÃQ ⇒ ?!ÁQ; ?!ÄQ
(R!)

!ÃQ ⇒ !?!ÁQ; ?!ÄQ !ÃQ ⇒ ?!BQ; ?!ÄQ
(R⊗)

!ÃQ; !ÃQ ⇒ !?!ÁQ ⊗ ?!BQ; ?!ÄQ; ?!ÄQ
(C!)(C?)

!ÃQ ⇒ !?!ÁQ ⊗ ?!BQ; ?!ÄQ

êáé åöáñìüæïõìå ôïí êáíüíá ôïìÞò ìå ôçí áðüäåéîç

3âë. ôéò ÐáñáôçñÞóåéò ôïõ ÐáñÜñôçìáôïò D
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AQ ⇒ AQ (L!)(R!)
!AQ ⇒ !AQ

BQ ⇒ BQ (L!)(R!)
!BQ ⇒ !BQ (R⊗)

!AQ; !BQ ⇒ !ÁQ ⊗ !BQ
(R!)

!AQ; !BQ ⇒ !(!ÁQ ⊗ !BQ)
(R?)

!AQ; !BQ ⇒ ?!(!ÁQ ⊗ !BQ)
(L?)

?!AQ; !BQ ⇒ ?!(!ÁQ ⊗ !BQ)
(L!)

!?!AQ; !BQ ⇒ ?!(!ÁQ ⊗ !BQ)
(L?)

!?!AQ; ?!BQ ⇒ ?!(!ÁQ ⊗ !BQ)
(L⊗)

!?!AQ ⊗ ?!BQ ⇒ ?!(!ÁQ ⊗ !BQ)

ïðüôå ëáìâÜíïõìå ìéá áðüäåéîç ôïõ !ÃQ ⇒ !?(!ÁQ ⊗ !BQ); ?!ÄQ, ðïõ
åßíáé êáé ôï æçôïýìåíï.
Ãéá ôçí ðñïóèåôéêÞ åêäï÷Þ Ý÷ïõìå:

!ÃQ ⇒ ?!ÁQ; ?!ÄQ !ÃQ ⇒ ?!BQ; ?!ÄQ
(R&)

!ÃQ ⇒ ?!ÁQ&?!BQ; ?!ÄQ
(R!)

!ÃQ ⇒ !(?!ÁQ&?!BQ); ?!ÄQ
(R?)

!ÃQ ⇒ ?!(?!ÁQ&?!BQ); ?!ÄQ

Ðáñáôçñïýìå åðïìÝíùò, üôé ÷ñåéáæüìáóôå ôçí áðïäåéîéìüôçôá êÜðïéùí áêï-
ëïõèçôþí óôçí ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ôïõ áêïëïõèçôÞ !?!A⊗
?!B ⇒ ?!(!Á⊗ !B) ðïõ åßäáìå ðñéí. ÅðéðëÝïí ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ (1) ÷ñç-
óéìïðïéïýìå ôçí áðïäåéîéìüôçôá ôùí

!(!A ( ?!B) ⇒ ?!A ( ?!B
?!A Ã ?!B ⇒ ?!(?!A Ã !B)

?!Ai ⇒ ?!(!A1 ⊕ !A2) (i = 1; 2)
∃X?!A ⇒ ?!∃X !A

åíþ ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ (2), ôçí áðïäåéîéìüôçôá ôùí

!?(!?A ( ?B) ⇒ !?A ( !?B
!?A Ã !?B ⇒ ?(?A Ã !?B)
!?(?AO?B) ⇒ !?AO?!?B

!?(?A1&?A2) ⇒ !?Ai (i = 1; 2)
!?∀X?A ⇒ ∀X !?A

Óõìðåñáßíïõìå åðïìÝíùò, üôé Ýíáò ôýðïò Á åßíáé êëáóéêü èåþñçìá, áí
êáé ìüíïí áí ïé ?!ÁQ êáé ?AT åßíáé ãñáììéêÜ èåùñÞìáôá.

Óôï ìÝñïò ðïõ ðáñáôÝèçêå, ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.3.1, åßäáìå
ðùò åßíáé áðáñáßôçôï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áðïäåéîéìüôçôá, óôçí êëáóéêÞ
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ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, ôïõ áêïëïõèçôÞ !?!A⊗?!B ⇒ ?!(!Á⊗ !B). Ïìïßùò áí áíá-
ëýáìå ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò êëáóéêÞò áðüäåéîçò åßíáé
ï L∨, èá ÷ñåéáæüìáóôáí ôçí áðïäåéîéìüôçôá ôïõ áêïëïõèçôÞ !?(?AO?B) ⇒
!?AO?!?B, ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ (2), óôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ åêäï÷Þ. Ðáñ'
üë' áõôÜ, áíôß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áðïäåéîéìüôçôá óôçí êëáóéêÞ ãñáì-
ìéêÞ ëïãéêÞ, áõôþí ôùí áêïëïõèçôþí, èá ìðïñïýóáìå íá Ý÷ïõìå ÷ñçóéìï-
ðïéÞóåé ôçí áðïäåéîéìüôçôá áíôßóôïé÷á ôùí ?!A ⊗ !?!B ⇒ ?!(!Á⊗ !B) êáé
!?(?AO?B) ⇒ ?!?AO!?B. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ãéá ðáñÜäåéãìá (âë. áðü-
äåéîç ÈåùñÞìáôïò 2.3.1) èá åß÷áìå üôé, áí óôçí áðüäåéîç

!ÃQ ⇒ ?!ÁQ; ?!ÄQ

!ÃQ ⇒ ?!BQ; ?!ÄQ
(R!)

!ÃQ ⇒ !?!ÂQ; ?!ÄQ
(R⊗)

!ÃQ; !ÃQ ⇒ ?!ÁQ ⊗ !?!BQ; ?!ÄQ; ?!ÄQ
(LC)(RC)

!ÃQ ⇒ ?!ÁQ ⊗ !?!BQ; ?!ÄQ

åöáñìüóïõìå ôïí êáíüíá ôïìÞò, ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ áêïëïõèçôÞ ?!AQ ⊗
!?!B ⇒ ?!(!ÁQ ⊗ !BQ), ôüôå ðÜëé ëáìâÜíïõìå ìéá áðüäåéîç ôïõ áêïëïõèçôÞ
!ÃQ ⇒ !?(!ÁQ ⊗ !BQ); ?!ÄQ, ðïõ åßíáé êáé ôï æçôïýìåíï.

Ìå Üëëá ëüãéá, õðÜñ÷ïõí äýï ôñüðïé íá ðáñÜãïõìå, ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç
ôçò ôïìÞò, ôïõò áêïëïõèçôÝò !?!A ⊗ !?!B ⇒ ?!(!Á⊗ !B) êáé !?(?AO?B) ⇒
?!?AO?!?B. ÅðïìÝíùò ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.3.1 ðáñïõóéÜæå-
ôáé áõôü ôï åßäïò äéëÞììáôïò, äçëáäÞ óå áõôÝò ôéò äýï ðåñéðôþóåéò, ðñÝðåé
íá åðéëÝîïõìå ìßá áðü ôéò äýï óùóôÝò åêäï÷Ýò ðïõ ðñï÷ùñïýí ôçí åðáãùãÞ.
Áõôïý ôïõ åßäïõò ç åðéëïãÞ, êÜèå Üëëï ðáñÜ áèþá ìðïñåß íá ÷áñáêôçñéóôåß,
êáèþò ó÷åôßæåôáé Üìåóá ìå ôïí ìç íôåôåñìéíéóìü ôïõ èåùñÞìáôïò áðáëïéöÞò
ôçò ôïìÞò ãéá ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ! ¼ìùò óå áõôü èá åðáíÝëèïõìå áñãüôåñá
óôçí ðáñÜãñáöï 3.3.
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ÊåöÜëáéï 3

ÄéáêïóìÞóåéò

Óôï ôÝëïò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ êåöáëáßïõ áíáöÝñáìå üôé ïé ìåôáöñÜóåéò Q
êáé T ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò èá ìáò äþóïõí ôï Ýíáõóìá ãéá ôçí êáôáóêåõÞ
\éó÷õñüôåñùí"1 ìåôáöñÜóåùí, Ýôóé þóôå íá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ ùò åñãáëåßï, ãéá ôçí åîáãùãÞ óõìðåñáóìÜôùí óôçí êëá-
óéêÞ ëïãéêÞ.

Ãéá íá ôï åðéôý÷ïõìå áõôü ðñÝðåé íá óêåöôïýìå ùò åîÞò. Èá èÝëáìå êÜèå
êëáóéêÞ (Þ éíôïõéóéïíéóôéêÞ) áðüäåéîç ð, íá ìðïñïýìå íá ôçí ìåôáöñÜóïõìå
óôçí ãñáììéêÞ ëïãéêÞ ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå Üìåóá íá áíáêôÜìå ôçí áñ÷éêÞ
áðüäåéîç ð (èåùñþíôáò ôï óêåëåôü ôçò ìåôáöñáóìÝíçò áðüäåéîçò). ÄçëáäÞ
èÝëïõìå ôéò ãñáììéêÝò áðïäåßîåéò íá ôéò èåùñïýìå ùò \åðåíäõìÝíåò"2 éíôïõé-
óéïíéóôéêÝò Þ êëáóéêÝò áðïäåßîåéò. Ïé ìåôáöñÜóåéò ðïõ áíáöÝñáìå óôï ðñïç-
ãïýìåíï êåöÜëáéï äåí éêáíïðïéïýí áõôÞ ôçí éäéüôçôá (âë. ðáñáãñÜöïõò 3.1
êáé 3.2). Ãé' áõôü èá áíáæçôÞóïõìå êÜðïéåò Üëëåò ìåôáöñÜóåéò (ðëçèùñéêÝò),
ïé ïðïßåò èá ðáßîïõí ïõóéáóôéêü ñüëï óôçí áðüäåéîç óçìáíôéêþí éäéïôÞôùí
ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò (ð.÷. éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç óõóôçìÜôùí êëáóéêÞò ëï-
ãéêÞò).

Åéäéêüôåñá, óôï êåöÜëáéï áõôü, èá åðáëçèåýóïõìå ôï éó÷õñü åðé÷åßñçìá:
äïèåßóçò ìéáò êëáóéêÞò Þ éíôïõéóéïíéóôéêÞò áðüäåéîçò ð, ìðïñïýìå ðÜíôá
íá \åðåíäýóïõìå ôçí ð" ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå ôï áðïôÝëåóìá íá åßíáé ìéá
ãñáììéêÞ áðüäåéîç ä(ð), ôçò ïðïßáò ï óêåëåôüò íá åßíáé ç ð.

Ïñéóìüò 3.0.1. Ìéá äéáêüóìçóç, ìéáò (êëáóéêÞò, éíôïõéóéïíéóôéêÞò) áðü-
äåéîçò ð, åßíáé êÜèå ãñáììéêÞ áðüäåéîç ä(ð) ôÝôïéá þóôå sk(ä(ð))=ð. Åðé-
ðëÝïí, êáëïýìå óôñáôçãéêÞ äéáêüóìçóçò ãéá Ýíá äïóìÝíï ëïãéóìü áêï-
ëïõèçôþí, ôçí ïìïéüìïñöç äéáäéêáóßá (áëãüñéèìï) ðïõ åîÜãåé ìéá äéáêü-
óìçóç ãéá êÜèå äïóìÝíç áðüäåéîç óôï ëïãéóìü.

1Èåùñïýìå ìéá ìåôÜöñáóç \éó÷õñüôåñç" áðü êÜðïéá Üëëç, ìå ôçí Ýííïéá üôé åßíáé ðéï
ðëçèùñéêÞ (äçëáäÞ ôïðïèåôåß ðåñéóóüôåñá åêèåôéêÜ óôïõò ìåôáöñáóìÝíïõò áêïëïõèçôÝò)
êáé åðéðëÝïí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ëáìâÜíïõìå ðåñéóóüôåñá áðïôåëÝóìáôá.

2ÄçëáäÞ ìåôáöñáóìÝíåò ìå ôçí êáôÜëëçëç (ðëçèùñéêÞ) ìåôÜöñáóç.
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Ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðïõ êÜíïõìå ãéá ôéò áðïäåßîåéò, áíáöåñüìáóôå åðßóçò
êáé óôï óêåëåôü åíüò ãñáììéêïý ôýðïõ Á, sk(A). Ï ôýðïò sk(A) ðñïêý-
ðôåé áðü ôïí ãñáììéêü ôýðï Á, äéáãñÜöïíôáò üëá ôá åêèåôéêÜ êáé åðéðëÝïí
áíôéêáèéóôþíôáò ôïõò ãñáììéêïýò ôïõ óõíäÝóìïõò ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ìç-
ãñáììéêïýò. Áíôéóôñüöùò, ïñßæïõìå ôéò äéáêïóìÞóåéò ôýðùí ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 3.0.2. H ä(Á) åßíáé ìéá ãñáììéêÞ äéáêüóìçóç ôïõ Á, áí ëáì-
âÜíåôáé áíôéêáèéóôþíôáò ôïõò êëáóéêïýò (éíôïõéóéïíéóôéêïýò) óõíäÝóìïõò ìå
ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ãñáììéêïýò, êáé åðéðëÝïí ðñïôÜóóïíôáò óå õðïôýðïõò ôïõ
Á ôñïðéêüôçôåò (áêïëïõèßåò áðü ! êáé ?).

Ãéá ðáñÜäåéãìá ïé !?!!Á⊗Â êáé A&?B åßíáé ãñáììéêÝò äéáêïóìÞóåéò ôïõ
Á ∧ B. Ðáñáôçñïýìå áêüìá üôé ãéá êÜèå ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç (·)X éó÷ýåé üôé
sk((A)X) = A.

ÔÝëïò ãéá ãñáììéêïýò ôýðïõò Á, êáëïýìå ôïí ôýðï ä(Á), ðïõ ëáìâÜíåôáé
ðñïôÜóóïíôáò óå õðïôýðïõò ôïõ Á ôñïðéêüôçôåò, äéáêüóìçóç ôïõ Á. Ðñï-
öáíþò ï áñéèìüò ôùí äéáöïñåôéêþí äéáêïóìÞóåùí åíüò äïóìÝíïõ ôýðïõ åßíáé
Üðåéñïò. Ùóôüóï ìðïñïýìå íá ôïðïèåôÞóïõìå üëåò ôéò äõíáôÝò ôñïðéêüôç-
ôåò (modalities) óå åðôÜ êëÜóåéò éóïäõíáìßáò, ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò (ì ≤ í áíí
CLL` ìA⇒ íÁ ãéá êÜèå Á), üðïõ ôá ì êáé í åßíáé ôñïðéêüôçôåò. ÅðïìÝíùò
ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå (ìÝóù áõôÞò ôçò äéáðßóôùóçò) ôïí áñéèìü ôùí äéá-
öïñåôéêþí äéáêïóìÞóåùí åíüò äïóìÝíïõ ôýðïõ ðåðåñáóìÝíï êáé åðéðëÝïí íá
ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç ðïëëáðëüôçôá äéáöïñåôéêþí äéáêïóìÞóåùí, ðáßæåé ñüëï
óôç äõíáìéêÞ ôùí áðïäåßîåùí (âë. [Sch94]).

3.1 ÅðáãùãéêÞ óôñáôçãéêÞ äéáêüóìçóçò ãéá ôï IL

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï, èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôïí ôñüðï, ìå ôïí ïðïßï ìðïñåß
êÜðïéïò íá ðáñÜãåé äéáêïóìÞóåéò éíôïõéóéïíéóôéêþí êáé êëáóéêþí áðïäåßîåùí.
Ìßá êáëÞ ëýóç ëïéðüí, åßíáé íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ìéá äïóìÝíç áðüäåéîç ð óå
ìéá ãñáììéêÞ áðüäåéîç ä(ð), åöáñìüæïíôáò åðáãùãéêÜ ìéá ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç
óôïõò áêïëïõèçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí ð.

Ïñéóìüò 3.1.1. ¸óôù ìéá ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç (·)X êáé ì,í äïóìÝíåò ôñïðé-
êüôçôåò. Ç ôñéÜäá 〈(·)X; ì; í〉 êáèïñßæåé ìéá åðáãùãéêÞ óôñáôçãéêÞ äéá-
êüóìçóçò ( å.ó.ä.) ãéá Ýíá ëïãéóìü áêïëïõèçôþí S áí

1. ãéá üëá ôá S-áîéþìáôá Ã ⇒ Ä éó÷ýåé üôé, o áêïëïõèçôÞò ìÃX ⇒ íÄX

åßíáé Ýíá CLL-áîßùìá Þ ëáìâÜíåôáé áðü êÜðïéï CLL-áîßùìá åöáñìüæï-
íôáò ìéá óåéñÜ áðü óõìöñáóôéêïýò êáé/Þ áìÝëåéáò, åêèåôéêïýò êáíüíåò
(åíäå÷ïìÝíùò ç óåéñÜ åöáñìïãþí íá åßíáé êåíÞ).

2. ãéá üëïõò ôïõò S-êáíüíåò ìå óõìðÝñáóìá Ã ⇒ Ä êáé õðïèÝóåéò Ãi ⇒
Äi, ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå ôïí áêïëïõèçôÞ ìÃX ⇒ íÄX óôçí ãñáì-
ìéêÞ ëïãéêÞ, îåêéíþíôáò áðü ôïõò áêïëïõèçôÝò ìÃX

i ⇒ íÄX
i êáé åöáñ-
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ìüæïíôáò ôïí áíôßóôïé÷ï CLL-êáíüíá, ôïõ ïðïßïõ åíäå÷ïìÝíùò íá ðñïç-
ãåßôáé êáé/Þ íá Ýðåôáé ìéá óåéñÜ (åíäå÷ïìÝíùò êåíÞ) áðü åöáñìïãÝò
åêèåôéêþí óõìöñáóôéêþí êáé/Þ áìÝëåéáò êáíüíùí.

ÅðïìÝíùò, áðü ôïí ïñéóìü, óõìðåñáßíïõìå üôé áí 〈(·)X; ì; í〉 åßíáé ìéá
å.ó.ä. ãéá Ýíá ëïãéóìü áêïëïõèçôþí S, ôüôå ãéá êÜèå S-áðüäåéîç ð åíüò áêï-
ëïõèçôÞ Ã ⇒ Ä, ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå åðáãùãéêÜ ôç ìåôÜöñáóç (·)X

óôçí ð (äçëáäÞ ìåôáöñÜæïõìå Ýíáí ðñïò Ýíáí ôïõò áêïëïõèçôÝò îåêéíþíôáò
áðü ôá áîéþìáôá êáé Ýíáí ðñïò Ýíáí ôïõò ôýðïõò îåêéíþíôáò áðü ôïõò áôï-
ìéêïýò) êáé íá ðáñÜãïõìå ôïí áêïëïõèçôÞ ìÃX ⇒ íÄXìå ìéá áðüäåéîç ðX,
ç ïðïßá åßíáé äéáêüóìçóç ôçò áñ÷éêÞò ð.

¼ðùò öáßíåôáé êáé ìÝóù ôùí áðïäåßîåùí ôùí ÈåùñçìÜôùí 2.1.2 êáé 2.3.1,
ïýôå ç ìåôáöñÜóç ôïõ Girard ãéá ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ, ïýôå ïé ìåôá-
öñÜóåéò Q êáé T ãéá ôçí êëáóéêÞ, åßíáé ìåôáöñÜóåéò ðïõ äßíïõí äéáêïóìÞóåéò.
Ìå Üëëá ëüãéá ïé ôñéÜäåò 〈(·)∗; !; ·〉, 〈(·)Q; !; ?!〉 êáé 〈(·)T ; !?; ?〉 äåí ïñßæïõí
å.ó.ä. ãéá ôá IL êáé CL. Áõôü óõìâáßíåé ãéáôß ìå ôçí åðáãùãéêÞ åöáñìïãÞ
áõôþí ôùí ìåôáöñÜóåùí, ãåíéêÜ äçìéïõñãïýíôáé ôïìÝò óå áñêåôÜ óçìåßá, ìå
áðïôÝëåóìá áí èåùñÞóïõìå ôï óêåëåôü ôçò ìåôáöñáóìÝíçò áðüäåéîçò, íá ìçí
óõìðßðôåé ìå ôçí áñ÷éêÞ áðüäåéîç. ÅðéðëÝïí éó÷ýåé êÜôé éó÷õñüôåñï: áêüìá
êáé áí áðáëåßøïõìå ôéò ôïìÝò ðïõ äçìéïõñãïýíôáé (\ôïìÝò äéüñèùóçò") êáé
Ýðåéôá èåùñÞóïõìå ôï óêåëåôü, ðÜëé áõôüò äåí óõìðßðôåé ìå ôçí áñ÷éêÞ áðü-
äåéîç. Áò äïýìå üìùò Ýíá ðáñÜäåéãìá ãéá ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ðåñßðôùóç.
¸óôù ç éíôïõéóéïíéóôéêÞ áðüäåéîç:

C ⇒ C
A⇒ A (W)
B;A⇒ A

(L→)
C;C → B;A⇒ A

Åöáñìüæïõìå åðáãùãéêÜ ôç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard êáé åéóÜãïõìå ôéò áðáñáß-
ôçôåò \ôïìÝò äéüñèùóçò" ãéá ôïí áñéóôåñü êáíüíá óõíåðáãùãÞò:

C∗ ⇒ C∗ (L!)
!C∗ ⇒ C∗ (R!)
!C∗ ⇒ !C∗ B∗ ⇒ B∗ (L()

!C∗; !C∗ ( B∗ ⇒ B∗
(L!)

!C∗; !(!C∗ ( B∗) ⇒ B∗
(R!)

!C∗; !(!C∗ ( B∗) ⇒ !B∗
(R()

!(!C∗ ( B∗) ⇒ !C∗ ( !B∗

C∗ ⇒ C∗ (L!),(R!)
!C∗ ⇒ !C∗

A∗ ⇒ A∗ (L!)
!A∗ ⇒ A∗ (W!)

!B∗; !A∗ ⇒ A∗
(L()

!C∗; !C∗ ( !B∗; !A∗ ⇒ A∗
(ôïìÞ)

!C∗; !(!C∗ ( B∗); !A∗ ⇒ A∗

ç ïðïßá áðáëåßöïíôáò ôçí ôïìÞ ôçò, âÜóåé ôïõ ãñáììéêïý áëãüñéèìïõ êáíï-
íéêïðïßçóçò áíÜãåôáé óôçí:
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Á∗ ⇒ Á∗ (L!)
!A∗ ⇒ A∗ (W!)

!C∗; !A∗ ⇒ A∗
(W!)

!C∗; !(!C∗ ( B∗); !A∗ ⇒ A∗

ôçò ïðïßáò ï óêåëåôüò åßíáé:

Á⇒ Á (LW)
C;A⇒ A

(LW)
C;C → B;A⇒ A

ðïõ äéáöÝñåé áðü ôçí áñ÷éêÞ áðüäåéîç. Ðáñ' üë' áõôÜ áí óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ
áðüäåéîç, åöáñìüóïõìå ôçí ìåôÜöñáóç Girard ôüôå èá ëÜâïõìå ìßá äéáêü-
óìçóç. Ôï ãåãïíïò áõôü äåí åßíáé ôõ÷áßï, áëëÜ åßíáé ìéá ãåíéêÞ éäéüôçôá.
ÄçëáäÞ ãéá êÜèå éíôïõéóéïíéóôéêÞ áðüäåéîç ð, áí ôç ìåôáó÷çìáôßóïõìå ìå
ôçí ìåôÜöñáóç Girard êáé áðáëåßøïõìå ôéò \ôïìÝò äéüñèùóçò" (ëáìâÜíïíôáò
Ýôóé ôçí ð∗−ôïìåò) êáé èåùñÞóïõìå ôï óêåëåôü áõôÞò ôçò ìåôáöñáóìÝíçò áðü-
äåéîçò (sk(ð∗−ôïìåò)) ðïõ åßíáé ìéá éíôïõéóéïíéóôéêÞ áðüäåéîç (óõãêåêñéìÝíá
ìéá áðüäåéîç óôï ILU, âë. ðáñÜãñáöï 3.2), ôüôå ãéá ôçí sk(ð∗−ôïìåò) ç ìåôÜ-
öñáóç Girard äßíåé äéáêüóìçóç [Sch94].

ÃåíéêÜ ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå ïôé ïé åìöõôåýóåéò ãéá ôéò ìåôáöñÜ-
óåéò ðïõ Þäç áíáöÝñáìå, äåí åßíáé å.ó.ä. åîáéôßáò ôïõ üôé ÷ñçóéìïðïéïýí ëßãá
åêèåôéêÜ. Áí ðñïóðáèÞóïõìå, ãéá ðáñÜäåéãìá ãéá ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëï-
ãéêÞ, íá ìåôáöñÜóïõìå ôïõò ôýðïõò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðåñéóóüôåñá ! ôüôå
ãñÞãïñá ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç ðïõ íá åìöõôåýåé ôçí
éíôïõéóéïíéóôéêÞ óôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ êáé íá ïñßæåé å.ó.ä. . Ãé' áõôü ôï ëüãï
êáëïýìå ôéò ìåôáöñÜóåéò áõôÝò ðëçèùñéêÝò. ÓõãêåêñéìÝíá èá ôïðïèåôÞ-
óïõìå ! óôïõò ôýðïõò ãéá ôïõò ïðïßïõò äåí ôïðïèåôïýóå ! ç ìåôÜöñáóç
Girard (äçëáäÞ óôïõò Á êáé Â ãéá ôïõò óõíäÝóìïõò ∧ êáé ∀, êáé óôï B ãéá
ôï óýíäåóìï →).

ÅðïìÝíùò, áò èåùñÞóïõìå ôç äåõôåñïâÜèìéá éíôïõéóéïíéóôéêÞ ðñïôáóéáêÞ
ëïãéêÞ I2

pL, ìå ðñïóèåôéêïýò êáíüíåò ãéá ôç óýæåõîç êáé ôç äéÜæåõîç.

Ïñéóìüò 3.1.2. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç (·)~, áðü ôýðïõò óå ãñáììéêïýò
ôýðïõò ùò åîÞò: ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò ×, èÝôïõìå ×~ :=×. ÅðéðëÝïí èåù-
ñïýìå:

⊥~ := 0
(A ∧B)~ := !A~&!B~

(A ∨B)~ := !A~ ⊕ !B~

(A→ B)~ := !A~ ( !B~

(∀×A)~ := ∀× !A~

(∃×A)~ := ∃× !A~

ÐáñáôÞñçóç: Ç (·)~-ìåôÜöñáóç, ìåôáöñÜæïíôáò ôïõò ëïãéêïýò óõíäÝ-
óìïõò, ôïðïèåôåß åðéðëÝïí ! óôïõò ôýðïõò ãéá ôïõò ïðïßïõò äåí ôïðïèåôïýóå
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! ç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard. ÄçëáäÞ óôïõò Á∗ êáé Â∗ ãéá ôï ∧, óôïí Â∗ ãéá
ôï →, êáé óôïí Á∗ ãéá ôï ∀.

¸ðåôáé ôï èåþñçìá ïñèüôçôáò-ðéóôüôçôáò.

Èåþñçìá 3.1.3. I2
pL ` Ã ⇒ Á áí êáé ìüíïí áí I2

pLL ` !Ã~ ⇒ Á~.

Áðüäåéîç. Ç ðéóôüôçôá Ýðåôáé Üìåóá, èåùñþíôáò ôïí óêåëåôü ôçò I2pLL-
áðüäåéîçò. Ç ïñèüôçôá áðïäåéêíýåôáé, êáôÜ ôá ãíùóôÜ, ìå åðáãùãÞ óôï
ìÞêïò ôùí I2

pL-áðïäåßîåùí. Áò åëÝãîïõìå ãéá ðáñÜäåéãìá, ôçí ðåñßðôùóç
üðïõ ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò I2

pL-áðüäåéîçò åßíáé ï êáíüíáò:

Ã1 ⇒ Á B;Ã2 ⇒ C
(L→)

Ã1; Ã2; Á→ Â ⇒ C

Áðü ôçí Å.Õ. , óôç I2pLL áðïäåéêíýïíôáé ïé áêïëïõèçôÝò !Ã~
1 ⇒ Á~ êáé

!B~; !Ã~
2 ⇒ C~. Ïðüôå

!Ã~
1 ⇒ Á~

(R!)
!Ã~

1 ⇒ !Á~ !B~; !Ã~
2 ⇒ C~

(L()
!Ã~

1 ; !Ã
~
2 ; !Á~ ( !Â~ ⇒ C~

(L!)
!Ã~

1 ; !Ã
~
2 ; !(!Á~ ( !Â~) ⇒ C~

Áò åëÝãîïõìå êáé ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò I2
pL-áðüäåéîçò

åßíáé ï äåõôåñïâÜèìéïò êáíüíáò:

Ã ⇒ A[Â=× ]
(R∃2)

Ã ⇒ ∃×A
Áðü ôçí Å.Õ. , óôç I2pLL áðïäåéêíýåôáé ï áêïëïõèçôÞò !Ã~ ⇒ (Á[Â=× ])~.
Ôüôå ëüãù ôïõ ËÞììáôïò 2.0.3 èá áðïäåéêíýåôáé êáé ï !Ã~ ⇒ Á~[Â~=× ].
ÅðéðëÝïí ãéá üëïõò ôïõò ôýðïõò Á êáé Â êáé ãéá êÜèå áôïìéêü ôýðï ×, ðñï-
öáíþò éó÷ýåé üôé !(Á[Â=× ]) ≡ (!Á)[Â=× ]. Ïðüôå:

!Ã~ ⇒ A~[Â~=× ]
(R!)

!Ã~ ⇒ !(A~[Â~=× ])
!Ã~ ⇒ (!A~)[Â~=× ]

(R∃2)
!Ã~ ⇒ ∃× !A~

Åðßóçò, åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå üôé ç ôñéÜäá 〈(·)~; !; ·〉 åßíáé ìßá å.ó.ä. êá-
èþò ç ðñþôç ðñïûðüèåóç ôïõ Oñéóìïý 3.1.1 ðñïöáíþò éó÷ýåé êáé åðéðëÝïí
éó÷ýåé êáé ç äåýôåñç êáèþò ãéá êÜèå áðüäåéîç ð áíôéêáèéóôïýìå üëïõò ôïõò
áêïëïõèçôÝò Ã ⇒ Á, ìå !Ã~ ⇒ Á~ êáé åöáñìüæïõìå ôïí êáíüíá R! áêñéâþò
ðñéí áðü êÜèå êáíüíá üðïõ ï ôýðïò óôïí \åðüìåíï" êÜðïéáò õðüèåóçò, åßíáé
åíåñãüò (ð.÷. ðñéí áðü R→ êáé ðñéí áðü åöáñìïãÝò ôùí L→ êáé ôïìÞò, ãéá
ôçí áñéóôåñÞ õðüèåóç). Ãéá ðáñÜäåéãìá ç áðüäåéîç
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C ⇒ C
A⇒ A (W)
B;A⇒ A

(L→)
C;C → B;A⇒ A

ãßíåôáé

!C~ ⇒ C~
(R!)

!C~ ⇒ !C~
!A~ ⇒ A~

(W!)
!B~; !A~ ⇒ A~

(L()
!C~; !C~ ( !B~; !Á~ ⇒ !A~

(L!)
!C~; !(!C~ ( !B~); !Á~ ⇒ !A~

ÐáñáôÞñçóç: Êáëïýìå ôç ãñáììéêÞ áðüäåéîç ð~ ðïõ ðñïêýðôåé, ð(ëÞñç)-
äéáêüóìçóç ôçò ð. H áðüäåéîç áõôÞ éêáíïðïéåß ôçí ðñïò ôá êÜôù éäéüôçôá
(down property), ç ïðïßá ëÝåé üôé êÜèå êýñéïò ôýðïò óå êÜðïéá åöáñìïãÞ ôïõ
êáíüíá R!, åßíáé åíåñãüò óôïí êáíüíá ðïõ áêïëïõèåß.

3.2 Ôï óýóôçìá ILU

Óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï ðáñáôçñÞóáìå üôé ç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard äåí
ïñßæåé å.ó.ä. ãéá ôï óýóôçìá IL. ÅðéðëÝïí ìðïñïýìå íá éó÷õñéóôïýìå üôé, äåí
ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êÜðïéá å.ó.ä. ç ïðïßá íá äßíåé äéáêïóìÞóåéò éíôïõé-
óéïíéóôéêþí áðïäåßîåùí, ïé ïðïßåò íá åßíáé õðï-Girard (ìå ôçí Ýííïéá üôé ç
ìåôÜöñáóç ìéáò åíäå÷üìåíçò ôÝôïéáò å.ó.ä. , äåí ôïðïèåôåß ! óå (õðï)ôýðïõò
ðïõ äåí åßíáé ìáñêáñéóìÝíïé ìå ! áðü ôçí (·)∗-ìåôÜöñáóç). Áò ôï äéáðéóôþ-
óïõìå áõôü ìå êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá.

Êáôáñ÷Þí åßíáé áðáñáßôçôïò ï åîÞò ïñéóìüò:

Ïñéóìüò 3.2.1. Méá ãñáììéêÞ áðüäåéîç ð1 ðåñéÝ÷åôáé óå êÜðïéá ãñáììéêÞ
áðüäåéîç ð2, áí êÜèå áêïëïõèçôÞò ôçò ð1 ðåñéÝ÷åôáé óôïõò áêïëïõèçôÝò ôçò
ð2, ìå ôçí Ýííïéá üôé Þ õðÜñ÷åé áêñéâþò ï ßäéïò, Þ ðñïêýðôåé áðü êÜðïéïí
áðü ôïõò áêïëïõèçôÝò ôçò ð2 áí äéáãñÜøïõìå êÜðïéá áðü ôá åêèåôéêÜ ôïõ3.

Áò èåùñÞóïõìå ðÜëé ôçí IL-áðüäåéîç ôïõ áêïëïõèçôÞ C;C → B;A ⇒ A
óôï ðáñÜäåéãìá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ:

C ⇒ C
A⇒ A (W)
B;A⇒ A

(L→)
C;C → B;A⇒ A

Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå äýï åíäå÷üìåíåò äéáêïóìÞóåéò áõôÞò. Ç áñéóôåñÞ åßíáé
îåêÜèáñá \åëá÷éóôéêÞ" äéáêüóìçóç, êáèþò êÜèå äéáêüóìçóç ôçí ðåñéÝ÷åé.
Ç äåîéÜ åßíáé ç äéáêüóìçóç ðïõ ðñïêýðôåé áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí (·)~-
ìåôÜöñáóç êáé ôçí áíôéðáñáèÝôïõìå ìå ôçí áñéóôåñÞ, ãéá íá ãßíåé êáôáíïçôÞ
ç Ýííïéá ôïõ \ðåñéÝ÷åóèáé":

3Ôá åêèåôéêÜ áõôÜ, âÜóåé ôçò èåùñßáò ôïõ Êåöáëáßïõ 4, åßíáé ðåñéôôÜ.
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C ⇒ C
A⇒ A (W!)

!B;A⇒ A
(L()

C;C ( !B;A⇒ A

C~ ⇒ C~
(L!)

!C~ ⇒ C~
(R!)

!C~ ⇒ !C~

A~ ⇒ A~
(L!)

!A~ ⇒ A~
(W!)

!B~; !A~ ⇒ A~
(L()

!C~; !C~ ( !B~; !A~ ⇒ A~

Óôçí áñéóôåñÞ äéáêüóìçóç, ôï ! ðïõ âñßóêåôáé ìðñïóôÜ áðü ôï Â åßíáé
áðáñáßôçôï ëüãù ôçò ÷ñÞóçò ôïõ äïìéêïý êáíüíá ôçò åîáóèÝíçóçò. Áí äåí
õðÞñ÷å ôï !, ç áðüäåéîç èá Þôáí ìç-ãñáììéêÞ. ÅðïìÝíùò êÜèå õðï-Girard
äéáêüóìçóç äåí èá Þôáí ãñáììéêÜ óùóôÞ. ¢ñá åðéâåâáéþíåôáé ôï åðé÷åßñçìá
üôé äåí õðÜñ÷åé êÜðïéá ìåôÜöñáóç (Þ ãåíéêÜ å.ó.ä.) ðïõ íá äßíåé õðï-Girard
äéáêüóìçóç, äéüôé óôç ìåôÜöñáóç ôïõ Á→ Â, äåí èá ìáñêÜñåé ìå ! ôï Â.

Ôï ðñüâëçìá áõôü õðÜñ÷åé, åðåéäÞ ç éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ åðéôñÝðåé
åöáñìïãÝò ôùí êáíüíùí L→, L∧ êáé L∀2 óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï åíåñãüò
ôýðïò ôçò (äåîéÜò) õðüèåóçò Ý÷åé ðñïÝëèåé áðü äïìéêü êáíüíá. ÄçëáäÞ Ýóôù,
óáí äåýôåñï ðáñÜäåéãìá, ç áðüäåéîç:

Á⇒ Á (LW)
A;B ⇒ A

(L∧)
A;B ∧ C ⇒ A

Ôüôå êÜèå äéáêüóìçóç èá ðåñéÝ÷åé ôçí:

Á⇒ Á (W!)
A; !B ⇒ A

(L&1)
A; !B&C ⇒ A

åíþ ïé ìåôáöñÜóåéò ðïõ äßíïõí õðï-Girard äéáêïóìÞóåéò, äåí ìáñêÜñïõí ìå
! ôï Â. Ùóôüóï ç ïñèüôçôá ôçò åìöýôåõóçò ðïõ äßíåé ç (·)∗-ìåôÜöñáóç, ìáò
äåß÷íåé üôé ìðïñïýìå íá áðïäåéêíýïõìå ôïí áêïëïõèçôÞ ðïõ èÝëïõìå ÷ùñßò
ôç ÷ñÞóç ôùí êáíüíùí, ðïõ áíáöÝñèçêáí óôéò ðåñéðôþóåéò ðáñáðÜíù. Áõôü
ðñïêýðôåé Üìåóá, áðü ôçí éäéüôçôá õðïôýðïõ êáé ôï ãåãïíüò üôé ï óêåëåôüò
ìéáò ILL-áðüäåéîçò (÷ùñßò ôïìÝò) ôïõ áêïëïõèçôÞ !Ã∗ ⇒ Á∗, åßíáé ìßá IL-
áðüäåéîç. Óôá ðáñáäåßãìáôá äçëáäÞ, ïé êáíüíåò L→ êáé L∧ ìðïñïýí íá
áíôéêáôáóôáèïýí ìå åîáóèÝíçóç ùò åîÞò:

Á⇒ Á (LW)
C;A⇒ A

(LW)
C;C → B;A⇒ A

Á⇒ Á (LW)
A;Â ∧ C ⇒ A

ÅðïìÝíùò èá ìðïñïýóáìå íá èåùñÞóïõìå Ýíá éíôïõéóéïíéóôéêü óýóôçìá
áêïëïõèçôþí, óôï ïðïßï èá áðáãïñåýåôáé ç ÷ñÞóç ôùí êáíüíùí L→, L∧ êáé
L∀2 (ìå ôïí ôñüðï ðïõ áíáöÝñáìå ðñéí) óå ìç-ãñáììéêïýò ôýðïõò, êáé óôï
ïðïßï áíáìÝíïõìå ç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard, êáèþò êáé Üëëåò ìåôáöñÜóåéò ðïõ
äßíïõí õðï-Girard äéáêïóìÞóåéò, íá ïñßæïõí å.ó.ä. ãéá ôï óýóôçìá áõôü.
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Áîéþìáôá:

A;⇒ A (Ax)

Ëïãéêïß êáíüíåò:

;Ã1 ⇒ Á B;Ã2 ⇒ C
(L→)

Á→ Â;Ã1; Ã2 ⇒ C
Ð ;Ã;Á⇒ Â

(R→)
Ð ;Ã ⇒ Á→ Â

Káíüíåò ãéá ôï äåõôåñïâÜèìéï ðïóïäåßêôç (Y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,Ð):

A[T=X];Ã ⇒ C
(L∀2)

∀2XA;Ã ⇒ C

Ð ;Ã ⇒ A[Y=X]
(R∀2)

Ð ;Ã ⇒ ∀2XA
Äïìéêïß êáíüíåò:

Ð ;Ã ⇒ C
(LW)

Ð ;Ã;A⇒ C
Ð ;Ã;A;A⇒ C

(LC)
Ð ;Ã;A⇒ C

A;Ã ⇒ C
(D)

;A;Ã ⇒ C
Êáíüíåò ôïìÞò:

Ð ;Ã1 ⇒ Á Á;Ã2 ⇒ C
(ôïìÞ êåöáëÞò)

Ð ;Ã1; Ã2 ⇒ C
;Ã1 ⇒ Á Ð ;Á;Ã2 ⇒ C

(ôïìÞ ìÝóçò)
Ð ;Ã1; Ã2 ⇒ C

Ó÷Þìá 3.1: To óýóôçìá ILU.

Ôï óýóôçìá áõôü, ôï êáôáóêåõÜæïõìå ïõóéáóôéêÜ áðïäïìþíôáò ôéò áðï-
äåßîåéò ôùí ãñáììéêþí áêïëïõèçôþí !Ã∗ ⇒ Á∗ (÷Üñéí óõíôïìßáò, ðåñéïñé-
æüìáóôå óôï ôìÞìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï ôçí óõíåðáãùãÞ êáé ôïí êáèïëéêü
äåõôåñïâÜèìéï ðñïôáóéáêü ðïóïäåßêôç, äçëáäÞ ôï ôìÞìá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï
óýóôçìá F ôïõ Girard, Ó÷Þìá 3.1).

Ç éäÝá ôùí áêïëïõèçôþí ìå ìÝñç ðïõ äéá÷ùñßæïíôáé óýìöùíá ìå ôçí óõ-
ìðåñéöïñÜ (ãñáììéêÞ Þ ü÷é) ôùí ôýðùí, ïöåßëåôáé óôïí Girard ðïõ åéóÞãáãå
ôá óõóôÞìáôá LC [Gir93] êáé LU [Gir91]. Óôç èåùñßá äåí õðÜñ÷åé üñéï óôïí
áñéèìü ôùí ðåñéï÷þí ðïõ ìðïñåß êÜðïéïò íá äéá÷ùñßóåé. Ãéá ðáñÜäåéãìá åßíáé
äõíáôüí íá ôõðïðïéÞóïõìå áêñéâþò ôç óõìðåñéöïñÜ ôùí ãñáììéêþí áðïäåß-
îåùí, áêïëïõèçôþí ôçò ìïñöÞò ÃÔ1 ; ?ÃÔ2 ; !?ÃÔ3 ⇒ !?ÄÔ

3 ; ?ÄÔ
2 ; ÄÔ

1 óå Ýíáí
ëïãéóìü ðïõ ðåñéÝ÷åé áêïëïõèçôÝò ôçò ìïñöÞò Ã1;Ã2;Ã3 ⇒ Ä3;Ä2;Ä1 üðïõ
ôá ôñßá ìÝñç óå êÜèå ðëåõñÜ ôïõ áêïëïõèçôÞ ðåñéÝ÷ïõí ôýðïõò üðïõ åííïåßôáé
üôé åßíáé ìáñêáñéóìÝíïé ìå ·,? êáé !?. Óõíåðþò ï áêüëïõèïò ïñéóìüò åßíáé
ìéá ãåíßêåõóç ôïõ Ïñéóìïý 3.1.1.

Ïñéóìüò 3.2.2. Ãéá Ýíá ëïãéóìü áêïëïõèçôþí ôçò ìïñöÞò Ã1;Ã2; :::;Ãm ⇒
Ä1;Ä2; :::;Än, ãéá ìéá ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç (·)X êáé ôñïðéêüôçôåò ì1; :::; ìm,
í1; :::; ín, ç m+n+1-Üäá 〈(·)X; ì1; :::; ìm; í1; :::; ín〉 ïñßæåé ìéá åðáãùãéêÞ
óôñáôçãéêÞ äéáêüóìçóçò (å.ó.ä.) ãéá ôï ëïãéóìü áêïëïõèçôþí, áí ïé
óõíèÞêåò ôïõ Oñéóìïý 3.1.1 éêáíïðïéïýíôáé, üôáí ìåôáöñÜæïõìå üëïõò ôïõò
áêïëïõèçôÝò ôçò ìïñöÞò Ã1;Ã2; :::;Ãm ⇒ Ä1;Ä2; :::;Än óôïõò áêïëïõèçôÝò
ì1ÃX

1 ; ì2ÃX
2 ; :::; ìmÃX

m ⇒ í1ÄX
1 ; í2ÄX

2 ; :::; ínÄX
n .

Óôïí áêïëïõèçôÞ Ð ;Ã ⇒ Á, ôïõ óõóôÞìáôïò ILU, ôï óýìâïëï Ð äçëþíåé
Ýíá ðïëõóýíïëï ìå ðëçèéêüôçôá ≤ 1. ÄçëáäÞ ðåñéÝ÷åé ôï ðïëý Ýíáí ôýðï
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(êåöáëÞò) ôïõ ïðïßïõ ç åìöÜíéóç óôïí áêïëïõèçôÞ äéá÷ùñßæåôáé áðü ôï \;".
ÃñáììéêÜ áíôéóôïé÷åß óå Ýíá ôýðï ðïõ äåí Ý÷åé (áêüìç) ìáñêáñéóôåß ìå !. Ôï
ìÝñïò ôïõ áêïëïõèçôÞ, áñéóôåñÜ ôïõ ; êáëåßôáé êáé ãñáììéêü, äéüôé åêåß äåí
åðéôñÝðåôáé ç ÷ñÞóç ôùí äïìéêþí êáíüíùí. Ï äïìéêüò êáíüíáò D åßíáé ï
áíôßóôïé÷ïò ôïõ ãñáììéêïý êáíüíá L!.

Ç ó÷Ýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ILU ìå ôï áíôßóôïé÷ï ôìÞìá ôçò I2
pL öáßíåôáé

óôçí áêüëïõèç ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 3.2.3. Aí ILU ` Ð ;Ã ⇒ Á, ôüôå I2
pL ` Ð;Ã ⇒ Á. Áíôßóôñïöá,

áí I2
pL ` Ã ⇒ Á, ôüôå ILU ` ;Ã ⇒ Á.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç êáé ãéá ôéò äýï êáôåõèýíóåéò ãßíåôáé ìå åðáãùãÞ óôï
ìÞêïò ôùí áðïäåßîåùí, ãéá ôá áíôßóôïé÷á óõóôÞìáôá áêïëïõèçôþí. ¸íá ìç
ôåôñéììÝíï âÞìá ãéá ôçí áíôßóôñïöç êáôåýèõíóç, åßíáé áõôü üðïõ ôåëåõôáßïò
êáíüíáò ôçò IL-áðüäåéîçò åßíáé ï L→. Ôüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ïé
áêïëïõèçôÝò ;Ã1 ⇒ Á êáé ;B;Ã2 ⇒ C áðïäåéêíýïíôáé óôï ILU. ¼ìùò äåí
ìðïñïýìå Üìåóá íá åöáñìüóïõìå ôïí êáíüíá L→. Ãé' áõôü ÷ñçóéìïðïéþíôáò
\ôïìÝò ìÝóçò" Ýðåôáé:

;Ã1 ⇒ Á

A;⇒ Á
(D)

;A⇒ Á B;⇒ B
(L→)

A→ B;Á⇒ Â
(D)

;Á;A→ B ⇒ Â
(ôïìÞ)

;Ã1; A→ B ⇒ B ;Ã2; B ⇒ C
(ôïìÞ)

;Ã1; Ã2; Á→ Â ⇒ C

Ðáñáôçñïýìå åðïìÝíùò, áðü ôçí áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò 3.2.3, üôé áí óå
êÜðïéá éíôïõéóéïíéóôéêÞ áðüäåéîç êÜðïéïõ áêïëïõèçôÞ Ã ⇒ Á åöáñìüæïíôáé
ïé êáíüíåò L→, L∧ êáé L∀2 ìå ôïí áðáãïñåõìÝíï ãéá ôï ILU ôñüðï, ôüôå óôï
óýóôçìá ILU ï áêïëïõèçôÞò ;Ã ⇒ Á èá áðïäåéêíýåôáé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò
êáíüíåò ôïìÞò.

Áò äåßîïõìå üìùò áìÝóùò ôï æçôïýìåíï. ÄçëáäÞ üôé ç ìåôÜöñáóç ôïõ
Girard äßíåé å.ó.ä. ãéá ôï óýóôçìá ILU.

Èåþñçìá 3.2.4. Ç ôåôñÜäá 〈(·)∗; ·; !; ·〉 åßíáé å.ó.ä. ãéá ôï ILU. ¸ðåôáé üôé ç
ìåôÜöñáóç ôïõ Girard åìöõôåýåé ïñèÜ êáé ðéóôÜ ôï ILU óôo ãñáììéêü ôìÞìá
{!,(,∀∗2}4 ìå ôïí åîÞò ôñüðï:

ILU ` Ð ;Ã ⇒ Á áí êáé ìüíïí áí {!,(,∀∗2}` Ð∗; !Ã∗ ⇒ Á∗

4To ∀∗2 äçëþíåé üôé ï äåõôåñïâÜèìéïò êáèïëéêüò ðïóïäåßêôçò åöáñìüæåôáé óå ôýðïõò
ôçò ìïñöÞò ×∗, ïé ïðïßïé üìùò ôáõôßæïíôáé ìå ôïõò áíôéóôïé÷ïõò × , ëüãù ôçò ìåôÜöñá-
óçò. ÁðëÜ ìå áõôü ôïí ôñüðï äçëþíïõìå üôé ïé ôýðïé ôïõ ôìÞìáôïò áõôïý åßíáé ôýðïé
ìåôáöñáóìÝíïé, áðü ôç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard.
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Áðüäåéîç. Áñêåß íá äåßîïõìå üôé éó÷ýïõí ïé óõíèÞêåò ôïõ Oñéóìïý 3.1.1,
üðùò áõôÝò ôñïðïðïéïýíôáé áðü ôïí Oñéóìü 3.2.2.

• Ôï 1 éêáíïðïéåßôáé äéüôé, ãéá êÜèå ILU-áîßùìá ôçò ìïñöÞò Á;⇒ Á, áñ-
êåß íá äåßîïõìå üôé {!,(,∀∗2}` A∗ ⇒ A∗, ôï ïðïßï âÝâáéá éó÷ýåé êáèþò
åßíáé áîßùìá.

• Ãéá ôï 2, èá äåßîïõìå ìßá ÷áñáêôçñéóôéêÞ ðåñßðôùóç. Ïé Üëëåò áðïäåé-
êíýïíôáé ïìïßùò. ¸óôù ï êáíüíáò

;Ã1 ⇒ Á B;Ã2 ⇒ C
(L→)

Á→ Â;Ã1; Ã2 ⇒ C

Ôï æçôïýìåíï Ýðåôáé ùò åîÞò:

!Ã∗1 ⇒ Á∗
(R!)

!Ã∗1 ⇒ !Á∗ Â∗; !Ã∗2 ⇒ C∗
(L()

!A∗ ( Â∗; !Ã∗1 ; !Ã∗2 ⇒ C∗

Êáíïíéêïðïßçóç óôï ILU

Ïé ãñáììéêÝò ôïìÝò, áíÜìåóá óå g-äéáêïóìçìÝíåò (ìåôáöñáóìÝíåò ìå ôçí
(·)∗-ìåôÜöñáóç) ILU-áðïäåßîåéò ðñïêýðôïõí óå äýï äéáöïñåôéêÝò ìïñöÝò.

1. Áí ð∗ åßíáé ìéá g-äéáêïóìçìÝíç ILU-áðüäåéîç ìå óõìðÝñáóìá Ð∗; !Ã∗ ⇒
Á∗ êáé ô∗ åßíáé ìéá g-äéáêïóìçìÝíç ILU-áðüäåéîç ìå óõìðÝñáóìáÁ∗; !Ä∗
⇒ Â∗, ôüôå ç ôïìÞ èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

ð∗
Ð∗; !Ã∗ ⇒ Á∗

ô∗
Á∗; !Ä∗ ⇒ Â∗

(ôïìÞ)
Ð∗; !Ã∗; !Ä∗ ⇒ Â∗

2. Áí ð∗ åßíáé ìéá g-äéáêïóìçìÝíç ILU-áðüäåéîç ìå óõìðÝñáóìá !Ã∗ ⇒ Á∗
êáé ô∗ åßíáé ìéá g-äéáêïóìçìÝíç ILU-áðüäåéîç ìå óõìðÝñáóìáÐ∗; !Á∗; !Ä∗
⇒ Â∗, ôüôå ç ôïìÞ èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

ð∗
!Ã∗ ⇒ Á∗ (R!)
!Ã∗ ⇒ !Á∗

ô∗
Ð∗; !Á∗; !Ä∗ ⇒ Â∗

(ôïìÞ)
Ð∗; !Ã∗; !Ä∗ ⇒ Â∗
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Ó÷Þìá 3.2: ¸íá êåíü Þ Ýíá óôïé÷åéþäåò âÞìá áíáãùãÞò.

ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôïí áëãüñéèìï áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò,
ãéá ôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, êáé íá ëÜâïõìå Þ ìßá g-äéáêïóìçìÝíç ILU-áðüäåéîç,
Þ ìéá áðüäåéîç ðïõ èá ðåñéÝ÷åé ãñáììéêÝò ôïìÝò ôçò ìïñöÞò 1 Þ 2. ÂÜóåé üìùò
ôçò éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßçóçò, ç äéáäéêáóßá áõôÞ èá ôåñìáôßóåé óå êáíïíéêÞ
ìïñöÞ, äçëáäÞ óå ìéá g-äéáêïóìçìÝíç ILU-áðüäåéîç. Ïðüôå ç óõëëïãÞ ôùí
g-ìåôáöñáóìÝíùí ILU-áðïäåßîåùí åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôéò ãñáììéêÝò ôïìÝò
ôçò ìïñöÞò 1 êáé 2.

Áðü ôéò ðáñáðÜíù ðáñáôçñÞóåéò, ìðïñïýìå íá ëÜâïõìå ìéá íôåôåñìéíé-
óôéêÞ äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò ó ãéá ILU-áðïäåßîåéò ð, ç ïðïßá áíôé-
óôïé÷åß óôç ãñáììéêÞ äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò óLL ðïõ åöáñìüæåôáé
óôç g-äéáêïóìçìÝíç áðüäåéîç ð∗. Ãéá ôçí áêñßâåéá, ç äéáäéêáóßá ó ëáìâÜíåôáé
áðü ôá âÞìáôá ôçò óLL, èåùñþíôáò ãéá êÜèå âÞìá ôï óêåëåôü ôùí ãñáììéêþí
áðïäåßîåùí. Ùóôüóï ç áíôéóôïé÷ßá ôùí äýï äéáäéêáóéþí äåí åßíáé Ýíá-ðñïò-
Ýíá. ÅðåéäÞ óôéò g-äéáêïóìçìÝíåò ILU-áðïäåßîåéò ðáñåìâÜëïíôáé åöáñìïãÝò
ôùí êáíüíùí R! (ïé áíôßóôïé÷åò ILU áðïäåßîåéò ôüôå Ý÷ïõí ëéãüôåñåò åöáñ-
ìïãÝò êáíüíùí), óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò Ýíá óôïé÷åéþäåò âÞìá áíáãùãÞò óôç
ó, èá áíôéóôïé÷åß óå äýï äéáäï÷éêÜ âÞìáôá óôç óLL. Áíôßóôñïöá, Ýíá óôïé-
÷åéþäåò âÞìá áíáãùãÞò óôçí ð∗ èá áíôéóôïé÷åß ðÜíôá åßôå óå Ýíá êåíü âÞìá
áíáãùãÞò (óôéãìéüôõðï åíüò \êáíüíá åðáíÜëçøçò") óôï ILU, Þ óå Ýíá óôïé-
÷åéþäåò ILU-âÞìá áíáãùãÞò (âë. Ó÷Þìá 3.2).

Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå äýï ðáñáäåßãìáôá. Óôï ðñþôï èá ðáñáôçñÞóïõìå
üôé Ýíá óôïé÷åéþäåò âÞìá áíáãùãÞò ôçò ó áíôéóôïé÷åß óå Ýíá óôïé÷åéþäåò
âÞìá ôçò óLL, åíþ óôï äåýôåñï áíôéóôïé÷åß óå äýï.

ÐáñÜäåéãìá 1: ¸óôù ç ILU-áðüäåéîç ñ:

ð
Ð ;Ã1; A⇒ B
Ð ;Ã1 ⇒ Á→ B

ô1
;Ã2 ⇒ A

ô2
B;⇒ C

Á→ B;Ã2 ⇒ C
(ôïìÞ êåöáëÞò)

Ð ;Ã1; Ã2 ⇒ C

Ôüôå ç ñ âÜóåé ôçò ó áíÜãåôáé óôçí ñ′:

ð
Ð ;Ã1; A⇒ B

ô1
;Ã2 ⇒ A

(ôïìÞ ìÝóçò)
Ð ;Ã1; Ã2; Á⇒ Â

ô2
B;⇒ C

(ôïìÞ ìÝóçò)
Ð ;Ã1; Ã2 ⇒ C

H g-äéáêïóìçìÝíç áðüäåéîç ôçò ñ åßíáé ç ñ∗:
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ð∗
Ð∗; !Ã∗1 ; !A∗ ⇒ B∗

Ð∗; !Ã∗1 ⇒ !Á∗ ( B∗

ô∗1
!Ã∗2 ⇒ A∗

!Ã∗2 ⇒ !A∗
ô∗2

B∗ ⇒ C∗

!Á∗ ( B∗; !Ã∗2 ⇒ C∗
(ôïìÞ)

Ð∗; !Ã∗1 ; !Ã∗2 ⇒ C∗

Ç ôåëåõôáßá âÜóåé ôçò óLL áíÜãåôáé óôçí ñ∗′ :

ð∗
Ð∗; !Ã∗1 ; !A∗ ⇒ B∗

ô∗1
!Ã∗2 ⇒ A∗

!Ã∗2 ⇒ !A∗
(ôïìÞ)

Ð∗; !Ã∗1 ; !Ã∗2 ⇒ B∗
ô∗2

B∗ ⇒ C∗
(ôïìÞ)

Ð∗; !Ã∗1 ; !Ã∗2 ⇒ C∗

êáé ðáñáôçñïýìå üôé ï óêåëåôüò ôçò ñ∗′ åßíáé ç ILU-áðüäåéîç ñ′.

ÐáñÜäåéãìá 2: ¸óôù ç ILU-áðüäåéîç ö:

ð
;Ã1; A⇒ B

;Ã1 ⇒ Á→ B

ô1
;Ã2 ⇒ A

ô2
B;⇒ C

Á→ B;Ã2 ⇒ C
;Á→ B;Ã2 ⇒ C

(ôïìÞ ìÝóçò)
Ð ;Ã1; Ã2 ⇒ C

Ôüôå ç ö âÜóåé ôçò ó áíÜãåôáé óôçí ö′:

ð
;Ã1; A⇒ B

ô1
;Ã2 ⇒ A

(ôïìÞ ìÝóçò)
;Ã1; Ã2; Á⇒ Â

ô2
B;⇒ C

(ôïìÞ ìÝóçò)
;Ã1; Ã2 ⇒ C

H g-äéáêïóìçìÝíç áðüäåéîç ôçò ö åßíáé ç ö∗:

ð∗
!Ã∗1 ; !A∗ ⇒ B∗

!Ã∗1 ⇒ !Á∗ ( B∗

!Ã∗1 ⇒ !(!Á∗ ( B∗)

ô∗1
!Ã∗2 ⇒ A∗

!Ã∗2 ⇒ !A∗
ô∗2

B∗ ⇒ C∗

!Á∗ ( B∗; !Ã∗2 ⇒ C∗

!(!Á∗ ( B∗); !Ã∗2 ⇒ C∗
(ôïìÞ)

Ð∗; !Ã∗1 ; !Ã∗2 ⇒ C∗

Ç ôåëåõôáßá âÜóåé ôçò óLL áíÜãåôáé óôçí ö∗′ :

ð∗
!Ã∗1 ; !A∗ ⇒ B∗

!Ã∗1 ⇒ !Á∗ ( B∗

ô∗1
!Ã∗2 ⇒ A∗

!Ã∗2 ⇒ !A∗
ô∗2

B∗ ⇒ C∗

!Á∗ ( B∗; !Ã∗2 ⇒ C∗
(ôïìÞ)

Ð∗; !Ã∗1 ; !Ã∗2 ⇒ C∗
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êáé áõôÞ ìå ôç óåéñÜ ôçò óôçí ö∗′′ :

ð∗
!Ã∗1 ; !A∗ ⇒ B∗

ô∗1
!Ã∗2 ⇒ A∗

!Ã∗2 ⇒ !A∗
(ôïìÞ)

!Ã∗1 ; !Ã∗2 ⇒ B∗
ô∗2

B∗ ⇒ C∗
(ôïìÞ)

!Ã∗1 ; !Ã∗2 ⇒ C∗

ÔÝëïò ðáñáôçñïýìå üôé ï óêåëåôüò ôçò ö∗′′ , åßíáé ç ILU-áðüäåéîç ö′.

Óôï åîÞò èá áíáöÝñïõìå ôï ãåãïíüò, üôé ïé g-äéáêïóìçìÝíåò ILU áðïäåß-
îåéò ð∗ ðñïóïìïéþíïõí ôéò áíáãùãÝò êÜðïéáò áðüäåéîçò ð, ëÝãïíôáò üôé åßíáé
éó÷õñÝò äéáêïóìÞóåéò ùò ðñïò ó. ÓõãêåêñéìÝíá ïñßæïõìå:

Ïñéóìüò 3.2.5. ¸óôù L Ýíáò ëïãéóìüò áêïëïõèçôþí êáé ó ìéá äéáäéêáóßá
áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò ãéá ôï L. Ìéá óôñáôçãéêÞ äéáêüóìçóçò ä ãéá ôï L
êáëåßôáé éó÷õñÞ (ùò ðñïò ó) áí êáé ìüíïí áí êÜèå óôïé÷åéþäåò âÞìá áíá-
ãùãÞò óôç ó, ðïõ ìåôáó÷çìáôßæåé ìéá áðüäåéîç ð óôï L óå ìéá ð′, ìðïñåß íá
ðñïóïìïéùèåß ìå Ýíá Þ ðåñéóóüôåñá óôïé÷åéþäç âÞìáôá óôç ãíùóôÞ äéáäé-
êáóßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò ãéá ôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, üðïõ ôï ä(ð) áíÜãåôáé
ôåëéêÜ óôï ä(ð′).

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå óôñáôçãéêÞ äéáêüóìçóçò ä åíüò L, õðÜñ÷åé ìéá
äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò, Ýóôù ól, ôÝôïéá þóôå ç ä íá åßíáé éó÷õñÞ
ùò ðñïò ól: áñêåß íá ïñßóïõìå ôç ól ùò ôçí \áíÜêëáóç" ôçò áíôßóôïé÷çò
äéáäéêáóßáò ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò (èåùñþíôáò ãéá êÜèå âÞìá óôç óLL, ôï
óêåëåôü, üðùò áíáöÝñáìå ðñïçãïõìÝíùò). ÂÝâáéá ðïëëÝò öïñÝò ìðïñïýìå íá
ïñßóïõìå áíåîáñôÞôùò ôçò ä, ìéá ól ãéá ôï L. Óôçí ðåñßðôùóç üìùò ðïõ ç ä
åßíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ (âë. ðáñÜãñáöï 3.3) ï ïñéóìüò ôçò ól ãßíåôáé ìüíï
ìÝóù ôçò ä, äéüôé äéáöïñåôéêÜ ç ä äåí èá åßíáé éó÷õñÞ.

ÅðïìÝíùò áöïý Ý÷ïõìå äéáðéóôþóåé üôé ç ôåôñÜäá 〈(·)∗; ·; !; ·〉 åßíáé å.ó.ä.
ãéá ôï ILU, ìðïñïýìå åðéðëÝïí íá ðïýìå üôé åßíáé éó÷õñÞ ùò ðñïò ôç äéáäéêá-
óßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò ó (ðïõ ðñïêýðôåé ùò \áíÜêëáóç" ôçò áíôßóôïé÷çò
ãñáììéêÞò äéáäéêáóßáò). ÅðéðëÝïí ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò éó÷õñÞò êáíïíéêï-
ðïßçóçò ãéá ôçí ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, ëáìâÜíïõìå ôï åîÞò óçìáíôéêü èåþñçìá:

Èåþñçìá 3.2.6. Tï óýóôçìá ILU åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìï êáé éêá-
íïðïéåß ôçí éäéüôçôá Church-Rosser.

Áðüäåéîç. ¸óôù ì1; ì2; ::: ìéá áêïëïõèßá áðü óôïé÷åéþäç âÞìáôá áíáãùãÞò
ôçò ó. Ôüôå åîáéôßáò üóùí áíáöÝñèçêáí ðñïçãïõìÝíùò, õðÜñ÷åé ìéá áêï-
ëïõèßá ì′1; ì′2; ::: ôçò óLL ðïõ ôçí ðñïóïìïéþíåé. ¼ìùò ëüãù ôçò éó÷õñÞò
êáíïíéêïðïßçóçò ç áêïëïõèßá ì′1; ì′2; ::: èá ðñÝðåé íá êáôáëÞãåé óå êáíïíéêÞ
ìïñöÞ. ÅðïìÝíùò êáé ç áêïëïõèßá ì1; ì2; ::: ôçò ó, èá ðñÝðåé íá ôåñìáôßæåé
óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ, ðïõ åßíáé ï óêåëåôüò ôçò áíôßóôïé÷çò ãñáììéêÞò êáíï-
íéêÞò ìïñöÞò. ÅðéðëÝïí ëüãù ôçò ìïíáäéêüôçôáò ôçò êáíïíéêÞò ìïñöÞò (ùò
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ðñïò áíôéìåôÜèåóç äïìéêþí êáíüíùí) ãéá ôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ, Ýðåôáé üôé
ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ðïõ âñßóêïõìå ãéá ôçí ILU-áðüäåéîç åßíáé ìïíáäéêÞ (ùò
ðñïò áíôéìåôÜèåóç äïìéêþí êáíüíùí). ¢ñá ôï ILU éêáíïðïéåß ôçí éäéüôçôá
Church-Rosser.

3.3 ÅðáãùãéêÝò óôñáôçãéêÝò äéáêüóìçóçò ãéá ôï CL

Óôç óõíÝ÷åéá èá åðéêåíôñþóïõìå ôçí ðñïóðÜèåéá ìáò óôï íá êáôáóêåõÜóïõìå
ìéá ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç (·)X ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå, áíôß-
óôïé÷á ìå ôçí (·)~-ìåôÜöñáóç ãéá ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ, íá ïñßæåé ìéá
å.ó.ä. ãéá ôï óýóôçìá CL. Áõôü èá ãßíåé, ìå ôï ãíùóôü ðëÝïí ôñüðï, ìåôá-
öñÜæïíôáò ôïí áêïëïõèçôÞ Ã ⇒ Ä ìå ôïí ìÃX ⇒ íÄX, ãéá ôñïðéêüôçôåò ì
êáé í. ÅðïìÝíùò ãéá íá éêáíïðïéåßôáé ç äåýôåñç óõíèÞêç ôïõ Oñéóìïý 3.1.1
ðñÝðåé:

1. Ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôùí äïìéêþí êáíüíùí, íá éó÷ýåé üôé ì ≡ !ì′ êáé
í ≡ ?í ′.

2. Óôçí ðåñßðôùóç åöáñìïãÞò ôïõ êáíüíá ôïìÞò, üðïõ ï ôýðïò ôïìÞò åß-
íáé ï Á, èá ðñÝðåé íá ìðïñïýìå íá \åíïðïéÞóïõìå" ôéò äéáêïóìÞóåéò
ìÁX êáé íÄX åöáñìüæïíôáò ìéá áêïëïõèßá áðü óõìöñáóôéêïýò Þ/êáé
áìÝëåéáò åêèåôéêïýò êáíüíåò, ãéá íá ìðïñÝóïõìå óôç óõíÝ÷åéá íá åöáñ-
ìüóïõìå ôïí \ãñáììéêü" êáíüíá ôïìÞò. Ïðüôå áõôü èá óõìâáßíåé áí
êáé ìüíïí áí åßôå ôï ì åßíáé åðßèåìá ôïõ í (äçëáäÞ í = ì′ì ãéá êÜðïéá
ôñïðéêüôçôá ì′, ð.÷. ì=!?! êáé í=???!?!) Þ ôï í åßíáé åðßèåìá ôïõ ì.

Ïñéóìüò 3.3.1. Èá êáëïýìå Ýíá æåýãïò áðü ôñïðéêüôçôåò (ì,í) ðïõ éêáíï-
ðïéåß áõôÝò ôéò äýï óõíèÞêåò åðáñêÝò.

Èåþñçìá 3.3.2. (Schellinx) ¸óôù (ì,í) Ýíá æåýãïò áðü ôñïðéêüôçôåò. ÕðÜñ-
÷åé ìéá ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç (·)X ôÝôïéá þóôå ç ôñéÜäá 〈(·)X; ì; í〉 åßíáé ìéá
å.ó.ä. ãéá ôï CL, áí êáé ìüíïí áí ôï (ì,í) åßíáé åðáñêÝò.

Áðüäåéîç. Ôï áíôßóôñïöï, äçëáäÞ üôé ç åðÜñêåéá ôïõ æåýãïõò ôñïðéêïôÞôùí
åßíáé áíáãêáßá óõíèÞêç, Ý÷åé Þäç äåé÷èåß, áðü üóá áíáöÝñáìå óôçí áñ÷Þ ôçò
ðáñáãñÜöïõ. Ôï åõèý åðßóçò éó÷ýåé, êáèþò äåäïìÝíïõ åíüò åðáñêïýò æåýãïõò
ôñïðéêïôÞôùí, ïñßæïõìå ôçí åîÞò (·)}-ìåôÜöñáóç: ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò ×
ïñßæïõìå ×} := × . ÅðéðëÝïí ⊥} := 0, >} := > êáé
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} ðïëëáðëáóéáóôéêïß ðñïóèåôéêïß

(A→ B)} max(ì; í)A} ( max(ì; í)B} max(ì; í)A} Ã max(ì; í)B}

(A ∧B)} { !íA} ⊗ !íB}; áí í > ì
ìA} ⊗ ìB} ; áëëéþò max(ì; í)A}&max(ì; í)B}

(A ∨B)} { ?ìA}O?ìB}; áí ì > í
íA}OíB} ; áëëéþò max(ì; í)A} ⊕max(ì; í)B}

(∀×A)} ∀×:max(ì; í)A} ∀×:max(ì; í)A}

(∃×A)} ∃×:max(ì; í)A} ∃×:max(ì; í)A}

Ôüôå Üìåóá Ýðåôáé üôé ç ôñéÜäá 〈(·)X; ì; í〉 åßíáé å.ó.ä. . Ãéá ðáñÜäåéãìá ç
ðñþôç óõíèÞêç ôïõ Oñéóìïý 3.1.1 éêáíïðïéåßôáé êáèþò ôá CL-áîéþìáôá åßíáé
ôçò ìïñöÞò Á⇒ Á êáé óôï CLL áðïäåéêíýåôáé üôé

Á} ⇒ Á}
(L!) Þ (R!) Þ (R!) Þ (R?)

... (L!) Þ (R!) Þ (R!) Þ (R?)
ìÁ} ⇒ íÂ}

Ç äéáäï÷Þ óõìöñáóôéêþí êáé áìÝëåéáò åêèåôéêþí êáíüíùí ãéá ôçí ðåñßðôùóÞ
ìáò, äßíåé óùóôÞ áðüäåéîç óôï CLL, áêñéâþò åðåéäÞ ôï æåýãïò (ì; í) åßíáé
åðáñêÝò. Ïìïßùò ãéá ôá áîéþìáôá ìå ôá ⊥ êáé >. Áò åëÝãîïõìå êáé ìßá
ðåñßðôùóç ãéá ôï 2 (åéäéêüôåñá, ãéá ôï ðñïóèåôéêü ìÝñïò). ¸óôù ï CL-
êáíüíáò

Ã ⇒ Á;Ä Ã ⇒ Â;Ä
(R∧)

Ã ⇒ Á ∧ Â;Ä
êáé Ýóôù í > ì. Ïðüôå max(ì; í)=í. Ôï æçôïýìåíï Ýðåôáé áðü ôçí åîÞò
áðüäåéîç:

[E.Õ.]
ìÃ} ⇒ íÁ}; íÄ}

[E.Õ.]
ìÃ} ⇒ íB}; íÄ}

(R&)
ìÃ} ⇒ íÁ}&íB}; íÄ}

(R!)(R?)
ìÃ} ⇒ í(íÁ}&íB}); íÄ}

Áí ôþñá max(ì; í)=ì, èá Ý÷ïõìå:

[E.Õ.]
ìÃ} ⇒ íÁ}; íÄ}

(R!),(R?)
ìÃ} ⇒ ìÁ}; íÄ}

[E.Õ.]
ìÃ} ⇒ íB}; íÄ}

(R!),(R?)
ìÃ} ⇒ ìB}; íÄ}

(R&)
ìÃ} ⇒ ìÁ}&ìB}; íÄ}

(R!)(R?)
ìÃ} ⇒ í(ìÁ}&ìB}); íÄ}

Ïìïßùò, ãéá ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò.

¢ìåóï ðüñéóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.3.2 åßíáé ç áêüëïõèç åìöýôåõóç:
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Ðüñéóìá 3.3.3. CL ` Ã ⇒ Á áí êáé ìüíïí áí CLL ` ìÃ} ⇒ íÄ} .

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôéò ôñïðéêÝò ìåôáöñÜóåéò, ðïõ âáóßæïíôáé óôï Èåþ-
ñçìá 3.3.2 êáé áíôéóôïé÷ïýí óôá äýï áðëïýóôåñá åðáñêÞ æåýãç, äçëáäÞ ôá
(!,?!) êáé (!?,?). Ôüôå ëáìâÜíïõìå ôçí q- êáé ôçí t-ìåôÜöñáóç, áíôßóôïé÷á.
(¼ðùò èá äåßîïõìå óôï åðüìåíï êåöÜëáéï, ïé q êáé t, êáôÜ Ýíá ôñüðï ïñßæïõí
ôéò ìïíáäéêÝò å.ó.ä. ãéá ôï CL.)

¼ìùò ðïéá åßíáé ç ó÷Ýóç ôùí ìåôáöñÜóåùí q êáé t ìå ôéò ìåôáöñÜóåéò
Q êáé T ôïõ Êåöáëáßïõ 2; Ìðïñïýìå óå áõôü ôï óçìåßï, íá ðáñáôçñïýìå
üôé, áí ðñïóðáèÞóïõìå íá ìåôáöñÜóïõìå ìå ìßá áðü ôéò Q Þ T ìéá êëáóéêÞ
áðüäåéîç, óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò èá ÷ñåéáóôïýìå \ôïìÝò äéüñèùóçò" ìå
áðïôÝëåóìá íá ìçí ïñßæåôáé å.ó.ä. (üðùò óõìâáßíåé êáé ãéá ôç ìåôÜöñáóç ôïõ
Girard). Áí ãéá ðáñÜäåéãìá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ßäéá áðüäåéîç ìå áõôÞ ôïõ
ðáñáäåßãìáôïò ãéá ôç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard (óåëßäá 35, ðáñÜãñáöïò 3.1),
èåùñþíôáò ôçí ôþñá ùò êëáóéêÞ áðüäåéîç, êáé ôç ìåôáöñÜóïõìå åðáãùãéêÜ
ìå ôçí Q ôüôå:

CQ ⇒ CQ

!CQ ⇒ !CQ
BQ ⇒ BQ

?!BQ ⇒ ?!BQ (L()
!CQ; !CQ ( ?!BQ ⇒ ?!BQ

(L!)
!CQ; !(!CQ ( ?!BQ) ⇒ ?!BQ

(L?)
?!CQ; !(!CQ ( ?!BQ) ⇒ ?!BQ

(R()
!(!CQ ( ?!BQ) ⇒ ?!CQ ( ?!BQ

CQ ⇒ CQ

!CQ ⇒ ?!CQ

AQ ⇒ AQ

!AQ ⇒ ?!AQ (W!)
!BQ; !AQ ⇒ ?!AQ

(L?)
?!B; !AQ ⇒ ?!AQ

(L()
!CQ; ?!CQ ( ?!BQ; !AQ ⇒ ?!AQ

(ôïìÞ)
!CQ; !(!CQ ( ?!BQ); !AQ ⇒ ?!AQ

ìå áðïôÝëåóìá ï óêåëåôüò ôçò ìåôáöñáóìÝíçò áðüäåéîçò íá ìçí ôáõôßæåôáé
ìå ôçí áñ÷éêÞ êëáóéêÞ áðüäåéîç. To ðñüâëçìá áõôü îåðåñíéÝôáé áí ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå ôçí ìåôÜöñáóç q.

ÐáñáôÞñçóç: Ïìïßùò ìå ôçí ðáñáôÞñçóç ðïõ åß÷áìå êÜíåé ãéá ôï óý-
óôçìá ILU, áí ìåôáöñÜóïõìå ìéá êëáóéêÞ áðüäåéîç ìå ôç ìåôÜöñáóç Q, áðá-
ëåßøïõìå ôéò \ôïìÝò äéüñèùóçò" êáé èåùñÞóïõìå ôï óêåëåôü ôçò, áõôüò èá
åßíáé ìéá êëáóéêÞ áðüäåéîç (óõãêåêñéìÝíá óôï óýóôçìá LKQ, ðáñÜãñáöïò
5.1). Áí åðéðëÝïí ìåôáöñÜóïõìå áõôÞ ôçí áðüäåéîç ìå ôç ìåôÜöñáóç Q ôüôå
èá ðÜñïõìå ìßá äéáêüóìçóÞ ôçò. Áíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé êáé ãéá ôç
ìåôÜöñáóç Ô.

Óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ, üôé ç q-ìåôÜöñáóç ó÷åôßæåôáé ìå ôçí Q-ìåôÜöñáóç
êáé ç t-ìåôÜöñáóç ó÷åôßæåôáé ìå ôçí Ô-ìåôÜöñáóç, ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðïõ
ó÷åôßæåôáé ç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard ìå ôçí (·)~-ìåôÜöñáóç.

Ïé ìåôáöñÜóåéò q êáé t ïñßæïíôáé óýìöùíá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìá-
ôïò 3.3.2 êáé öáßíïíôáé óôï Ó÷Þìá 3.3 (ãéá ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò × éó÷ýåé
üôé × q := × , × t := × , êáé åðßóçò ⊥q := 0, >q := >, ⊥t := 0, >t := >).

Óõíåðþò áðü ôï Èåþñçìá 3.3.2 êáé ôï Ðüñéóìá 3.3.3, Ýðåôáé ôï åîÞò:
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q ðïëëáðëáóéáóôéêïß ðñïóèåôéêïß

(A→ B)q ?!Aq ( ?!Bq ?!Aq Ã ?!Bq
(A ∧B)q !?!Aq ⊗ !?!Bq ?!Aq&?!Bq
(A ∨B)q ?!AqO?!Bq ?!Aq ⊕ ?!Bq
(∀XA)q ∀X ?!Aq ∀X ?!Aq
(∃XA)q ∃X ?!Aq ∃X ?!Aq

t ðïëëáðëáóéáóôéêïß ðñïóèåôéêïß

(A→ B)t !?At ( !?Bt !?At Ã !?Bt
(A ∧B)t !?At ⊗ !?Bt !?At&!?Bt
(A ∨B)t ?!?AtO?!?Bt !?At ⊕ !?Bt
(∀XA)t ∀X !?At ∀X !?At
(∃XA)t ∃X !?At ∃X !?At

Ó÷Þìá 3.3: Ç q- êáé t-ìåôÜöñáóç.

Ðüñéóìá 3.3.4. Ïé ôñéÜäåò 〈(·)q; !; ?!〉 êáé 〈(·)t; !?; ?〉, ïñßæïõí å.ó.ä. ãéá ôçí
êëáóéêÞ ëïãéêÞ CL, êáé åðéðëÝïí éó÷ýåé üôé

CLL ` !Ãq ⇒ ?!Äq áíí CL ` Ã ⇒ Ä áíí CLL ` !?Ãt ⇒ ?Ät:

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá, üôé èÝëïõìå íá ìåôáöñÜóïõìå, ìå êÜðïéá áðü ôéò
å.ó.ä. ðïõ ïñßæïõí ïé q êáé t ìåôáöñÜóåéò, ôçí áðüäåéîç åíüò ôõ÷áßïõ áêï-
ëïõèçôÞ. Óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò, åêôüò áðü äýï, õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò ôñüðïò
ãéá íá óõíå÷ßóïõìå ôç äéáäéêáóßá. Ãéá ðáñÜäåéãìá õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò ôñü-
ðïò íá áðïäåßîïõìå ôïí áêïëïõèçôÞ !Áq ⇒ ?!Aq áðü ôá áîéþìáôá Áq ⇒ Aq,
åöáñìüæïíôáò óõìöñáóôéêïýò êáé áìÝëåéáò åêèåôéêïýò êáíüíåò. Áíôßóôïé÷á
áí Ý÷ïõìå äïóìÝíåò áðïäåßîåéò ãéá ôïõò áêïëïõèçôÝò !?Ãt1 ⇒ ?At; ?Ät

1 êáé
!?Ât; !?Ãt2 ⇒ ?Ät

2, ôüôå õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò ôñüðïò íá ðáñÜãïõìå ôïí áêïëïõ-
èçôÞ !?Ãt1; !?Ãt2; !?(!?At ( !?Ât) ⇒ ?Ät

1; ?Ät
2 óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 3.1.1.

ÄçëáäÞ:

!?Ãt1 ⇒ ?At; ?Ät
1 (R!)

!?Ãt1 ⇒ !?At; ?Ät
1 !?Ât; !?Ãt2 ⇒ ?Ät

2 (L()
!?Ãt1; !?Ãt2; !?At ( !?Ât ⇒ ?Ät

1; ?Ät
2 (L?)(L!)

!?Ãt1; !?Ãt2; !?(!?At ( !?Ât) ⇒ ?Ät
1; ?Ät

2

Ïé åîáéñÝóåéò óå áõôÞ ôç ìïíáäéêüôçôá, åßíáé ïé ðåñéðôþóåéò ôïõ (ðïëëá-
ðëáóéáóôéêïý) L∧ ãéá ôçí q-ìåôÜöñáóç, êáé (äõúêÜ) ôïõ (ðïëëáðëáóéáóôéêïý)
R∨ ãéá ôçí t-ìåôÜöñáóç. Áò äïýìå ôéò ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôç äåýôåñç ðåñßðôùóç.
¸óôù üôé Ý÷ïõìå äïóìÝíåò áðïäåßîåéò ôïõ áêïëïõèçôÞ !?Ãt ⇒ ?Át; ?Bt; ?Ät
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êáé ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ôïí áêïëïõèçôÞ !?Ãt ⇒ ?(?!?ÁtO?!?Bt); ?Ät ÷ñç-
óéìïðïéþíôáò ìüíï åêèåôéêïýò êáíüíåò áìÝëåéáò Þ/êáé óõìöñáóôéêïýò, êáé
ôïí êáíüíá ãéá ôï O (âÜóåé ôïõ 2 ôïõ Oñéóìïý 3.1.1). Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé
ìå ôïõò áêüëïõèïõò äýï ôñüðïõò:

!?Ãt ⇒ ?Át; ?Bt; ?Ät
(R!)

!?Ãt ⇒ !?Át; ?Bt; ?Ät
(R?)

!?Ãt ⇒ ?!?Át; ?Bt; ?Ät
(R!)

!?Ãt ⇒ ?!?Át; !?Bt; ?Ät
(R?)

!?Ãt ⇒ ?!?Át; ?!?Bt; ?Ät
(RO)

!?Ãt ⇒ ?!?ÁtO?!?Bt; ?Ät
(R?)

!?Ãt ⇒ ?(?!?ÁtO?!?Bt); ?Ät

Þ

!?Ãt ⇒ ?Át; ?Bt; ?Ät
(R!)

!?Ãt ⇒ ?Át; !?Bt; ?Ät
(R?)

!?Ãt ⇒ ?Át; ?!?Bt; ?Ät
(R!)

!?Ãt ⇒ !?Át; ?!?Bt; ?Ät
(R?)

!?Ãt ⇒ ?!?Át; ?!?Bt; ?Ät
(RO)

!?Ãt ⇒ ?!?ÁtO?!?Bt; ?Ät
(R?)

!?Ãt ⇒ ?(?!?ÁtO?!?Bt); ?Ät

Ç äéáöïñÜ áíÜìåóá ôïõò, âñßóêåôáé óôï üôé ìå ôïí áñéóôåñü ôñüðï äç-
ìéïõñãïýìå ðñþôá ôçí ôñéðëÞ ôñïðéêüôçôá ?!? ãéá ôïí Á êáé ìåôÜ ãéá ôïí Â,
åíþ ìå ôï äåîéü ôñüðï êÜíïõìå áêñéâþò ôï áíôßóôñïöï. ÂÝâáéá êáé ïé äýï
åêäï÷Ýò åßíáé áðïëýôùò óùóôÝò êáé åðéðëÝïí äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá ðñïôéìÞ-
óïõìå ôç ìßá áðü ôçí Üëëç. Ïðüôå áí ìéá CL-áðüäåéîç ðåñéÝ÷åé n êáíüíåò
R∨, èá ðñÝðåé íá åðéëÝîïõìå áíÜìåóá óå 2n äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò áðüäåéîçò
ôçò ðt. ÅðïìÝíùò óå áõôü ôï åðßðåäï (ïé ôñïðéêüôçôåò Ý÷ïõí ðëçèéêüôçôá
> 2), üôáí áðåéêïíßæïõìå ìéá êëáóéêÞ áðüäåéîç óôçí õðïóõëëïãÞ ôùí ãñáì-
ìéêþí ôçò äéáêïóìÞóåùí, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìéá óôáèåñÞ ôñïðéêÞ ìåôÜöñáóç,
áíôéìåôùðßæïõìå ìç íôåôåñìéíéóìü.

Ðáñáôçñïýìå áêüìá üôé ï ìç íôåôåñìéíéóìüò ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé ãéá ôç
äçìéïõñãßá ôùí ôñéðëþí ôñïðéêïôÞôùí (ð.÷. ãéá ôçí t, ?!?) áíôéóôïé÷åß óôï
ìç íôåôåñìéíéóìü ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé êáôÜ ôçí áíáãùãÞ êÜðïéùí \ëïãéêþí"
ôïìþí (ôïìÝò üðïõ ï ôýðïò ôïìÞò ðñïÝñ÷åôáé áðü ëïãéêïýò êáíüíåò). Åéäé-
êüôåñá, ïé äýï äéáöïñåôéêÝò äéáêïóìÞóåéò ðïõ åßäáìå ðáñáðÜíù (Ýóôù ðtÉ êáé
ðtÉÉ , áíôßóôïé÷á), áíôéóôïé÷ïýí óôïõò äýï ôñüðïõò ìå ôïõò ïðïßïõò ìðïñïýìå
íá áðáëåßøïõìå óå ìéá êëáóéêÞ áðüäåéîç ð, ôïìÝò ôçò ìïñöÞò

ð
Ã ⇒ Á;Â;Ä

(R∨)
Ã ⇒ Á ∨ Â;Ä

ð1

Ã1; A⇒ Ä1

ð2

Ã2; B ⇒ Ä2 (L∨)
Ã1; Ã2; A ∨B ⇒ Ä1;Ä2 (ôïìÞ)

Ã; Ã1; Ã2 ⇒ Ä;Ä1;Ä2

Ôüôå ç ðtÉ áíôéóôïé÷åß óôï âÞìá áíáãùãÞò üðïõ ðñþôá åöáñìüæïõìå ôïìÞ áíÜ-
ìåóá óôéò ð êáé ð1, êáé Ýðåéôá óôï áðïôÝëåóìá êáé ôçí ð2 (áò ôï ïíïìÜóïõìå
áõôü ð1

ð2
). Åðßóçò ç ðtÉÉ áíôéóôïé÷åß óôï âÞìá áíáãùãÞò ð2

ð1
. Ó÷çìáôéêÜ ç ð1

ð2
åßíáé ç:

ð
Ã ⇒ Á;Â;Ä

ð1

Ã1; Á⇒ Ä1 (ôïìÞ)
Ã; Ã1 ⇒ Â;Ä;Ä1

ð2

Ã2; Â ⇒ Ä2 (ôïìÞ)
Ã; Ã1; Ã2 ⇒ Ä;Ä1; Ä2
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åíþ ç ð1

ð2
ç:

ð
Ã ⇒ Á;Â;Ä

ð2

Ã2; Â ⇒ Ä2 (ôïìÞ)
Ã; Ã2 ⇒ Á;Ä;Ä2

ð1

Ã1; Á⇒ Ä1 (ôïìÞ)
Ã; Ã1; Ã2 ⇒ Ä;Ä1;Ä2

Ôï íá åðéëÝîïõìå üìùò ôç ìßá ðåñßðôùóç áðü ôçí Üëëç Ý÷åé äéáöïñÜ, êáèþò
áí èÝëïõìå íá áðáëåßøïõìå ôçí ôïìÞ áðü ìéá êëáóéêÞ áðüäåéîç ðïõ ðåñéÝ÷åé
ôïìÝò üðùò áõôÞ ôïõ ðáñáäåßãìáôïò, ïé äýï åðéëïãÝò åíäå÷ïìÝíùò íá ïäçãÞ-
óïõí óå äéáöïñåôéêÝò êáíïíéêÝò ìïñöÝò.

¼ëá áõôÜ åðïìÝíùò, ìáò äåß÷íïõí ðùò ãßíåôáé ç óõó÷Ýôéóç ôùí åðéëïãþí
óôéò å.ó.ä. , ìå ôï ìç íôåôåñìéíéóìü ôïõ èåùñÞìáôïò áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò
ãéá ôçí êëáóéêÞ ðåñßðôùóç. Ïðüôå ãéá íá îåðåñÜóïõìå áõôü ôï óêüðåëï,
èá ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå ðëçñïöïñßá óôïõò CL ôýðïõò, Þ êáíüíåò êáé ôçí
ïðïßá âÝâáéá èá ðñÝðåé íá åíóùìáôþóïõìå êáé óôéò ìåôáöñÜóåéò. Ðåñéóóüôåñá
ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá áëëÜ êáé ôçí áíôéìåôþðéóÞ ôïõ èá áíáöÝñïõìå óôï
ÊåöÜëáéï 5.

ÓõìðåñÜóìáôá

Áí èåùñÞóïõìå ìéá áðüäåéîç ð óôç CL, êáé ôç ìåôáöñÜóïõìå ìå ôç ìå-
ôÜöñáóç q (Þ t), èá ëÜâïõìå ìßá CLL-áðüäåéîç ðq (áíôßóôïé÷á ðt). Ôçí
áðüäåéîç ðq (áíôßóôïé÷á ðt) ìðïñïýìå íá ôçí êáíïíéêïðïéÞóïõìå âÜóåé ôïõ
ãñáììéêïý áëãïñßèìïõ êáíïíéêïðïßçóçò. Ùóôüóï åîáéôßáò ôïõ ìç íôåôåñìé-
íéóìïý ôùí ìåôáöñÜóåùí q êáé t, ðïõ áíáöÝñáìå íùñßôåñá, äåí ìðïñïýìå íá
ìåôáöÝñïõìå ôéò éäéüôçôåò ôçò ãñáììéêÞò äéáäéêáóßáò áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò
óôï óýóôçìá CL, äéüôé äåí èá áðïäåéêíýåôáé ç éäéüôçôá óõìâïëÞò. Ãéá ðá-
ñÜäåéãìá áí èåùñÞóïõìå ôçí êëáóéêÞ áðüäåéîç ð ôçò óåëßäáò 50, ôüôå ç ðt
èá êáôáóêåõÜæåé ôçí ôñéðëÞ ôñïðéêüôçôá åßôå ðñþôá óôï Á, åßôå ðñþôá óôï
Â. Óõíåðþò ðñïêýðôïõí äýï äõíáôÝò äéáäéêáóßåò (Þ ìßá ìç-íôåôåñìéíéóôéêÞ)
ãéá íá áðáëåéöèåß ç ôïìÞ, ùò \áíáêëÜóåéò" ôùí äéáäéêáóéþí ãéá ôéò äýï äéá-
öïñåôéêÝò ðt ðïõ ìðïñïýìå íá ëÜâïõìå, ïé ïðïßåò åíäå÷ïìÝíùò íá äþóïõí
äéáöïñåôéêÝò êáíïíéêÝò ìïñöÝò. Áí ôþñá óå êÜðïéá êëáóéêÞ áðüäåéîç õðÞñ-
÷áí ðïëëÝò ôïìÝò üðùò áõôÞ ôçò ð ôçò óåëßäáò 50, åßíáé åýêïëá êáôáíïçôü
ðùò ôï ðñüâëçìá ðáßñíåé ôåñÜóôéåò äéáóôÜóåéò. ÅðïìÝíùò ðáñáôçñïýìå üôé
ãéá ôéò åíäå÷üìåíåò äéáäéêáóßåò áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò ðïõ èá ðñïêýøïõí, ãéá
ôï CL, ïé ôñéÜäåò 〈(·)q; !; ?!〉 êáé 〈(·)t; !?; ?〉 äåí åßíáé éó÷õñÝò ùò ðñïò áõôÝò (áí
äåí êÜíïõìå åðéëïãÝò üôáí ìåôáöñÜæïõìå). Ãéá íá âñåèåß ôåëéêÜ ìßá éó÷õñÜ
êáíïíéêïðïéÞóéìç äéáäéêáóßá5 ãéá ôï CL, ç ïðïßá èá óõìâÜëåé, èá ðñÝðåé íá
ðñïóèÝóïõìå êÜðïéá ðëçñïöïñßá óôï óýóôçìá. ËåðôïìÝñåéåò èá äïýìå óôçí
ðáñÜãñáöï 5.2.

Ðáñ' üë' áõôÜ, áí èåùñÞóïõìå êÜðïéá ôìÞìáôá ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò,
üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ôï {→,∀ }, ðáñáôçñïýìå üôé ïé ìåôáöñÜóåéò q êáé t åßíáé

5ÈÝëïõìå ïé ôñéÜäåò 〈(·)q; !; ?!〉 êáé 〈(·)t; !?; ?〉 íá åßíáé éó÷õñÝò ùò ðñïò áõôÞ.
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åíôåëþò íôåôåñìéíéóôéêÝò. ÅðéðëÝïí êÜèå ìßá áðü áõôÝò ïñßæåé, ìéá äéáäéêá-
óßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò óôçí áñ÷éêÞ êëáóéêÞ áðüäåéîç, ùò ôçí \áíÜêëáóç"
ôçò ãñáììéêÞò äéáäéêáóßáò áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò ðïõ åöáñìüæåôáé óôéò ìåôá-
öñÜóåéò (ìå Üëëá ëüãéá, ïé q- êáé t-ìåôáöñÜóåéò åßíáé éó÷õñÝò, ùò ðñïò ôéò
áíôßóôïé÷åò äéáäéêáóßåò áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò).

¸ðåôáé ðëÝïí áðü ôçí éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò,
üôé ç äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò óå êëáóéêÜ ôìÞìáôá, üðùò ôï {→,∀ },
ôåñìáôßæåé ðÜíôá. Åðßóçò ç éäéüôçôá óõìâïëÞò (ìïíáäéêüôçôá ôçò êáíïíé-
êÞò ìïñöÞò) ùò ðñïò áíôéìåôÜèåóç äïìéêþí êáíüíùí, ëüãù ôçò éó÷ýïò ôçò
óôï CLL, ìåôáöÝñåôáé óå ôÝôïéá êëáóéêÜ ôìÞìáôá ìå ôçí åîÞò Ýííïéá: êÜèå
t Þ q äéáêïóìçìÝíç êáíïíéêÞ ìïñöÞ, áíôéóôïé÷åß óôï ßäéï äßêôõï áðüäåé-
îçò. Ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôï ðùò áêñéâþò ãßíïíôáé áõôÜ, õðÜñ÷ïõí
óôï ÊåöÜëáéï 5, üðïõ åêåß èá áíáöåñèïýìå óå ðëÞñç óõóôÞìáôá êëáóéêÞò
ëïãéêÞò.
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ÊåöÜëáéï 4

H ìÝèïäïò áðÜëåéøçò

Óôçí ðáñÜãñáöï 3.3 áíáöåñèÞêáìå óôéò ðëçèùñéêÝò ìåôáöñÜóåéò q êáé t,
ïé ïðïßåò ïñßæïõí å.ó.ä. ãéá ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ. Óôï êåöÜëáéï áõôü èá
áíáðôýîïõìå ôç èåùñßá ðïõ ÷ñåéÜæåôáé, ïýôùò þóôå íá áðïäåßîïõìå üôé ïé
ìåôáöñÜóåéò q êáé t ïñßæïõí ïõóéáóôéêÜ, ôéò ìïíáäéêÝò å.ó.ä. ãéá ôçí êëáóéêÞ
ëïãéêÞ.

Ç ãåíéêÞ éäÝá åßíáé üôé ãéá êÜèå áðüäåéîç ð óôï äåõôåñïâÜèìéï ëïãéóìü
áêïëïõèçôþí CLL, ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ôïí åêèåôéêü ãñÜöï ôçò, ï
ïðïßïò åðéäåéêíýåé ôéò áëëçëïåîáñôÞóåéò ôùí åêèåôéêþí óôçí ð. Óå áõôü ôï
ãñÜöï ïñßæïõìå ôá ðåñéôôÜ åêèåôéêÜ ôçò ð, ôùí ïðïßùí ç äéáãñáöÞ ïäçãåß óå
ìßá óùóôÞ ãñáììéêÞ áðüäåéîç ð., ç ïðïßá Ý÷åé ôçí ßäéá äõíáìéêÞ ìå ôçí ð.
Áíáöåñüìåíïé óå äõíáìéêÞ ôùí áðïäåßîåùí, åííïïýìå ôç óõìðåñéöïñÜ ôïõò
êáôÜ ôçí êáíïíéêïðïßçóç, äçëáäÞ ôï óýíïëï áíáãùãþí ðïõ áðáéôåßôáé ãéá íá
áðáëåéöèïýí ïé ôïìÝò ôïõò. ÅðïìÝíùò äýï áðïäåßîåéò Ý÷ïõí ôçí ßäéá äõíá-
ìéêÞ, üôáí, êáôÜ ôçí êáíïíéêïðïßçóÞ ôïõò, åöáñìüæïíôáé ôá ßäéá óôïé÷åéþäç
âÞìáôá áíáãùãÞò ãéá íá áðáëåéöèïýí ïé ôïìÝò ôïõò (äçëáäÞ üôáí Ý÷ïõí ôï
ßäéï óýíïëï áíáãùãþí). Óõíåðþò, ïñßæïõìå ôá ðåñéôôÜ åêèåôéêÜ ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 4.0.1. ¸íá åêèåôéêü ! Þ ? óå ìéá ãñáììéêÞ áðüäåéîç, ôï ïðïßï
äåí ðñïêýðôåé, Üìåóá Þ Ýììåóá, áðü êÜðïéï óôéãìéüôõðï äïìéêïý êáíüíá,
åßíáé ðåñéôôü, áí äéáãñÜöïíôÜò ôï ëáìâÜíïõìå ìßá áðüäåéîç ðïõ (1) åßíáé
óùóôÞ êáé (2) Ý÷åé ôçí ßäéá äõíáìéêÞ ìå ôçí áñ÷éêÞ.

ÅðïìÝíùò ôï íá äéáãñÜöïõìå åêèåôéêÜ áðü ãñáììéêÝò áðïäåßîåéò, óçìáßíåé
üôé ïäçãïýìáóôå óå áðëïýóôåñåò ãñáììéêÝò áðïäåßîåéò óôéò ïðïßåò åßíáé áðü-
ëõôá êáôáíïçôü ðïõ áêñéâþò âñßóêïíôáé ïé ðåñéïñéóìïß ôçò ìç-ãñáììéêüôçôáò.
Óõíåðþò éó÷ýåé üôé \üóï ëéãüôåñá åêèåôéêÜ, ôüóï ðåñéóóüôåñç ðëçñïöïñßá".

4.1 ÔáõôïôéêÝò êëÜóåéò

Åêôüò ôùí äýï ðåñéïñéóìþí ðïõ äçìéïõñãïýíôáé óôï ðåñéâÜëëïí ôùí äïìéêþí
êáé ôùí óõìöñáóôéêþí åêèåôéêþí êáíüíùí (ôïõò ïðïßïõò áíáöÝñïõìå ùò ôï
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äïìéêü êáé ôï óõìöñáóôéêü ðåñéïñéóìü), õðÜñ÷åé, üðùò êáé ãéá êÜèå ëïãé-
óìü áêïëïõèçôþí, áêüìç Ýíáò ðñïöáíÞò ðåñéïñéóìüò. Áõôüò ïõóéáóôéêÜ åßíáé
ìéá áõôïíüçôç óýìâáóç ãéá ôç ãñáöÞ ôùí óõóôçìÜôùí. ÓõãêåêñéìÝíá, üôáí
ãñÜöïõìå êáíüíåò Þ áðïäåßîåéò áðáéôïýìå ôçí ôáõôüôçôá êÜðïéùí (õðï)ôýðùí
ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïõò áêïëïõèçôÝò. Ï ðåñéïñéóìüò áõôüò áíáöÝñåôáé ùò ï
ôáõôïôéêüò ðåñéïñéóìüò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ïé åìöáíßóåéò ôùí ôýðùí ðïõ áíÞ-
êïõí óôá !Ã êáé ?Ä, óôçí õðüèåóç êáé óôï óõìðÝñáóìá êÜðïéïõ åêèåôéêïý
êáíüíá áìÝëåéáò, åßíáé åìöáíßóåéò ôáõôïôéêþí ôýðùí. Ç ó÷Ýóç ôáõôüôçôáò
áíÜìåóá óå ôýðïõò ðñïêýðôåé ñçôÜ áðü ôïí åîÞò ïñéóìü.

Ïñéóìüò 4.1.1. Êáëïýìå ôéò åìöáíßóåéò åíüò (õðï)ôýðïõ óå ìéá áðüäåéîç
ôáõôïôéêÝò, üôáí åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò åìöáíßóåéò ôïõ ßäéïõ1 (õðï)ôýðïõ

• óôïõò äýï ôýðïõò óå Ýíá áîßùìá

• óôïõò ôýðïõò ôïìÞò óå Ýíá êáíüíá ôïìÞò

• óôïõò ôýðïõò ðïõ áöáéñïýíôáé2 (äçëáäÞ óôïõò Ô Þ Õ) óå Ýíá äåõôåñï-
âÜèìéï êáíüíá

• óå Ýíáí åíåñãü ôýðï êáé óôïí áíôßóôïé÷ï õðïôýðï ôïõ êýñéïõ ôýðïõ óå
Ýíá ëïãéêü Þ åêèåôéêü êáíüíá (óôçí ðåñßðôùóç ôùí êáíüíùí L∀2 êáé
R∃2, êÜèå êýñéïò õðïôýðïò ìéáò åìöÜíéóçò ôýðïõ ðïõ áöáéñåßôáé, äåí
Ý÷åé \áíôßóôïé÷ï" óôïí áêïëïõèçôÞ ôïõ óõìðåñÜóìáôïò ôïõ êáíüíá)

• óôéò ðÜíù êáé êÜôù åìöáíßóåéò ôùí ðáèçôéêþí Þ \åììÝóùò åíåñãþí"
ôýðùí óå Ýíá êáíüíá (áõôü ðåñéëáìâÜíåé êáé ôçí åìöáíÞ óõóôïëÞ ôïõ
ðåñéâÜëëïíôïò ðïõ óõìâáßíåé óôïõò ðñïóèåôéêïýò, äýï õðïèÝóåùí, êá-
íüíåò).

Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå ìå \∼" ôçí áíáêëáóôéêÞ, óõììåôñéêÞ êáé ìåôá-
âáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôçò ó÷Ýóçò ôáõôüôçôáò. Ôüôå, ðáñáôçñïýìå üôé üëá ôá
óôïé÷åßá ìéáò ∼ -êëÜóçò éóïäõíáìßáò (Þ ôáõôïôéêÞò êëÜóçò) åßíáé åìöáíßóåéò
ôïõ ßäéïõ (õðï)ôýðïõ (óýìöùíá ìå áíôéêáôÜóôáóç).3 Óôï åîÞò èá áó÷ïëç-
èïýìå ìüíï ìå êëÜóåéò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí ôýðï ôïõ ïðïßïõ ï
êýñéïò óýíäåóìïò åßíáé êÜðïéï åêèåôéêü. Èá óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï ôÝ-
ôïéùí êëÜóåùí óå ìéá áðüäåéîç ð, ìå E(ð).

ÐáñÜäåéãìá:

¸óôù Ýíá ãñáììéêü èåþñçìá N. Ôüôå Ý÷ïõìå ôçí áêüëïõèç CLL-áðüäåéîç
1Áêñéâþò ôïõ ßäéïõ Þ, óôçí ðåñßðôùóç ôùí êáíüíùí ðïóïäåéêôþí, ôïõ ßäéïõ óýìöùíá

ìå áíôéêáôÜóôáóç.
2Ìå ôçí Ýííïéá ôçò áöáßñåóçò ùò äÝóìåõóç, üðùò áõôÞ åêöñÜæåôáé áðü ôï Ë ôïõ óõ-

óôÞìáôïò F ôïõ Girard. ÓõãêåêñéìÝíá Ýíáò üñïò êáèïëéêÞò åöáñìïãÞò (ËX:t)B, èá Ý÷åé
ôýðï ôçò ìïñöÞò A[B=X].

3Ôï áíôßóôñïöï äåí éó÷ýåé ãåíéêÜ.
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Í ⇒ Í (L!)(R!)
!1N ⇒ !1N (R()
⇒ !1N ( !1N (R!)

⇒ !2(!1N ( !1N)

⇒ Í (R!)
⇒ !1N

Í ⇒ Í (L!)(R!)
!1N ⇒ !1N (L()

!1N ( !1N ⇒ !1N (L()
!2(!1N ( !1N) ( (!1N ( !1N) ⇒ !1N (L∀2)
∀X!2(X ( X) ( (X ( X) ⇒ !1N

ÐáñáôÞñçóç: ×ñçóéìïðïéïýìå åêèåôéêÜ ìå äåßêôåò ãéá íá îå÷ùñßóïõìå ôéò
!-ôáõôïôéêÝò êëÜóåéò.

ÂëÝðïõìå åðïìÝíùò üôé üëåò ïé åìöáíßóåéò ôïõ !Í áíÞêïõí óôçí ßäéá ôáõ-
ôïôéêÞ êëÜóç êáé åðéðëÝïí !(!Í ( !Í) ∼ !(× ( ×).

Áí üìùò óôï ôåëåõôáßï âÞìá ôçò áðüäåéîçò èåùñïýóáìå ùò ôýðï ðïõ
áöáéñåßôáé, áíôß ôïõ !Í ôïí !Í ( !Í (êáôáëÞãïíôáò Ýôóé óôïí áêïëïõèçôÞ
∀X!X ( X ⇒ !N ), ç áñéóôåñÞ åìöÜíéóç ôïõ !Í óôïí ôýðï !Í ( !Í èá
ìðïñïýóå íá ìçí áíÞêåé óôçí ßäéá ôáõôïôéêÞ êëÜóç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç äåîéÜ.
Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç áðüäåéîç èá ìðïñïýóå íá åßíáé ùò åîÞò:

Í ⇒ Í (L!)(R!)
!1N ⇒ !1N (R()
⇒ !1N ( !1N (R!)

⇒ !2(!1N ( !1N)

⇒ Í (R!)
⇒ !3N

Í ⇒ Í (L!)(R!)
!4N ⇒ !4N (L()

!3N ( !4N ⇒ !4N (L()
!2(!1N ( !1N) ( (!3N ( !4N) ⇒ !4N (L∀2)

∀X!2X ( X ⇒ !4N

4.2 Èåùñßá äéáãñáöÞò åêèåôéêþí

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá äéáôõðþóïõìå êáé èá áðïäåßîïõìå üëåò ôéò áðáñáßôç-
ôåò ðñïôÜóåéò, óôï÷åýïíôáò óôï íá êáôáëÜâïõìå áêñéâþò ðïéá åßíáé ôá ðåñéôôÜ
åêèåôéêÜ, ôá ïðïßá ìðïñïýìå íá áðáëåßøïõìå áðü êÜðïéá ãñáììéêÞ áðüäåéîç
ëáìâÜíïíôáò ìéá Üëëç ðïõ èá åßíáé óùóôÞ êáé èá Ý÷åé ôçí ßäéá äõíáìéêÞ ìå
ôçí áñ÷éêÞ.

Êáôáñ÷Þí áò äþóïõìå ôïõò ïñéóìïýò ôùí åííïéþí ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå.

Ïñéóìüò 4.2.1. ¸óôù ìéá ãñáììéêÞ áðüäåéîç ð êáé Å Ýíá õðïóýíïëï ôïõ
E(ð). Ïñßæïõìå ôï ðåäßï ôïõ Å, ùò ôçí Ýíùóç ôùí êëÜóåùí ðïõ ðåñéÝ÷åé.

Ïñéóìüò 4.2.2. Ïñßæïõìå ùò áðÜëåéøç, ôç óõíÜñôçóç ôáõôü÷ñïíçò äéáãñá-
öÞò óôçí áðüäåéîç ð, üëùí ôùí åîùôåñéêþí åêèåôéêþí ôïõ ðåäßïõ ôïõ Å. Ç
øåõäï-áðüäåéîç ðïõ ðñïêýðôåé (ãåíéêÜ ìðïñåß íá ìçí åßíáé áðüäåéîç) äçëþ-
íåôáé ùò ð −E. Ôï áíôßóôïé÷ï óôéãìéüôõðï åíüò êáíüíá r, ãñÜöåôáé r − Å.

Ðáñáôçñïýìå ôþñá ôï åîÞò: êÜèå ôýðïò Â óôçí ð åìöáíßæåôáé îáíÜ óôçí
ð−Å, ßóùò êÜðùò ôñïðïðïéçìÝíïò. ÓõãêåêñéìÝíá ôñïðïðïéåßôáé áí êáé ìüíïí
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áí êÜðïéïò ôýðïò !Á Þ ?Á ðïõ áíÞêåé óå êÜðïéá áðü ôéò êëÜóåéò ôïõ Å åßíáé
õðïôýðïò ôïõ Â óôçí ð. Èá ìðïñïýóáìå íá äçëþóïõìå áõôÝò ôéò ôñïðïðïéÞ-
óåéò, äçëþíïíôáò ôïí ôñïðïðïéçìÝíï ôýðï Â, ùò Â − Å. Ùóôüóï ÷ùñßò íá
ðñïêáëåßôáé óýã÷õóç èá äçëþíïõìå ôïí, ßóùò ôñïðïðïéçìÝíï ôýðï, ðÜëé ìå
Â.

Ïñéóìüò 4.2.3. ¸óôù êÜðïéïò óõìöñáóôéêüò êáíüíáò r (Þ áëëéþò, óå áíá-
ëïãßá ìå ôï öïñìáëéóìü ôùí äéêôýùí áðüäåéîçò, êáíüíáò \êïõôéïý") óôçí
ð, ôïõ ïðïßïõ ç åìöÜíéóç ôïõ êýñéïõ ôýðïõ áíÞêåé óå êÜðïéá êëÜóç e êáé ç
åìöÜíéóç åíüò \åììÝóùò åíåñãïý" ôýðïõ áíÞêåé óå êÜðïéá êëÜóç e ′. Ôüôå,
ôï e äåóìåýåé ôï e ′ (äéáìÝóïõ ôïõ r) êáé ãñÜöïõìå ey1 e ′.

H ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôçò ó÷Ýóçò y1 êáëåßôáé äÝóìåõóç êáé äçëþ-
íåôáé ùò y. (Åðßóçò, ìåñéêÝò öïñÝò ãñÜöïõìå sy1 s ′ êáé sy s ′, ãéá êýñéá
õðïóýíïëá êëÜóåùí.)

Áðü ôá ðñïçãïýìåíá, ïñßæåôáé Ýíáò êáôåõèõíüìåíïò ãñÜöïò, ï åêèåôéêüò
ãñÜöïò G(ð) ôçò ð.

Ïñéóìüò 4.2.4. Ï åêèåôéêüò ãñÜöïò G(ð) ôçò ð, åßíáé ï ãñÜöïò ðïõ ó÷ç-
ìáôßæåôáé ùò åîÞò:

• Ïé êïñõöÝò ôïõ åßíáé ïé êëÜóåéò ðïõ áíÞêïõí óôï E(ð)

• Ïé áêìÝò ôïõ åßíáé âÝëç ðïõ ðñïêýðôïõí ìå ôïí áêüëïõèï ôñüðï: áí ïé
e êáé e ′ åßíáé êïñõöÝò ôïõ ãñÜöïõ, ôüôå õðÜñ÷åé âÝëïò áðü ôçí e óôçí
e ′ áí êáé ìüíïí áí ey1 e ′.

ÔÝëïò, áí ìéá åìöÜíéóç åíüò óôïé÷åßïõ ìéáò êëÜóçò e, åßíáé êýñéïò ôýðïò
óå êÜðïéï äïìéêü êáíüíá óôçí ð, ôüôå ìáñêÜñïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç êïñõöÞ
ôïõ åêèåôéêïý ãñÜöïõ ìå \w" (ãéá åîáóèÝíçóç), \c" (ãéá óõóôïëÞ) êáé
\w+ c" (ãéá åîáóèÝíçóç êáé óõóôïëÞ), óýìöùíá ìå ôï äïìéêü êáíüíá óôïí
ïðïßï êÜðïéï áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ e åìöáíßæåôáé óáí êýñéïò ôýðïò.

Óôï Ó÷Þìá 4.1 äßíïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ìéáò áðüäåéîçò ð êáé ôïõ åêèåôéêïý
ôçò ãñÜöïõ. Ôá óçìåßá üðïõ ãßíïíôáé ïé äåóìåýóåéò óçìåéþíïíôáé ìå ⇒x .

Ïñéóìüò 4.2.5. ¸íá óýíïëï Å ⊂ E(ð) êáëåßôáé êïñåóìÝíï (saturated) (Þ
éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç êïñåóìïý), óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ãéá üëá ôá e ′ ∈ E,
áí e y e ′ ãéá êÜðïéï e ∈ E(ð), ôüôå åðßóçò e ∈ E. Áí êáìßá êëÜóç óôï
Å äåí åßíáé ìáñêáñéóìÝíç ôüôå ëÝìå üôé ôï Å åðéâåâáéþíåé ôç óõíèÞêç ìç
äïìéêüôçôáò (no sources). Áí ôï Å éêáíïðïéåß êáé ôç óõíèÞêç êïñåóìïý
êáé ôçò ìç äïìéêüôçôáò, ôüôå ëÝìå üôé åßíáé ü÷é ó÷åôéêÜ åêèåôéêïðïéç-
ìÝíï (not relevantly exponentiated), Þ óõíôïìïãñáöéêÜ ó.ê.ì.ä. (ôá áñ÷éêÜ
ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò êïñåóìïý êáé ìç
äïìéêüôçôáò), óôçí ð. ¸íá redex åßíáé Ýíá ìç-êåíü óýíïëï Å ôï ïðïßï
åßíáé ó.ê.ì.ä. êáé åëá÷éóôéêü. ÅðïìÝíùò êáíÝíá êýñéï õðïóýíïëï ôïõ Å äåí
åßíáé ó.ê.ì.ä. .
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i i i

i i
6 6

-

¾

-

c

w w

1

2

5

4 3

A⇒ A
A; !4(!3A ( A) ⇒ A

!1A; !4(!3A ( A) ⇒ A
!1A; !4(!3A ( A) ⇒x !2A

!1A⇒ !4(!3A ( A) ( !2A
!1A⇒x !5(!4(!3A ( A) ( !2A)

A⇒ A
A; !3A⇒ A
A⇒ !3A ( A

!3A⇒ !3A ( A
!3A⇒x !4(!3A ( A)

A⇒ A
!2A⇒ A

!3A; !4(!3A ( A) ( !2A⇒ A
!4(!3A ( A) ( !2A⇒ !3A ( A

!5(!4(!3A ( A) ( !2A) ⇒ !3A ( A
!5(!4(!3A ( A) ( !2A) ⇒x !4(!3A ( A)

A⇒ A
!2A⇒ A

!5(!4(!3A ( A) ( !2A); !4(!3A ( A) ( !2A⇒ A
!5(!4(!3A ( A) ( !2A); !5(!4(!3A ( A) ( !2A) ⇒ A

!5(!4(!3A ( A) ( !2A) ⇒ A
!1A⇒ A

Ó÷Þìá 4.1: Ìéá áðüäåéîç êáé ï åêèåôéêüò ôçò ãñÜöïò.

Ç ðáñáðÜíù ïñïëïãßá áðïêôÜåé íüçìá, êáèþò ôá åêèåôéêÜ ðïõ ðñïôÜóóï-
íôáé óôá óôïé÷åßá ôùí êëÜóåùí, óå Ýíá ó.ê.ì.ä. óýíïëï Å ôçò ð, åßíáé üðùò
ëÝìå, ðåñéôôÜ.

¸÷ïíôáò ðëÝïí ïñßóåé ü,ôé ÷ñåéáæüìáóôå, èá áðïäåßîïõìå ìéá óåéñÜ áðü
ðñïôÜóåéò êáé ëÞììáôá, ôá ïðïßá èá áðïôåëÝóïõí ôá åñãáëåßá ãéá ôçí áðüäåéîç
ôïõ âáóéêïý ÈåùñÞìáôïò 4.2.16.

Ðñüôáóç 4.2.6. (Ç áðÜëåéøç óÝâåôáé ôçí ïñèüôçôá) ¸óôù ð ìéá áðüäåéîç,
r Ýíáò êáíüíáò óôçí ð, êáé Å ó.ê.ì.ä. óýíïëï óôçí ð. Ôüôå ï êáíüíáò r−E
åßíáé óùóôüò êáíüíáò, êáé Ýðåôáé üôé ç ð − Å åßíáé ìéá óùóôÞ áðüäåéîç.
Åéäéêüôåñá, åßôå ïé r −E êáé r åßíáé óôéãìéüôõðá ôïõ éäßïõ êáíüíá, Þ r −E
åßíáé Ýíáò êáíüíáò åðáíÜëçøçò.

Áðüäåéîç. Êáôáñ÷Þí ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå êáíüíá r, åðåéäÞ ìüíï ïé
êëÜóåéò áðëïðïéïýíôáé, üëïé ïé ôáõôïôéêïß ðåñéïñéóìïß éêáíïðïéïýíôáé óôïí
r − E. Ôþñá áí r åßíáé êáíüíáò \êïõôéïý", áðü ôç óõíèÞêç êïñåóìïý (ç
ïðïßá ïõóéáóôéêÜ ëÝåé üôé üôáí ãßíåôáé áðÜëåéøç óôçí êëÜóç ôçò \åììÝóùò
åíåñãÞò" åìöÜíéóçò, ôüôå ãßíåôáé êáé óôçí êëÜóç ôçò êýñéáò), ïé (åíäå÷üìå-
íïé) óõìöñáóôéêïß ðåñéïñéóìïß éêáíïðïéïýíôáé ãéá ôïí r − E. ÔåëéêÜ, áí r
åßíáé Ýíáò äïìéêüò êáíüíáò, áðü ôç óõíèÞêç ìç äïìéêüôçôáò, éêáíïðïéïýíôáé
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êáé ïé äïìéêïß ðåñéïñéóìïß. ÔÝëïò ðáñáôçñïýìå üôé ï êáíüíáò r − E åßíáé
êáíüíáò åðáíÜëçøçò ìüíï üôáí ï r åéóÜãåé êÜðïéï åêèåôéêü ðïõ óôç óõíÝ-
÷åéá áðáëåßöåôáé, äçëáäÞ üôáí ï r åßíáé Ýíáò åêèåôéêüò êáíüíáò ôïõ ïðïßïõ ï
êýñéïò ôýðïò áíÞêåé óôï ðåäßï ôïõ Å.

ÐáñáôÞñçóç: Óôç óõíÝ÷åéá èá èåùñïýìå üôé üëåò ïé åìöáíßóåéò ôïõ êá-
íüíá åðáíÜëçøçò óôçí ð − Å ðáñáëåßðïíôáé. ÄçëáäÞ ïõóéáóôéêÜ ôáõôßæïõìå
ôéò åðáíáëÞøåéò áêïëïõèçôþí.

ËÞììá 4.2.7. Áí Å1 êáé Å2 åßíáé ó.ê.ì.ä. , ôüôå ó.ê.ì.ä. åßíáé êáé ôá Å1∩Å2

êáé Å1∪ Å2.

Áðüäåéîç. To Å1∩Å2 åßíáé êïñåóìÝíï äéüôé, Ýóôù e ′ ∈ Å1∩ Å2. ¢ñá e ′ ∈ Å1

êáé e ′ ∈ Å2. Áí e ∈ E(ð) êáé e y e ′, ôüôå e ∈ E1 êáé e ∈ E2 (áðü êïñåóìü
ôùí Å1 êáé Å2). ¢ñá e ∈ E1 ∩ E2. Åðßóçò ôï E1 ∩E2 éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç
ìç äïìéêüôçôáò ãéáôß ôçí éêáíïðïéïýí êáé ôá Å1 êáé Å2.

To Å1∪ Å2 åßíáé êïñåóìÝíï äéüôé, Ýóôù e ′ ∈ Å1∪ Å2. ¢ñá e ′ ∈ Å1 Þ
e ′ ∈ Å2. Áí e ∈ E(ð) êáé e y e ′, ôüôå, áí e ′ ∈ Å1 Ýðåôáé üôé e ∈ Å1, åíþ
áí e ′ ∈ Å2, Ýðåôáé üôé e ∈ Å2. ÅðïìÝíùò e ∈ E1 ∪ E2. Åðßóçò ôï E1 ∪ E2

éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ìç äïìéêüôçôáò ãéáôß ôçí éêáíïðïéïýí êáé ôá Å1 êáé
Å2.

Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá Ýðåôáé üôé ôï E(ð) ðåñéÝ÷åé Ýíá ó.ê.ì.ä. óý-
íïëï, ðïõ åßíáé ìåãáëýôåñï áðü üëá ôá õðüëïéðá. Ôï óýíïëï áõôü ôï äçëþ-
íïõìå ùò Emax(ð) êáé åßíáé ôï ìåãáëýôåñï êïñåóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ E(ð),
ôïõ ïðïßïõ êáìßá êïñõöÞ äåí åßíáé ìáñêáñéóìÝíç.

ËÞììá 4.2.8. ¸óôù Å Ýíá ó.ê.ì.ä. óýíïëï. Ôüôå E(ð−E) = E(ð) \E, êáé
ï åêèåôéêüò ãñÜöïò ôçò ð −Å åßíáé Ýíáò ðëÞñçò õðïãñÜöïò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ
ôçò ð.

Áðüäåéîç. Ï ðñþôïò éó÷õñéóìüò éó÷ýåé, äéüôé üëåò ïé êëÜóåéò ðïõ äåí áíÞ-
êïõí óôï Å ðáñáìÝíïõí ùò êëÜóåéò ôçò ð −Å. ÅðéðëÝïí üëåò ïé êëÜóåéò ôçò
ð − Å åßíáé êáé êëÜóåéò ôçò ð. Ãéá ôï äåýôåñï éó÷õñéóìü, ðáñáôçñïýìå üôé
ãéá e; e ′ ∈ E(ð) \ E éó÷ýåé üôé: e ′ y1 e óôçí ð − Å áí êáé ìüíïí áí e ′ y1 e
óôçí ð (ôï åõèý åßíáé Üìåóï áöïý ïé êëÜóåéò ôçò ð −Å åßíáé êáé êëÜóåéò ôçò
ð, åíþ ôï áíôßóôñïöï éó÷ýåé ëüãù ôïõ ðñþôïõ éó÷õñéóìïý). ¢ñá ïé ãñáììÝò
(âÝëç) ôïõ åêèåôéêïý ãñÜöïõ ôçò ð − Å õðÜñ÷ïõí óôïí áíôßóôïé÷ï ôçò ð. Ï
åêèåôéêüò ãñÜöïò üìùò ôçò ð − Å èá Ý÷åé ëéãüôåñåò êïñõöÝò, áðü áõôüí ôçò
ð. Ïðüôå G(ð − E) ⊂ G(ð).

ËÞììá 4.2.9. Áí Å;Å ′ åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð êáé Å ′ åßíáé Ýíá õðïóýíïëï
ôïõ Å, ôüôå Å \ Å ′ åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð − Å ′.

Áðüäåéîç. Áöïý êáìßá êëÜóç óôï Å äåí åßíáé ìáñêáñéóìÝíç, ôï ßäéï éó÷ýåé
êáé óôï Å \ Å ′. ¢ñá ç óõíèÞêç ìç äïìéêüôçôáò éêáíïðïéåßôáé. ¸óôù ôþñá
e ′ ∈ Å \ Å ′ êáé Ýóôù e ∈ E(ð − E ′) = E(ð) \ E ′, ôÝôïéï þóôå e y1 e ′. Èá
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äåßîïõìå üôé e ∈ Å \ Å ′. ¸÷ïõìå üôé e ′ ∈ Å \ Å ′, äçëáäÞ e ′ ∈ Å, e ′ =∈ Å ′

êáé e ′ ∈ E(ð). ÅðïìÝíùò e y1 e ′ óôçí ð. ¢ñá e ∈ E (áöïý ôï Å åßíáé
ó.ê.ì.ä. óôçí ð). ¼ìùò e =∈ Å ′, äéüôé ey1 e ′ óôçí ð−Å ′ (áöïý ôï Å ′ åßíáé
ó.ê.ì.ä. óôçí ð − Å ′). Ïðüôå éêáíïðïéåßôáé êáé ç óõíèÞêç êïñåóìïý.

ËÞììá 4.2.10. ¸óôù üôé ôï óýíïëï Å1 åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð. Ôüôå ôï óý-
íïëï Å2 åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð−Å1 áí êáé ìüíïí áí Å1∪E2 åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí
ð.

Áðüäåéîç. (⇒) Áöïý ôá Å1; Å2 åßíáé ó.ê.ì.ä. , Ýðåôáé üôé êáìßá êëÜóç ôïõò
äåí åßíáé ìáñêáñéóìÝíç, êÜôé ðïõ éó÷ýåé êáé ãéá ôï Å1 ∪ E2. Ôþñá, Ýóôù üôé
ôï e ′ ∈ E(ð) äåóìåýåé êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ Å1. ¢ñá e ′ ∈ E1 áðü ôç óõíèÞêç
êïñåóìïý ãéá ôï Å1. Áí e ′ ∈ E(ð) äåóìåýåé êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ Å2, ôï
ïðïßï äåí áíÞêåé óôï Å1, ôüôå e ′ ∈ E(ð − Å1), Üñá e ′ ∈ E2 áðü ôç óõíèÞêç
êïñåóìïý ãéá ôï Å2. ¢ñá Å1 ∪ E2 åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð.

(⇐) ¸óôù Å1 ∪ E2 ó.ê.ì.ä. óôçí ð. Åðßóçò Å1 ⊆ Å1 ∪ E2 ó.ê.ì.ä. óôçí
ð. Áðü ôï ËÞììá 4.2.9 ôï Å1 ∪ E2 \ Å1 (äçëáäÞ ôï E2), åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí
ð − Å1.

Ðñüôáóç 4.2.11. ¸óôù R1; R2 äýï äéáöïñåôéêÜ redexes óôçí ð. Ôüôå ôï
R2 åßíáé redex óôçí ð −R1.

Áðüäåéîç. R1 6= R2. ¢ñá R1 ∩ R2 = ∅. ÅðéðëÝïí áðü ôï ËÞììá 4.2.7 ôï
óýíïëï R1 ∩R2 åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð. Eðßóçò áðü ôï ËÞììá 4.2.8 éó÷ýåé üôé
E(ð −R1) = E(ð) \R1. ¼ìùò R2 ⊆ E(ð) êáé åðåéäÞ R1 ∩R2 = ∅ Ýðåôáé üôé
R2 ⊆ E(ð) \R1. ÄçëáäÞ ôï R2 åßíáé redex óôçí ð −R1.

Ðüñéóìá 4.2.12. ¸óôù R1; R2 äýï äéáöïñåôéêÜ redexes. Ôüôå ç (ð−R1)−
R2 åßíáé ìéá óùóôÞ ãñáììéêÞ áðüäåéîç, ç ïðïßá éóïýôáé ìå ôçí (ð−R2)−R1.

Áðüäåéîç. ¢ìåóï áðü ôçí Ðñüôáóç 4.2.6 åðåéäÞ ôá R1 êáé R2 åßíáé ó.ê.ì.ä. .

Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå ìéá áíáãùãÞ ¤ ðÜíù óôéò ãñáììéêÝò áðïäåßîåéò
ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 4.2.13. H áðüäåéîç ð áíÜãåôáé óôçí áðüäåéîç ð−R, ãéá êÜèå R
ðïõ åßíáé redex ôçò ð, êáé ãñÜöïõìå ð ¤ ð −R.

Ôþñá, äïèåßóçò ìéáò áðüäåéîçò ð, ï áñéèìüò ôùí ðéèáíþí redexes óôçí ð
åßíáé ðåðåñáóìÝíïò. ¢ñá üëåò ïé ¤-áêïëïõèßåò áíáãùãþí åßíáé ðåðåñåóìÝíåò
êáé ôåñìáôßæïõí óå êÜðïéá ¤-êáíïíéêÞ ìïñöÞ. ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå áðüäåéîç
ð ìðïñïýìå íá ëÜâïõìå ôç ìïíáäéêÞ ¤-êáíïíéêÞ ôçò ìïñöÞ, ôçí ïðïßá äç-
ëþíïõìå ùò ð.. ÅðéðëÝïí ç áíáãùãÞ ¤ ïñßæåé Ýíá ðëÞñåò äéêôõùôü (lattice)
áðü ãñáììéêÝò áðïäåßîåéò, ôï \¤-äéêôõùôü ôçò ð".
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Ïñéóìüò 4.2.14. Ôï \¤-äéêôõùôü ôçò ð", åßíáé ìéá äïìÞ (äéêôõùôü) ìå
ìÝãéóôï (top) óôïé÷åßï ôçí ð, åëÜ÷éóôï (bottom) óôïé÷åßï ôçí ð., êáé éó÷ýåé
üôé ði¤ðj áí êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé ìéá (ðéèáíüí êåíÞ) ¤-áêïëïõèßá áíáãùãþí
áðü ôçí ði óôçí ðj.

¸ðåôáé ôþñá ôï åîÞò óçìáíôéêü ëÞììá:

ËÞììá 4.2.15. Áí Å åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð, ôüôå (1) ð ¤ ð − Å êáé (2)
Åmax(ð − Å) = Åmax(ð) \ Å.

Áðüäåéîç. (1) Ìå ðåñéðôþóåéò, åëÝã÷ïíôáò ôï óýíïëï Å.

• Áí ôï E åßíáé redex, ôüôå éó÷ýåé áðü ôïí ïñéóìü.

• ¸óôù üôé ôï Å ðåñéÝ÷åé êÜðïéï redex R. Ôüôå ôï E \ R, ëüãù ôïõ
ËÞììáôïò 4.2.6 êáé ôïõ ïñéóìïý ãéá ôá redexes, ðñÝðåé íá åßíáé êáé
áõôü redex. ¢ñá ð¤ð −R¤ (ð −R)− E \R = (ð − E \R)−R (áðü
Ðüñéóìá 4.2.12) = (ð − Å).

(2) Éó÷ýåé üôé Å ⊆ Åmax(ð) êáé Åmax(ð) åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð. Áðü ôï ËÞììá
4.2.9 Ýðåôáé üôé ôï óýíïëï Åmax(ð) \Å åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð−Å êáé ìÜëéóôá
ôï ìÝãéóôï ó.ê.ì.ä. ôçò ð − Å, äéüôé ðñïò Üôïðï, Ýóôù Å ′ = Åmax(ð − Å).
¢ñá Åmax(ð)\Å ⊆ Å ′. Ôüôå åðåéäÞ ôï Å åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð êáé ôï Å ′ åßíáé
ó.ê.ì.ä. óôçí ð−Å, Ýðåôáé üôé ôï óýíïëï Å∪E ′ åßíáé ó.ê.ì.ä. óôçí ð (ËÞììá
4.2.10). ¼ìùò ôüôå (Åmax(ð) \Å)∪E ⊆ Å ∪ E ′, äçëáäÞ Åmax(ð) ⊆ Å ∪ E ′

óôçí ð. ¢ôïðï, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ Åmax(ð). ÅðïìÝíùò Åmax(ð − Å) =
Åmax(ð) \ Å.

¸÷ïõìå ðëÝïí áðïäåßîåé ü,ôé ÷ñåéÜæåôáé, ãéá íá äåßîïõìå êáé ôï âáóéêü
èåþñçìá ôï ïðïßï ïõóéáóôéêÜ ìáò ëÝåé üôé ôá ðåñéôôÜ åêèåôéêÜ óå ìéá áðüäåéîç
ð åßíáé áõôÜ ðïõ áíÞêïõí óôï ìåãáëýôåñï ó.ê.ì.ä. õðïóýíïëï ôïõ E(ð).

Èåþñçìá 4.2.16. Éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:
(1) ð¤ = ð − Åmax(ð)
(2) ï åêèåôéêüò ãñÜöïò ôçò ð. åßíáé áêñéâþò ç Ýíùóç üëùí ôùí êáôåõèõíü-
ìåíùí ìïíïðáôéþí óôï ãñÜöï ôçò ð, ðïõ îåêéíÜíå áðü êÜðïéá ìáñêáñéóìÝíç
êïñõöÞ.

Áðüäåéîç. (1) Áðü ôï ËÞììá 4.2.15, éó÷ýåé üôé ð ¤ ð − Åmax(ð). ¢ñá ð −
Åmax(ð) ¤ ð. (áöïý ç ð. åßíáé ç ¤-êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôçò ð). ÁëëÜ Åmax(ð −
Åmax(ð)) = Åmax(ð) \Åmax(ð) = ∅ (áðü ËÞììá 4.2.15). ¢ñá ç ð −Åmax(ð)
äåí ðåñéÝ÷åé ó.ê.ì.ä. óýíïëá, äçëáäÞ ð − Åmax(ð) = ð..
(2) Ôï óýíïëï Åmax(ð) åßíáé åî' ïñéóìïý ó.ê.ì.ä. . ¢ñá áðü ôï ËÞììá 4.2.8
Ýðåôáé üôé E(ð − Åmax(ð)) = E(ð.) = E(ð) \ Åmax(ð) êáé G(ð − Åmax(ð)) =
G(ð.) ⊂ G(ð). ÅðéðëÝïí ôï G(ð.) ðñïêýðôåé áðáëåßöïíôáò ôïõò êïñåóìÝíïõò
õðïãñÜöïõò ôïõ ãñÜöïõ ôçò ð, ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí ìáñêáñéóìÝíåò êïñõöÝò.
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Óõíåðþò äåßîáìå óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï üôé: ç êëÜóç e ðáñáìÝíåé óôçí
ð. áí êáé ìüíïí áí ç áíôßóôïé÷ç êëÜóç óôçí ð Ý÷åé êÜðïéá äïìéêÞ áéôßá.

ÐáñáôÞñçóç: Óôï ðáñÜäåéãìá ôïõ Ó÷Þìáôïò 4.1, ç ð. ðñïêýðôåé äéáãñÜ-
öïíôáò üëá ôá åêèåôéêÜ !2.

4.3 Ç áðÜëåéøç ãéá `ìüíï`- áðïäåßîåéò

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ôçí Ðñüôáóç 4.2.6 ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ, ôï
áíôßóôñïöï äåí éó÷ýåé. ÄçëáäÞ äåí éó÷ýåé ãåíéêÜ üôé áí Ý÷ïõìå ìéá áðüäåéîç
ð, Ýíáí êáíüíá r êáé Ýíá óýíïëï Å áðü êëÜóåéò ôçò ð, üðïõ ôá r − E êáé
ð − E åßíáé óùóôÜ, ôüôå ôï Å èá åßíáé ó.ê.ì.ä. .

Ïñéóìüò 4.3.1. Ìéá áðüäåéîç ð ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò, êáëåßôáé `ìüíï'
áí ïé ìïíáäéêÝò ôñïðéêüôçôåò ðïõ ðñïôÜóóïõí ôï óêåëåôü êÜèå ôýðïõ ðïõ
åìöáíßæåôáé óôçí ð, åßíáé ìåôáîý ôùí `!', `?', `!?' êáé `?!'.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç óõëëïãÞ üëùí ôùí ðñùôïâÜèìéùí `ìüíï'-áðïäåßîåùí
åßíáé êëåéóôÞ ãéá áðáëïéöÞ ôçò ôïìÞò. Ãéá íá ðÜñïõìå ôçí ßäéá éäéüôçôá
óôç äåõôåñïâÜèìéá ðåñßðôùóç, ðñÝðåé íá áðáãïñåýóïõìå ôç ÷ñÞóç ôùí êáíü-
íùí ìå äåõôåñïâÜèìéïõò ðïóïäåßêôåò, üðïõ ïé ôýðïé ðïõ áöáéñïýíôáé (äçëáäÞ
ïé T Þ Õ) Ý÷ïõí åîùôåñéêÝò ôñïðéêïôÞôåò (âë. [DJS93b]). Áõôü ïñßæåé Ýíá
êýñéï ôìÞìá ôçò äåõôåñïâÜèìéáò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò, ãíùóôü ùò ôï `ìüíï-
åõóôáèÝò' ôìÞìá.

Ãéá ôéò `ìüíï'-áðïäåßîåéò ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ðéï éó÷õñÞ ôçí Ðñüôáóç
4.2.6, êáèþò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå êáé ôï áíôßóôñïöï:

Èåþñçìá 4.3.2. ¸óôù ð ìßá `ìüíï'-áðüäåéîç êáé Å ⊆ E(ð). Ôüôå ç ð − Å
åßíáé ìßá óùóôÞ ãñáììéêÞ áðüäåéîç áí êáé ìüíïí áí ôï Å åßíáé ó.ê.ì.ä. .

Áðüäåéîç. To áíôßóôñïöï éó÷ýåé áðü ôçí Ðñüôáóç 4.2.6. Ãéá ôï åõèý èåù-
ñïýìå ðñïò Üôïðï, üôé ôï Å äåí åßíáé ó.ê.ì.ä. . ÅðåéäÞ ç ð åßíáé `ìüíï', ç
áðÜëåéøç ðïõ ïñßæåôáé áðü ôï Å èá äþóåé ìéá áðüäåéîç ð − Å óôçí ïðïßá èá
åìöáíßæåôáé Ýíá áðü ôá áêüëïõèá:

• ¼ôáí ôï Å äåí éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ìç äïìéêüôçôáò, èá õðÜñ÷åé ìéá
åöáñìïãÞ åíüò äïìéêïý êáíüíá óå êÜðïéïí ü÷é åêèåôéêïðïéçìÝíï ôýðï
(Üñá ç áðüäåéîç äåí èá Þôáí ãñáììéêÞ, Üôïðï).

• ¼ôáí ôï Å äåí éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç êïñåóìïý, èá õðÜñ÷åé ìéá åöáñ-
ìïãÞ êÜðïéïõ óõìöñáóôéêïý åêèåôéêïý êáíüíá üðïõ ôï ðåñéâÜëëïí èá
ðåñéÝ÷åé ìç åêèåôéêïðïéçìÝíï(õò) ôýðï(õò). ¢ñá ç ð − Å äåí èá Þôáí
óùóôÞ áðüäåéîç, Üôïðï.
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Óõíåðþò ôï åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ð. ôïõ ¤-äéêôõùôïý, åßíáé åëÜ÷éóôï ìå
ðïëý éó÷õñü ôñüðï, êáèþò ãéá êÜèå Å ⊆ E(ð.), ç áðÜëåéøç ðïõ ïñßæåôáé áðü
ôï Å, äåí êáôáëÞãåé óå áðüäåéîç ðïõ íá åßíáé ãñáììéêÜ óùóôÞ.

Áõôü âÝâáéá äåí óçìáßíåé üôé ãéá ìßá `ìüíï'-áðüäåéîç ð åßíáé áäýíáôïí íá
áðáëåßøïõìå áêüìá ðåñéóóüôåñá åêèåôéêÜ óôçí ð.. Áõôü ðïõ äåí ìðïñïýìå
íá êÜíïõìå åßíáé íá áðáëåßøïõìå ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò êëÜóåéò. ¼ìùò õðÜñ÷åé
ç äõíáôüôçôá íá ðåñéïñßóïõìå üóï ôï äõíáôüí ôïõò êáíüíåò L! êáé R? ðïõ
áðïìÝíïõí, ìå ôï íá ôïõò åéóÜãïõìå áêñéâþò ðñéí áðü üðïõ ÷ñåéÜæïíôáé. Áí
åöáñìüóïõìå áõôÞ ôç äéáäéêáóßá óå áðïäåßîåéò ð., ëáìâÜíïõìå ôéò áðïäåßîåéò
(ð.)′. ¼ëåò áõôÝò ïé áðïäåßîåéò èá Ý÷ïõí ôïí ßäéï åêèåôéêü ãñÜöï. ÅðéðëÝïí,
èá ôáõôïðïéïýíôáé óôçí áíáðáñÜóôáóÞ ôïõò ìå äßêôõá áðïäåßîçò êáé åðïìÝíùò
èá ôáõôßæïíôáé êáé óçìáóéïëïãéêÜ, äçëáäÞ èá åñìçíåýïíôáé áðü ôïí ßäéï ÷þñï
óõíÜöåéáò [DJS93b].

Êëåßíïõìå ôçí ðáñÜãñáöï ìå ìéá åöáñìïãÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.3.2. ¸óôù
ð ç áðüäåéîç:

A⇒ A (L!)
!1A⇒ A (L∀)
∀x!1A⇒ A (L!)

!2∀x!1A⇒ A (R∀)
!2∀x!1A⇒ ∀xA (R!)

!2∀x!1A⇒ !3∀xA

Ôï óýíïëï Å = {1; 2} (äçëáäÞ ðåñéÝ÷åé ôéò êëÜóåéò 1 êáé 2), äåí åßíáé ó.ê.ì.ä. .
Áõôü óõìâáßíåé äéüôé ôï Å äåí åßíáé êïñåóìÝíï (áöïý 3 y 2 êáé 3 =∈ E). Ïðüôå
ðñáãìáôéêÜ äéáðéóôþíïõìå üôé ç áðüäåéîç ð − Å:

A⇒ A (åðáíÜëçøç)
A⇒ A (L∀)
∀xA⇒ A (åðáíÜëçøç)
∀xA⇒ A (R∀)
∀xA⇒ ∀xA (R!, ëÜèïò åöáñìïãÞ)
∀xA⇒ !3∀xA

äåí åßíáé ãñáììéêÜ óùóôÞ.
ÁíôéèÝôùò, áí èåùñÞóïõìå ôï óýíïëï Å ′ = {1; 3}, ôï ïðïßï åßíáé ó.ê.ì.ä.,

äéáðéóôþíïõìå üôé ç áðüäåéîç ð − Å ′:

A⇒ A (åðáíÜëçøç)
A⇒ A (L∀)
∀xA⇒ A (L!)

!2∀xA⇒ A (R∀)
!2∀xA⇒ ∀xA (åðáíÜëçøç)
!2∀xA⇒ ∀xA
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åßíáé ãñáììéêÜ óùóôÞ. Ðñïöáíþò ôï Åmax(ð) åßíáé ôï óýíïëï {1,2,3}, ïðüôå
(âÜóåé ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.2.16) ç ð. åßíáé ç áðüäåéîç:

A⇒ A (åðáíÜëçøç)
A⇒ A (L∀)
∀xA⇒ A (åðáíÜëçøç)
∀xA⇒ A (R∀)
∀xA⇒ ∀xA (åðáíÜëçøç)
∀xA⇒ ∀xA

4.4 Ç äõíáìéêÞ ôùí áðïäåßîåùí

Óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï åßäáìå ðïéá åßíáé ôá ðåñéôôÜ åêèåôéêÜ ìéáò áðü-
äåéîçò êáé ðùò üôáí ôá áðïìáêñýíïõìå, ëáìâÜíïõìå ìéá óùóôÞ ãñáììéêÞ
áðüäåéîç. ÌÝíåé åðïìÝíùò íá äåßîïõìå üôé ç äõíáìéêÞ ôçò áñ÷éêÞò áðüäåéîçò
åßíáé ßäéá ìå êÜèå áðüäåéîç ðïõ ëáìâÜíïõìå üôáí äéáãñÜöïõìå êÜðïéá áðü ôá
ðåñéôôÜ åêèåôéêÜ ôçò. ÄçëáäÞ áõôü ðïõ èá äåßîïõìå åßíáé üôé ïé áðïäåßîåéò
ðïõ Ý÷ïõí õðïóôåß áðÜëåéøç Ý÷ïõí ïõóéáóôéêÜ ôï ßäéï óýíïëï áíáãùãþí ìå
ôéò áíôßóôïé÷åò áñ÷éêÝò ôïõò.

Ïñéóìüò 4.4.1. Ìéá áðüäåéîç ð áíÜãåôáé óå ìßá áðüäåéîç ð′ (ð ³ ð′), áí
ç áðüäåéîç ð′ ëáìâÜíåôáé áðü ôçí ð, åöáñìüæïíôáò ìéá áêïëïõèßá (åíäå÷ï-
ìÝíùò êåíÞ) áðü óôïé÷åéþäç âÞìáôá áíáãùãÞò.

Ïñéóìüò 4.4.2. ¸óôù c Ýíáò êáíüíáò ôïìÞò ãéá ìéá áðüäåéîç ð. Ïñßæïõìå
ùò [c], ôï åßäïò ôïõ óôïé÷åéþäïõò âÞìáôïò áíáãùãÞò (Þ êáíïíéêïðïßç-
óçò) ðïõ åêôåëåßôáé ãéá íá áðáëåéöèåß ç ôïìÞ.

Ðáñáôçñïýìå, üôé ôï [c] åîáñôÜôáé áðïêëåéóôéêÜ, áðü ôïõò åîÞò äýï ðáñÜ-
ãïíôåò:

• ôïõò êáíüíåò rg êáé rd ðïõ õðåñÝ÷ïõí ôïõ c (óôçí áñéóôåñÞ, êáé áíôß-
óôïé÷á äåîéÜ õðüèåóç),

• ôçí êáôÜóôáóç óôïõò rg êáé rd (êýñéá, ðáèçôéêÞ, \åììÝóùò åíåñãÞ")
ôïõ ôýðïõ ôïìÞò.

ÅðïìÝíùò, áíôßóôïé÷á ïñßæïõìå ôÝóóåñá åßäç óôïé÷åéùäþí âçìÜôùí áíáãù-
ãÞò: âÞìáôá áíôéìåôÜèåóçò, ëïãéêÜ âÞìáôá, äïìéêÜ âÞìáôá êáé áîéùìáôéêÜ
âÞìáôá.

Óôï åîÞò, èá åðéêåíôñùèïýìå óå âÞìáôá ôá ïðïßá ÷ñßæïõí ìç ôåôñéììÝíçò
ìåôá÷åßñçóçò, äçëáäÞ óå åêåßíá üðïõ ï rg Þ ï rd åßíáé êáíüíáò \êïõôéïý"
êáé åðéðëÝïí ï êýñéïò ôýðïò ôïõ, åßíáé ï ôýðïò ôïìÞò. Åðßóçò èá åîåôÜóïõìå
ìßá áðü ôéò ðåñéðôþóåéò üðïõ ïé rg êáé rd åßíáé äåõôåñïâÜèìéïé êáíüíåò, ðïõ
åéóÜãïõí ôïí ôýðï ôïìÞò.
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• Áí ï ôýðïò ôïìÞò åßíáé \åììÝóùò åíåñãüò" óå Ýíáí åêèåôéêü óõìöñá-
óôéêü êáíüíá ðïõ ðñïçãåßôáé ôïõ c, ôüôå óõìâïëßæïõìå ôï áíôßóôïé÷ï
âÞìá áíáãùãÞò ìå [cc] (\ìåôáâáôéêÞ ôïìÞ"), ôïõ ïðïßïõ ç ìïñöÞ åßíáé:

ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
!Ã1 ⇒ ?Ä1; !Á

ð2

!Á; !Ã2 ⇒ Â; ?Ä2

!Á; !Ã2 ⇒ !Â; ?Ä2

!Ã1; !Ã2 ⇒ !Â; ?Ä1; ?Ä2

Ã[cc]

ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
!Ã1 ⇒ ?Ä1; !Á

ð2

!Á; !Ã2 ⇒ Â; ?Ä2

!Ã1; !Ã2 ⇒ Â; ?Ä1; ?Ä2

!Ã1; !Ã2 ⇒ !Â; ?Ä1; ?Ä2

• Aí ï ôýðïò ôïìÞò åßíáé êýñéïò óå êÜðïéïí êáíüíá áìÝëåéáò, ôüôå óõì-
âïëßæïõìå ôï áíôßóôïé÷ï âÞìá áíáãùãÞò ìå [de], ôïõ ïðïßïõ ç ìïñöÞ
åßíáé:

ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
!Ã1 ⇒ ?Ä1; !Á

ð2

Á;Ã2 ⇒ Ä2

!Á;Ã2 ⇒ Ä2

!Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1; Ä2

Ã[de]
ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
ð2

Á;Ã2 ⇒ Ä2

!Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1;Ä2

• Aí ï ôýðïò ôïìÞò åßíáé êýñéïò óå êÜðïéïí êáíüíá óõóôïëÞò, ôüôå óõì-
âïëßæïõìå ôï áíôßóôïé÷ï âÞìá áíáãùãÞò ìå [co], ôïõ ïðïßïõ ç ìïñöÞ
åßíáé:

ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
!Ã1 ⇒ ?Ä1; !Á

ð2

!Á; !A;Ã2 ⇒ Ä2

!Á;Ã2 ⇒ Ä2

!Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1;Ä2

Ã[co]

ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
!Ã1 ⇒ ?Ä1; !Á

ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
!Ã1 ⇒ ?Ä1; !Á

ð2

!Á; !A;Ã2 ⇒ Ä2

!A; !Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1;Ä2

!Ã1; !Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1; ?Ä1;Ä2

...
!Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1;Ä2

• Aí ï ôýðïò ôïìÞò åßíáé êýñéïò óå êÜðïéïí êáíüíá åîáóèÝíçóçò, ôüôå
óõìâïëßæïõìå ôï áíôßóôïé÷ï âÞìá áíáãùãÞò ìå [w], ôïõ ïðïßïõ ç ìïñöÞ
åßíáé:

ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
!Ã1 ⇒ ?Ä1; !Á

ð2

Ã2 ⇒ Ä2

!Á;Ã2 ⇒ Ä2

!Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1; Ä2

Ã[w]

ð2

Ã2 ⇒ Ä2

...
!Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1;Ä2

• Aí ï ôýðïò ôïìÞò åßíáé êýñéïò óå êÜðïéïí ∀2-êáíüíá, ôüôå óõìâïëßæïõìå
ôï áíôßóôïé÷ï âÞìá áíáãùãÞò ìå [∀2], ôïõ ïðïßïõ ç ìïñöÞ åßíáé:
ð1

Ã1 ⇒ Ä1; Á[× ]
Ã1 ⇒ Ä1; ∀×Á[X]

ð2

Á[T=X]; Ã2 ⇒ Ä2

∀XÁ[X]; Ã2 ⇒ Ä2

Ã1; Ã2 ⇒ Ä1; Ä2

Ã[∀2]
ð1[T=X]

Ã1 ⇒ Ä1; Á[T=X]
ð2

Á[T=X]; Ã2 ⇒ Ä2

Ã1; Ã2 ⇒ Ä1; Ä2

¸óôù ì Ýíá óôïé÷åéþäåò âÞìá êáíïíéêïðïßçóçò. ÊÜèå åìöÜíéóç åíüò
(õðï)ôýðïõ F (áíôßóôïé÷á åíüò êáíüíá r) óôçí ì(ð) ðñïÝñ÷åôáé, ðñïöáíþò,
áðü ìéá ìïíáäéêÞ åìöÜíéóç åíüò (õðï)ôýðïõ (áíôßóôïé÷á åíüò êáíüíá) óôçí
ð. ¢ñá:
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Ïñéóìüò 4.4.3. Ïñßæïõìå ùò óõíÜñôçóç áíýøùóçò (lifting application),
ôç óõíÜñôçóç ðïõ áðåéêïíßæåé êÜèå åìöÜíéóç åíüò (õðï)ôýðïõ (áíôßóôïé÷á
åíüò êáíüíá) óôçí ì(ð), óôçí åìöÜíéóç ôïõ ìïíáäéêïý (õðï)ôýðïõ ôçò ð áðü
ôïí ïðïßï ðñïÝñ÷åôáé, êáé ôç óõìâïëßæïõìå ìå ì∗. (ÄçëáäÞ ì∗ : ì(ð) → ð.)

¸÷ïíôáò ïñßóåé ôá áðáñáßôçôá, ðÜëé èá äþóïõìå ìéá óåéñÜ áðü ëÞììáôá
êáé ðñïôÜóåéò, ãéá íá êáôáëÞîïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ âáóéêïý ÈåùñÞìáôïò
4.4.13.

ËÞììá 4.4.4. (Áíýøùóç ôùí êëÜóåùí) Ãéá êÜèå óôïé÷åéþäåò âÞìá êáíïíé-
êïðïßçóçò ì óå ìéá áðüäåéîç ð, ôï ì∗ óÝâåôáé ôéò êëÜóåéò. ÄçëáäÞ áí F;G
åßíáé åìöáíßóåéò (õðï)ôýðùí ôçò ì(ð) êáé F ∼ì(ð) G, ôüôå ì∗(F ) ∼ð ì∗(G).

Áðüäåéîç. ¢ìåóï, áðü ôïí ïñéóìü ôçò ì∗ êáé åðåéäÞ ïé êëÜóåéò ôçò ì(ð)
åßíáé êáé êëÜóåéò ôçò ð.

ÅðïìÝíùò êÜèå êëÜóç e óôç ì(ð) áðåéêïíßæåôáé áðü ôç ì∗ óå ìßá êëÜóç
e ′ óôçí ð (äçëáäÞ ì∗(e) ⊆ e ′). Ðáñáôçñïýìå ùóôüóï üôé ç ì∗ äåí åßíáé Ýíá-
ðñïò-Ýíá, ïýôå åðß, ãåíéêÜ. Êáôáñ÷Þí äåí åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá åðåéäÞ ìðïñåß íá
õðÜñ÷ïõí äýï êëÜóåéò e1; e2 ôÝôïéåò þóôå ì∗(e1) 6= ì∗(e2). Áðü ôçí Üëëç äåí
åßíáé åðß, êáèþò ìå ôï âÞìá áíáãùãÞò ðñïêýðôïõí áëëáãÝò óôçí áðüäåéîç.
Ïðüôå ìðïñåß íá õðÜñîåé êÜðïéï e ∈ E(ð) ôÝôïéï þóôå íá ìçí õðÜñ÷åé e ′ ∈
E(ì(ð)), ãéá ôï ïðïßï íá éó÷ýåé üôé ì∗(e ′) = e.

ËÞììá 4.4.5. (Áíýøùóç ôçò äÝóìåõóçò) Ãéá êÜèå óôïé÷åéþäåò âÞìá êáíï-
íéêïðïßçóçò ì óå ìéá áðüäåéîç ð, ôï ì∗ óÝâåôáé ôç äÝóìåõóç. ÄçëáäÞ áí
e; e ′ åßíáé êëÜóåéò óôç ì(ð) êáé ey e ′, ôüôå ì∗(e)y ì∗(e ′).

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ôï ì åßíáé [cc], êáé ey e ′ äéáìÝóïõ ôïõ êáíüíá \êïõ-
ôéïý" ðïõ áíôéìåôáôßèåôáé, áðü ôï ì, ìå ôçí ôïìÞ. Ôüôå åßôå ì∗(e)y1 ì∗(e ′)
Þ õðÜñ÷åé óôçí ð êÜðïéá êëÜóç e ′′ (ç êëÜóç ôïõ ôýðïõ ôïìÞò) ôÝôïéá þóôå
ì∗(e) y1 e ′′ êáé e ′′ y1 ì∗(e ′). ¢ñá ì∗(e) y ì∗(e ′). Óå üëåò ôéò Üëëåò
ðåñéðôþóåéò ì∗(e) y1 e ′′. ÅéäéêÜ ãéá ôçí ðåñßðôùóç üðïõ Ô ≡ !Ô ′ Þ ?Ô ′′

óôï [∀2], åíþ óôçí áñ÷éêÞ áðüäåéîç åíäå÷ïìÝíùò íá õðÜñ÷åé êÜðïéá êëÜóç
ðïõ íá ó÷åôßæåôáé ìå ôï Ô êáé íá ðñïêáëåß äÝóìåõóç, êÜôé ôÝôïéï äåí éó÷ýåé
óôçí ì(ð), äéüôé ôï Ô åßíáé åíóùìáôïìÝíï åî' áñ÷Þò óôçí ð1[Ô=× ].

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá Ýíá óýíïëï Å áðü êëÜóåéò ìéáò áðüäåéîçò ð êáé áò
õðïèÝóïõìå üôé ì åßíáé Ýíá óôïé÷åéþäåò âÞìá áíáãùãÞò ôçò ð. Ôüôå:

Ïñéóìüò 4.4.6. Ïñßæïõìå ùò ì(Å) ôï óýíïëï áðü êëÜóåéò óôç ì(ð), ôï
ïðïßï áðåéêïíßæåôáé, áðü ôçí ì∗, óå êÜðïéá êëÜóç ôïõ Å.4

ËÞììá 4.4.7. ¸óôù ð ìéá áðüäåéîç, ì Ýíá óôïé÷åéþäåò âÞìá áíáãùãÞò
óôçí ð êáé Å Ýíá õðïóýíïëï ôçò E(ð). Áí ôï Å åßíáé êïñåóìÝíï, ôüôå åßíáé
êáé ôï ì(Å).

4ÊÜôé ôÝôïéï åßíáé ëïãéêü, êáèþò ç ì∗ óÝâåôáé ôéò êëÜóåéò.
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Áðüäåéîç. ¸óôù ôõ÷áßá e ∈ ì(Å) êáé e ′ y e, üðïõ e ′ ∈ E(ì(ð)). Áðü ôï
ËÞììá 4.4.5 éó÷ýåé üôé ì∗(e ′)y ì∗(e) óôï E(ð). Ôþñá, åðåéäÞ e ∈ ì(Å), áðü
ôïí ïñéóìü, ôï ì∗(e) áðåéêïíßæåôáé óå êÜðïéï e ′′, üðïõ e ′′ ∈ E. Åðßóçò ôï
ì∗(e ′) áðåéêïíßæåôáé óå êÜðïéï e ′′′, üðïõ e ′′′ ∈ E(ð) êáé e ′′′ y e ′′. ÅðéðëÝïí,
áöïý ôï Å åßíáé êïñåóìÝíï, Ýðåôáé üôé e ′′′ ∈ Å. ¢ñá e ′ ∈ ì(Å) (äéüôé
ì∗(e ′) ⊂ e ′′′).

ËÞììá 4.4.8. ¸óôù ð ìéá áðüäåéîç, ì Ýíá óôïé÷åéþäåò âÞìá áíáãùãÞò
óôçí ð êáé Å Ýíá õðïóýíïëï ôçò E(ð). Áí ôï Å åßíáé ó.ê.ì.ä. , ôüôå åßíáé
êáé ôï ì(Å).

Áðüäåéîç. Áðü ôï ËÞììá 4.4.7, ôï ì(Å) åßíáé êïñåóìÝíï. Ðñïò Üôïðï, Ýóôù
üôé õðÜñ÷åé êÜðïéá ìáñêáñéóìÝíç êëÜóç e óôï ì(Å). Áí ìéá åìöÜíéóç êÜ-
ðïéïõ ôýðïõ F åßíáé êýñéá óå êáíüíá óõóôïëÞò (áíôßóôïé÷á åîáóèÝíçóçò)
óôçí ì(ð), ôüôå Þ áõôÞ Þäç åßíáé ç ðåñßðôùóç ãéá ôï ì∗(F ) óôçí ð (!Á, óôï
ðáñÜäåéãìá ìå ôá óôïé÷åéþäç áíáãùãéêÜ âÞìáôá), Þ ì åßíáé ôï âÞìá áíáãù-
ãÞò [co] (áíôßóôïé÷á [w]) êáé ï ì∗(F ) åßíáé \åììÝóùò åíåñãüò" óôïí êáíüíá
\êïõôéïý" ðïõ äéðëáóéÜæåôáé (áíôßóôïé÷á áðáëåßöåôáé) (ôýðïò ôïõ !Ã1). ¢ñá
åßôå ç ì∗(e) åßíáé åðßóçò ìáñêáñéóìÝíç Þ õðÜñ÷åé óôï E(ð) ìéá ìáñêáñéóìÝíç
êëÜóç e ′ ôÝôïéá þóôå e ′ y e. Ôüôå åðåéäÞ ôï Å åßíáé êïñåóìÝíï, e ′ ∈ E.
Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï, êáèþò áíôéôßèåôáé óôçí õðüèåóç üôé ôï Å éêáíïðïéåß
ôç óõíèÞêç ìç äïìéêüôçôáò.

Ïñéóìüò 4.4.9. ¸óôù ð ìßá áðüäåéîç, Å Ýíá ó.ê.ì.ä. óýíïëï áðü êëÜóåéò
óôçí ð êáé ì Ýíá óôïé÷åéþäåò âÞìá êáíïíéêïðïßçóçò, åêôåëÝóéìï óôçí ð.
Ôï éóïäýíáìï âÞìá ôïõ ì óôçí ð − Å, äçëþíåôáé ìå ì̂ êáé ïñßæåôáé ùò
åîÞò:

• ì̂=[id] (ç êåíÞ áíáãùãÞ) áí ôï ì åßíáé åßôå [de] ìå åíåñãïýò ôýðïõò óôï
ðåäßï ôïõ Å, Þ Ýíá âÞìá áíôéìåôÜèåóçò üðïõ ç ôïìÞ ìåôáôßèåôáé ðñïò
ôá ðÜíù, áðü ôï óõìðÝñáóìá óôçí õðüèåóç åíüò åêèåôéêïý êáíüíá ìå
êýñéï ôýðï óôï ðåäßï ôïõ Å. (ÁõôÞ ç ðñüôáóç óõìðåñéëáìâÜíåé êáé
ôçí ðåñßðôùóç ôïõ âÞìáôïò áíáãùãÞò [cc].)

• ì̂=ì óå üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò.

Ïñéóìüò 4.4.10. ¸óôù r Ýíáò êáíüíáò óå ìéá áðüäåéîç ð êáé ì Ýíá óôïé-
÷åéþäåò âÞìá êáíïíéêïðïßçóçò ôçò ð. Ïñßæïõìå ùò ì(r), ôï óýíïëï üëùí
ôùí óôéãìéïôýðùí áðü êáíüíåò óôçí ì(ð), ðïõ áðåéêïíßæïíôáé ìÝóù ôçò ì∗
óôïí r.

Èåþñçìá 4.4.11. (Ç áðÜëåéøç óÝâåôáé ôçí êáíïíéêïðïßçóç) ¸óôù ì Ýíá
óôïé÷åéþäåò âÞìá êáíïíéêïðïßçóçò óå ìéá áðüäåéîç ð êáé Å Ýíá ó.ê.ì.ä. óý-
íïëï óôçí ð. Ôüôå ç ì ìðïñåß íá åöáñìïóôåß óôçí ð áí êaé ìüíïí áí ç ì̂
ìðïñåß íá åöáñìïóôåß óôçí ð − Å êáé ì̂(ð − Å) = ì(ð)− ì(Å).
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Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç ãßíåôáé ìå êáôÜ ðåñßðôùóç Ýëåã÷ï, üëùí ôùí ðéèáíþí
åìöáíßóåùí ôïõ êáíüíá ôïìÞò óôçí ð. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ôï ì åßíáé [w] ôüôå:
(⇒) Tï ì åöáñìüæåôáé óôçí ð êáé ì = [w], Üñá áðü ôïí Ïñéóìü 4.4.9, ç
ì̂= [w] åöáñìüæåôáé óôçí ð − Å. (⇐) Áí ç ì̂ ìðïñåß íá åöáñìïóôåß óôçí
ð − Å, ôüôå êáé óôçí ð ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå [w] (ì = [w]).

ÅðéðëÝïí éó÷ýåé üôé ì̂(ð − Å) = ì(ð) − ì(Å) áöïý ôï íá åöáñìüóïõìå
[w] óôçí ð − Å, åßíáé ôï ßäéï ìå ôï íá åöáñìüóïõìå [w] óôçí ð êáé Ýðåéôá
íá áðáëåßøïõìå ìå ôï ì(Å) (âë. ïñéóìü ôïõ ì(Å) êáé ËÞììá 4.4.8). Ïìïßùò
ãßíïíôáé êáé ïé Üëëåò ðåñéðôþóåéò (ìéá åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç õðÜñ÷åé óôï
[Sch94]).

Ðüñéóìá 4.4.12. ¸óôù ð ìéá áðüäåéîç, Å Ýíá ó.ê.ì.ä. óýíïëï ôçò ð êáé ì
Ýíá óôïé÷åéþäåò âÞìá êáíïíéêïðïßçóçò óôçí ð. Ôüôå ì(ð)¤ì̂(ð − Å).

Áðüäåéîç. Áðü ôï ËÞììá 4.2.15 éó÷ýåé üôé ð ¤ ð − Å. Áðü ôï Èåþñçìá
4.4.11 ç áðÜëåéøç óÝâåôáé ôçí ¤. ¢ñá ì̂(ð − Å) = ì(ð) − ì(Å). ÄçëáäÞ
ì(ð)¤ì̂(ð − Å) (áöïý ôï ì(Å) åßíáé ó.ê.ì.ä.).

ÐáñáôÞñçóç: Ôï óýíïëï F ⊆ E(ì(ð)) ìðïñåß íá åßíáé ó.ê.ì.ä. , åíþ
ôáõôü÷ñïíá ôï ì∗ ⊆ E(ð) íá ìçí åßíáé (äçëáäÞ ôï áíôßóôñïöï ôïõ ËÞììáôïò
4.4.8 äåí éó÷ýåé). ¸íá ôõðéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé ç êëÜóç åíüò êýñéïõ ôýðïõ
óå Ýíáí êáíüíá \êïõôéïý" ðïõ äéðëáóéÜæåôáé áðü ôçí [co] (ç 1 óôï áêüëïõèï
ó÷Þìá), ç ïðïßá ãßíåôáé ó.ê.ì.ä. ìåôÜ ôï äéðëáóéáóìü. ÄçëáäÞ:

ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
!Ã1 ⇒ ?Ä1; !1Á

ð2

!Á1; !1A;Ã2 ⇒ Ä2

!1Á;Ã2 ⇒ Ä2

!Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1; Ä2

Ã[co]

ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
!Ã1 ⇒ ?Ä1; !1Á

ð1

!Ã1 ⇒ ?Ä1; Á
!Ã1 ⇒ ?Ä1; !1Á

ð2

!1Á; !1A;Ã2 ⇒ Ä2

!1A; !Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1; Ä2

!Ã1; !Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1; ?Ä1;Ä2

...
!Ã1; Ã2 ⇒ ?Ä1;Ä2

¼ðùò öáéíåôáé óôçí áñéóôåñÞ áðüäåéîç, ç êëÜóç 1 (ùò óýíïëï) äåí åßíáé
ó.ê.ì.ä. ãéáôß åßíáé ìáñêáñéóìÝíç (ìå c), åíþ óôç äåîéÜ áðüäåéîç ôï óýíïëï
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí êëÜóç 1, (åíäå÷ïìÝíùò) åßíáé ó.ê.ì.ä. .

ÔÝëïò áðïäåéêíýïõìå ôï âáóéêü èåþñçìá:

Èåþñçìá 4.4.13. ¸óôù ìê:::ì1 ìéá áêïëïõèßá áíáãùãþí óôçí ð. Ôüôå
ì̂k...ì̂1(ð.) ¤ (ìê:::ì1(ð))..

Áðüäåéîç. Åöáñìüæïíôáò åðáíáëçðôéêÜ ôï Ðïñßóìá 4.4.12 (÷ñçóéìïðïéþ-
íôáò êáé ôï ËÞììá 4.2.15) ëáìâÜíïõìå üôé ìê:::ì1(ð)¤ ì̂k...ì̂1(ð.). Óõìðå-
ñáßíïõìå åðïìÝíùò, üôé ç ì̂k...ì̂1(ð.) áíÞêåé óôï ¤-äéêôõùôü ôçò ìê:::ì1(ð),
üðïõ ôï åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï åßíáé ç (ìê:::ì1(ð)).. ¢ñá åßíáé åìöáíÝò üôé
ì̂k...ì̂1(ð.) ¤ (ìê:::ì1(ð))..
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r(ð) r̂(ð.)

(r(ð)).

ð ð.

? ?

¤

¤

¤ ¤

Ó÷Þìá 4.2: Áðïäåßîåéò êáé ïé áíáãùãÝò ôïõò.

Áíáêåöáëáéþíïíôáò, áðïäåßîáìå ìéá óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôïõ ¤-äéêôõùôïý
ìéáò áðüäåéîçò ð, ç ïðïßá äéáéóèçôéêÜ åêöñÜæåôáé ùò åîÞò: ïé áðïäåßîåéò óå
Ýíá ¤-äéêôõùôü Ý÷ïõí, ïõóéáóôéêÜ, ôï ßäéï óýíïëï áíáãùãþí.

ÄçëáäÞ, áí r óõìâïëßæåé ìéá áêïëïõèßá áíáãùãþí óôçí ð, ôüôå ôï ðñïá-
íáöåñèÝí óõìðÝñáóìá áðåéêïíßæåôáé óôï äéÜãñáììá ôïõ Ó÷Þìáôïò 4.2.

Ðáñáôçñïýìå ôþñá, üôé áí ç ð äåí åßíáé `ìüíï', åßíáé ðéèáíüí íá áðáëåß-
øïõìå óýíïëá áðü êëÜóåéò óôçí ð ôá ïðïßá äåí åßíáé ó.ê.ì.ä. , êáé íá ëÜâïõìå
ìéá áðüäåéîç ç ïðïßá èá åßíáé ãñáììéêÜ óùóôÞ. Ùóôüóï, ôï áðïôÝëåóìá ìéáò
ôÝôïéïõ åßäïõò áðÜëåéøçò èá Ý÷åé äéáöïñåôéêÞ óõìðåñéöïñÜ óôçí áíáãùãÞ, óõ-
ãêñéôéêÜ ìå áõôÞ ôçò ð êáé ãåíéêÜ ôï Èåþñçìá 4.4.11 äåí èá éó÷ýåé [Sch94].

4.5 ÅöáñìïãÞ ôçò èåùñßáò

¸÷ïíôáò åîáóöáëßóåé ðëÝïí ôçí êáôÜëëçëç èåùñßá, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå
ôï èåþñçìá ãéá ôï ïðïßï Ýãéíå ëüãïò óôï ÊåöÜëáéï 3, áëëÜ êáé óôçí áñ÷Þ
áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ. Èá äåßîïõìå äçëáäÞ, üôé ïðïéïäÞðïôå åðáñêÝò æåýãïò
êáé áí äéáëÝîïõìå ãéá íá ïñßóïõìå å.ó.ä. ãéá ôo CL, ôï áðïôÝëåóìá ïõóéá-
óôéêÜ èá åßíáé ôï ßäéï ìå ôï íá åß÷áìå äéáëÝîåé Þ ôï (!,?!) Þ ôï (!?,?) (ôùí q
êáé t ìåôáöñÜóåùí áíôßóôïé÷á).

Èåþñçìá 4.5.1. (Danos, Joinet, êáé Schellinx) Ïé ôñéÜäåò 〈(·)q; !; ?!〉 êáé
〈(·)t; !?; ?〉 åßíáé, ïõóéáóôéêÜ, ïé ìïíáäéêÝò åðáãùãéêÝò óôñáôçãéêÝò äéáêü-
óìçóçò ãéá ôï CL.

Áðüäåéîç. ¸óôù ð ìéá CL-áðüäåéîç êáé áò õðïèÝóïõìå üôé ëáìâÜíïõìå ôçí
ð}, äéáêïóìþíôáò åðáãùãéêÜ ôçí ð ìÝóù ôçò 〈(·)}; ì; í〉 üðùò óôï Èåþñçìá
3.3.2. ÅðåéäÞ ôï (ì; í) åßíáé åðáñêÝò , Ýðåôáé üôé åßôå (1) ì ≡ !á?â êáé í ≡ ?â,
Þ (2) ì ≡ !â êáé í ≡ ?á!â, ãéá ôñïðéêüôçôåò á; â.

Èá äåßîïõìå üôé óôçí ð}, ôá åêèåôéêÜ óôéò êëÜóåéò ïé ïðïßåò äçìéïõñãïý-
íôáé áðü ôá á êáé â, åßíáé ðåñéôôÜ êáé ìðïñïýí íá áðáëåéöèïýí. Óôçí (1)
ðåñßðôùóç èá âñïýìå üôé (ð}). ≡ ðt êáé óôç (2) ðåñßðôùóç üôé (ð}). ≡ ðq.
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Tüôå ôï èåþñçìá Ýðåôáé, êáèþò ãéá êÜèå ôñéÜäá 〈(·)}; ì; í〉, ð} ¤ · · ·¤ ðq
Þ áíôßóôïé÷á ð} ¤ · · · ¤ ðt êáé Üñá ç ð} èá Ý÷åé ôï ßäéï óýíïëï áíáãùãþí
åßôå ìå ôçí ðq åßôå ìå ôçí ðt.

Èá áðïäåßîïõìå ôçí ðåñßðôùóç (2), ìå åðáãùãÞ óôç äïìÞ ôçò ð. Ç ðå-
ñßðôùóç (1) áðïäåéêíýåôáé ïìïßùò. Èá åëÝãîïõìå ôéò ðéï ÷áñáêôçñéóôéêÝò
ðåñéðôþóåéò.

• Áí ç ð åßíáé ôï áîßùìá A⇒ A ôüôå ç ð} åßíáé ç

!âA} ⇒ !âA}

...
!âA} ⇒ ?á!âA}

Ôüôå îåêÜèáñá, ôá åêèåôéêÜ á êáé â åßíáé ðåñéôôÜ êáé ìðïñïýí íá áðá-
ëåéöèïýí. ÅðéðëÝïí ìðïñïýìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôï Á} ìå ôï Áq,
ëáìâÜíïíôáò Ýôóé ôçí ðq.

• ¸óôù üôé ç ð ôåñìáôßæåé ìå ìéá åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá R(. ÄçëáäÞ ç
ð åßíáé ç

ð′
...

A;Ã ⇒ Â;Ä
Ã ⇒ Á ( Â;Ä

Ôüôå ç ð} åßíáé ç

(ð′)}

...
!âÃ}; !âÁ} ⇒ ?á!âÂ}; ?á!âÄ}

...
!âÃ}; ?á!âÁ} ⇒ ?á!âÂ}; ?á!âÄ}

!âÃ} ⇒ ?á!âÁ} ( ?á!âÂ}; ?á!âÄ}

...
!âÃ} ⇒ ?á!â(?á!âÁ} ( ?á!âÂ}); ?á!âÄ}

Ïðüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå áðÜëåéøç
óôçí (ð′)} êáé íá ëÜâïõìå ôçí
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(ð′)q

...
!Ãq; !Áq ⇒ ?!Âq; ?!Äq

...
!Ãq; ?á!Áq ⇒ ?!Âq; ?!Äq

Ãq ⇒ ?áÁq ( ?!Âq; ?!Äq

...
!Ãq ⇒ ?á!â(?á!Áq ( ?!Âq); ?!Äq

Ôá åêèåôéêÜ á êáé â åäþ, äçìéïõñãïýí íÝåò êëÜóåéò ïé ïðïßåò åßíáé
åëá÷éóôéêÝò óôïí åêèåôéêü ãñÜöï êáé åðéðëÝïí äåí åßíáé ìáñêáñéóìÝ-
íåò (áõôü óõìâáßíåé êáèþò ïé ôýðïé áõôþí ôùí êëÜóåùí åßíáé êýñéïé
óå åêèåôéêïýò êáíüíåò, Üñá ïé êëÜóåéò äåí äåóìåýïíôáé, ðáñÜ ìüíï äå-
óìåýïõí êáé äçìéïõñãïýí ó.ê.ì.ä. óýíïëá). ÄçëáäÞ åßíáé redexes êáé
óõíåðþò ìðïñïýí íá áðáëåéöèïýí þóôå íá ëÜâïõìå ôçí ðq.

• ¸óôù üôé ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò ð åßíáé ï L∧. ÄçëáäÞ ç ð åßíáé ç

ð′
...

Ã;A;B ⇒ Ä
Ã;Á ∧ Â ⇒ Ä

Ôüôå ç ð} åßíáé ç

(ð′)}

...
!âÃ}; !âÁ}; !âB} ⇒ ?á!âÄ}

...
!âÃ}; !?á!âÁ}; !âÂ} ⇒ ?á!âÄ}

...
!âÃ}; !?á!âÁ}; !?á!âÂ} ⇒ ?á!âÄ}

!âÃ}; !?á!âÁ} ⊗ !?á!âÂ} ⇒ ?á!âÄ}

...
!âÃ}; !â(!?á!âÁ} ⊗ !?á!âÂ}) ⇒ ?á!âÄ}

Ïðüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå áðÜëåéøç
óôçí (ð′)} êáé íá ëÜâïõìå ôçí
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(ð′)q

...
!Ãq; !Áq; !Bq ⇒ ?!Äq

...
!Ãq; !?á!Áq; !Âq ⇒ ?!Äq

...
!Ãq; !?á!Áq; !?á!Âq ⇒ ?!Äq

!Ãq; !?á!âÁq ⊗ !?á!âÂq ⇒ ?á!âÄq

...
!Ãq; !â(!?á!âÁq ⊗ !?á!âÂq) ⇒ ?á!âÄq

¼ðùò êáé ãéá ôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, ôá åêèåôéêÜ á êáé â, äç-
ìéïõñãïýí íÝåò êëÜóåéò ïé ïðïßåò åßíáé åëá÷éóôéêÝò óôïí åêèåôéêü ãñÜöï
êáé åðéðëÝïí äåí åßíáé ìáñêáñéóìÝíåò. ÄçëáäÞ åßíáé redexes êáé óõíå-
ðþò ìðïñïýí íá áðáëåéöèïýí þóôå íá ëÜâïõìå ôçí ðq.

• ¸óôù üôé ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò ð åßíáé ï L→. ÄçëáäÞ ç ð åßíáé ç

ð′
...

Ã1 ⇒ A;Ä1

ð′′
...

B;Ã2 ⇒ Ä2

Ã1; Ã2; Á→ Â ⇒ Ä1;Ä2

Ôüôå ç ð} åßíáé ç

(ð′)}

...
!âÃ}

1 ⇒ ?á!âA}; ?á!âÄ}
1

(ð′′)}

...
!âB}; !âÃ}

2 ⇒ ?á!âÄ}
2

...
?á!âB}; !âÃ}

2 ⇒ ?á!âÄ}
2

!âÃ}
1 ; !âÃ

}
2 ; ?á!âÁ} ( ?á!âÂ} ⇒ ?á!âÄ}

1 ; ?á!âÄ
}
2

...
!âÃ}

1 ; !âÃ
}
2 ; !â(?á!âÁ} ( ?á!âÂ}) ⇒ ?á!âÄ}

1 ; ?á!âÄ
}
2

Ïðüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå áðÜëåéøç
óôéò (ð′)} êáé (ð′′)}, êáé íá ëÜâïõìå ôçí
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(ð′)q

...
!Ãq1 ⇒ ?!Aq; ?!Äq

1

(ð′′)q

...
!Bq; !Ãq2 ⇒ ?!Äq

2

...
?á!Bq; !Ãq2 ⇒ ?!Äq

2

!Ãq1 ; !Ã
q
2 ; ?!Áq ( ?á!Âq ⇒ ?!Äq

1; ?!Ä
q
2

...
!Ãq1 ; !Ã

q
2 ; !â(?!Áq ( ?á!Âq) ⇒ ?!Äq

1; ?!Ä
q
2

ÐÜëé ðñïöáíþò ôá åêèåôéêÜ á êáé â åßíáé ðåñéôôÜ. Ïðüôå áðáëåßöïíôáò
ôá ëáìâÜíïõìå ôçí ðq.

• ¸óôù üôé ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò ð åßíáé ï LC. ÄçëáäÞ ç ð åßíáé ç

ð′
...

Ã;A;A⇒ Ä
Ã;Á⇒ Ä

Ôüôå ç ð} åßíáé ç

(ð′)}

...
!âÃ}; !âÁ}; !âA} ⇒ ?á!âÄ}

!âÃ}; !âÁ} ⇒ ?á!âÄ}

Ïðüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå áðÜëåéøç
óôçí (ð′)} êáé íá ëÜâïõìå ôçí

(ð′)q

...
!Ãq; !Áq; !Aq ⇒ ?!Äq

!Ãq; !Áq ⇒ ?!Äq

ç ïðïßá åßíáé ç ðq.

• ¸óôù, ôåëéêÜ, üôé ç áðüäåéîç ð ôåñìáôßæåé ìå ìßá åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá
ôïìÞò. ÄçëáäÞ ç ð åßíáé ç

ð1

...
Ã1 ⇒ A;Ä1

ð2

...
Ã2; A⇒ Ä2

Ã1; Ã2 ⇒ Ä1;Ä2
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Ôüôå ç ð} åßíáé ç

(ð1)}

...
!âÃ}

1 ⇒ ?á!âÄ}
1 ; ?á!âA}

(ð2)}

...
!âA}; !âÃ}

2 ⇒ ?á!âÄ}
2

...
?á!âA}; !âÃ}

2 ⇒ ?á!âÄ}
2

!âÃ}
1 ; !âÃ

}
2 ⇒ ?á!âÄ}

1 ; ?á!âÄ
}
2

Ïðüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå áðÜëåéøç
óôéò (ð1)} êáé (ð2)} êáé íá ëÜâïõìå ôçí

(ð1)q

...
!Ãq1 ⇒ ?!Äq

1; ?!Aq

(ð2)q

...
!Aq; !Ãq2 ⇒ ?!Äq

2

?!Aq; !Ãq2 ⇒ ?!Äq
2

!Ãq1 ; !Ã
q
2 ⇒ ?!Äq

1; ?!Ä
q
2

ç ïðïßá åßíáé ç ðq.
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ÊåöÜëáéï 5

Êáôáóêåõáóéìüôçôá
óõóôçìÜôùí êëáóéêÞò ëïãéêÞò,
ìÝóù ôçò ÃñáììéêÞò ëïãéêÞò

¼ðùò áíáöÝñáìå óôéò ðáñáãñÜöïõò 1.1 êáé 1.2, ôï óýóôçìá CL äåí åßíáé
éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìï. ÄçëáäÞ äåäïìÝíçò ìéáò CL-áðüäåéîçò, äåí ìðï-
ñïýìå ðÜíôá íá áðáëåßøïõìå ôéò ôïìÝò ôçò, åðéëÝãïíôáò ôõ÷áßá ôç óåéñÜ ìå
ôçí ïðïßá èá áðáëåéöèïýí, ðáñÜ ìüíï áí áêïëïõèÞóïõìå ôïí áëãüñéèìï ôçò
áðüäåéîçò ôçò áóèåíïýò êáíïíéêïðïßçóçò ôïõ CL (âë. ðáñÜãñáöï 1.2). Áíôé-
èÝôùò ãéá ôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ (ÉL) Ý÷ïõìå ôçí éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç
ëüãù ôçò ðåñéïñéóìÝíçò ÷ñÞóçò ôùí äïìéêþí êáíüíùí. Åðßóçò áò áíáëïãé-
óôïýìå êáé ôï åîÞò: ç éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ Ý÷åé ùò õðïëïãéóôéêü áíÜëïãï
(áíôéóôïé÷ßá Curry-Howard) ôï óýóôçìá ôïõ ë-ëïãéóìïý ìå ôýðïõò Church,
ôï ïðïßï åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìï [SU98].1 ÔÝôïéá áíôéóôïé÷ßá ãéá ôçí
êëáóéêÞ ëïãéêÞ äåí õðÜñ÷åé. Ìå Üëëá ëüãéá ç éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç åßíáé
ìéá éäéüôçôá ôùí êáôáóêåõáóôéêþí óõóôçìÜôùí (üðùò åßíáé äçëáäÞ ôï IL).

Ôï åñþôçìá ðïõ ôßèåôáé üìùò, åßíáé ôï ãéáôß ìáò åíäéáöÝñåé íá áðïêôÞ-
óïõìå ìéá áíôéóôïé÷ßá Curry-Howard ìåôáîý ìéáò èåùñçôéêÞò ãëþóóáò ðñï-
ãñáììáôéóìïý êáé áðïäåßîåùí óå êëáóéêÞ ëïãéêÞ. Êáôáñ÷Þí åßíáé äåëåáóôéêü,
äéüôé óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå áðïäåßîåéò èåùñçìÜôùí ôçò
ìïñöÞò Á ∨ ¬A, ôéò ïðïßåò öõóéêÜ äåí Ý÷ïõìå óôçí éíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ.
Åðßóçò åßíáé ãíùóôü áðü Ýíá áðïôÝëåóìá ôïõ Kreisel [Kre51] üôé ôï åíäéá-
öÝñïí äå âñßóêåôáé óôï íá áðïêôÞóïõìå ðñüóâáóç óå êáéíïýñãéåò ïëéêÝò
áíáðáñáóôÜóéìåò óõíáñôÞóåéò, êáèþò üëåò ïé ïëéêÝò áíáðáñáóôÜóéìåò óõ-
íáñôÞóåéò ôçò äåõôåñïâÜèìéáò êëáóéêÞò ëïãéêÞò, åßíáé áíáðáñáóôÜóéìåò óôï
áíôßóôïé÷o äåõôåñïâÜèìéï éíôïõéóéïíéóôéêü óýóôçìá (âë. [DJS97] êáé [Gir91]).
Áí óêåöôïýìå üìùò ôéò áðïäåßîåéò ùò áëãüñéèìïõò (âë. áíôéóôïé÷ßá Curry-
Howard), áõôü ðïõ êåñäßæïõìå åßíáé íÝåò áðïäåßîåéò ôùí áíáðáñáóôÜóåùí

1Áõôü ðñïêýðôåé áðü ôï ëåãüìåíï programming-with-proofs ðáñÜäåéãìá ãéá ôçí éíôïõé-
óéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ.
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ôùí óõíáñôÞóåùí óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ êáé åðïìÝíùò âÜóåé ôçò áíôéóôïé÷ßáò
Curry-Howard íÝïõò êáé åíäå÷ïìÝíùò ðéï áðïôåëåóìáôéêïýò áëãüñéèìïõò.
ÅðéðëÝïí, åêôüò ôïõ åíäéáöÝñïíôïò áðü ôç óêïðéÜ ôçò èåùñçôéêÞò ðëçñïöï-
ñéêÞò, óçìáíôéêü åßíáé êáé ôï åñþôçìá ãéá ôï áí ìðïñïýìå íá ðñïóäþóïõìå
óå óõóôÞìáôá êëáóéêÞò ëïãéêÞò, êáôáóêåõáóôéêÝò éäéüôçôåò, üðùò áõôÞ ôçò
éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßçóçò (constructivization of classical logic).

Ãéá íá åðéôý÷ïõìå ôá ðñïçãïýìåíá, åßíáé áðáñáßôçôï íá êáôáóêåõÜóïõìå
êÜðïéï áðïäåéêôéêü óýóôçìá êëáóéêÞò ëïãéêÞò, ôïõ ïðïßïõ ïé ôýðïé èá áíá-
ðáñéóôïýí ôá äåäïìÝíá ðïõ èÝëïõìå, êáé ãéá ôï ïðïßï ç äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò
ôçò ôïìÞò (Þ áëëéþò êáíïíéêïðïßçóç) èá åßíáé éó÷õñÞ êáé èá óõìâÜëåé (äçëáäÞ
èá éêáíïðïéåßôáé ç éäéüôçôá Church-Rosser).

ÔÝôïéá óõóôÞìáôá ðëÝïí Ý÷ïõí âñåèåß áñêåôÜ, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ôï
óýóôçìá LC ôïõ Girard (âë. [Gir91]). ÅðéðëÝïí åßäáìå óôçí ðáñÜãñáöï 3.3
üôé ãéá ôï {→; ∀; ∀2}-ôìÞìá ôïõ CL éêáíïðïéïýíôáé ïé éäéüôçôåò ðïõ èÝëïõìå.
Áðü åäþ êáé ðÝñá, èá äïýìå ôñåéò åíáëëáêôéêÝò ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá
ðëÞñç êëáóéêÜ óõóôÞìáôá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç èåùñßá ðïõ Þäç Ý÷åé áíáðôõ-
÷èåß ãéá ôéò ãñáììéêÝò äéáêïóìÞóåéò, êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá ôçí ôå÷íéêÞ ôçò
äéáêüóìçóçò êáé åí óõíå÷åßá \ìåôáöïñÜò" ôçò ãñáììéêÞò äéáäéêáóßáò áðá-
ëïéöÞò ôçò ôïìÞò óôï óêåëåôü ôçò äéáêïóìçìÝíçò áðüäåéîçò.

Ïé ðñþôåò äýï ëýóåéò, ðñïêýðôïõí ìÝóù ôùí äéáêïóìÞóåùí ðïõ äßíïõí ïé
ìåôáöñÜóåéò T êáé Q. Ç ôñßôç ðñïêýðôåé, åóôéÜæïíôáò áêñéâþò óôá óçìåßá ðïõ
ðáñáôçñåßôáé ï ìç íôåôåñìéíéóìüò ãéá ôçí áðáëïéöÞ ôçò ôïìÞò óôçí êëáóéêÞ
ëïãéêÞ, êáé áðïäßäïíôáò ôçí êáôÜëëçëç ðëçñïöïñßá óôï óýóôçìá ãéá íá áíôá-
ðåîÝëèåé áõôü ôï ðñüâëçìá. ÔåëéêÜ, êáé ïé ôñåéò ëýóåéò èá ìáò ïäçãÞóïõí
óå áõôü ðïõ ëÝìå \êáôáóêåõáóéìüôçôá ôçò êëáóéêÞò, ìÝóù ôçò ãñáììéêÞò,
ëïãéêÞò".

5.1 Ôá óõóôÞìáôá LKQ êáé LKT

Óôçí ðáñÜãñáöï 3.2 åßäáìå üôé ç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard ãéá ôçí éíôïõéóéï-
íéóôéêÞ ëïãéêÞ äåí ðáñÜãåé ìéá åðáãùãéêÞ óôñáôçãéêÞ äéáêüóìçóçò ôùí IL-
áðïäåßîåùí. Áõôü õðåíèõìßæïõìå üôé óõìâáßíåé, åîáéôßáò ôçò ÷ñÞóçò ôùí êá-
íüíùí L→, L∧ êáé L∀2 óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï åíåñãüò ôýðïò ôçò (äåîéÜò)
õðüèåóçò Ý÷åé ðñïÝëèåé áðü äïìéêü êáíüíá. ÅðéðëÝïí åîåôÜæïíôáò ëåðôïìå-
ñþò ôç äïìÞ ôùí ãñáììéêþí áðïäåßîåùí ôùí (·)∗-ìåôáöñáóìÝíùí áêïëïõèç-
ôþí, êáôáóêåõÜóáìå ôï ëïãéóìü áêïëïõèçôþí ILU, ï ïðïßïò åíóùìáôþíåé
áêñéâþò ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ ðñïôåßíåé ç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard.

ÊÜíïíôáò ôéò áíÜëïãåò ðáñáôçñÞóåéò óôïí êëáóéêü ëïãéóìü áêïëïõèç-
ôþí, ïé Danos, Joinet êáé Schellinx êáôáóêåýáóáí ëïãéóìïýò áêïëïõèçôþí,
ïé ïðïßïé åíóùìáôþíïõí ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ ðñïôåßíïõí ïé ìåôáöñÜóåéò Q
êáé T (âë. ðáñÜãñáöï 3.3). ÂÝâáéá ç ìïñöÞ ôùí êáíüíùí èá äéáöÝñåé áíÜëïãá
ìå ôï áí äéáëÝîïõìå ôçí ðñïóèåôéêÞ Þ ðïëëáðëáóéáóôéêÞ åêäï÷Þ åíüò ëïãé-
êïý êáíüíá. Ùóôüóï, åýêïëá êÜðïéïò ìðïñåß íá êáôáóêåõÜóåé ôïõò êáíüíåò
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ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé, ïýôùò þóôå íá éêáíïðïéïýíôáé ïé ðåñéïñéóìïß ôùí Q êáé T
ìåôáöñÜóåùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá ïé ðïëëáðëáóéáóôéêïß êáíüíåò ãéá ôç äéÜæåõîç
èá åßíáé ïé

!Ã; !A; !Â ⇒ ?!Ä
(L⊗)

!Ã; !(!A⊗ !Â) ⇒ ?!Ä
!Ã ⇒ ?!Ä; !A !Ã ′ ⇒ ?!Ä′; !B

(R⊗)
!Ã; !Ã ′ ⇒ !(!A⊗ !Â); ?!Ä; ?!Ä′

Åäþ, üðùò êÜíáìå êáé ãéá ôï ILU, èá áíáöåñèïýìå óôï ôìÞìá ðïõ ðåñéÝ-
÷åé ôç óõíåðáãùãÞ êáé ôï äåõôåñïâÜèìéï êáèïëéêü ðñïôáóéáêü ðïóïäåßêôç.
ÖõóéêÜ ôï íá åðåêôåßíïõìå ôï óýóôçìá ðñïóèÝôïíôáò êáé ôïí ðñùôïâÜèìéï
ðïóïäåßêôç åßíáé Üìåóï, êáèþò ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ ðñùôïâÜèìéïõ ðïóïäåßêôç
åßíáé áíÜëïãç ìå áõôÞ ôïõ äåõôåñïâÜèìéïõ.

Ôï áêüëïõèï ëÞììá ìáò äßíåé ìéá óçìáíôéêÞ ðëçñïöïñßá.

ËÞììá 5.1.1. Áí óôï {!,?,(,∀Q2 } ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå Ýíáí áêïëïõèçôÞ
ôçò ìïñöÞò ÃQ1 ; !Ã

Q
2 ; ?!Ã

Q
3 ⇒ ?!ÄQ

3 ; !Ä
Q
2 ; Ä

Q
1 (÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïìÝò óå ôý-

ðïõò ôçò ìïñöÞò ÁQ; !ÁQ; ?!ÁQ), ôüôå |Ã1 ∪ Ã3 ∪Ä2| ≤ 1.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôùí áðïäåßîåùí. Áò äïýìå êÜðïéåò ÷á-
ñáêôçñéóôéêÝò ðåñéðôþóåéò:

• Áí ï áêïëïõèçôÞò åßíáé áîßùìá, äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò ÁQ ⇒ ÁQ, ôüôå
|Ã1 ∪ Ã3 ∪Ä2| = 1.

• ¸óôù üôé ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò áðüäåéîçò åßíáé ï R (. ÄçëáäÞ

ÃQ1 ; ÁQ; !Ã
Q
2 ; ?!Ã

Q
3 ⇒ ?!ÄQ

3 ; !Ä
Q
2 ; ÂQ;Ä

′Q
1 (R()

ÃQ1 ; !Ã
Q
2 ; ?!Ã

Q
3 ⇒ ?!ÄQ

3 ; !Ä
Q
2 ; ÁQ ( ÂQ;Ä′Q1

Ëüãù ôçò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò, ðñÝðåé |Ã1 ∪Á ∪ Ã3 ∪Ä2| ≤ 1. Ïðüôå
Ã1 = Ã3 = Ä2 = ∅. ¢ñá |Ã1 ∪ Ã3 ∪Ä2| ≤ 1.

• ¸óôù üôé ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò áðüäåéîçò åßíáé ï L?. Ôüôå ãéá íá
åöáñìïóôåß ï êáíüíáò ðñÝðåé Ã1 = Ã ′3 = Ä1 = Ä2 = ∅. ÄçëáäÞ

!ÃQ2 ; !ÁQ ⇒ ?!ÄQ
3 (L?)

!ÃQ2 ; ?!ÁQ ⇒ ?!ÄQ
3

Ôüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé ôá ðáñáðÜíù, éó÷ýåé üôé Ã1 =
Ã ′3 = Ä2 = ∅. ¢ñá |Ã1 ∪ Ã3 ∪Ä2| = 1.
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5.1.1 Ôï LKQ

ÎåêéíÜìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï óýóôçìá LKQ äéáðéóôþíïíôáò ôá áêüëïõèá:

• ¸óôù üôé óå ìéá äïóìÝíç Q-ìåôáöñáóìÝíç áðüäåéîç, óôïí ôåëåõôáßï
êáíüíá Ý÷åé åéóá÷èåß ï êýñéïò óýíäåóìïò (, Þ ï ðïóïäåßêôçò ∀2, ôïõ
êýñéïõ ôýðïõ ôïõ êáíüíá. Ôüôå ðáñáôçñïýìå üôé ãéá íá óõíå÷ßóïõìå
ôçí áðüäåéîç åöáñìüæïíôáò êÜðïéïí Üëëï êáíüíá, ðñÝðåé íá ôïðïèåôÞ-
óïõìå ! Þ ?! ìðñïóôÜ áðü ôïí ôýðï, äçëáäÞ ðñÝðåé íá åöáñìüóïõìå
êÜðïéïí åêèåôéêü óõìöñáóôéêü êáíüíá (âë. Q-ìåôÜöñáóç).

ÐáñÜäåéãìá: Ýóôù ç áðüäåéîç

...
ÃQ; !ÁQ ⇒ ?!ÄQ; ?!ÂQ; ÓQ

ÈÝëïõìå íá åöáñìüóïõìå R( ãéá íá ëÜâïõìå ôïí áêïëïõèçôÞ ÃQ ⇒
?!ÄQ; !ÁQ ( ?!ÂQ; ÓQ. Ôüôå ðñÝðåé óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù íá êé-
íçèïýìå ùò åîÞò:

...
ÃQ; !ÁQ ⇒ ?!ÄQ; ?!ÂQ; ÓQ (R()
ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !ÁQ ( ?!ÂQ; ÓQ (R!)
ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !(!ÁQ ( ?!ÂQ); ÓQ

ÊÜôé ôÝôïéï üìùò åßíáé åöéêôü ìüíï óôçí ðåñßðôùóç üðïõ Ó = ∅. Åðï-
ìÝíùò áêïëïõèçôÝò ôçò ìïñöÞò ÃQ; !ÁQ ⇒ ?!ÄQ; ?!ÂQ; ÓQ ìå Ó 6= ∅
èá áðáãïñåýïíôáé óôï óýóôçìÜ ìáò.

ÔåëéêÜ ëáìâÜíïíôáò õðüøéí ôá ðáñáðÜíù, êáôáóêåõÜæïõìå ôï óýóôçìá LLQ
ôïõ Ó÷Þìáôïò 5.1.

Ôï óýóôçìá LLQ åßíáé ðñïöáíþò ôìÞìá ôïõ {?,!,(,∀2} (üëïé ôïõ ïé êá-
íüíåò áðïäåéêíýïíôáé óå áõôü) êáé åíóùìáôþíåé ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ ðñï-
êýðôïõí áðü ôçí Q-ìåôÜöñáóç. Åðßóçò ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå üôé üëïé ïé ôýðïé
ðïõ åìöáíßæïíôáé óå ìéá LLQ-áðüäåéîç Ý÷ïõí ìßá áðü ôéò ìïñöÝò !ÁQ Þ ?!ÁQ
êáé åðéðëÝïí, ôï ðïëý Ýíáò ôýðïò ôçò ìïñöÞò !ÁQ ìðïñåß íá åìöáíéóôåß óôïí
åðüìåíï åíüò LLQ-áêïëïõèçôÞ (ëüãù ôïõ ËÞììáôïò 5.1.1). Åðßóçò éó÷ýåé ôï
åîÞò:

ËÞììá 5.1.2. To LLQ åßíáé êëåéóôü ãéá ôïìÞ.

Áðüäåéîç. ¼ðùò ôçí áðüäåéîç ôçò áíôßóôïé÷çò êëåéóôüôçôáò ãéá ôï ILU
(âë. ðáñÜãñáöï 3.2).
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Áîéþìáôá:

!AQ ⇒ !AQ (Ax)

Ëïãéêïß êáíüíåò:

!Ã ⇒ ?!Ä; !Á ?!B; !Ã ′ ⇒ ?!Ä′
(L()

!(!Á ( ?!Â); !Ã; !Ã ′ ⇒ ?!Ä; ?!Ä′
!Ã; !Á⇒ ?!Â; ?!Ä

(R()
!Ã ⇒ !(!Á ( ?!Â); ?!Ä

Káíüíåò ãéá ôï äåõôåñïâÜèìéï ðïóïäåßêôç (Y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,Ä):

?!A[TQ=X]; !Ã ⇒ ?!Ä
(L∀2)

!∀X?!A; !Ã ⇒ ?!Ä

!Ã ⇒ ?!A[Y=X]; ?!Ä
(R∀2)

!Ã ⇒ !∀X?!A; ?!Ä

Åêèåôéêïß äïìéêïß êáíüíåò:

Ã ⇒ Ä (W!)
Ã; !AQ ⇒ Ä

Ã ⇒ Ä (W?)
Ã ⇒ ?!AQ;Ä

Ã; !A; !A⇒ Ä
(C!)

Ã; !A⇒ Ä
Ã ⇒ ?A; ?A;Ä

(C?)
Ã ⇒ ?Á;Ä

Åêèåôéêïß êáíüíåò åéóáãùãÞò:

!Ã; !Á⇒ ?!Ä
(L?)

!Ã; ?!Á⇒ ?!Ä
!Ã ⇒ !Á; ?!Ä

(D)
!Ã ⇒ ?!Á; ?!Ä

Êáíüíåò ôïìÞò:

!Ã1 ⇒ ?!Ä1; !ÁQ !ÁQ; !Ã2 ⇒ ?!Ä2 (ôïìÞ1)
!Ã1; !Ã2 ⇒ ?!Ä1; ?!Ä2

!Ã1 ⇒ ?!Ä1; ?!ÁQ ?!ÁQ; !Ã2 ⇒ ?!Ä2 (ôïìÞ2)
!Ã1; !Ã2 ⇒ ?!Ä1; ?!Ä2

Ó÷Þìá 5.1: Ï âïçèçôéêüò ëïãéóìüò LLQ.

Äéáðéóôþíïõìå åðïìÝíùò üôé ôï LLQ åßíáé Ýíá ãíÞóéï ôìÞìá ôçò ãñáì-
ìéêÞò ëïãéêÞò, êáé åðéðëÝïí åíóùìáôþíåé áêñéâþò ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôçò Q-
ìåôÜöñáóçò. Áò ðáñáôçñÞóïõìå üìùò êáé ôï åîÞò:

• ¸óôù ìéá êëáóéêÞ áðüäåéîç

...
Ã ⇒ Ä;Á

...
B;Ã ′ ⇒ Ä′

(L→)
Ã; Ã ′; Á→ Â ⇒ Ä;Ä′

Áí ôç ìåôáöñÜóïõìå ìå ôç ìåôÜöñáóç Q, ôüôå ðñïêýðôåé ç ãñáììéêÞ
áðüäåéîç

...
!ÃQ ⇒ ?!ÄQ; ?!ÁQ

...
!BQ; !Ã ′Q ⇒ ?!Ä′Q

(L?)
?!BQ; !Ã ′Q ⇒ ?!Ä′Q

(L()
!ÃQ; !Ã ′Q; ?!ÁQ → ?!ÂQ ⇒ ?!ÄQ; ?!Ä′Q

(L!)
!ÃQ; !Ã ′Q; !(?!ÁQ → ?!ÂQ) ⇒ ?!ÄQ; ?!Ä′Q
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Áîéþìáôá:

A⇒ ;A (Ax)

Ëïãéêïß êáíüíåò:

Ã ⇒ Ä;Á B;Ã ′ ⇒ Ä′;
(L→)

Ã; Ã ′; Á→ Â ⇒ Ä;Ä′;

Ã;Á⇒ Ä;Â;
(R→)

Ã ⇒ Ä;Á→ Â

Káíüíåò ãéá ôï äåõôåñïâÜèìéï ðïóïäåßêôç (Y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,Ä):

A[T=X]; Ã ⇒ Ä;
(L∀2)

∀XA;Ã ⇒ Ä;

Ã ⇒ Ä;A[Y=X];
(R∀2)

Ã ⇒ Ä; ∀XA
Äïìéêïß êáíüíåò:

Ã ⇒ Ä;Á
(D)

Ã ⇒ Ä;Á;
Ã ⇒ Ä;Ð

(LW)
Ã;A⇒ Ä;Ð

Ã ⇒ Ä;Ð
(RW)

Ã ⇒ Á;Ä;Ð

Ã;A;A⇒ Ä;Ð
(LC)

Ã;A⇒ Ä;Ð
Ã ⇒ A;A;Ä;Ð

(LC)
Ã ⇒ A;Ä;Ð

Êáíüíåò ôïìÞò:

Ã ⇒ Ä;Á Á;Ã ′ ⇒ Ä′;Ð
(ôïìÞ ïõñÜò)

Ã; Ã ′ ⇒ Ä;Ä′;Ð

Ã ⇒ Ä;Á;Ð Á;Ã ′ ⇒ Ä′;
(ôïìÞ ìÝóçò)

Ã; Ã ′ ⇒ Ä;Ä′;Ð

Ó÷Þìá 5.2: To óýóôçìá LKQ.

¼ìùò âÜóåé ôçò ìåôÜöñáóçò Q, ðñÝðåé ï ôýðïò Á → Â íá ìåôáöñÜ-
æåôáé óôïí ôýðï !ÁQ → ?!ÂQ, êáé ü÷é óôïí ôýðï ?!ÁQ → ?!ÂQ (üðùò
ãßíåôáé óôç ìåôáöñáóìÝíç áðüäåéîç ôïõ ðáñáäåßãìáôïò). Ìå Üëëá ëü-
ãéá óôï óýóôçìá LKQ, ðñÝðåé ï äéá÷ùñéóìüò áíÜìåóá óå ãñáììéêü êáé
ìç-ãñáììéêü ìÝñïò, íá ãßíåôáé óôïí åðüìåíï êÜèå áêïëïõèçôÞ.

ÔåëéêÜ, ìðïñïýìå íá åîÜãïõìå êáôåõèåßáí áðü ôï óýóôçìá LLQ, ôï ëï-
ãéóìü áêïëïõèçôþí LKQ (Ó÷Þìá 5.2), ãéá ôïí ïðïßï áíáìÝíïõìå üôé ç Q-
ìåôÜöñáóç èá ïñßæåé å.ó.ä. .

Ïé áêïëïõèçôÝò ôïõ LKQ åßíáé ôçò ìïñöÞò Ã ⇒ Ä;Ð , üðïõ üðùò êáé ãéá
ôï ILU, ôï Ð åßíáé Ýíá ðïëõóýíïëï (ìå ðëçèéêüôçôá ≤ 1) ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï ðïëý
Ýíáí (ôïí `queue' Þ `tail') ôýðï (ïõñÜò), ç åìöÜíéóç ôïõ ïðïßïõ äéá÷ùñßæåôáé
óôïí áêïëïõèçôÞ áðü ôï óýìâïëï \;". Ç ãñáììéêÞ ôïõ åñìçíåßá áíôéóôïé÷åß
óå Ýíáí ôýðï ï ïðïßïò äåí Ý÷åé ìáñêáñéóôåß (áêüìç) ìå ?. Åýêïëá ðëÝïí
ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ôç ó÷Ýóç ôïõ LLQ ìå ôï LKQ:

ËÞììá 5.1.3. LLQ ` !ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !ÐQ áíí LÊQ ` Ã ⇒ Ä;Ð .

Áðüäåéîç. (⇒) Ëüãù êáôáóêåõÞò, ï óêåëåôüò ìéá LLQ-áðüäåéîçò åíüò áêï-
ëïõèçôÞ !ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !ÐQ åßíáé ìéá LKQ-áðüäåéîç ôïõ áêïëïõèçôÞ Ã ⇒
Ä;Ð .
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(⇐) Ç ôåôñÜäá 〈(·)Q; !; ?!; !〉 åßíáé å.ó.ä. ãéá LKQ-áðïäåßîåéò ð, ç ïðïßá ðá-
ñÜãåé áðïäåßîåéò ðQ, ðïõ óôçí ðñáãìáôéêüôçôá åßíáé LLQ-áðïäåßîåéò, áöïý ïé
åöáñìïãÝò ôïõ êáíüíá L( ðÜíôá áêïëïõèïýíôáé áðü åöáñìïãÝò ôïõ êáíüíá
L! óôçí êýñéï ôýðï, ê.ï.ê.. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ç ð åßíáé ç

...
Ã ⇒ Ä;Á

...
Â;Ã ′ ⇒ Ä′;

(L()
Ã; Ã ′; Á ( Â ⇒ Ä;Ä′;

ôüôå

[Å.Õ.]
!ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !ÁQ

[E.Y.]
Ã ′Q; !BQ ⇒ ?!Ä′Q

(L?)
Ã ′Q; ?!BQ ⇒ ?!Ä′Q

(L()
!ÃQ; Ã ′Q; !ÁQ ( ?!ÂQ ⇒ ?!ÄQ; ?!Ä′Q

(L!)
!ÃQ; Ã ′Q; !(!ÁQ ( ?!ÂQ) ⇒ ?!ÄQ; ?!Ä′Q

Ïìïßùò ìå áõôÜ ðïõ áíáöÝñáìå óôçí ðáñÜãñáöï 3.2 ãéá ôï ILU, ïñßæïõìå
ìéá äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò óQ, ãéá LKQ-áðïäåßîåéò ð, ðïõ áíôé-
óôïé÷åß (åßíáé ç \áíÜêëáóç" ôçò) óôç äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò (ôçò
ãñáììéêÞò ëïãéêÞò) ðïõ åöáñìüæåôáé óôç Q-äéáêoóìçìÝíç áðüäåéîç ðQ. Ìå
Üëëá ëüãéá ç ôåôñÜäá 〈(·)Q; !; ?!; !〉 åßíáé éó÷õñÞ óôñáôçãéêÞ äéáêüóìçóçò, ùò
ðñïò áõôÞ ôç äéáäéêáóßá. ÅðïìÝíùò ôï óýóôçìá LKQ êëçñïíïìåß ôéò õðïëï-
ãéóôéêÝò éäéüôçôåò ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò. ÄçëáäÞ

Èåþñçìá 5.1.4. Tï óýóôçìá LKQ åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìï êáé éêá-
íïðïéåß ôçí éäéüôçôá Church-Rosser.

Áðüäåéîç. Ïìïßùò ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.2.6.

Ìðïñïýìå üìùò íá äåßîïõìå ìßá áêüìá åìöýôåõóç ôïõ LKQ óôï LLQ.
ÄçëáäÞ íá äåßîïõìå üôé ç áðïäåéîéìüôçôá ôïõ áêïëïõèçôÞ Ã ⇒ Ä;Ð óôï
LKQ áíôéóôïé÷åß óôç ãñáììéêÞ áðïäåéîéìüôçôá ôïõ áêïëïõèçôÞ !ÃQ ⇒ ?!ÄQ; ÐQ.
Ìå Üëëá ëüãéá íá êáôáëÞîïõìå óôï üôé êáé ç ôåôñÜäá 〈(·)Q; !; ?!; ·〉 åßíáé
å.ó.ä. ãéá ôï LKQ.

Êáôáñ÷Þí ÷ñåéáæüìáóôå ôï åîÞò ëÞììá:

ËÞììá 5.1.5. ¸íáò áêïëïõèçôÞò !ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !ÐQ åßíáé áðïäåßîéìïò óôï
{?,!,(,∀2} áí êáé ìüíïí áí åßíáé áðïäåßîéìïò óôï LLQ.

Áðüäåéîç. (⇐) ÐñïöáíÝò, êáèþò ôï LLQ åßíáé ôìÞìá ôïõ {?,!,(,∀2}.
(⇒) Ãßíåôáé ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôùí áðïäåßîåùí (÷ùñßò ôïìÝò) óôï

{?,!,(,∀2}, èåùñþíôáò üôé ôá áîéþìáôá ðåñéÝ÷ïõí ìüíï áôïìéêïýò ôýðïõò.
ÅðéðëÝïí ÷ñåéáæüìáóôå ìéá ôñïðïðïéçìÝíç åêäï÷Þ ôïõ ëÞììáôïò áíôéóôñïöÞò
(ËÞììá 2.2.1):
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• Áí Ý÷ïõìå ìßá áðüäåéîç ìÞêïõò n åíüò åê ôùí áêïëïõèçôþí Ã ⇒
Á ( Â;Ä Þ Ã ⇒ ∀×A;Ä, ôüôå õðÜñ÷ïõí áðïäåßîåéò ìÞêïõò ≤ n ôùí
áêïëïõèçôþí Ã;Á⇒ Â;Ä Þ Ã ⇒ Á;Ä áíôßóôïé÷á (ëáìâÜíïíôáò õðü-
øéí ôéò óõíèÞêåò ãéá ôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò).

Ïðüôå áò õðïèÝóïõìå üôé ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ðïõ åöáñìüóôçêå åßíáé äï-
ìéêüò. Ôüôå ôï æçôïýìåíï åßíáé Üìåóï, áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé åí óõ-
íå÷åßá ôçí åöáñìïãÞ ôïõ áíôßóôïé÷ïõ äïìéêïý êáíüíá óôï ôìÞìá {?,!,(,∀2}.

¸óôù ôþñá, üôé ç äïóìÝíç áðüäåéîç ôåñìáôßæåé ìå R!, äçëáäÞ

!ÃQ ⇒ ?!ÄQ; ÐQ
(R!)

!ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !ÐQ

Ï ôýðïò Ð èá åßíáé ôçò ìïñöÞò !ÁQ ( ?!ÂQ Þ ∀×?!AQ. Ïðüôå áðü ôï ëÞììá
áíôéóôñïöÞò èá Ý÷ïõìå ìéá áðüäåéîç ôïõ áêïëïõèçôÞ !ÃQ; !AQ ⇒ ?!ÄQ; ?!BQ

Þ ôïõ !ÃQ ⇒ ?!ÄQ; ?!ÁQ (ìÞêïõò ≤ n). ÅðïìÝíùò áò õðïèÝóïõìå üôé óõíÝ-
âáéíå ôï ðñþôï. Ôüôå óôï {?,!,(,∀2} Ý÷ïõìå:

[Å.Õ.]
!ÃQ; !ÁQ ⇒ ?!ÄQ; ?!BQ

(R()
!ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !ÁQ ( ?!BQ

(R!)
!ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !(!ÁQ ( ?!BQ)

Ïìïßùò ãéá ôç äåýôåñç ðåñßðôùóç.
¸óôù ôþñá ôåëåõôáßïò êáíüíáò ï:

!ÃQ ⇒ ?!Ä′Q; !ÁQ; !ÐQ
(R?)

!ÃQ ⇒ ?!Ä′Q; ?!AQ; !ÐQ

Áðü ôï ËÞììá 5.1.1 ðñÝðåé |Á ∪Ð | ≤ 1. ¢ñá Ð = ∅. Ïðüôå áðü ôçí åðáãù-
ãéêÞ õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé {?,!,(,∀2}` !ÃQ ⇒ ?!Ä′Q; !ÁQ êáé åêôåëþíôáò ôïí
êáíüíá R? Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï.

ÔÝëïò, ç óçìáíôéêüôåñç ðåñßðôùóç åßíáé áõôÞ üðïõ ôåëåõôáßïò êáíüíáò
åßíáé ï L!. ÄçëáäÞ

!Ã ′Q; AQ ⇒ ?!ÄQ; !ÐQ
(L!)

!Ã ′Q; !AQ ⇒ ?!ÄQ; !ÐQ

Áðü ôï ËÞììá 5.1.1 Ý÷ïõìå üôé |Á ∪ Ð | ≤ 1. ¢ñá Ð = ∅. ÅðïìÝíùò
áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç éó÷ýåé üôé {?,!,(,∀2}` !Ã ′Q; ÁQ ⇒ ?!ÄQ. Ôï
ÁQ, üðùò áíáöÝñáìå êáé óå ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, èá Ý÷åé ìßá áðü ôéò
áêüëïõèåò ìïñöÝò: !ÂQ ( ?!CQ Þ ∀×?!BQ. Ëüãù ôïõ ËÞììáôïò 5.1.1,
ï áêïëïõèçôÞò !Ã ′Q; ÁQ ⇒ ?!ÄQ ðñïêýðôåé áðü ìéá åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá
ãéá ôïí êýñéï óýíäåóìï ôïõ AQ êáé áðü ðåðåñáóìÝíåò åöáñìïãÝò äïìéêþí
êáíüíùí, üðùò öáßíïíôáé óôï Ó÷Þìá 5.3. ÅðïìÝíùò óôï ôìÞìá {?,!,(,∀2}
Ý÷ïõìå áíôßóôïé÷á:
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ð′
...

!BQ; !ÃQ2 ⇒ ?!ÄQ
2 (L?)

?!BQ; !ÃQ2 ⇒ ?!ÄQ
2

...
äïìéêïß êáíüíåò

...
?!BQ; !ÃQ1 ⇒ ?!ÄQ

2 (L∀2)
∀×?!BQ; !ÃQ1 ⇒ ?!ÄQ

2

...
äïìéêïß êáíüíåò

...
∀×?!BQ; !ÃQ2 ⇒ ?!ÄQ

2 (L!)
!(∀×?!BQ); !ÃQ2 ⇒ ?!ÄQ

2

Þ

ð1

...
!ÃQ11 ⇒ ?!ÄQ

11; !BQ

ð2

...
?!CQ; !ÃQ12 ⇒ ?!ÄQ

12 (L()
!BQ ( ?!CQ; !ÃQ1 ⇒ ?!ÄQ

1

...
äïìéêïß êáíüíåò

...
!BQ ( ?!CQ; !ÃQ ⇒ ?!ÄQ

(L!)
!(!BQ ( ?!CQ); !ÃQ ⇒ ?!ÄQ

Ó÷Þìá 5.3: Ïé äýï ðéèáíÝò åêäï÷Ýò.

[Å.Õ.]

!BQ; !ÃQ2 ⇒ ?!ÄQ
2 (L?)

?!BQ; !ÃQ2 ⇒ ?!ÄQ
2 (L∀2)

!∀×?!BQ; !ÃQ2 ⇒ ?!ÄQ
2

[E.Y.]

!ÃQ11 ⇒ ?!ÄQ
11; !BQ

[E.Y.]

?!CQ; !ÃQ12 ⇒ ?!ÄQ
12 (L()

!(!BQ ( ?!CQ); !ÃQ ⇒ ?!ÄQ

Ïðüôå ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôçí åìöýôåõóç:

Ðñüôáóç 5.1.6. O áêïëïõèçôÞò !ÃQ ⇒ ?!ÄQ; ÐQ åßíáé áðïäåßîéìïò óôï
{?,!,(,∀2} áí êáé ìüíïí áí ï áêïëïõèçôÞò Ã ⇒ Ä;Ð åßíáé áðïäåßîéìïò óôï
LKQ.

Áðüäåéîç. O áêïëïõèçôÞò !ÃQ⇒ ?!ÄQ; ÐQ åßíáé áðïäåßîéìïò óôï {?,!,(,∀2}
áí êáé ìüíïí áí ï áêïëïõèçôÞò !ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !ÐQ åßíáé áðïäåßîéìïò óôï
{?,!,(,∀2} (ðñïêýðôåé åýêïëá ëüãù ôïõ ËÞììáôïò 5.1.1) áí êáé ìüíïí áí ï
áêïëïõèçôÞò !ÃQ ⇒ ?!ÄQ; !ÐQ åßíáé áðïäåßîéìïò óôï LLQ (ËÞììá 5.1.5) áí
êáé ìüíïí áí ï áêïëïõèçôÞò Ã ⇒ Ä;Ð åßíáé áðïäåßîéìïò óôï LKQ (ËÞììá
5.1.3).

Óõíåðþò ìðïñïýìå ìå âåâáéüôçôá íá ðïýìå üôé ç ôåôñÜäá 〈(·)Q; !; ?!; ·〉,
åßíáé êáé áõôÞ å.ó.ä. ãéá LKQ-áðïäåßîåéò ð, ç ïðïßá ðáñÜãåé ãñáììéêÝò áðï-
äåßîåéò ðQ′ . ÖõóéêÜ ìðïñïýìå íá ôï áðïäåßîïõìå êáé Üìåóá, åðáëçèåýïíôáò
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êáôÜ ôá ãíùóôÜ ôïí Oñéóìü 3.2.2. ÅðéðëÝïí éó÷ýåé üôé ç óõëëïãÞ ôùí Q′-
äéáêïóìçìÝíùí LKQ-áðïäåßîåùí åßíáé êëåéóôÞ ãéá ãñáììéêÞ ôïìÞ (ïìïßùò
ìå ôo áíôßóôïé÷ï ËÞììá 5.1.2), ðñÜãìá ôï ïðïßï ìáò åîáóöáëßæåé ìéá åíáë-
ëáêôéêÞ äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò óQ′ ãéá LKQ-áðïäåßîåéò (áðü ôçí
\áíÜêëáóç" ôçò ãñáììéêÞò äéáäéêáóßáò).

Åíôïýôïéò ðáñáôçñåßôáé ôï åîÞò öáéíüìåíï: áí êáíïíéêïðïéÞóïõìå ìéá
ôõ÷áßá áðüäåéîç ðñþôá ìå ôç óQ êáé Ýðåéôá ìå ôç óQ′ , ðáñáôçñïýìå üôé åíäå-
÷ïìÝíùò íá âñïýìå äéáöïñåôéêü áðïôÝëåóìá, äçëáäÞ ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ðïõ
âñßóêïõìå âÜóåé ôçò óQ íá äéáöÝñåé áðü ôçí áíôßóôïé÷ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ âÜ-
óåé ôçò óQ′ . ÁõôÞ ç äéáöïñïðïßçóç ìðïñåß íá ãßíåé óõãêåêñéìÝíç. Áõôü èá
ôï äåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá, óå ìéá áêñéâþò üìïéá ðåñßðôùóç ãéá ôï óýóôçìá
LKT.

5.1.2 To LKT

H áêüëïõèç ðáñáôÞñçóç åßíáé óçìáíôéêÞ äéüôé äßíåé áêñéâþò ôçí éäÝá êáôá-
óêåõÞò ôïõ LKT.

ÐáñáôÞñçóç: Áò èåùñÞóïõìå ôéò ìåôáöñÜóåéò (·)∗, (·)~, Q êáé T. Ôüôå
äéáðéóôþíïõìå üôé üôáí äéáãñÜøïõìå üëåò ôéò åìöáíßóåéò ôùí ? óôçí Ô-
ìåôÜöñáóç, ëáìâÜíïõìå ôç ìåôÜöñáóç ôïõ Girard (·)∗. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,
ç áíôßóôïé÷ç äéáäéêáóßá ãéá ôçí Q-ìåôÜöñáóç èá ìáò äþóåé ôçí (·)~.

Óýìöùíá êáé ìå ôçí ðáñáðÜíù ðáñáôÞñçóç, ôï óýóôçìá LKT (Ó÷Þìá 5.4)
åßíáé ôï êëáóéêü áíÜëïãï ôïõ ILU (ôï ILU ëáìâÜíåôáé áðü ôï LKT áí èåùñÞ-
óïõìå ôïõò óõíÞèåéò éíôïõéóéïíéóôéêïýò ðåñéïñéóìïýò óôïõò \åðüìåíïõò" ôùí
áêïëïõèçôþí). Åäþ ïé áêïëïõèçôÝò åßíáé ôçò ìïñöÞò Ð ;Ã ⇒ Ä üðïõ ôï Ð
(ðïëõóýíïëï ìå ðëçèéêüôçôá ≤ 1) ðåñéÝ÷åé ôï ðïëý Ýíá \äéá÷ùñéóìÝíï" ôýðï,
ôïí `tête' Þ `head' ôýðï (êåöáëÞò). ¼ðùò êáé ãéá ôï ILU, ôï Ð áíôéóôïé÷åß
óå Ýíá ãñáììéêü ôýðï ï ïðïßïò äåí Ý÷åé ìáñêáñéóôåß (áêüìç) ìå !. ÔåëéêÜ,
ôï LKT åßíáé Ýíá ôìÞìá ôïõ óõóôÞìáôïò êëáóéêÞò ëïãéêÞò LU (âë. [Gir93]).

Ìðïñïýìå ðëÝïí íá äþóïõìå ôç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôï óýóôçìá CL êáé ôá
LKQ êáé LKT. Ïé áêüëïõèåò äýï ðñïôÜóåéò åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò \êëáóéêÝò"
ôçò Ðñüôáóçò 3.2.3.

Ðñüôáóç 5.1.7. Aí LKQ ` Ã ⇒ Ä;Ð , ôüôå C2
pL ` Ã ⇒ Ä;Ð . Áíôß-

óôñïöá, áí C2
pL ` Ã ⇒ Ä, ôüôå LKQ ` Ã ⇒ Ä; .

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç êáé ãéá ôéò äýï êáôåõèýíóåéò ãßíåôáé ìå åðáãùãÞ
óôï ìÞêïò ôùí áðïäåßîåùí, ãéá ôá áíôßóôïé÷á óõóôÞìáôá áêïëïõèçôþí. Áò
åëÝãîïõìå Ýíá ìç ðñïöáíÝò âÞìá ãéá ôçí áíôßóôñïöç êáôåýèõíóç. ¸óôù üôé
ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò CL-áðüäåéîçò åßíáé ï L→. Ôüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ
õðüèåóç, ïé áêïëïõèçôÝò Ã1 ⇒ Á;Ä1; êáé B;Ã2 ⇒ Ä2; áðïäåéêíýïíôáé óôï
LKQ. ¼ìùò äåí ìðïñïýìå Üìåóá íá åöáñìüóïõìå ôïí êáíüíá L→. Ãé' áõôü
÷ñçóéìïðïéþíôáò \ôïìÝò ìÝóçò" Ýðåôáé üôé:
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Áîéþìáôá:

A;⇒ A (Ax)

Ëïãéêïß êáíüíåò:

;Ã ⇒ Ä;Á B;Ã ′ ⇒ Ä′
(L→)

Á→ Â;Ã; Ã ′ ⇒ Ä;Ä′
Ð ;Ã;Á⇒ Ä;Â

(R→)
Ð ;Ã ⇒ Ä;Á→ Â

Káíüíåò ãéá ôïõò äåõôåñïâÜèìéï ðïóïäåßêôç (Y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,Ä):

A[T=X];Ã ⇒ Ä
(L∀2)

∀XA;Ã ⇒ Ä

Ð ;Ã ⇒ Ä;A[Y=X]
(R∀2)

Ð ;Ã ⇒ Ä;∀XA
Äïìéêïß êáíüíåò:

Á;Ã ⇒ Ä
(D)

;Á;Ã ⇒ Ä
Ð ;Ã ⇒ Ä

(LW)
Ð ;Ã;A⇒ Ä

Ð ;Ã ⇒ Ä
(RW)

Ð ;Ã ⇒ Á;Ä

Ð ;Ã;A;A⇒ Ä
(LC)

Ð ;Ã;A⇒ Ä
Ð ;Ã ⇒ A;A;Ä

(LC)
Ð ;Ã ⇒ A;Ä

Êáíüíåò ôïìÞò:

Ð ;Ã ⇒ Ä;Á Á;Ã ′ ⇒ Ä′
(ôïìÞ êåöáëÞò)

Ð ;Ã; Ã ′ ⇒ Ä;Ä′
;Ã ⇒ Ä;Á Ð ;Á;Ã ′ ⇒ Ä′

(ôïìÞ ìÝóçò)
Ð ;Ã; Ã ′ ⇒ Ä;Ä′

Ó÷Þìá 5.4: To óýóôçìá LKÔ.

Ã1 ⇒ Á;Ä1;

A⇒ ;Á
B;⇒ B

(D)
;Â ⇒ Â

(L→)
A→ B;Á⇒ Â;

(ôïìÞ)
Ã1; A→ B ⇒ B;Ä1; Ã2; B ⇒ Ä2; (ôïìÞ)

Ã1; Ã2; Á→ Â ⇒ Ä1;Ä2;

Ðñüôáóç 5.1.8. Aí LKÔ ` Ð ;Ã ⇒ Ä, ôüôå C2
pL ` Ð;Ã ⇒ Ä. Áíôß-

óôñïöá, áí C2
pL ` Ã ⇒ Ä, ôüôå LKQ ` ;Ã ⇒ Ä .

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç ãßíåôáé ïìïßùò ìå áõôÝò ôùí ÐñïôÜóåùí 3.2.3 êáé
5.1.7. Áò åëÝãîïõìå ðÜëé Ýíá ìç ðñïöáíÝò âÞìá ãéá ôçí áíôßóôñïöç êáôåý-
èõíóç. ÁõôÞ ôç öïñÜ áõôü üðïõ ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò CL-áðüäåéîçò åßíáé
ï L∀2. Ôüôå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ï áêïëïõèçôÞò ;Ã;Á[Ô=X] ⇒ Ä
áðïäåéêíýåôáé óôï LKÔ. ¼ìùò äåí ìðïñïýìå Üìåóá íá åöáñìüóïõìå ôïí
êáíüíá L∀2. Ãé' áõôü ÷ñçóéìïðïéþíôáò \ôïìÞ ìÝóçò" Ýðåôáé üôé:

;Ã;Á[Ô=X] ⇒ Ä

A[Ô=X];⇒ Á[T=X]
(L∀2)

∀XA;⇒ Á[T=X]
(ôïìÞ)

;Ã; ∀XA⇒ Ä
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ÔÝëïò áðü ôéò ðáñáðÜíù ðñïôÜóåéò ðñïêýðôåé ôï

Ðüñéóìá 5.1.9. LKT ` ;Ã ⇒ Ä áí êáé ìüíïí áí LKQ ` Ã ⇒ Ä; .

Ôï áêüëïõèï èåþñçìá åßíáé ç \êëáóéêÞ åêäï÷Þ" ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.2.4.

Èåþñçìá 5.1.10. Áí ð åßíáé ìéá áðüäåéîç óôï {!,?,(,∀Ô2 } åíüò áêïëïõèçôÞ

ÃÔ1 ; ?ÃÔ2 ; !?ÃÔ3 ⇒ !?ÄÔ
3 ; !ÄÔ

2 ; ÄÔ
1

êáé üëåò ïé åìöáíßóåéò ôùí ôýðùí ôïìÞò åßíáé ôçò ìïñöÞò ÁÔ , ?ÁÔ Þ !?ÁÔ ,
êáèþò êáé üëá ôá áîéþìáôá åßíáé ôçò ìïñöÞò ÁÔ ⇒ ÁÔ , ôüôå ç sk(ð) åßíáé
ìéá LKT-áðüäåéîç ôïõ áêïëïõèçôÞ

Ã1 ∪ Ã2;Ã3 ⇒ Ä3; Ä2; Ä1.

Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôçò áðüäåéîçò ð, äåß÷íïíôáò ôáõôü÷ñïíá
üôé |Ã1 ∪ Ã2 ∪Ä3| ≤ 1.

• ¸óôù üôé ç ð åßíáé áîßùìá ôçò ìïñöÞò ÁÔ ⇒ ÁÔ . Ôüôå ç sk(ð) åßíáé ôï
áîßùìá Á;⇒ Á êáé åðéðëÝïí åðåéäÞ Ã1 ≡ Á Ýðåôáé üôé |Ã1∪Ã2∪Ä3| = 1.

• ¸óôù ôåëåõôáßïò êáíüíáò ôçò ð ï

Ã ′Ô1 ; ?ÃÔ2 ⇒ !?ÁÔ ; !?ÄÔ
3 ?ÂÔ ; !?ÃÔ3 ⇒ ?ÄÔ

2 ;ÄÔ
1 (L()

!?ÁÔ ( ?ÂÔ ; Ã ′Ô1 ; ?ÃÔ2 ; !?ÃÔ3 ⇒ !?ÄÔ
3 ; !ÄÔ

2 ;ÄÔ
1

üðïõ Ã1 ≡ {Á ( Â;Ã ′1}.
Ðáñáôçñïýìå ôþñá ëüãù ôçò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò, üôé |Ã ′1 ∪Ã2 ∪Ä3 ∪
A| ≤ 1. ¢ñá Ã ′1 = Ã2 = Ä3 = ∅. ÄçëáäÞ |Ã1 ∪ Ã2 ∪Ä3| = 1.

ÅðïìÝíùò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá ðáñáðÜíù êáé ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç,
ëáìâÜíïõìå ôçí LKT-áðüäåéîç sk(ð)

[Å.Õ.]
;⇒ Á

[E.Y.]
B;Ã3 ⇒ Ä2;Ä1 (L()

Á→ Â;Ã3 ⇒ Ä2;Ä1

Ïìïßùò, ãéá ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò.

¢ìåóï ðüñéóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.1.10 åßíáé ç åìöýôåõóç ôïõ LKT óôç
ãñáììéêÞ ëïãéêÞ.

Ðüñéóìá 5.1.11. Ï áêïëïõèçôÞò Ð ;Ã ⇒ Ä áðïäåéêíýåôáé óôï LKT áí êáé
ìüíïí áí ï áêïëïõèçôÞò ÐÔ ; !?ÃÔ ⇒ ?ÄÔ áðïäåéêíýåôáé óôï {!,?,(,∀Ô2 }-
ôìÞìá ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò, üðïõ ôï ∀Ô2 äçëþíåé üôé ïé ôýðïé ðïõ áöáéñïý-
íôáé ðñÝðåé íá åßíáé ôçò ìïñöÞò ×Ô .
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Óõíåðþò, ïõóéáóôéêÜ Ý÷ïõìå áðïäåßîåé üôé ç ôåôñÜäá 〈(·)Ô ; ·; !?; ?〉 åßíáé
å.ó.ä. ãéá ôï óýóôçìá LKT. Åðßóçò åýêïëá áðïäåéêíýåôáé üôé êáé ç ôåôñÜäá
〈(·)Ô ; ?; !?; ?〉 åßíáé å.ó.ä. ãéá ôï óýóôçìá LKT (åðáëçèåýïíôáò ôïí Ïñéóìü
3.2.2). ÄçëáäÞ, óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôï óýóôçìá LKQ, õðÜñ÷ïõí äýï åðáãùãé-
êÝò óôñáôçãéêÝò äéáêüóìçóçò ãéá LKT-áðïäåßîåéò ð:

1. H Ô-äéáêüóìçóç 〈(·)Ô ; ?; !?; ?〉, ðïõ ðáñÜãåé ãñáììéêÝò áðïäåßîåéò ðÔ .

2. H Ô′-äéáêüóìçóç 〈(·)Ô ; ·; !?; ?〉, ðïõ ðáñÜãåé ãñáììéêÝò áðïäåßîåéò ðÔ ′ .

ÅðïìÝíùò, êáé ãéá ôï óýóôçìá LKT âñßóêïõìå äýï äéáäéêáóßåò (óÔ êáé
óÔ ′) ðïõ áðáëåßöïõí ôéò ôïìÝò áðü êÜðïéá LKT-áðüäåéîç ð, ïé ïðïßåò áíôé-
óôïé÷ïýí óôçí \áíÜêëáóç" óôï LKT, ôçò ãñáììéêÞò êáíïíéêïðïßçóçò óôéò
ðÔ êáé ðÔ ′ , áíôßóôïé÷á. ÅðéðëÝïí ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå üôé ôï LKT êëçñïíï-
ìåß ôéò õðïëïãéóôéêÝò éäéüôçôåò ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò, ãéá ôïí ßäéï ëüãï ðïõ
ôéò êëçñïíïìåß êáé ôï LKQ. ÄçëáäÞ

Èåþñçìá 5.1.12. Tï óýóôçìá LKT åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìï êáé éêá-
íïðïéåß ôçí éäéüôçôá Church-Rosser.

Áðüäåéîç. Ïìïßùò ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.2.6.

¼ðùò åß÷áìå áíáöÝñåé êáé ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ðåñßðôùóç óôï LKQ, èá
äåßîïõìå ôç äéáöïñÜ ðïõ õðÜñ÷åé áíÜìåóá óôéò äéáäéêáóßåò óÔ êáé óÔ ′ .

ÄéáöïñÜ áíÜìåóá óôç óÔ êáé ôç óÔ ′

Ðåñßðôùóç 1: Áò èåùñÞóïõìå ìßá ôïìÞ ìÝóçò óå ìßá LKT-áðüäåéîç ð:

ð1

...
;Ã1 ⇒ Ä1; Á

ð2

...
Ð ;Á;Ã2 ⇒ Ä2 (ôïìÞ ìÝóçò)

Ð ;Ã1; Ã2 ⇒ Ä1;Ä2

Ôüôå ç ôïìÞ ðïõ èá ðñïêýøåé óôçí áðüäåéîç ðÔ èá åßíáé ôçò ìïñöÞò:

ðT1
...

!?ÃT1 ⇒ ?ÄT
1 ; ?ÁT (R!)

!?ÃT1 ⇒ ?ÄT
1 ; !?ÁT

ðT2
...

?ÐT ; !?ÁT ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT
2 (ôïìÞ)

?ÐT ; !?ÃT1 ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT
1 ; ?ÄT

2

Áíôßóôïé÷á óôçí ðÔ ′ ç ôïìÞ èá åßíáé ôçò ìïñöÞò:
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ðT
′

1

...
!?ÃT1 ⇒ ?ÄT

1 ; ?ÁT (R!)
!?ÃT1 ⇒ ?ÄT

1 ; !?ÁT

ðT
′

2

...
ÐT ; !?ÁT ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT

2 (ôïìÞ)
ÐT ; !?ÃT1 ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT

1 ; ?ÄT
2

ÐáñáôÞñçóç: Êáé ãéá ôéò äýï ðåñéðôþóåéò, óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôçí ïñï-
ëïãßá ôùí äéêôýùí áðüäåéîçò, ç õðïáðüäåéîç ôçò ð ðïõ êáôáëÞãåé óôïí áêï-
ëïõèçôÞ ôçò áñéóôåñÞò õðüèåóçò ôçò ôïìÞò, êáëåßôáé êïõôß. Áõôü óõìâáßíåé
äéüôé ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò åßíáé åêèåôéêüò óõìöñáóôéêüò, äçëáäÞ êáíüíáò
\êïõôéïý". Ãé' áõôü êáé óôéò áðïäåßîåéò ðÔ êáé ðÔ ′ , ôéò áðïäåßîåéò êïõôéÜ, ôéò
ôïðïèåôïýìå ìÝóá óå êïõôéÜ.

Ãéá íá áðáëåéöèåß ç ôïìÞ, êáé ìå ôç óÔ êáé ìå ôç óÔ ′ , ðñÝðåé íá áíôéìåôá-
èÝóïõìå ôï êïõôß ðñïò ôá äåîéÜ êáé ðÜíù (äçëáäÞ ðñïò ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ),
åí ôù ìåôáîý äéðëáóéÜæïíôáò êáé/Þ äéáãñÜöïíôáò ôï, Ýùò üôïõ öôÜóïõìå óôï
óçìåßï üðïõ åéóÜãåôáé ôï åêèåôéêü óôoí ôýðï ôïìÞò, áðü ôïí åêèåôéêü êáíüíá
áìÝëåéáò L!, Þ êÜðïéï áîßùìá. Ôüôå ç êáéíïýñãéá ôïìÞ èá Ý÷åé ôýðï ÷áìç-
ëüôåñçò ðïëõðëïêüôçôáò, ïðüôå óõíå÷ßæïíôáò ïìïßùò ôç äéáäéêáóßá, ç ôïìÞ
áðáëåßöåôáé äßíïíôáò ôçí ßäéá êáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé ãéá ôéò äýï äéáäéêáóßåò.

Ðåñßðôùóç 2: ¸óôù ôþñá üôé ç áðüäåéîç ð áíôß ãéá ôïìÞ ìÝóçò, åß÷å
ôïìÞ êåöáëÞò. ÄçëáäÞ ç ð ôþñá åßíáé ôçò ìïñöÞò:

ð1

...
Ð ;Ã1 ⇒ Ä1; Á

ð2

...
Á;Ã2 ⇒ Ä2 (ôïìÞ êåöáëÞò)

Ð ;Ã1; Ã2 ⇒ Ä1;Ä2

Ôüôå ç ðÔ èá åßíáé ôçò ìïñöÞò:

ðT1
...

?ÐÔ ; !?ÃT1 ⇒ ?ÄT
1 ; ?ÁT

ðT2
...

?ÁT ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT
2 (ôïìÞ)

?ÐT ; !?ÃT1 ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT
1 ; ?ÄT

2

¼ìùò ç ðÔ ′ èá åßíáé ôçò ìïñöÞò:

ðT
′

1

...
ÐÔ ; !?ÃT1 ⇒ ?ÄT

1 ; ?ÁT

ðT
′

2

...
ÁT ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT

2 (L?)
?ÁT ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT

2 (ôïìÞ)
ÐT ; !?ÃT1 ; !?ÓT ⇒ ?ÄT

1 ; ?ÄT
2
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Ðáñáôçñïýìå åðïìÝíùò üôé ìüíï óôçí ðÔ ′ ç äåîéÜ õðïáðüäåéîç åßíáé êïõôß.
Áõôü áêñéâþò åßíáé ôï óçìåßï ðïõ ðåñéãñÜöåé ôç äéáöïñÜ áíÜìåóá óôç óÔ
êáé ôç óÔ ′ . ÄçëáäÞ, ãéá íá áðáëåßøïõìå ôçí ôïìÞ áðü ôçí ðÔ (âÜóåé ôçò
óÔ) åëÝã÷ïõìå ôçí ðÔ2 êáé âñßóêïõìå ôï óçìåßï åéóáãùãÞò ôïõ ? ãéá ôïí
ôýðï ôïìÞò ?ÁÔ . Ç åéóáãùãÞ èá ãßíåôáé åßôå ìÝóù áîéþìáôïò (ïðüôå ç ôïìÞ
áðáëåßöåôáé Üìåóá), åßôå ìÝóù åíüò óõìöñáóôéêïý êáíüíá (L?), ôïõ ïðïßïõ
èá ðñïçãåßôáé ï ëïãéêüò êáíüíáò ðïõ åéóÜãåé ôïí êýñéï óýíäåóìï ôïõ ÁÔ .
Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå âñåé ôï êïõôß (ç áðüäåéîç ìÝ÷ñé ôçí åéóáãùãÞ
ôïõ ? óôïí ôýðï ÁÔ), ôï ïðïßï èá áíôéìåôáèÝóïõìå ðñïò ôá ðÜíù óôçí
ðÔ1 , ðéèáíüí äéðëáóéÜæïíôáò êáé/Þ äéáãñÜöïíôáò ôï, Ýùò üôïõ öôÜóïõìå óôçí
åéóáãùãÞ ôïõ ? óôïí ôýðï ôïìÞò ?ÁÔ , áðü Ýíá êáíüíá áìÝëåéáò R?. ¸ðåéôá
ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæåôáé ïýôùò þóôå íá ìåôáöåñèåß ç ôïìÞ åßôå óå áîßùìá,
åßôå óå êÜðïéïí áðü ôïõò õðïôýðïõò ôïõ ÁÔ .

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá íá áðáëåßøïõìå ôçí ôïìÞ áðü ôçí ðÔ ′ (âÜóåé
ôçò óÔ ′), ðñÝðåé íá áíôéìåôáèÝóïõìå ôï êïõôß ðT ′2 ðñïò ôá ðÜíù, óôçí ðT ′1 ,
ðéèáíüí äéðëáóéÜæïíôáò êáé/Þ äéáãñÜöïíôáò ôï, Ýùò üôïõ öôÜóïõìå óôçí åé-
óáãùãÞ ôïõ ? óôïí ôýðï ôïìÞò ?ÁÔ , áðü Ýíá êáíüíá áìÝëåéáò R?. Ôüôå èá
ðñïçãåßôáé ôïõ R? åßôå ï ëïãéêüò êáíüíáò ðïõ åéóÜãåé ôïí êýñéï óýíäåóìï
ôïõ ÁÔ , åßôå áîßùìá. Áí ðñïçãåßôáé áîßùìá, ç ôïìÞ áðáëåßöåôáé Üìåóá. Äéá-
öïñåôéêÜ áíôéìåôáèÝôïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç õðïáðüäåéîç ðñïò ôá ðÜíù, óôçí
ðT ′2 , Ýùò üôïõ öôÜóïõìå óå áîßùìá, Þ ëïãéêü êáíüíá ðïõ åéóÜãåé ôïí êýñéï
óýíäåóìï ôïõ ÁÔ .

ÅðïìÝíùò ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óôéò äéáäéêáóßåò óÔ êáé óÔ ′ , âñßóêåôáé ïõ-
óéáóôéêÜ óôï ìÝãåèïò ôùí õðïáðïäåßîåùí ðïõ äéáãñÜöïíôáé Þ/êáé äéðëáóéÜ-
æïíôáé êáôÜ ôç äéÜñêåéá áðáëïéöÞò ôùí ôïìþí êåöáëÞò êÜðïéáò áðüäåéîçò.
ÄçëáäÞ, åíþ óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðÔ ′ ôï êïõôß åßíáé ç õðïáðüäåéîç ðïõ êáôá-
ëÞãåé óôïí áêïëïõèçôÞ ÁT ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT

2 (âë. áðüäåéîç ðÔ ′), ãéá ôçí ðÔ ôï
êïõôß èá åßíáé üðùò öáßíåôáé óôçí åîÞò åéêüíá:

ðT1
...

?ÐÔ ; !?ÃT1 ⇒ ?ÄT
1 ; ?ÁT

ðT2
...

ÁT ; !?ÓT ⇒ ?ÅT
(L?)

?ÁT ; !?ÓT ⇒ ?ÅT

...
äïìéêïß êáíüíåò

...
?ÁT ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT

2 (ôïìÞ)
?ÐT ; !?ÃT1 ; !?ÃT2 ⇒ ?ÄT

1 ; ?ÄT
2

ÄçëáäÞ ôï ìÝãåèïò ôïõ áñ÷éêïý êïõôéïý ãéá ôçí ðÔ åßíáé ≤ ôïõ ìåãÝèïõò
ôïõ áñ÷éêïý êïõôéïý, ãéá ôçí ðÔ ′ .
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Óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ üôé, ôï ìÝãåèïò ôùí õðïáðïäåßîåùí ðïõ äéáãñÜöï-
íôáé Þ/êáé äéðëáóéÜæïíôáé êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò áðáëïéöÞò ôùí ôïìþí êåöáëÞò
êÜðïéáò áðüäåéîçò, åßíáé åëá÷éóôéêü óôç óÔ êáé ìåãéóôéêü óôç óÔ ′ .

5.2 Ôï óýóôçìá LKtq

Áò èåùñÞóïõìå ôï óõóôÞìá êëáóéêÞò ëïãéêÞò LK êáé ôï óýóôçìá êëáóé-
êÞò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò LL, üðùò áõôÜ ïñßæïíôáé óôá ÐáñáñôÞìáôá Â êáé
D, áíôéóôïß÷ùò. Tï óýóôçìá LL, ÷ñçóéìïðïéåßôáé oõóéáóôéêÜ ùò Ýíáò êá-
ôÜëëçëïò óõìâïëéóìüò ãéá äßêôõá áðüäåéîçò ìå Þìåñá ðñïóèåôéêÜ (taLL).
Óçìåéþíïõìå åäþ üôé ôï óýóôçìá taLL åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìï êáé
éêáíïðïéåß ôçí éäéüôçôá óõìâïëÞò, äçëáäÞ éêáíïðïéåß ôéò éäéüôçôåò ðïõ éêá-
íïðïéïýí êáé ôá Üëëá óõóôÞìáôá äéêôýùí áðüäåéîçò ðïõ áíáöÝñáìå óôï Kå-
öÜëáéï 1 (âë. [DJS97]). ÅðéðëÝïí ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ëüãù ìéáò
ðñüóöáôçò äïõëåéÜò ôùí Joinet, Schellinx êáé Tortora de Falco [JSTdF00],
ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ èá åéðùèïýí óôç óõíÝ÷åéá (éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç êáé
éäéüôçôá óõìâïëÞò ôùí tq-áíáãùãþí) éó÷ýïõí áêüìá êáé üôáí óôéò êëáóéêÝò
áðïäåßîåéò åðéôñÝøïõìå ôç ÷ñÞóç ïðïéïõäÞðïôå óõíäõáóìïý áðü ðñïóèåôéêïýò
êáé ðïëëáðëáóéáóôéêïýò êáíüíåò åéóáãùãÞò, ãéá êÜèå ëïãéêü óýíäåóìï.

Óêïðüò ôùí Danos, Joinet êáé Schellinx, Þôáí íá êáôáóêåõÜóïõí Ýíá óý-
óôçìá êëáóéêÞò ëïãéêÞò ôï ïðïßï íá Ý÷åé ôéò éäéüôçôåò ðïõ èÝëïõìå. ÄçëáäÞ
íá åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìï êáé íá éêáíïðïéåß ôçí éäéüôçôá Church-
Rosser. ¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, ôï LK (Ý÷ïõìå áíáöÝñåé ãéá ôï CL,
áëëÜ êáé ôï LK åßíáé ïõóéáóôéêÜ ôï ßäéï, êáèþò áðëÜ Ý÷ïõìå ðñïóèÝóåé óôï
CL ñçôïýò êáíüíåò ãéá ôçí Üñíçóç) äåí éêáíïðïéåß áõôÝò ôéò éäéüôçôåò. Ï ìç
íôåôåñìéíéóìüò ðïõ äçìéïõñãåßôáé óôç äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò ðáßæåé
óçìáíôéêü ñüëï óå áõôü. ¼ìùò áò åóôéÜóïõìå áêñéâþò óôá óçìåßá ðïõ ðñï-
êáëïýí ðñüâëçìá, ôá ïðïßá åßíáé ãíùóôÜ êáé ùò äéëÞììáôá êáèþò êÜèå öïñÜ
ðñÝðåé íá åðéëÝãïõìå ìßá åê ôùí äýï äõíáôþí åðéëïãþí.

5.2.1 To äïìéêü äßëçììá

Ôï äïìéêü äßëçììá áöïñÜ ôï ðñüâëçìá ìç íôåôåñìéíéóìïý êáôÜ ôçí áðáëïéöÞ
ôùí ôïìþí óå êëáóéêÝò áðïäåßîåéò, ôï ïðïßï ó÷ïëéÜóôçêå óôç óåëßäá 12 ôïõ
Êåöáëáßïõ 1. Áò äïýìå üìùò óõãêåêñéìÝíá ôé óõìâáßíåé. ¸óôù üôé Ý÷ïõìå
ôçí áêüëïõèç áðüäåéîç ôïõ áêïëïõèçôÞ Á ∨m A ⇒ Á ∧m A, êáé èÝëïõìå íá
áðáëåßøïõìå ôçí ôïìÞ (åöáñìüæïõìå ðïëëáðëáóéáóôéêïýò êáíüíåò):

Á⇒ Á Á⇒ Á (L∨)
Á ∨A⇒ A;A

(RC)
Á ∨A⇒ A

Á⇒ Á Á⇒ Á (R∧)
Á;A⇒ A ∧A

(LC)
Á⇒ A ∧A (ôïìÞ)

Á ∨A⇒ A ∧A
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Óôï ðñþôï âÞìá ôçò äéáäéêáóßáò ãéá ôçí áðáëïéöÞ ôçò ôïìÞò, ðñÝðåé íá åðéëÝ-
îïõìå åßôå ôçí áðüäåéîç ôçò áñéóôåñÞò õðüèåóçò ôçò ôïìÞò, åßôå ôçí áðüäåéîç
ôçò äåîéÜò õðüèåóçò, þóôå íá äéðëáóéáóôåß (ïõóéáóôéêÜ ìåôáêéíïýìå ôç ìßá
õðïáðüäåéîç ðñïò ôçí Üëëç). ÄçëáäÞ áí åðéëÝãáìå ôçí áñéóôåñÞ åðéëïãÞ èá
âñßóêáìå:

Á⇒ Á Á⇒ Á (L∨)
Á ∨A⇒ A;A

(RC)
Á ∨A⇒ A

Á⇒ Á Á⇒ Á (L∨)
Á ∨A⇒ A;A

(RC)
Á ∨A⇒ A

Á⇒ Á Á⇒ Á (R∧)
Á;A⇒ A ∧A

(ôïìÞ)
Á;Á ∨A⇒ A ∧A

(ôïìÞ)
Á ∨A;Á ∨A⇒ A ∧A

(LC)
Á ∨A⇒ A ∧A

Ðáñáôçñïýìå åðïìÝíùò üôé ôï åðßðåäï ôçò ôïìÞò Ý÷åé ÷áìçëþóåé. Ïðüôå óõíå-
÷ßæïõìå ôç äéáäéêáóßá. ÐÜëé õðÜñ÷ïõí äýï äõíáôÝò åðéëïãÝò (ãéá êÜèå ôïìÞ):
ïé áíôßóôïé÷åò áñéóôåñÝò êáé äåîéÝò. Áí ôþñá åîáêïëïõèçôéêÜ, åöáñìüæïõìå
ôçí áñéóôåñÞ åðéëïãÞ, èá êáôáëÞîïõìå óôçí êáíïíéêÞ ìïñöÞ:

Á⇒ Á Á⇒ Á (L∨)
Á ∨A⇒ A;A

(RC)
Á ∨A⇒ A

Á⇒ Á Á⇒ Á (L∨)
Á ∨A⇒ A;A

(RC)
Á ∨A⇒ A (R∧)

Á ∨A;Á ∨A⇒ A ∧A
(LC)

Á ∨A⇒ A ∧A

ÁíôéèÝôùò áí êÜðïéïò åðéëÝîåé óôï äåýôåñï âÞìá íá åöáñìüóåé äåîéÜ åðéëïãÞ,
ôüôå ôá ðñÜãìáôá áëëÜæïõí. Óôï ðáñÜäåéãìá ìáò äçëáäÞ, èá åß÷áìå

Á⇒ Á Á⇒ Á (L∨)
Á ∨A⇒ A;A

(RC)
Á ∨A⇒ A

Á⇒ Á Á⇒ Á (L∨)
Á ∨A⇒ A;A

Á⇒ Á Á⇒ Á (R∧)
Á;A⇒ A ∧A

(ôïìÞ)
Á;Á ∨A⇒ A ∧A;Á

Á⇒ Á Á⇒ Á (R∧)
Á;A⇒ A ∧A

(ôïìÞ)
Á;Á;Á ∨A⇒ A ∧A;A ∧A

Á;Á ∨A⇒ A ∧A
(ôïìÞ)

Á ∨A;Á ∨A⇒ A ∧A
(LC)

Á ∨A⇒ A ∧A

ìå áðïôÝëåóìá ôï ìÝãåèïò ôçò áðüäåéîçò íá áõîÜíåôáé êáé ôï åðßðåäï ôçò
øçëüôåñçò ôïìÞò íá ðáñáìÝíåé ôï ßäéï.

Ìå Üëëá ëüãéá ôõ÷áßåò áêïëïõèßåò áðü åðéëïãÝò, ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí
åßôå óå Üðåéñåò áíáãùãÝò, åßôå óå áõèáßñåôá ìåãÜëåò êáíïíéêÝò ìïñöÝò. Åðï-
ìÝíùò èá ðñÝðåé íá ãßíåôáé åîáêïëïõèçôéêÜ ç ßäéá åðéëïãÞ (äçëáäÞ ç ôïìÞ
íá áíåâáßíåé ðñïò ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ ôùí ðñïãüíùí åíüò åê ôùí ôýðùí
ôïìÞò), ãéá íá ôåñìáôßæåé ðÜíôá ç äéáäéêáóßá.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé óôï ðñþôï âÞìá åß÷áìå åðéëÝîåé äåîéÜ. Ôüôå:

91



5. ÊÁÔÁÓÊÅÕÁÓÉÌÏÔÇÔÁ ÊËÁÓÉÊÙÍ ÓÕÓÔÇÌÁÔÙÍ

Á⇒ Á Á⇒ Á (L∨)
Á ∨A⇒ A;A

Á⇒ Á Á⇒ Á (R∧)
Á;A⇒ A ∧A
Á⇒ A ∧A

(ôïìÞ)
Á ∨Á⇒ A;A ∧A

Á⇒ Á Á⇒ Á (R∧)
Á;A⇒ A ∧A
Á⇒ A ∧A

(ôïìÞ)
Á ∨A⇒ A ∧A;Á ∧A

(RC)
Á ∨A⇒ A ∧A

êáé óõíå÷ßæïíôáò åîáêïëïõèçôéêÜ ìå äåîéÝò åðéëïãÝò, èá êáôáëÞãáìå óôçí
êáíïíéêÞ ìïñöÞ:

Á⇒ Á Á⇒ Á (R∧)
Á;A⇒ A ∧A

(LC)
Á⇒ A ∧A

Á⇒ Á Á⇒ Á (R∧)
Á;A⇒ A ∧A

(LC)
Á⇒ A ∧A (L∨)

Á ∨A⇒ A ∧A;A ∧A
(RC)

Á ∨A⇒ A ∧A

Äéáðéóôþíïõìå åðïìÝíùò, üôé ïé áñéóôåñÝò åîáêïëïõèçôéêÝò åðéëïãÝò ïäç-
ãïýí óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ, äéáöïñåôéêÞ áðü áõôÞ ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôéò äåîéÝò
åîáêïëïõèçôéêÝò åðéëïãÝò. ÅðïìÝíùò ç äéáäéêáóßá ãéá íá óõìâÜëåé, èá ðñÝðåé
íá ãíùñßæåé åê ôùí ðñïôÝñùí ìå ðïéá åðéëïãÞ íá îåêéíÞóåé êáé íá óõíå÷ßóåé
(äçëáäÞ ðïéá õðïáðüäåéîç íá ìåôáêéíåß êÜèå öïñÜ). Ï áðëïýóôåñïò ôñüðïò
ãéá íá îåðåñÜóïõìå áõôü ôï áñéóôåñü/äåîéü äßëçììá, åßíáé íá ïñßóïõìå Ýíá
ðñùôüêïëëï åê ôùí ðñïôÝñùí, ðñïóèÝôïíôáò Ýôóé ôçí áðáéôïýìåíç ðëçñïöï-
ñßá óôïõò ôýðïõò.

Ç ðëçñïöïñßá ðñïóôßèåôáé óå Ýíá ôýðï, ÷ñùìáôßæïíôÜò ôïí. Ïðüôå ï
áêüëïõèïò ïñéóìüò åßíáé áðáñáßôçôïò.

Ïñéóìüò 5.2.1. ¸íáò ôýðïò åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíïò, üôáí åßíáé åöïäéáóìÝ-
íïò ìå ìßá áðåéêüíéóç ôùí õðïôýðùí ôïõ óå Ýíá \÷þñï ÷ñùìÜôùí", ï ïðïßïò
äçëþíåôáé ìå {t,q}, Þ ìå Üëëá ëüãéá üôáí êÜèå õðïôýðïò ôïõ öÝñåé ÷ñþìá.
Åðßóçò äçëþíïõìå ñçôÜ ôï ÷ñþìá � åíüò ôýðïõ Á ùò Üíù äåßêôç, äçëáäÞ:
Á�.

Ôï, åìðëïõôéóìÝíï ìå ÷ñþìáôá, óýóôçìá ðïõ ðñïêýðôåé êáëåßôáé LKtq,
êáé äéáôçñåß ôïõò êáíüíåò ôïõ LK, ïé ïðïßïé üìùò ôþñá åöáñìüæïíôáé óå
÷ñùìáôéóìÝíïõò ôýðïõò. ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ïé êáíüíåò
óÝâïíôáé ôá ÷ñþìáôá. ÄçëáäÞ ôá ÷ñþìáôá èá áíáôßèåíôáé ôõ÷áßá, ìå ôçí
ðñïûðüèåóç üìùò üôé óÝâïíôáé ôéò ôáõôïôéêÝò êëÜóåéò.

Óôï åîÞò äå÷üìáóôå ôçí åîÞò óõíèÞêç: ôï ÷ñþìá t (áíôßóôïé÷á ôï q)
êáèïñßæåé ôçí áñéóôåñÞ (áíôßóôïé÷á äåîéÜ) åðéëïãÞ (Þ ðñùôüêïëëï). Áíôé-
óôïß÷ùò, ìéá åìöÜíéóç åíüò ÷ñùìáôéóìÝíïõ ôýðïõ óôïí \ðñïçãïýìåíï" (áíôß-
óôïé÷á \åðüìåíï") åíüò áêïëïõèçôÞ, êáëåßôáé åëêõóôéêÞ (attractive) áí ôï
÷ñþìá ôïõ åßíáé t (áíôßóôïé÷á q). ÁõôÞ ç ïñïëïãßá åéóÜãåôáé ãéá íá ìáò
äçëþíåé üôé ç áðüäåéîç ôïõ áêïëïõèçôÞ ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï ìç-åëêõóôéêü ôýðï
ôïìÞò, èá ðñÝðåé íá êéíçèåß ðñþôç.

92



5. ÊÁÔÁÓÊÅÕÁÓÉÌÏÔÇÔÁ ÊËÁÓÉÊÙÍ ÓÕÓÔÇÌÁÔÙÍ

ÐáñáôÞñçóç: ÅíáëëáêôéêÜ ïé ôýðïé Áq êáé Át óõìâïëßæïíôáé ìå Á
*

êáé Á
(

áíôßóôïé÷á. Ôþñá, ôï íá áíáèÝôïõìå ÷ñþìáôá, äåí óçìáßíåé üôé åðéâÜëïõìå
êÜðïéá óôñáôçãéêÞ êáíïíéêïðïßçóçò. Áõôü óõìâáßíåé äéüôé äåí åðéëÝãïõìå
ôïìÝò, áëëÜ ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ôéò áíÜãïõìå. Åðßóçò, ôï ãåãïíüò üôé
ïé Danos, Joinet êáé Schellinx äþóáíå óôá ÷ñùìÜôá ôá ïíüìáôá q êáé t, äåí
åßíáé ôõ÷áßï. Ìå Üëëá ëüãéá, ôï ÷ñþìá t êáèïñßæåé ôçí áñéóôåñÞ åðéëïãÞ,
áêñéâþò ãéáôß áí åß÷áìå ìåôáöñÜóåé ìéá êëáóéêÞ áðüäåéîç ìå ôç ìåôÜöñáóç
t, ç áðáëïéöÞ ôçò ãñáììéêÞò ôïìÞò ðïõ èá ðñïÝêõðôå óôç äéáêüóìçóç, èá ãé-
íüôáí ìå ôïí áñéóôåñü ôñüðï, êáèþò ï ãñáììéêüò ôýðïò ôïìÞò óôçí áñéóôåñÞ
õðüèåóç ôïõ êáíüíá ôïìÞò, èá ðñïåñ÷üôáí áðü êáíüíá \êïõôéïý".

5.2.2 Ôï ëïãéêü äßëçììá

Ôï ëïãéêü äßëçììá áíôéóôïé÷åß áêñéâþò óôï ìç íôåôåñìéíéóìü ðïõ ðáñáôçñÞ-
óáìå óôç óåëßäá 50, ï ïðïßïò åß÷å íá êÜíåé ìå ôï ðùò áðáëåßöïíôáé ïé ôïìÝò,
üôáí ïé ôýðïé ôïõò åßíáé êýñéïé óå ëïãéêïýò êáíüíåò. Áò èåùñÞóïõìå ôþñá
ôçí ðåñßðôùóç ìéáò áðüäåéîçò ôçò ìïñöÞò:

ð
...

Ã;Aq ⇒ Bt

Ã ⇒ (Aq ( Bt)t

ð1

...
⇒ Aq

ð2

...
Bt ⇒ Ä

(Aq ( Bt)t ⇒ Ä
Ã ⇒ Ä

Ôüôå ï ìç-åëêõóôéêüò ôýðïò ôïìÞò åßíáé áõôüò ðïõ âñßóêåôáé óôçí áñéóôåñÞ
õðüèåóç ôïõ êáíüíá ôïìÞò. Ùóôüóï, óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç üðïõ êáé
ïé äýï ôýðïé ôïìÞò åßíáé êýñéïé ôýðïé ôùí ëïãéêþí êáíüíùí ðïõ ðñïçãïýíôáé,
ç ôïìÞ áðáëåßöåôáé ëáìâÜíïíôáò ùò áðïãüíïõò äýï ôïìÝò ðïõ åöáñìüæïíôáé
óôïõò Üìåóïõò õðïôýðïõò ôïõ ôýðïõ ôïìÞò (ãéá ôï ðáñÜäåéãìá óôïõò Áq
êáé Bt), ÷ùñßò íá ëáìâÜíåôáé õðüøéí ðïéïò åßíáé ï ìç-åëêõóôéêüò ôýðïò ôï-
ìÞò. ÖõóéêÜ êáé áõôÞ ç ðëçñïöïñßá èá åéóá÷èåß óôï óýóôçìá LKtq (ìÝóù
ôïõ tq-ðñùôïêüëëïõ, âë. ðáñÜãñáöï 5.2.3). Óõíåðþò õðÜñ÷ïõí äýï äõíáôÝò
ðåñéðôþóåéò ãéá íá áðáëåéöèåß ç ôïìÞ ôïõ ðáñáäåßãìáôïò. Ïé ðåñéðôþóåéò áõ-
ôÝò öáßíïíôáé óôï Ó÷Þìá 5.5. Óå áõôü ôï óçìåßï áîßæåé íá ðáñáôçñÞóïõìå
üôé óôïí áêïëïõèçôÞ Ã;Aq ⇒ Bt ïé ôýðïé Aq êáé Bt, åßíáé êáé ïé äýï ìç-
åëêõóôéêïß. Ôï åðüìåíï âÞìá ôþñá, åßíáé íá áðáëåéöèïýí ïé äéáäï÷éêÝò ôïìÝò,
ãéá ôéò äýï ðåñéðôþóåéò. Ïé äéáäéêáóßåò ðïõ ðñÝðåé íá ãßíïõí, óýìöùíá ìå
üóá áíáöÝñèçêáí óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, öáßíïíôáé óôï Ó÷Þìá 5.5.

Áò ðáñáôçñÞóïõìå üìùò êáëýôåñá ôé áêñéâþò èá óõìâåß. Óôçí ðñþôç
ðåñßðôùóç ç ð1 äéðëáóéÜæåé (Þ äéáãñÜöåé) ìüíï ôçí ð, åíþ ç ð2 äéðëáóéÜæåé
(Þ äéáãñÜöåé) ôéò ð1 êáé ð ìáæß (üðïéá ìïñöÞ áõôÝò Ý÷ïõí áðïêôÞóåé ìåôÜ
ôçí \ìåôáêßíçóç" ôçò ð ðñïò ôçí ð1). ÁíôéèÝôùò, óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç ç ð1

äéðëáóéÜæåé (Þ äéáãñÜöåé) ôéò ð êáé ð2 ìáæß, åíþ ç ð2 äéðëáóéÜæåé (Þ äéáãñÜöåé)
ìüíï ôçí ð.
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ð1

...
⇒ Aq

ð
...

Ã;Aq ⇒ Bt

Ã ⇒ Bt

ð2

...

Bt ⇒ Ä
Ã ⇒ Ä

@
@@Iq

¡
¡¡µt

ð1

...
⇒ Aq

ð
...

Ã;Aq ⇒ Bt

ð2

...

Bt ⇒ Ä

Aq; Ã ⇒ Ä

Ã ⇒ Ä

¡
¡¡µt

@
@@Iq

Ó÷Þìá 5.5: Ôï q/t äßëçììá.

Ìå Üëëá ëüãéá, Ý÷åé óçìáóßá ìå ðïéá óåéñÜ èá ãßíåé ç åöáñìïãÞ ôùí
ôïìþí, óôï äåýôåñï âÞìá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò, êáèþò üðùò åßäáìå óôï ðáñÜ-
äåéãìá ìáò, ïé äýï åíäå÷üìåíåò ðåñéðôþóåéò êáôáëÞãïõí óå äéáöïñåôéêÝò áðï-
äåßîåéò. Áí ôþñá, åëÝãîïõìå êáé ôéò Üëëåò äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò, ðáñáôçñïýìå
ôï ßäéï öáéíüìåíï, üôáí ï ôýðïò ôïìÞò åßíáé ï Á ∧m Â Þ ï Á ∨m Â. Áí èåù-
ñÞóïõìå ëïéðüí, üôé ãéá ôï óýíäåóìï →m ôï äßëçììá õðÞñ÷å, üôáí åß÷áìå ôá
÷ñþìáôá (q,t) ãéá ôïõò ôýðïõò (Á,Â), ôüôå ãéá ôï óýíäåóìï ∧m õðÜñ÷åé üôáí
ôá ÷ñþìáôá åßíáé (t,t), åíþ ãéá ôï óýíäåóìï ∨m, üôáí åßíáé (q,q). ÄçëáäÞ
ðáñáôçñïýìå üôé ôï äßëçììá ðáñïõóéÜæåôáé, üôáí ïé ôýðïé ðïõ åßíáé åíåñãïß
óôïí \ìßáò õðüèåóçò" êáíüíá åßíáé êáé ïé äýï ìç-åëêõóôéêïß. Ãéá ðáñÜäåéãìá
ôï Ó÷Þìá 5.6 áíôéóôïé÷åß óôçí ðåñßðôùóç ôïõ Á ∨m Â. Áò èõìçèïýìå ðÜëé
ôï ðñüâëçìá åðéëïãÞò ðïõ åß÷áìå óôçí ðáñÜãñáöï 3.3. Áõôü ðáñïõóéáæü-
ôáí üôáí èÝëáìå íá äéáêïóìÞóïõìå ôïõò ðïëëáðëáóéáóôéêïýò êáíüíåò L∧
êáé R∨ ìå ôéò ìåôáöñÜóåéò q êáé t áíôßóôïé÷á. ÅðïìÝíùò ðáñïõóéÜæåôáé ìéá
Üìåóç óõó÷Ýôéóç ôïõ äéëÞììáôïò ôïõ Ó÷Þìáôïò 5.6 êáé ôçò åðéëïãÞò óôï ðá-
ñÜäåéãìá ôçò óåëßäáò 50. Ìå Üëëá ëüãéá, ðáñáôçñïýìå üôé ôÝôïéåò äéáäï÷éêÝò
ôïìÝò åßíáé ôï áðïôÝëåóìá åíüò ðïëëáðëáóéáóôéêïý âÞìáôïò-êëåéäéïý, êáé ôï
íá ëÝìå üôé ðáßæåé ñüëï ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßá åöáñìüæïíôáé áõôÝò (ðñÜãìá
ðïõ åðéöÝñåé ôç ìç óõìâïëÞ ôçò äéáäéêáóßáò), åßíáé ôï ßäéï ìå ôï íá ðïýìå üôé
ðñÝðåé íá êÜíïõìå åðéëïãÞ (ôï ïðïßï åðéöÝñåé ôï ìç íôåôåñìéíéóìü).

Ãéá íá îåðåñÜóïõìå êáé áõôü ôï åìðüäéï, ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå áêüìá
Ýíá êïììÜôé ðëçñïöïñßáò óôï óýóôçìá. Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé ìå äýï éóïäý-
íáìïõò ôñüðïõò. Ï ðñþôïò (ôïí ïðïßï êáé èá èåùñÞóïõìå óôï åîÞò) åßíáé
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ð1

...

At ⇒

ð
...

Ã ⇒ At; Bt

Ã ⇒ Bt

ð2

...

Bt ⇒ Ä
Ã ⇒ Ä

@
@@It

¡
¡¡µt

ð1

...

At ⇒

ð
...

Ã ⇒ At; Bt

ð2

...

Bt ⇒ Ä

Ã;Bt ⇒ Ä

Ã ⇒ Ä

¡
¡¡µt

@
@@It

Ó÷Þìá 5.6: Ôï t/t äßëçììá.

íá ðñïóáíáôïëßóïõìå ôïõò êáíüíåò \ìßáò õðüèåóçò" ãéá ôïõò ðïëëáðëá-
óéáóôéêïýò óõíäÝóìïõò (äçëáäÞ íá ôïõò åöïäéÜóïõìå ìå ôçí êáôÜëëçëç ðëç-
ñïöïñßá), êáèïñßæïíôáò Ýôóé ðüôå óôï ëïãéêü âÞìá ç ôïìÞ óôïí Ál2 ãßíåôáé
ðñþôá Þ ü÷é. Ìå Üëëá ëüãéá óôï ðñùôüêïëëï, èá ðñÝðåé íá åöïäéÜóïõìå ôïõò
ôýðïõò ìå ÷ñþìáôá êáé åðéðëÝïí ôïõò êáíüíåò ðïõ áíáöÝñáìå, ìå áõôÞ ôçí
ðëçñïöïñßá (orientation).

O äåýôåñïò ôñüðïò èá Þôáí íá ðñïóáíáôïëßóïõìå ôïõò óõíäÝóìïõò, äç-
ëáäÞ áíôßóôïé÷á ìå ôïõò êáíüíåò, íá äþóïõìå ôçí ðëçñïöïñßá óôïõò óõí-
äÝóìïõò3. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ï ôýðïò ôïìÞò åßíáé ï Áq → Bt, o ðñïóá-
íáôïëéóìüò \Áq →y Bt" ëÝåé üôé êáôÜ ôçí áíáãùãÞ, èá ðñÝðåé ðñþôá íá
åöáñìïóôåß ôïìÞ óôïí Á. Áí èÝëáìå íá åöáñìïóôåß ðñþôá ôïìÞ óôïí Â, ï
ðñïóáíáôïëéóìüò èá Þôáí ï \Áq →x Bt".

Ôï óýóôçìá ðïõ ëáìâÜíåôáé, ðñïóáíáôïëßæïíôáò åßôå ôïõò êáíüíåò, åßôå
ôïõò óõíäÝóìïõò, åîáêïëïõèåß íá êáëåßôáé LKtq.

5.2.3 Ôï tq-ðñùôüêïëëï

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï ïñßæïõìå Ýíá ó÷Þìá êáíïíéêïðïßçóçò ãéá ôï óýóôçìá
LKtq, ôï ïðïßï åíóùìáôþíåé üëá áõôÜ ðïõ áíáöÝñáìå óôéò ðáñáãñÜöïõò 5.2.1
êáé 5.2.2, êáé ôï ïðïßï èá êáëïýìå tq-ðñùôüêïëëï.

2o êÜôù äåßêôçò l, äçëþíåé üôé ï ôýðïò Á âñßóêåôáé óôï áñéóôåñü ìÝñïò ôïõ áêïëïõèçôÞ
3Ðáñáôçñïýìå üôé äåí åßíáé áíÜãêç ïé ôáõôïôéêÝò êëÜóåéò íá óÝâïíôáé ôïí ðñïóáíáôï-

ëéóìü.
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ÐáñáôÞñçóç: Óå êÜèå óôéãìéüôõðï åíüò êáíüíá ôïìÞò óå ìéá LKtq-
áðüäåéîç, ï ôýðïò ôïìÞò èá åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíïò åßôå ìå q åßôå ìå t. ÄçëáäÞ
ïé ôïìÝò èá Ý÷ïõí ìßá åê ôùí ìïñöþí:

...
⇒ Áq

...
Áq ⇒⇒

êáé
...

⇒ Át

...
Át ⇒⇒

Èá êáëïýìå ôçí õðïáðüäåéîç ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí åëêõóôéêÞ åìöÜíéóç ôïõ ôýðïõ
ôïìÞò, åëêõóôéêÞ õðïáðüäåéîç.

Ïñéóìüò 5.2.2. (To tq-ðñùôüêïëëï) Ç áíáãùãÞ ôùí ôïìþí, óå êÜðïéá
LKtq-áðüäåéîç, ðñï÷ùñÜ óýìöùíá ìå ôï tq-ðñùôüêïëëï ìÝóù äýï ðéèáíþí
åéäþí âçìÜôùí, ôá äïìéêÜ S1 êáé S2, êáé ôá ëïãéêÜ L (âÞìáôá-êëåéäéÜ):

• L-âÞìá: åöáñìüæåôáé üôáí êáé ïé äýï ôýðïé ôïìÞò åßíáé êýñéïé óå êÜ-
ðïéï ëïãéêü êáíüíá. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ëáìâÜíïõìå ùò áðïãüíïõò
ìßá Þ äýï ôïìÝò, óôïí(óôïõò) Üìåóï(õò) õðïôýðï(õò) ôïõ ôýðïõ ôïìÞò.
Ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßá åöáñìüæïíôáé áõôÝò ïé ôïìÝò êáèïñßæåôáé áðü ôïí
ðñïóáíáôïëéóìü.

• S-âÞìá: åöáñìüæåôáé êÜèå öïñÜ ðïõ äåí åöáñìüæåôáé L-âÞìá. ÊÜèå
äïìéêü âÞìá áðïôåëåßôáé áðü ôçí `ìåôáöïñÜ' ìéáò áðü ôéò õðïáðïäåß-
îåéò ôïõ ôýðïõ ôïìÞò, ðñïò ôá ðÜíù óôï äÝíôñï ôùí ðñïãüíùí ôïõ ôýðïõ
ôïìÞò ôçò Üëëçò õðïáðüäåéîçò, äéðëáóéÜæïíôáò ôçí êáé óõóôÝëëïíôáò
ôï ðåñéâÜëëïí ôçò êÜèå öïñÜ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü êÜðïéï êáíüíá óõ-
óôïëÞò (Þ ìÝóù ôïõ ðåñéâÜëëïíôïò åíüò `äýï õðïèÝóåùí' ðñïóèåôéêïý
êáíüíá). ÁõôÞ ç äéáäéêáóßá ôåñìáôßæåé üôáí öôÜóåé óå åéóáãùãÞ ôïõ
ôýðïõ ôïìÞò áðü áîéþìáôá, üðïõ åêåß ïé \áîéùìáôéêÝò ôïìÝò" áðá-
ëåßöïíôáé Üìåóá, Þ üôáí öôÜóåé óôçí åéóáãùãÞ ôïõ ôýðïõ ôïìÞò áðü
êÜðïéï êáíüíá åîáóèÝíçóçò, ï ïðïßïò áíôéêáèßóôáôáé áðü åîáóèåíÞóåéò
óôïõò ôýðïõò ôïõ ðåñéâÜëëïíôïò, Þ üôáí öôÜóåé óå êáíüíá åéóáãùãÞò
ôïõ êõñßïõ óõíäÝóìïõ ôïõ ôýðïõ ôïìÞò.
H åðéëïãÞ ãéá ôï ðïéá õðïáðüäåéîç èá ìåôáêéíçèåß ðñþôç êáèïñßæåôáé
áðü ôá åîÞò: áí ï åëêõóôéêüò ôýðïò ôïìÞò åßíáé êýñéïò óå Ýíá ëïãéêü
êáíüíá ôüôå ìåôáêéíïýìå ôçí åëêõóôéêÞ õðïáðüäåéîç (S2). Áí äåí
åßíáé, ìåôáêéíïýìå ôçí Üëëç (S1).

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí áóèåíÞ êáíïíéêïðïßçóç ôïõ óõóôÞìáôïò LKtq (ðïõ
éêáíïðïéåß ôï tq-ðñùôüêïëëï) ÷ñåéáæüìáóôå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 5.2.3. H åíÝñãåéá ìéáò ôïìÞò c åßíáé ôï æåýãïò (d(A); s(A)), üðïõ
d(A) åßíáé ï áñéèìüò ôùí óõìâüëùí óôïí ôýðï Á êáé s(A) åßíáé ôï åßäïò ôïõ
tq-âÞìáôïò áíáãùãÞò ðïõ åöáñìüæåôáé óôçí c (S1, S2 Þ L).

ÐáñáôÞñçóç: Åî' ïñéóìïý ôùí tq-âçìÜôùí, üôáí åöáñìüæïíôáé óôçí c,
ç åíÝñãåéá (ôùí áðïãüíùí) ôçò c ìåéþíåôáé (ïé åíÝñãåéåò åßíáé ëåîéêïãñáöéêÜ
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äéáôåôáãìåíåò, ìå S1 > S2 > L). Áõôü âÝâáéá äåí éó÷ýåé ðÜíôá óôçí ðåñß-
ðôùóç åíüò äåõôåñïâÜèìéïõ L-âÞìáôïò, üðïõ ç åíäå÷üìåíç áýîçóç ôïõ d(A)
ìðïñåß íá åßíáé ðïëý ìåãÜëç.

Åí óõíå÷åßá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 5.2.4. (áóèåíïýò êáíïíéêïðïßçóçò) Ôï óýóôçìá LKtq, åßíáé éóï-
äýíáìï ìå ôï LKtq ÷ùñßò ôçí ôïìÞ.

Áðüäåéîç. Èá áíáöÝñù ìüíï ôï óêåëåôü ôçò áðüäåéîçò, êáèþò ïé ëåðôïìÝ-
ñåéåò áöåíþò Ýðïíôáé åýêïëá, áöåôÝñïõ õðÜñ÷ïõí óôï [DJS97].

Ç áðüäåéîç ãßíåôáé ùò óõíÞèùò ìå äéðëÞ åðáãùãÞ, ìüíï ðïõ ôþñá ôá ìå-
ãÝèç äåí åßíáé ï âáèìüò ôçò áðüäåéîçò êáé ôï åðßðåäï ôçò ôïìÞò, áëëÜ ôá ìå-
ãÝèç ôçò åíÝñãåéáò. ÅðïìÝíùò áñêåß íá äåßîïõìå üôé, áí Ý÷ïõìå ìéá áðüäåéîç
ð, êáé ìéá ôïìÞ c óôçí ð ìå ôýðï ôïìÞò Á, ôüôå ç åíÝñãåéá ôùí (áðïãüíùí
ôùí) õðïëïßðùí ôïìþí ôçò ð äåí áõîÜíåôáé. Ïðüôå áðü ôçí ðñïçãïýìåíç
ðáñáôÞñçóç, ç åíÝñãåéá ôùí áðïãüíùí ôçò c ìåéþíåôáé ìåôÜ áðü Ýíá tq-âÞìá
êáé óõíåðþò ëáìâÜíïõìå ôï æçôïýìåíï áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç.

Áõôü ðïõ Ý÷åé áñêåôü åíäéáöÝñïí ôþñá, åßíáé íá äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá
ãéá ôï ðùò ãßíåôáé ç êáíïíéêïðïßçóç ìå ôï tq-ðñùôüêïëëï. ¸óôù ç LKtq-
áðüäåéîç:

Bt ⇒ Bt (LW)
Bt; Ct ⇒ Bt

(LW)
Bt; Ct; Aq ⇒ Bt

(R→)
Bt; Ct ⇒ (Aq → Bt)q

(L∧)
(Bt ∧ Ct)q ⇒ (Aq → Bt)q

Aq ⇒ Aq Bt ⇒ Bt (L→)
(Aq → Bt)q; Aq ⇒ Bt

(ôïìÞ)
(Bt ∧ Ct)q; Aq ⇒ Bt

üðïõ ãéá ôïí êáíüíá R→, ï ðñïóáíáôïëéóìüò ëÝåé üôé ðñþôá ðñÝðåé íá ãßíåé
ôïìÞ óôïí Aq êáé ìåôÜ óôïí Bt.

ÅðïìÝíùò ðáñáôçñïýìå üôé ðñÝðåé íá åöáñìïóôåß äïìéêü âÞìá. Ï åëêõ-
óôéêüò ôýðïò ôïìÞò, åßíáé áõôüò ðïõ âñßóêåôáé óôç äåîéÜ õðüèåóç, êáé åðé-
ðëÝïí ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé êýñéïò ôýðïò óå ëïãéêü êáíüíá. ¢ñá ðñÝðåé íá
ìåôáêéíÞóïõìå ôçí åëêõóôéêÞ õðïáðüäåéîç (S2):

Bt ⇒ Bt (LW)
Bt; Ct ⇒ Bt

(LW)
Bt; Ct; Aq ⇒ Bt

(R→)
Bt; Ct ⇒ (Aq → Bt)q

Aq ⇒ Aq Bt ⇒ Bt (L→)
(Aq → Bt)q; Aq ⇒ Bt

(ôïìÞ)
Bt; Ct; Aq ⇒ Bt

(L∧)
(Bt ∧ Ct)q; Aq ⇒ Bt
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ÐñÝðåé åäþ íá óçìåéþóïõìå üôé ôï tq-ðñùôüêïëëï åíÞñãçóå óùóôÜ, êáèþò
áí åß÷å åðéëÝîåé íá ìåôáêéíÞóåé ôçí Üëëç õðïáðüäåéîç, ç äéáäéêáóßá äåí èá
ôåñìÜôéæå. Ãéá ôç óõíÝ÷åéá ôþñá, ðáñáôçñïýìå üôé åðåéäÞ ï ôýðïé ôïìÞò åßíáé
êýñéïé óå ëïãéêïýò êáíüíåò, èá åöáñìïóôåß L-âÞìá áíáãùãÞò. Ï ðñïóáíá-
ôïëéóìüò äßíåé ôç óåéñÜ ôùí ôïìþí:

Aq ⇒ Aq

Bt ⇒ Bt (LW)
Bt; Ct ⇒ Bt

(LW)
Bt; Ct; Aq ⇒ Bt

(ôïìÞ)
Bt; Ct; Aq ⇒ Bt Bt ⇒ Bt

(ôïìÞ)
Bt; Ct; Aq ⇒ Bt

(L∧)
(Bt ∧ Ct)q; Aq ⇒ Bt

Ïðüôå Ý÷ïõìå öôÜóåé óå áîéùìáôéêÝò ôïìÝò, ïé ïðïßåò áðáëåßöïíôáé Üìåóá.
ÅðïìÝíùò ëáìâÜíïõìå ôçí åîÞò êáíïíéêÞ ìïñöÞ:

Bt ⇒ Bt (LW)
Bt; Ct ⇒ Bt

(LW)
Bt; Ct; Aq ⇒ Bt

(L∧)
(Bt ∧ Ct)q; Aq ⇒ Bt

Óõíåðþò, äéáðéóôþíïõìå üôé ç äéáäéêáóßá ðïõ êáèïñßæåé ôï tq-ðñùôüêïëëï
ôåñìáôßæåé.

5.2.4 Ç åðáãùãéêÞ óôñáôçãéêÞ äéáêüóìçóçò ãéá ôï LKtq

Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ôï tq-ðñùôüêïëëï ðïõ ïñßóôçêå óôç ðñïçãïýìåíç ðá-
ñÜãñáöï, åßíáé ìéá éó÷õñÞ äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôùí ôïìþí, ç ïðïßá åðé-
ðëÝïí óõìâÜëåé, èá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá å.ó.ä. ôïõ LKtq, ôÝôïéá þóôå ç tq-
êáíïíéêïðïßçóç ìéáò áðüäåéîçò íá ìðïñåß íá ðñïóïìïéùèåß áðü ôçí êáíïíé-
êïðïßçóç ôçò áíôßóôïé÷çò äéáêïóìçìÝíçò áðüäåéîçò.

¼ðùò åßäáìå êáé áðü ôéò äéáêïóìÞóåéò ôïõ CL, üôáí ìåôáöñÜæïõìå Ýíá
LK-êáíüíá, óôç äéáêïóìçìÝíç áðüäåéîç åíäå÷ïìÝíùò èá äçìéïõñãïýíôáé êÜ-
ðïéåò åöáñìïãÝò åêèåôéêþí êáíüíùí (áìÝëåéáò êáé óõìöñáóôéêþí), ðñéí êáé/Þ
ìåôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ãñáììéêïý êáíüíá. Èá êáëïýìå áõôïýò
ôïõò \åðéðëÝïí" êáíüíåò ðñï- êáé ìåôá-åêèåôéêïýò.

Óå áõôü ôï óçìåßï ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå ôá áêüëïõèá. Óôçí ðáñÜ-
ãñáöï 3.3 áíáöåñèÞêáìå óôéò äéáêïóìÞóåéò q êáé t ôïõ LK. ÁõôÝò ïé äýï
äéáêïóìÞóåéò áíôéóôïé÷ïýí óôéò äýï ðéèáíÝò åðéëïãÝò ôïõ \äïìéêïý äéëÞììá-
ôïò". ÄçëáäÞ áí Ý÷ïõìå ìéá ôïìÞ

ð1

...
⇒ Á

ð2

...
Á⇒⇒
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ôüôå ïé t êáé q ìåôáöñÜóåéò, äßíïõí ôéò åîÞò äéáêïóìÞóåéò áíôßóôïé÷á:

ðt1
...

⇒ ?Át

⇒ !?Át

ðt2
...

!?Át ⇒
⇒

êáé

ðq1
...

⇒ ?!Áq

ðq2
...

!Áq ⇒
?!Áq ⇒

⇒

Ðáñáôçñïýìå üôé óå êÜèå ìßá áðü ôéò ðåñéðôþóåéò, ìßá áðü ôéò õðïèÝóåéò
(õðïáðïäåßîåéò) åßíáé êïõôß (üðùò öáßíåôáé óôçí ðáñáðÜíù åéêüíá). Ôüôå
ôï êïõôß ãéá êÜèå äéáêüóìçóç áíôéóôïé÷åß óôçí ìç-åëêõóôéêÞ õðïáðüäåéîç
óôï LKtq. Ìå Üëëá ëüãéá ç å.ó.ä. ðïõ èá ïñßóïõìå ãéá ôï LKtq, áðïôåëåß
ïõóéáóôéêÜ ôçí Ýíùóç ôùí å.ó.ä. ðïõ ïñßæïõí ïé ìåôáöñÜóåéò q êáé t ãéá ôï
LK.

ÐáñáôÞñçóç: Óôï ÊåöÜëáéï 4 áðïäåßîáìå üôé ïé ìüíåò, ïõóéáóôéêÜ,
å.ó.ä. ãéá ôï LK åßíáé áõôÝò ðïõ äßíïõí ïé ìåôáöñÜóåéò q êáé t. ×ñçóéìï-
ðïéþíôáò áíôßóôïé÷á åðé÷åéñÞìáôá, üëá ôá õðüëïéðá åðáñêÞ æåýãç ïñßæïõí
ïõóéáóôéêÜ ôï ßäéï tq-ðñùôüêïëëï.

Ï åðüìåíïò ïñéóìüò (ðåñéïñéóìÝíïò óôç óõíåðáãùãÞ, ôçí Üñíçóç êáé ôïí
êáèïëéêü ðïóïäåßêôç) äßíåé ëåðôïìåñþò ôç ìåôÜöñáóç ìå ôçí ïðïßá äéáêï-
óìïýìå ôï LKtq.

Ïñéóìüò 5.2.5. Ïñßæïõìå ìéá áðåéêüíéóç D áðü ÷ñùìáôéóìÝíïõò êëáóéêïýò
ôýðïõò óå ãñáììéêïýò ôýðïõò ùò åîÞò:

• D(Xt) = D(Xq) = X ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò.

• D(A� →m B�′) = ì�D(A) ( ì�′D(Â) êáé D(A� →a B�′) = ì�D(A) Ã
ì�′D(Â) , åêôüò áí (�; �′) = (q; t) (äçëáäÞ üôáí åìöáíßæåôáé ôï ëïãéêü

äßëçììá), ïðüôå èá åßíáé: D(Aq →m Bt) ={ ìqD(A) ( ?ìtD(Â)
!ìqD(A) ( ìtD(Â)

áíÜëïãá ìå ôïí ðñïóáíáôïëéóìü. (Tá ì� êáé ì�′ åßíáé ç ìåãáëýôåñç
ôñïðéêüôçôá ôïõ åðáñêïýò æåýãïõò, äçëáäÞ ìt =!? êáé ìq =?!.)

• D(∀×A�) = ∀×ì�D(A).

• D(¬A�) = (ì�D(A))⊥.

ÔåëéêÜ, ëüãù ôïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý, ç D ïñßæåôáé ñçôÜ óôï Ó÷Þìá 5.7.
Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôéò äýï ìåôáöñÜóåéò ãéá ôçí (q; t) ðåñßðôùóç ôïõ →m :

• Ç ðñþôç ?!D(Á) ( ?!?D(Â), áíôéóôïé÷åß óôïí ðñïóáíáôïëéóìü \ðñþôá
ôïìÞ óôï Á êáé ìåôÜ óôï Â", êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ ëïãéêïý âÞìáôïò
ãéá ôç óõíåðáãùãÞ.
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A→m B t q

t !?D(A) ( !?D(B) !?D(A) ( ?!D(B)

q ?!D(A) ( ?!?D(Â)
!?!D(A) ( !?D(Â) ?!D(A) ( ?!D(B)

A→á B t q

t !?D(A) Ã !?D(B) !?D(A) Ã ?!D(B)
q ?!D(Á) Ã !?D(Â) ?!D(A) Ã ?!D(B)

∀XA
t ∀X!?D(A)
q ∀X?!D(A)

¬A
t (!?D(A))⊥

q (?!D(A))⊥

Ó÷Þìá 5.7: Ç ìåôÜöñáóç D ãéá ôï LKtq.

• Ç äåýôåñç, !?!D(Á) ( !?D(Â) áíôéóôïé÷åß óôïí áíôßèåôï ðñïóáíáôï-
ëéóìü (\ðñþôá ôïìÞ óôï Â êáé ìåôÜ óôï Á").

Ðáñáôçñïýìå ùóôüóï, üôé ïé äýï ìåôáöñÜóåéò ìðïñïýí íá \åíïðïéçèïýí" ùò
!?!D(Á) ( ?!?D(Â). Áõôü äåß÷íåé üôé ï ðñïóáíáôïëéóìüò äåí ÷ñåéÜæåôáé
íá óÝâåôáé ôéò ôáõôïôéêÝò êëÜóåéò, êáé åðïìÝíùò áñêåß íá ïñßóïõìå äýï åßäùí
`ìßáò õðüèåóçò' êáíüíåò ãéá ôïõò ðïëëáðëáóéáóôéêïýò óõíäÝóìïõò. Áõôïß èá
áíôéóôïé÷ïýí óôïõò äýï ôñüðïõò (üðùò ôïõ ðáñáäåßãìáôïò óôç óåëßäá 50) ìå
ôïõò ïðïßïõò Ýíáò ôÝôïéïò êáíüíáò ìðïñåß íá äéáêïóìçèåß.

ÐáñáôÞñçóç: Áí ìáò äïèåß Ýíáò ãñáììéêüò ôýðïò D(F ) ôüôå åýêïëá
ìðïñåß íá áíá÷èåß ôï ÷ñþìá ôùí õðïôýðùí ôïõ F , êáèþò éó÷ýåé üôé: Ýíáò
õðïôýðïò G ôïõ F Ý÷åé ÷ñþìá t áí êáé ìüíïí áí óôïí D(F ) åßíáé Üìåóá
ìáñêáñéóìÝíïò ìå ?, åíþ Ý÷åé ÷ñþìá q áí êáé ìüíïí áí óôïí D(F ) åßíáé
Üìåóá ìáñêáñéóìÝíïò ìå ! [DJS97].

Èåþñçìá 5.2.6. Ç ðåíôÜäá 〈(·)D; !?; !; ?; ?!〉 åßíáé å.ó.ä. ãéá ôï óýóôçìá
LKtq. ÅðïìÝíùò, ìéá áðüäåéîç ð ôïõ áêïëïõèçôÞ Ãt; Ëq ⇒ Ät; Óq áðåéêïíß-
æåôáé óå ìéá áðüäåéîç D(ð) ôïõ áêïëïõèçôÞ !?D(Ã); !D(Ë) ⇒ ?D(Ä); ?!D(Ó)
ôçò ïðïßáò ï óêåëåôüò ôáõôßæåôáé ìå ôçí ð.

Áðüäåéîç. ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ, åðáëçèåýïíôáò ãéá ôçí ð ôïí Ïñéóìü 3.2.2. Áò
åëÝãîïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

• ¸óôù ôï LKtq-áîßùìá Át ⇒ At. Ôüôå

D(A) ⇒ D(A)
(R?)

D(A) ⇒ ?D(A)
(L?)

?D(A) ⇒ ?D(A)
(L!)

!?D(A) ⇒ ?D(A)

100



5. ÊÁÔÁÓÊÅÕÁÓÉÌÏÔÇÔÁ ÊËÁÓÉÊÙÍ ÓÕÓÔÇÌÁÔÙÍ

• ¸óôù ï LKtq-êáíüíáò:

Ãt1 ⇒ Ät
1; Aq Bt; Ãq2 ⇒ Äq

2 (L→m)
Ãt1; Ã

q
2 ; (Aq → Bt)q ⇒ Ät

1;Ä
q
2

Ôüôå åöáñìüæïíôáò ôïõò êáôÜëëçëïõò ðñï-åêèåôéêïýò êáé ìåôá-åêèåôéêïýò
êáíüíåò èá Ý÷ïõìå üôé:

!?D(Ã1) ⇒ ?D(Ä1); ?!D(A)

!?D(B); !D(Ã2) ⇒ ?!D(Ä2) (L?)
?!?D(B); !D(Ã2) ⇒ ?!D(Ä2) (L()

!?D(Ã1); !D(Ã2); ?!D(A) → ?!?D(B) ⇒ ?D(Ä1); ?!D(Ä2) (L!)
!?D(Ã1); !D(Ã2); !(?!D(A) → ?!?D(B)) ⇒ ?D(Ä1); ?!D(Ä2)

Ïìïßùò êáé ãéá ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò (åðåéäÞ áõôÝò åßíáé ðïëëÝò, õðÜñ÷åé ìéá
åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç óôï [DJS97]).

Ôþñá, ãéá íá åðåêôåßíïõìå ôç ìåôÜöñáóç D óôï ðëÞñåò ðñïôáóéáêü ìÝ-
ñïò, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò \äûéêÝò-éóïäõíáìßåò" ìåôáîý ôùí ìå-
ôáöñÜóåùí ôùí óõíäÝóìùí:

ìÁ{ (
Ã }íÂ ì⊥Á{ O

⊕ }íÂ ìÁ{ ⊗
&
}í ⊥Â�

�′

�−
�′

�

�′
−

Ç ðáýëá ðÜíù áðü Ýíá ÷ñþìá, äçëþíåé äûéêüôçôá, êáé ôï äûéêü ÷ñþìá
ôïõ q åßíáé ôï t (êáé áíôßóôñïöá). Åðßóçò ç äûéêüôçôá ìéáò ôñïðéêüôçôáò ì
(ì⊥), ëáìâÜíåôáé áíôéêáèéóôþíôáò üëá ôá ! ìå ?, êáé üëá ôá ? ìå !. Ãéá
ðáñÜäåéãìá, áí èÝëïõìå íá ìåôáöñÜóïõìå ôïí ôýðï Áq ∨m Bt, åñãáæüìáóôå
ùò åîÞò: âñßóêïõìå ôï D(Át →m Bt) =!?D(Á) ( !?D(Â), èåùñïýìå ôç
äûéêÞ ôñïðéêüôçôá ìüíï ãéá áõôÞ ôïõ Á êáé âÝâáéá áëëÜæïõìå ôï óýíäåóìï.
¢ñá D(Áq ∨m Bt) =?!D(Á)O !?D(B).

ÔÝëïò ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå êáé ôï åîÞò: ãéá ìéá äïóìÝíç LL-áðüäåéîç
ð ôïõ áêïëïõèçôÞ !?D(Ã); !D(Ë) ⇒ ?D(Ä); ?!D(Ó), äåí ìðïñïýìå ãåíéêÜ íá
áíáèÝóïõìå ÷ñþìáôá óå üëïõò ôïõò ôýðïõò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí sk(ð), Ýôóé
þóôå íá ëÜâïõìå ìéá óùóôÞ LKtq-áðüäåéîç ôïõ áêïëïõèçôÞ Ãt; Ëq ⇒ Ät; Óq.
Ôï áíôéðáñÜäåéãìá åßíáé ôï åîÞò: ï áêïëïõèçôÞò !Á ⇒ ?Á åßíáé ðñïöáíþò
áðïäåßîéìïò óôï LL, åíþ ï áêïëïõèçôÞò Áq ⇒ At äåí åßíáé áðïäåßîéìïò óôï
LKtq, üôáí ï Á åßíáé áôïìéêüò ôýðïò. Ùóôüóï áõôÞ åßíáé ç ìïíáäéêÞ ðñï-
âëçìáôéêÞ ðåñßðôùóç, ç ïðïßá åýêïëá äéïñèþíåôáé áí èåùñÞóïõìå üôé Ý÷ïõìå
ôáõôïôéêÜ áîéþìáôá ìüíï ãéá ôýðïõò ðïõ Ý÷ïõí åîùôåñéêÝò ôñïðéêüôçôåò.
ÄçëáäÞ ç áêüëïõèç Ðñüôáóç åßíáé áëçèÞò (âë. [DJS97]).

Ðñüôáóç 5.2.7. O áêïëïõèçôÞò Ãt; Ëq ⇒ Ät; Óq åßíáé áðïäåßîéìïò óôï LKtq

áí êáé ìüíïí áí ï áêïëïõèçôÞò !?D(Ã); !D(Ë) ⇒ ?D(Ä); ?!D(Ó) åßíáé áðï-
äåßîéìïò óôï LL, üðïõ ôá ôáõôïôéêÜ áîéþìáôá éó÷ýïõí ìüíï ãéá ôýðïõò ðïõ
Ý÷ïõí åîùôåñéêÝò ôñïðéêüôçôåò.
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5.2.5 To èåþñçìá éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßçóçò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá åêìåôáëëåõôïýìå ôéò äõíáôüôçôåò ôïõ åìðëïõôéóìÝ-
íïõ óýóôçìáôïò êëáóéêÞò ëïãéêÞò LKtq, ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé éó÷õñÜ
êáíïíéêïðïéÞóéìï. ×ñåéáæüìáóôå üìùò áêüìá Ýíáí ïñéóìü (ôçò \ðñïóáñìï-
óìÝíçò" áðüäåéîçò) êáé Ýíá èåþñçìá ðñïóïìïßùóçò (Èåþñçìá 5.2.9).

¸óôù ð ìéá LKtq-áðüäåéîç êáé D(ð) ç äéáêüóìçóç ôçò ð, óýìöùíá ìå
üóá áíáöÝñèçêáí óôçí ðáñÜãñáöï 5.2.4. ¸óôù c ìßá ôïìÞ óôçí ð, ìå ôýðï
ôïìÞò Át (âë. ó÷Þìá óåëßäáò 96). Ôüôå ç äéáêüóìçóç ôçò èá ðåñéÝ÷åé ôçí:

...
⇒ ?D(A)

(R!)
⇒ !?D(A)

...
!?D(A) ⇒

(ôïìÞ)⇒
Ãéá íá áðáëåéöèåß ç ôïìÞ c óôçí LKtq-áðüäåéîç, âÜóåé ôïõ tq-ðñùôïêüëëïõ,
ç äéáäéêáóßá èá îåêéíÞóåé áðü êÜðïéï ëïãéêü Þ äïìéêü âÞìá. Áò õðïèÝóïõìå
êáôáñ÷Þí üôé ãéá íá áðáëåéöèåß ç c áðü ôçí ð, åöáñìüæåôáé ôï tq-âÞìá S2.
ÄçëáäÞ o åëêõóôéêüò ôýðïò ôïìÞò (ï Át óôçí äåîéÜ õðüèåóç) èá åßíáé êýñéïò
óå êÜðïéï ëïãéêü êáíüíá, ïðüôå ç äéáêüóìçóç ôçò ð èá ðåñéÝ÷åé ôçí:

...
⇒ ?D(A)

(R!)
⇒ !?D(A)

...
D(A) ⇒

(L?)
?D(A) ⇒

(L!)
!?D(A) ⇒

(ôïìÞ)⇒
ÅðïìÝíùò, åöáñìüæïíôáò Ýíá \áìÝëåéáò åêèåôéêü" âÞìá áíáãùãÞò ãéá ôï
óýóôçìá LL, ëáìâÜíïõìå ôçí \ðñïóáñìïóìÝíç" äéáêüóìçóç:

...
⇒ ?D(A)

...
D(A) ⇒

(L?)
?D(A) ⇒

(ôïìÞ)⇒
Óôç óõíÝ÷åéá áò õðïèÝóïõìå üôé ãéá íá áðáëåéöèåß ç c ðñÝðåé íá åöáñìüóïõìå
ôï tq-âÞìá áíáãùãÞò L. Áõôü óõìâáßíåé üôáí êáé ïé äýï ôýðïé ôïìÞò åßíáé
êýñéïé óå êÜðïéï ëïãéêü êáíüíá. ÅðïìÝíùò ç äéáêüóìçóç ôçò ð èá ðåñéÝ÷åé
ôçí:

...
⇒ D(A)

(R?)
⇒ ?D(A)

(R!)
⇒ !?D(A)

...
D(A) ⇒

(L?)
?D(A) ⇒

(L!)
!?D(A) ⇒

(ôïìÞ)⇒
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Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå äýï äéáäï÷éêÜ \áìÝëåéáò
åêèåôéêÜ" âÞìáôá áíáãùãÞò óôï LL, þóôå íá ëçöèåß ç \ðñïóáñìïóìÝíç"
äéáêüóìçóç:

...
⇒ D(A)

...
D(A) ⇒

(ôïìÞ)⇒

ÔÝëïò áí ðñÝðåé íá åöáñìïóôåß ãéá ôçí áðáëïéöÞ ôçò c ôï tq-âÞìá S1, ç
äéáêüóìçóç ôçò ð èá ðåñéÝ÷åé ôçí:

...
⇒ ?D(A)

(R!)
⇒ !?D(A)

...
!?D(A) ⇒

(ôïìÞ)⇒

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá áõôÞ, äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå êÜðïéï âÞìá
áíáãùãÞò óôï LL, ïðüôå ç \ðñïóáñìïóìÝíç" ôçò áðüäåéîç åßíáé áêñéâþò ç
ßäéá.

Ïñéóìüò 5.2.8. Ïñßæïõìå ùò ôçí \ðñïóáñìïóìÝíç" äéáêüóìçóç ôçò ð, ç
ïðïßá èá óõìâïëßæåôáé ìå D−(ð), ôçí LL-áðüäåéîç üðïõ ïé äéáêïóìÞóåéò ôùí
ôïìþí Ý÷ïõí \ðñïóáñìïóôåß" üðùò ðáñáðÜíù. ÄçëáäÞ êáôÜëëçëá \áìÝëåéáò
åêèåôéêÜ" âÞìáôá áíáãùãÞò Ý÷ïõí åöáñìïóôåß ãéá êÜèå ãñáììéêÞ ôïìÞ, óôçò
ïðïßáò ôï óêåëåôü åêôåëåßôáé ôï tq-âÞìá S2 Þ ôï tq-âÞìá L.

Ôï áðïôÝëåóìá áõôÞò ôçò \ðñïóáñìïãÞò" åßíáé üôé ï ôýðïò ôïìÞò óôç
\ðñïóáñìïóìÝíç" äéáêüóìçóç Ý÷åé äýï (áíôßóôïé÷á Ýíá, ìçäÝí) åîùôåñéêÜ
åêèåôéêÜ, óôçí ðåñßðôùóç üðïõ åöáñìüæåôáé ôï âÞìá S1 (áíôßóôïé÷á S2, L)
óôçí LKtq-áðüäåéîç (âë. ôá ðáñáäåßãìáôá ðïõ áíáöÝñèçêáí ðñïçãïõìÝíùò).

Èåþñçìá 5.2.9. (ðñïóïìïßùóçò) Ç \ðñïóáñìïóìÝíç" äéáêüóìçóç ðïõ áðåé-
êïíßæåé áðïäåßîåéò ôïõ LKtq óå ãñáììéêÝò áðïäåßîåéò, åßíáé Ýíáò ïìïìïñöé-
óìüò ðïõ óÝâåôáé ôçí êáíïíéêïðïßçóç. ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå áðüäåéîç ð ôïõ
LKtq êáé êÜèå áíáãùãÞ ôçò ð óôçí ð′, õðÜñ÷åé ìéá áíáãùãÞ áðü ôçí D−(ð)
óôçí D−(ð′). ÁõôÞ ç áíáãùãÞ äåí åßíáé êåíÞ, åêôüò ðéèáíüí ôçò ðåñßðôùóçò
üðïõ ï ôýðïò ôïìÞò åßíáé ï ¬A êáé åöáñìüæåôáé L-âÞìá áíáãùãÞò.

Áðüäåéîç. H áðüäåéîç ãßíåôáé åîåôÜæïíôáò üëåò ôéò äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò âç-
ìÜôùí áíáãùãÞò ðïõ ðñïêýðôïõí. Êáôáñ÷Þí ç áíáãùãÞ äåí èá åßíáé êåíÞ,
ãéáôß êáôÜ ôç äéÜñêåéÜ ôçò, ç åíÝñãåéá (ôùí áðïãüíùí) ôçò äïóìÝíçò ôïìÞò
ìåéþíåôáé. ÅðéðëÝïí åðåéäÞ ç äéáêüóìçóç åßíáé \ðñïóáñìïóìÝíç", ôá åêèå-
ôéêÜ (ôùí áðïãüíùí) ôïõ ôýðïõ ôïìÞò óôç äéáêüóìçóç èá ìåéþíïíôáé Þ ï
êýñéïò óýíäåóìïò èá åîáöáíßæåôáé (üôáí ôï âÞìá áíáãùãÞò åßíáé L). ¢ñá
êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò õðÜñ÷åé áëëáãÞ óôçí áðüäåéîç. Åîáßñåóç âÝâáéá
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áðïôåëåß ç ðåñßðôùóç üðïõ ïé áðüãïíïé ôçò ôïìÞò óôï ¬A Ý÷ïõí ìåãéóôéêÞ
åíÝñãåéá.

Áò äïýìå áíáëõôéêÜ äýï ÷áñáêôçñéóôéêÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ åðéâåâáéþíïõí
ôá ðáñáðÜíù:

• ¸óôù ïé áðïäåßîåéò ð êáé ð′ áíôßóôïé÷á:
...

At ⇒ Bt
⇒ (At ( Bt)t

...
⇒ At

...
Bt ⇒

(At ( Bt)t ⇒
⇒

99K

...
⇒ At

...
At ⇒ Bt

⇒ Bt

...
Bt ⇒⇒

Ôüôå ç áðüäåéîç D(ð) èá åßíáé ç:

...
!?D(A) ⇒ ?D(Â)
!?D(A) ⇒ !?D(Â)
⇒ !?D(A) ( !?D(Â)
⇒ ?(!?D(A) ( !?D(Â))
⇒ !?(!?D(A) ( !?D(Â))

...
⇒ ?D(A)
⇒ !?D(A)

...
!?D(Â) ⇒

!?D(A) ( !?D(Â) ⇒
?(!?D(A) ( !?D(Â)) ⇒
!?(!?D(A) ( !?D(Â)) ⇒

⇒
ÅðïìÝíùò ç D−(ð) èá åßíáé ç:

...
!?D(A) ⇒ ?D(Â)
!?D(A) ⇒ !?D(Â)
⇒ !?D(A) ( !?D(Â)

...
⇒ ?D(A)
⇒ !?D(A)

...
!?D(Â) ⇒

!?D(A) ( !?D(Â) ⇒
⇒

ÅðéðëÝïí ç D−(ð′) èá åßíáé ç:

...
⇒ ?D(Á)
⇒ !?D(Á)

...
!?D(A) ⇒ ?D(Â)
!?D(A) ⇒ !?D(Â)

⇒ !?D(Â)

...
!?D(Â) ⇒

⇒
ÔÝëïò ðáñáôçñïýìå, üôé ðñïöáíþò ç D−(ð) áíÜãåôáé óôç D−(ð′).

• ¸óôù ïé áðïäåßîåéò ð êáé ð′ áíôßóôïé÷á:
...

At ⇒
⇒ (¬At)t

...
⇒ At

(¬At)t ⇒
⇒

99K
...

At ⇒
...

⇒ At⇒

Ôüôå ç áðüäåéîç D(ð) èá åßíáé ç:
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...
!?D(A) ⇒
⇒ (!?D(Â))⊥

⇒ ?(!?D(Â))⊥

⇒ !?(!?D(Â))⊥

...
⇒ ?D(A)
⇒ !?D(A)

(!?D(A))⊥ ⇒
?(!?D(A))⊥ ⇒
!?(!?D(A))⊥ ⇒

⇒

ÅðïìÝíùò ç D−(ð) èá åßíáé ç:

...
!?D(A) ⇒

...
⇒ ?D(A)
⇒ !?D(A)

⇒

ç ïðïßá üðùò ðáñáôçñïýìå, ôáõôßæåôáé ìå ôçí D−(ð′).

Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå ôï âáóéêü ìáò èåþñçìá:

Èåþñçìá 5.2.10. (Éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç) To óýóôçìá LKtq (ìå ôï tq-
ðñùôüêïëëï) åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìï.

Áðüäåéîç. Ðñïò Üôïðï, Ýóôù üôé áðáëåßöïíôáò ôéò ôïìÝò êÜðïéáò LKtq-
áðüäåéîçò, åöáñìüæïíôáò ôéò ïäçãßåò ôïõ tq-ðñùôïêüëëïõ, äçìéïõñãåßôáé ìéá
Üðåéñç áíáãùãÞ. Ôüôå ìåôáöñÜæïõìå ìå ôçí D, ôéò áðïäåßîåéò ôçò áíáãùãÞò
êáé óôç óõíÝ÷åéá âñßóêïõìå ôéò áíôßóôïé÷åò \ðñïóáñìïóìÝíåò" áðïäåßîåéò.
Ëüãù ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.2.9 (ðñïóïìïßùóçò), èá õðÞñ÷å ìéá Üðåéñç áíáãùãÞ
óôï LL, ç ïðïßá èá äçìéïõñãüôáí áðü áõôÝò ôéò \ðñïóáñìïóìÝíåò" áðïäåßîåéò.
¢ôïðï, äéüôé ôï óýóôçìá LL åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìï.

ÐáñáôÞñçóç: ÌÝóù ôùí äéáêïóìÞóåùí, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôïõò ÷þñïõò óõíÜöåéáò ôçò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò, ùò äçëùôéêÞ óçìáóéïëïãßá
ãéá ôï óýóôçìá LKtq. ÄçëáäÞ Ýóôù ð ìéá LKtq-áðüäåéîç êáé D(ð)? ï ÷þñïò
óõíÜöåéáò ôçò D(ð). Ôüôå ç åñìçíåßá áõôÞ, åßíáé ìç-ôåôñéììÝíç êáé óôáèåñÞ
êáôÜ ôçí tq-êáíïíéêïðïßçóç. ÄçëáäÞ, ç óõíÜñôçóç ?◦D åßíáé ìßá äçëùôéêÞ
óçìáóéïëïãßá ãéá ôï LKtq (âë. [DJS97]).

5.2.6 Ôï èåþñçìá óõìâïëÞò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ðáñáèÝóù ôçí éäÝá ôçò áðüäåéîçò ôçò éäéüôçôáò óõì-
âïëÞò ãéá ôï óýóôçìá LKtq, ç ïðïßá åßíáé ç äåýôåñç óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ðïõ
åðéèõìïýìå íá éêáíïðïéåß ôï óýóôçìá áõôü. ÅðåéäÞ ç éäéüôçôá óõìâïëÞò ãéá
ôç ãñáììéêÞ ëïãéêÞ Ý÷åé áðïäåé÷ôåß ãéá ôá óõóôÞìáôá äéêôýùí áðüäåéîçò, èá
åñãáóôïýìå Üìåóá ìå áõôÜ êáé óõãêåêñéìÝíá ìå ôï óýóôçìá taLL.
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Ðáñáôçñïýìå üôé ïé êáíïíéêÝò ìïñöÝò ìéáò äïóìÝíçò áðüäåéîçò áðåéêï-
íßæïíôáé óôï ßäéï äßêôõï áðüäåéîçò, áëëÜ êÜèå äßêôõï áðüäåéîçò ìðïñåß íá
Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá áêïëïõèçôéêÝò ìïñöÝò. ¢ñá ãéá íá ðÜñïõìå ôç
ìïíáäéêüôçôá ôùí êáíïíéêþí (áêïëïõèçôéêþí) ìïñöþí ÷ñåéáæüìáóôå êÜôé
éó÷õñüôåñï. Áõôü ðïõ ðñÝðåé íá ãßíåé, åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êÜðïéá
ðëçèùñéêüôåñç ìåôÜöñáóç ãéá ôçí å.ó.ä. ôïõ LKtq, êáôïñèþíïíôáò Ýôóé ôá
äßêôõá áðüäåéîçò ðïõ èá ðñïêýðôïõí íá åßíáé \óôÝñåá", äçëáäÞ íá Ý÷ïõí ìßá
(ó÷åäüí) ìïíáäéêÞ áêïëïõèçôéêÞ ìïñöÞ (äçëáäÞ åíäå÷ïìÝíùò ðåñéóóüôåñåò
áðü ìßá áêïëïõèçôéêÝò ìïñöÝò, èá äéáöÝñïõí ôï ðïëý ùò ðñïò áíôéìåôÜèåóç
äïìéêþí êáíüíùí).

ÅðïìÝíùò ïñßæïõìå ôçí \ðëçèùñéêüôåñç" ìåôÜöñáóç ()D
′ , ÷ñçóéìïðïéþ-

íôáò ôá \ìåãáëýôåñá" åðáñêÞ æåýãç: ìt′L =!?!, ìt′R =?! êáé ìq
′
L =!?, ìq

′
R =?!?.

Ôï ãåãïíüò üôé áõôÜ ïñßæïõí äéáêüóìçóåéò (Ýóôù D′(ð), ãéá êÜèå LKtq-
áðüäåéîç ð), Ýðåôáé áðü ôï üôé ìt′s = ìts! êáé ìq

′
s = ìqs? . ÐëÝïí ãéá ôéò

D′-ìåôáöñáóìÝíåò LKtq-áðïäåßîåéò, ôá áíôßóôïé÷á äßêôõá áðüäåéîçò èá Ý÷ïõí
ìßá (ó÷åäüí) ìïíáäéêÞ áêïëïõèçôéêÞ ìïñöÞ. Åðßóçò ðáñáôçñïýìå üôé ôï Èåþ-
ñçìá 5.2.9 (ðñïóïìïßùóçò) éó÷ýåé êáé ãéá ôç D′, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá ßäéá
åðé÷åéñÞìáôá (Þ åðåéäÞ ôá åðéðëÝïí åêèåôéêÜ ðïõ ðñïóôßèåíôáé åßíáé ðåñéôôÜ).

ÌåôÜ áðü üëá áõôÜ, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 5.2.11. (óõìâïëÞò) Äýï tq-êáíïíéêÝò ìïñöÝò ìéáò LKtq-áðüäåéîçò
ôáõôßæïíôáé, Þ äéáöÝñïõí ôï ðïëý ùò ðñïò áíôéìåôÜèåóç äïìéêþí êáíüíùí.

Áðüäåéîç. ¸óôù ð1 êáé ð2 äýï tq-êáíïíéêÝò ìïñöÝò ìéáò LKtq-áðüäåéîçò
ð. Èá äåßîïõìå üôé ïé ð1 êáé ð2 ôáõôßæïíôáé, Þ äéáöÝñïõí ôï ðïëý ùò ðñïò
áíôéìåôÜèåóç äïìéêþí êáíüíùí.

Äéáêïóìïýìå ôéò ð, ð1 êáé ð2 óýìöùíá ìå ôç D′, ðïõ áíáöÝñáìå íù-
ñßôåñá, êáé óôç óõíÝ÷åéá âñßóêïõìå ôéò áíôßóôïé÷åò \ðñïóáñìïóìÝíåò" áðï-
äåßîåéò ïé ïðïßåò èá åßíáé ïé D′−(ð), D′−(ð1) êáé D′−(ð2), áíôßóôïé÷á. Ôþñá
áðü ôï Èåþñçìá 5.2.9 (ðñïóïìïßùóçò), éó÷ýåé üôé ç D′−(ð) áíÜãåôáé êáé óôçí
D′−(ð1) êáé óôçí D′−(ð2). Óôç óõíÝ÷åéá èåùñïýìå ôá taLL-äßêôõá áðüäåé-
îçò áõôþí ôùí áðïäåßîåùí. ¸óôù üôé áõôÜ óõìâïëßæïíôáé ìå Ä:Á:(D′−(ð)),
Ä:Á:(D′−(ð1)) êáé Ä:Á:(D′−(ð2)), áíôßóôïé÷á. Ôüôå ðáñáôçñïýìå üôé ôï
Ä:Á:(D′−(ð)) èá áíÜãåôáé êáé óôï Ä:Á:(D′−(ð1)) êáé óôï Ä:Á:(D′−(ð2)).
Ëüãù üìùò ôçò éäéüôçôáò Church-Rosser ãéá ôï óýóôçìá äéêôýùí áðüäåé-
îçò taLL, ôá Ä:Á:(D′−(ð1)) êáé Ä:Á:(D′−(ð2)) èá ôáõôßæïíôáé. ÅðïìÝíùò
(ëüãù üóùí áíáöÝñáìå ðáñáñáðÜíù) ïé ìïíáäéêÝò áêïëïõèçôéêÝò ìïñöÝò áõ-
ôþí, èá ôáõôßæïíôáé, Þ èá äéáöÝñïõí ôï ðïëý ùò ðñïò áíôéìåôÜèåóç äïìéêþí
êáíüíùí. ÄçëáäÞ D′−(ð1) ≡s D′−(ð2) (ìå ≡s äçëþíïõìå ôçí ôáýôéóç ôï
ðïëý ìå äéáöïñÜ ùò ðñïò ôçí áíôéìåôÜèåóç äïìéêþí êáíüíùí) êáé åðïìÝíùò
sk(D′−(ð1)) ≡s sk(D′−(ð2)). ¢ñá ð1 ≡s ð2.
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Åðßëïãïò

H åéóáãùãÞ ôçò ÃñáììéêÞò ëïãéêÞò åß÷å ùò áðïôÝëåóìá íá Ýñèåé óôï
ðñïóêÞíéï ç ìåëÝôç ôùí êëáóéêþí óõóôçìÜôùí ùò ãëùóóþí ðñïãñáììáôé-
óìïý. Óôçí åñãáóßá áõôÞ ðáñïõóéÜóôçêå ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ìðïñïýìå
íá áðïäåßîïõìå êáôáóêåõáóôéêÝò éäéüôçôåò (éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç, éäéüôçôá
óõìâïëÞò) ãéá êÜðïéá óõóôÞìáôá êëáóéêÞò ëïãéêÞò. ÅðïìÝíùò, ôï åðüìåíï
âÞìá åßíáé íá ïñßóïõìå ìéá áíôéóôïé÷ßá Curry-Howard áíÜìåóá óå áõôÜ ôá óõ-
óôÞìáôá êëáóéêÞò ëïãéêÞò êáé óå êÜðïéåò õðïëïãéóôéêÝò ãëþóóåò. ¸ôóé, èá
ìðïñïýìå íá èåùñïýìå ôéò êëáóéêÝò áðïäåßîåéò ùò ðñïãñÜììáôá êáé óõíåðþò,
ìå áõôÞ ôçí Ýííïéá, íá ðñïãñáììáôßæïõìå óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ (ðñÜãìá ôï
ïðïßï èåùñåßôï áðßèáíï ìÝ÷ñé ðñéí áðü ìåñéêÜ ÷ñüíéá). ¹äç ðáñáôçñïýìå üôé
óôï [DJS97] ãßíåôáé ìéá ðáñïõóßáóç ôïõ óõóôÞìáôïò LK ùò ðñïãñáììáôéêÞ
ãëþóóá.

Ìéá åíäéáöÝñïõóá ðñïóÝããéóç áõôïý ôïõ æçôÞìáôïò, áëëÜ ãéá ôï óýóôçìá
êëáóéêÞò öõóéêÞò áðáãùãÞò CND (ôï ïðïßï áðïôåëåß ôìÞìá ôïõ óõóôÞìáôïò
FD), Ýãéíå áðü ôïí Parigot [Par91]. H éäÝá áõôÞò ôçò äïõëåéÜò åßíáé ç åðÝ-
êôáóç ôçò áíôéóôïé÷ßáò Curry-Howard áíÜìåóá óôïõò ë-üñïõò (ôçò ãëþóóáò
ôïõ ë-ëïãéóìïý ìå áðëïýò ôýðïõò) êáé óôéò éíôïõéóéïíéóôéêÝò áðïäåßîåéò (óå
öõóéêÞ áðáãùãÞ), óå ìéá áíôéóôïé÷ßá Curry-Howard áíÜìåóá óôïõò üñïõò
ôïõ ëì-ëïãéóìïý (âë. [Par92]) êáé óå áðïäåßîåéò óôçí êëáóéêÞ öõóéêÞ áðá-
ãùãÞ.

Ìéá Üëëç ðñïóÝããéóç óôï æÞôçìá áõôü, ç ïðïßá ïñßæåé áíôéóôïé÷ßá Curry-
Howard áíÜìåóá óôï óýóôçìá êëáóéêÞò ëïãéêÞò LKT êáé ôï óýóôçìá ëì-
ëïãéóìïý ôïõ Parigot, Ýãéíå áðü ôïõò Danos, Joinet êáé Schellinx [DJS93a].
Áðü áõôÞ ôçí åñãáóßá åîÜãåôáé ôï óõìðÝñáóìá üôé ôï óýóôçìá, ìå áêïëïõ-
èçôÝò, LKT áðïôåëåß Ýíá ìåôáëïãéóìü ôïõ óõóôÞìáôïò öõóéêÞò áðáãùãÞò
CND êáé åðéðëÝïí üôé ïé CND-áíáãùãÝò ðñïóïìïéþíïíôáé óôï LKT áðü ôç
äéáäéêáóßá áðáëïéöÞò ôçò ôïìÞò óT .

Áðü åäþ êáé óôï åîÞò åßíáé åíäéáöÝñïí íá áíáæçôÞóïõìå ôÝôïéåò áíôéóôïé-
÷ßåò, áíÜìåóá óôá óõóôÞìáôá LKQ êáé LKtq êáé óå êáôÜëëçëåò õðïëïãéóôé-
êÝò ãëþóóåò.

Ìéá óýã÷ñïíç åñãáóßá óå áõôÞ ôçí êáôåýèõíóç, åßíáé áõôÞ ôùí Miller êáé
Pimentel [MP04]. Óå áõôÞ ôçí åñãáóßá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìéá ãëþóóá ëïãéêïý
ðñïãñáììáôéóìïý, ç ïðïßá åíóùìáôþíåé ôéò éäÝåò ôçò ÃñáììéêÞò ëïãéêÞò êáé
êáèïñßæåé ëåðôïìåñþò êÜðïéá áêïëïõèçôéêÜ óõóôÞìáôá ëïãéêÞò. Óå áõôÜ ôá
áêïëïõèçôéêÜ óõóôÞìáôá óõìðåñéëáìâÜíïíôáé êáé ôá LKT, LKQ.

ÔåëéêÜ, ãßíåôáé áíôéëçðôü üôé ç ÃñáììéêÞ ëïãéêÞ óõíåôÝëåóå óçìáíôéêÜ
óôï íá áíáèåùñçèïýí ïé áðüøåéò óå ü,ôé áöïñÜ ôéò ðñïãñáììáôéóôéêÝò äõíáôü-
ôçôåò ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò, ìå áðïôÝëåóìá íá äçìéïõñãçèåß íÝï åíäéáöÝñïí
ãéá ôç ìåëÝôç óõóôçìÜôùí êëáóéêÞò ëïãéêÞò êáé áðü ôç óêïðéÜ ôùí ìáèçìá-
ôéêþí áëëÜ êáé áðü ôç óêïðéÜ ôçò èåùñçôéêÞò ðëçñïöïñéêÞò.
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ÐáñÜñôçìá A

ÉíôïõéóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ
(óýóôçìá IL)

Áîéþìáôá:

A⇒ A (Ax) Ã;⊥ ⇒ Á (f)

Êáíüíáò ôïìÞò:

Ã1 ⇒ Á A;Ã2 ⇒ B
(ôïìÞ)

Ã1; Ã2 ⇒ B

Ðïëëáðëáóéáóôéêïß ëïãéêïß êáíüíåò:

Ã1 ⇒ Á B;Ã2 ⇒ C
(L→)

Ã1; Ã2; Á→ Â ⇒ C
Ã;Á⇒ Â

(R→)
Ã ⇒ Á→ Â

Ã1 ⇒ A Ã2 ⇒ B (R∧)
Ã1; Ã2 ⇒ Á ∧ Â

Ã;A;B ⇒ C
(L∧)

Ã;A ∧B ⇒ C

Ðñïóèåôéêïß ëïãéêïß êáíüíåò:

Ã ⇒ Â (R→)
Ã ⇒ Á→ Â

Ã ⇒ A B;Ã ⇒ C
(L→)

Ã;Á→ Â ⇒ C

Ã ⇒ A (R∨1)
Ã ⇒ Á ∨ Â

Ã ⇒ B (R∨2)
Ã ⇒ Á ∨ Â

Ã;A⇒ C Ã;B ⇒ C
(L∨)

Ã;A ∨B ⇒ C
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A. ÉÍÔÏÕÉÓÉÏÍÉÓÔÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ (IL)

Ã;A⇒ C
(L∧1)

Ã;A ∧B ⇒ C
Ã;B ⇒ C

(L∧2)
Ã;A ∧B ⇒ C

Ã ⇒ A Ã ⇒ B (R∧)
Ã ⇒ A ∧B

Káíüíåò ãéá ôïõò ðñùôïâÜèìéïõò ðïóïäåßêôåò (y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,C):

Ã;A[t=x] ⇒ C
(L∀)

Ã; ∀xA⇒ C

Ã ⇒ A[y=x]
(R∀)

Ã ⇒ ∀xA

Ã;A[y=x] ⇒ C
(L∃)

Ã; ∃xA⇒ C

Ã ⇒ A[t=x]
(R∃)

Ã ⇒ ∃xA

Äïìéêïß êáíüíåò:

Ã ⇒ C (W)
Ã;A⇒ C

Ã;A;A⇒ C
(C)

Ã;A⇒ C

ËáìâÜíïõìå ôï äåõôåñïâÜèìéï óýóôçìá IL2 ðñïóèÝôoíôáò:

Káíüíåò ãéá ôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò ðïóïäåßêôåò (Y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,C):

Ã;A[T=X] ⇒ C
(L∀2)

Ã; ∀XA⇒ C

Ã ⇒ A[Y=X]
(R∀2)

Ã ⇒ ∀XA

Ã;A[Y=X] ⇒ C
(L∃2)

Ã; ∃XA⇒ C

Ã ⇒ A[T=X]
(R∃2)

Ã ⇒ ∃XA

Ç Üñíçóç ïñßæåôáé ùò ¬A := Á→ ⊥.

ÐáñáôÞñçóåéò:

• Áò ðáñáôçñÞóïõìå ôïí êáíüíá L→. Ï ôýðïò Á → Â êáëåßôáé êýñéïò
ôýðïò ôïõ êáíüíá. Ïé åìöáíßóåéò Á êáé Â óôéò õðïèÝóåéò åßíáé ïé åíåñãïß
ôýðïé. ¼ëåò ïé Üëëåò åìöáíßóåéò ôýðùí êáëïýíôáé ðáèçôéêÝò êáé äéá-
÷ùñßæïõìå ìå ðñïöáíÞ ôñüðï ôéò ðÜíù áðü ôéò êÜôù åìöáíßóåéò ôùí
ðáèçôéêþí ôýðùí. Ïé ôýðïé ìå ðáèçôéêÝò åìöáíßóåéò óå êÜðïéï êáíüíá
áðïôåëïýí ôï ðåñéâÜëëïí ôïõ êáíüíá. ÔÝëïò, óôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò
êáíüíåò (L∀2, R∃2) ïé åíåñãÝò åìöáíßóåéò åßíáé ïé Á[Ô ] êáé Á[Õ ].
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A. ÉÍÔÏÕÉÓÉÏÍÉÓÔÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ (IL)

• Ïé ðïëëáðëáóéáóôéêÝò êáé ðñïóèåôéêÝò åêäï÷Ýò ôùí ëïãéêþí êáíüíùí
åßíáé áëëçëïáðïäåßîéìåò (áðü ôïõò ðïëëáðëáóéáóôéêïýò êáíüíåò ëáì-
âÜíïõìå ôïõò ðñïóèåôéêïýò êáé áíôßóôñïöá ìå ÷ñÞóç ôùí äïìéêþí êá-
íüíùí).

• Ç áíôéêáôÜóôáóç Á[t=x] óõìâïëßæåé üôé óôï Á, êÜèå åëåýèåñç åìöÜíéóç
ôïõ x, áíôéêáèßóôáôáé áðü ôïí üñï t.

• Óôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò êáíüíåò ôá × êáé Õ åßíáé áôïìéêïß ôýðïé, åíþ
ôá Ô åßíáé ôýðïé.

• To óýóôçìá É2pL ëáìâÜíåôáé áí åðåêôåßíïõìå ôï ðñïôáóéáêü IL ìå ôïõò
äåõôåñïâÜèìéïõò êáíüíåò ãéá ôïõò ∀2 êáé ∃2, üðïõ ïé ðïóïäåßêôåò åöáñ-
ìüæïíôáé ðÜíù óå ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò. Åßíáé äçëáäÞ ôï óýóôçìá
ëïãéêÞò ôï ïðïßï, ìÝóù ôçò áíôéóôïé÷ßáò Curry-Howard-de Bruijn áíôé-
óôïé÷åß óôï óýóôçìá F ôïõ Girard.
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ÐáñÜñôçìá B

ÊëáóéêÞ ëïãéêÞ (óýóôçìá CL)

Áîéþìáôá:

A⇒ A (Ax) Ã;⊥ ⇒ Ä (f) Ã ⇒ >;Ä (t)

Êáíüíáò ôïìÞò:

Ã1 ⇒ Ä1; Á A; Ã2 ⇒ Ä2 (ôïìÞ)
Ã1; Ã2 ⇒ Ä1;Ä2

Ðïëëáðëáóéáóôéêïß ëïãéêïß êáíüíåò:

Ã1 ⇒ Ä1; Á Ã2; B ⇒ Ä2 (L→)
Ã1; Ã2; Á→ Â ⇒ Ä1;Ä2

Ã;Á⇒ Â;Ä
(R→)

Ã ⇒ Á→ Â;Ä

Ã1; A⇒ Ä1 Ã2; B ⇒ Ä2 (L∨)
Ã1; Ã2; Á ∨ Â ⇒ Ä1;Ä2

Ã ⇒ A;Â;Ä
(R∨)

Ã ⇒ Á ∨ Â;Ä

Ã1 ⇒ A;Ä1 Ã2 ⇒ B;Ä2 (R∧)
Ã1; Ã2 ⇒ Á ∧ Â;Ä1;Ä2

Ã;A;B ⇒ Ä
(L∧)

Ã;A ∧B ⇒ Ä

Ðñïóèåôéêïß ëïãéêïß êáíüíåò:

Ã;A⇒ Ä
(R→1)

Ã ⇒ Á→ Â;Ä
Ã ⇒ Â;Ä

(R→2)
Ã ⇒ Á→ Â;Ä

Ã ⇒ Ä;Á B;Ã ⇒ Ä
(L→)

Ã;Á→ Â ⇒ Ä

Ã ⇒ A;Ä
(R∨1)

Ã ⇒ Á ∨ Â;Ä
Ã ⇒ B;Ä

(R∨2)
Ã ⇒ Á ∨ Â;Ä
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Â. ÊËÁÓÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ (CL)

Ã;A⇒ Ä Ã;B ⇒ Ä
(L∨)

Ã;A ∨B ⇒ Ä

Ã;A⇒ Ä
(L∧1)

Ã;A ∧B ⇒ Ä
Ã;B ⇒ Ä

(L∧2)
Ã;A ∧B ⇒ Ä

Ã ⇒ A;Ä Ã ⇒ B;Ä
(R∧)

Ã ⇒ A ∧B;Ä

Káíüíåò ãéá ôïõò ðñùôïâÜèìéïõò ðïóïäåßêôåò (y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,Ä):

Ã;A[t=x] ⇒ Ä
(L∀)

Ã; ∀xA⇒ Ä

Ã ⇒ A[y=x]; Ä
(R∀)

Ã ⇒ ∀xA;Ä

Ã;A[y=x] ⇒ Ä
(L∃)

Ã; ∃xA⇒ Ä

Ã ⇒ A[t=x]; Ä
(R∃)

Ã ⇒ ∃xA;Ä

Äïìéêïß êáíüíåò:

Ã ⇒ Ä (LW)
Ã;A⇒ Ä

Ã ⇒ Ä (RW)
Ã ⇒ Á;Ä

Ã;A;A⇒ Ä
(LC)

Ã;A⇒ Ä
Ã ⇒ Á;Á;Ä

(RC)
Ã ⇒ Á;Ä

ËáìâÜíïõìå ôï äåõôåñïâÜèìéï óýóôçìá CL2 ðñïóèÝôïíôáò:

Káíüíåò ãéá ôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò ðïóïäåßêôåò (Y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,Ä):

Ã;A[T=X] ⇒ Ä
(L∀2)

Ã; ∀XA⇒ Ä

Ã ⇒ Ä;A[Y=X]
(R∀2)

Ã ⇒ Ä;∀XA

Ã;A[Y=X] ⇒ Ä
(L∃2)

Ã; ∃XA⇒ Ä

Ã ⇒ Ä;A[T=X]
(R∃2)

Ã ⇒ Ä;∃XA

Ç Üñíçóç ïñßæåôáé ùò ¬A := Á→ ⊥.

ÐáñáôÞñçóåéò:

• Áò ðáñáôçñÞóïõìå ôïí êáíüíá L→. Ï ôýðïò Á → Â êáëåßôáé êýñéïò
ôýðïò ôïõ êáíüíá. Ïé åìöáíßóåéò Á êáé Â óôéò õðïèÝóåéò åßíáé ïé åíåñãïß
ôýðïé. ¼ëåò ïé Üëëåò åìöáíßóåéò ôýðùí êáëïýíôáé ðáèçôéêÝò êáé äéá-
÷ùñßæïõìå ìå ðñïöáíÞ ôñüðï ôéò ðÜíù áðü ôéò êÜôù åìöáíßóåéò ôùí
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Â. ÊËÁÓÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ (CL)

ðáèçôéêþí ôýðùí. Ïé ôýðïé ìå ðáèçôéêÝò åìöáíßóåéò óå êÜðïéï êáíüíá
áðïôåëïýí ôï ðåñéâÜëëïí ôïõ êáíüíá. ÔÝëïò, óôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò
êáíüíåò (L∀2, R∃2) ïé åíåñãÝò åìöáíßóåéò åßíáé ïé Á[Ô ] êáé Á[Õ ].

• Ïé ðïëëáðëáóéáóôéêÝò êáé ðñïóèåôéêÝò åêäï÷Ýò ôùí ëïãéêþí êáíüíùí
åßíáé áëëçëïáðïäåßîéìåò (áðü ôïõò ðïëëáðëáóéáóôéêïýò êáíüíåò ëáì-
âÜíïõìå ôïõò ðñïóèåôéêïýò êáé áíôßóôñïöá ìå ÷ñÞóç ôùí äïìéêþí êá-
íüíùí).

• Ç áíôéêáôÜóôáóç Á[t=x] óõìâïëßæåé üôé óôï Á, êÜèå åëåýèåñç åìöÜíéóç
ôïõ x, áíôéêáèßóôáôáé áðü ôïí üñï t.

• Óôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò êáíüíåò ôá × êáé Õ åßíáé áôïìéêïß ôýðïé, åíþ
ôá Ô åßíáé ôýðïé.

• To óýóôçìá C2
pL ëáìâÜíåôáé áí åðåêôåßíïõìå ôï ðñïôáóéáêü CL ìå

ôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò êáíüíåò ãéá ôïõò ∀2 êáé ∃2, üðïõ ïé ðïóïäåßêôåò
åöáñìüæïíôáé ðÜíù óå ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò.

Óõìâïëéóìüò: ËáìâÜíïõìå ôï óýóôçìá êëáóéêÞò ëïãéêÞò LK ùò åîÞò.
Ãéá êÜèå ëïãéêü óýíäåóìï (áíôßóôïé÷á óôáèåñÜ) ôïðïèåôïýìå Ýíá êÜôù äåßêôç
m áí åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêüò (áíôßóôïé÷á ðïëëáðëáóéáóôéêÞ) êáé a áí åßíáé
ðñïóèåôéêüò (áíôßóôïé÷á ðñïóèåôéêÞ). Ãéá ðáñÜäåéãìá ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ
óõíåðáãùãÞ åßíáé (→m), åíþ ç ðñïóèåôéêÞ äéÜæåõîç åßíáé (∨a). Ôüôå ôá
áîéþìáôá ãéá ôéò óôáèåñÝò ãßíïíôáé:

⇒ >m (>m) Ã ⇒ >a; Ä (>a)

⊥m ⇒ (>m) Ã;⊥a ⇒ Ä (>a)

ÔÝëïò åéóÜãïõìå ñçôÜ ôïõò êáíüíåò ãéá ôçí Üñíçóç:

Ã ⇒ Á;Ä
(L¬)

Ã;¬A⇒ Ä
Ã;A⇒ Ä

(R¬)
Ã ⇒ ¬A;Ä
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ÐáñÜñôçìá C

ÉíôïõéóéïíéóôéêÞ ÃñáììéêÞ
ëïãéêÞ (óýóôçìá ÉLL)

Áîéþìáôá:

A⇒ A (Ax)

Êáíüíáò ôïìÞò:

Ã1 ⇒ Á A;Ã2 ⇒ B
(ôïìÞ)

Ã1; Ã2 ⇒ B

Ðïëëáðëáóéáóôéêïß ëïãéêïß êáíüíåò:

A;B; Ã ⇒ C
(L⊗)

Á⊗ Â;Ã ⇒ C
Ã ⇒ A Ä⇒ B (R⊗)
Ã;Ä⇒ Á⊗ Â

Ã1 ⇒ Á B;Ã2 ⇒ C
(L()

Á ( Â;Ã1; Ã2 ⇒ C
Á;Ã ⇒ Â

(R()
Ã ⇒ Á ( Â

Ã ⇒ A (R∧)
Ã; 1 ⇒ Á

⇒ 1 (R1)

Ðñïóèåôéêïß ëïãéêïß êáíüíåò:

A;Ã ⇒ C
(L&1)

A&B;Ã ⇒ C
B;Ã ⇒ C

(L&2)
A&B;Ã ⇒ C

Ã ⇒ Á Ã ⇒ B (R&)
Ã ⇒ Á&Â

Ã ⇒ A (R⊕1)
Ã ⇒ Á⊕ Â

Ã ⇒ B (R⊕2)
Ã ⇒ Á⊕ Â

A;Ã ⇒ C B;Ã ⇒ C
(L⊕)

A⊕B;Ã ⇒ C

0; Ã ⇒ C (L0) Ã ⇒ > (R>)
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C. ÉÍÔÏÕÉÓÉÏÍÉÓÔÉÊÇ ÃÑÁÌÌÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ (ILL)

Káíüíåò ãéá ôïõò ðñùôïâÜèìéïõò ðïóïäåßêôåò (y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,C):

Ã;A[t=x] ⇒ C
(L∀)

Ã; ∀xA⇒ C

Ã ⇒ A[y=x]
(R∀)

Ã ⇒ ∀xA

Ã;A[y=x] ⇒ C
(L∃)

Ã; ∃xA⇒ C

Ã ⇒ A[t=x]
(R∃)

Ã ⇒ ∃xA

Åêèåôéêïß êáíüíåò:

Ã ⇒ Ä (W!)
Ã; !A⇒ Ä

Ã; !A; !A⇒ C
(C!)

Ã; !A⇒ C

Ã;Á⇒ C
(L!)

Ã; !A⇒ C
!Ã ⇒ Á (R!)
!Ã ⇒ !Á

ËáìâÜíïõìå ôï äåõôåñïâÜèìéï óýóôçìá ILL2 ðñïóèÝôïíôáò:

Káíüíåò ãéá ôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò ðïóïäåßêôåò (Y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,C):

Ã;A[T=X] ⇒ C
(L∀2)

Ã; ∀XA⇒ C

Ã ⇒ A[Y=X]
(R∀2)

Ã ⇒ ∀XA

Ã;A[Y=X] ⇒ C
(L∃2)

Ã; ∃XA⇒ C

Ã ⇒ A[T=X]
(R∃2)

Ã ⇒ ∃XA

Ãéá íá ïñéóôåß ç Üñíçóç, èá Ýðñåðå íá åß÷áìå óõìðåñéëÜâåé êáé ôçí ðñïóèåôéêÞ
óõíåðáãùãÞ Ã. Ôüôå A⊥ := Á Ã 0.

ÐáñáôÞñçóåéò:

• Áò ðáñáôçñÞóïõìå ôïí êáíüíá L(. Ï ôýðïò Á ( Â êáëåßôáé êýñéïò
ôýðïò ôïõ êáíüíá. Ïé åìöáíßóåéò Á êáé Â óôéò õðïèÝóåéò åßíáé ïé åíåñãïß
ôýðïé. ¼ëåò ïé Üëëåò åìöáíßóåéò ôýðùí êáëïýíôáé ðáèçôéêÝò êáé äéá-
÷ùñßæïõìå ìå ðñïöáíÞ ôñüðï ôéò ðÜíù áðü ôéò êÜôù åìöáíßóåéò ôùí
ðáèçôéêþí ôýðùí. Ïé ôýðïé ìå ðáèçôéêÝò åìöáíßóåéò óå êÜðïéï êáíüíá
áðïôåëïýí ôï ðåñéâÜëëïí ôïõ êáíüíá. ÔÝëïò, óôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò
êáíüíåò (L∀2, R∃2) ïé åíåñãÝò åìöáíßóåéò åßíáé ïé Á[Ô ] êáé Á[Õ ].

• Ç áíôéêáôÜóôáóç Á[t=x] óõìâïëßæåé üôé óôï Á, êÜèå åëåýèåñç åìöÜíéóç
ôçò ìåôáâëçôÞò x, áíôéêáèßóôáôáé áðü ôïí üñï t.

• Óôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò êáíüíåò ôá × êáé Õ åßíáé áôïìéêïß ôýðïé, åíþ
ôá Ô åßíáé ôýðïé.
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C. ÉÍÔÏÕÉÓÉÏÍÉÓÔÉÊÇ ÃÑÁÌÌÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ (ILL)

• To óýóôçìá É2pLL ëáìâÜíåôáé áí åðåêôåßíïõìå ôï ðñïôáóéáêü ILL ìå
ôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò êáíüíåò ãéá ôïõò ∀2 êáé ∃2, üðïõ ïé ðïóïäåßêôåò
åöáñìüæïíôáé ðÜíù óå ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò.
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ÐáñÜñôçìá D

ÊëáóéêÞ ÃñáììéêÞ ëïãéêÞ
(óýóôçìá CLL)

Áîéþìáôá:

A⇒ A (Ax)

Êáíüíáò ôïìÞò:

Ã1 ⇒ Ä1; Á A; Ã2 ⇒ Ä2 (ôïìÞ)
Ã1; Ã2 ⇒ Ä1;Ä2

Káíüíåò êáé áîéþìáôá ãéá ôéò óôáèåñÝò:

Ã ⇒ Ä (L1)
Ã; 1 ⇒ Ä

⇒ 1 (R1)

(ü÷é L>) Ã ⇒ >;Ä (R>)

⊥ ⇒ (L⊥)
Ã ⇒ Ä (R⊥)
Ã ⇒ Ä;⊥

Ã; 0 ⇒ Ä (L0) (ü÷é R0)

Ðïëëáðëáóéáóôéêïß ëïãéêïß êáíüíåò:

Ã1 ⇒ A;Ä1 Ã2 ⇒ B;Ä2 (R⊗)
Ã1; Ã2 ⇒ Á⊗ Â;Ä1;Ä2

Ã;A;B ⇒ Ä
(L⊗)

Ã;Á⊗ Â ⇒ Ä

Ã1; Á⇒ Ä1 Ã2; Â ⇒ Ä2 (LO)
Ã1; Ã2; ÁOÂ ⇒ Ä1;Ä2

Ã ⇒ A;Â;Ä
(RO)

Ã ⇒ ÁOÂ;Ä

Ã1 ⇒ Ä1; Á B; Ã2 ⇒ Ä2 (L()
Ã1; Ã2; Á ( Â ⇒ Ä1;Ä2

Ã;Á⇒ Â;Ä
(R()

Ã ⇒ Á ( Â;Ä
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D. ÊËÁÓÉÊÇ ÃÑÁÌÌÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ (CLL)

Ðñïóèåôéêïß ëïãéêïß êáíüíåò:

Ã;Á⇒ Ä
(L&1)

Ã;A&B ⇒ Ä
Ã;Â ⇒ Ä

(L&2)
Ã;A&B ⇒ Ä

Ã ⇒ Á;Ä Ã ⇒ B;Ä
(R&)

Ã ⇒ Á&Â;Ä

Ã ⇒ A;Ä
(R⊕1)

Ã ⇒ Á⊕ Â;Ä
Ã ⇒ B;Ä

(R⊕2)
Ã ⇒ Á⊕ Â;Ä

Ã;Á⇒ Ä Ã;Â ⇒ Ä
(L⊕)

Ã;A⊕B ⇒ Ä

Ã;Á⇒ Ä
(RÃ1)

Ã ⇒ Á Ã Â;Ä
Ã;Â ⇒ Ä

(RÃ2)
Ã ⇒ Á Ã Â;Ä

Ã ⇒ Ä;Á Â; Ã ⇒ Ä
(LÃ)

Ã;A Ã B ⇒ Ä

Káíüíåò ãéá ôïõò ðñùôïâÜèìéïõò ðïóïäåßêôåò (y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,Ä):

Ã;A[t=x] ⇒ Ä
(L∀)

Ã; ∀xA⇒ Ä

Ã ⇒ A[y=x];Ä
(R∀)

Ã ⇒ ∀xA;Ä

Ã;A[y=x] ⇒ Ä
(L∃)

Ã; ∃xA⇒ Ä

Ã ⇒ A[t=x];Ä
(R∃)

Ã ⇒ ∃xA;Ä

Åêèåôéêïß äïìéêïß êáíüíåò:

Ã ⇒ Ä (W!)
Ã; !A⇒ Ä

Ã ⇒ Ä (W?)
Ã ⇒ ?Á;Ä

Ã; !A; !A⇒ Ä
(C!)

Ã; !A⇒ Ä
!Ã ⇒ ?Á; ?Á;Ä

(C?)
Ã ⇒ ?Á;Ä

Åêèåôéêïß êáíüíåò áìÝëåéáò (dereliction):

Ã ⇒ A;Ä
(R?)

Ã ⇒ ?A;Ä
Ã;Á⇒ Ä

(L!)
Ã; !A⇒ Ä

Eêèåôéêïß óõìöñáóôéêïß êáíüíåò(contextual):

!Ã;Á⇒ ?Ä
(L?)

!Ã; ?A⇒ ?Ä
!Ã ⇒ Á; ?Ä

(R!)
!Ã ⇒ !Á; ?Ä
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D. ÊËÁÓÉÊÇ ÃÑÁÌÌÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ (CLL)

ËáìâÜíïõìå ôï äåõôåñïâÜèìéï óýóôçìá CLL2 ðñïóèÝôïíôáò:

Káíüíåò ãéá ôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò ðïóïäåßêôåò (Y ü÷é åëåýèåñï óôá Ã,Ä):

Ã;A[T=X] ⇒ Ä
(L∀2)

Ã; ∀XA⇒ Ä

Ã ⇒ A[Y=X];Ä
(R∀2)

Ã ⇒ ∀XA;Ä

Ã;A[Y=X] ⇒ Ä
(L∃2)

Ã; ∃XA⇒ Ä

Ã ⇒ A[T=X];Ä
(R∃2)

Ã ⇒ ∃XA;Ä

Ç Üñíçóç ïñßæåôáé ùò A⊥ := Á ( ⊥, êáé åðéðëÝïí ôá áêüëïõèá åßíáé áðïäåßîéìá:

A ⇐⇒ (A⊥)⊥

1 ⇐⇒ ⊥⊥
> ⇐⇒ 0⊥

A⊗B ⇐⇒ (A⊥OB⊥)⊥

A⊕B ⇐⇒ (A⊥&B⊥)⊥

∃xA ⇐⇒ (∀xA⊥)⊥

∃XA ⇐⇒ (∀XA⊥)⊥

!A ⇐⇒ (?A⊥)⊥

ÅðïìÝíùò ïé êáíüíåò (ôá áîéþìáôá) ãéá ôá ⊗;⊕; ∃;∃2; ! (1; 0) åßíáé \De
Morgan"-áðïäåßîéìïé (áðïäåßîéìá) áðü åêåßíïõò (åêåßíá) ôùí O;&;∀; ∀2; ?
(⊥;>). ÁõôÞ ç éäéüôçôá ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå ìßá \ìéáò ðëåõñÜò" åêäï÷Þ
ôïõ CL. Ãéá ðáñÜäåéãìá ôá áîéþìáôá êáé ï êáíüíáò ãéá ôï ⊗ èá Þôáí ôçò
ìïñöÞò:

A;A⊥ (Ax)
Ã;Á Ä;Â

(⊗)
Ã;Ä;Á⊗ Â

To ðëÞñåò \ìßáò ðëåõñÜò" CLL ìðïñåß íá âñåèåß óôï [Tro92].

ÐáñáôÞñçóåéò:

• Áò ðáñáôçñÞóïõìå ôïí êáíüíá L(. Ï ôýðïò Á ( Â êáëåßôáé êýñéïò
ôýðïò ôïõ êáíüíá. Ïé åìöáíßóåéò Á êáé Â óôéò õðïèÝóåéò åßíáé ïé åíåñãïß
ôýðïé. ¼ëåò ïé Üëëåò åìöáíßóåéò ôýðùí êáëïýíôáé ðáèçôéêÝò êáé äéá-
÷ùñßæïõìå ìå ðñïöáíÞ ôñüðï ôéò ðÜíù áðü ôéò êÜôù åìöáíßóåéò ôùí
ðáèçôéêþí ôýðùí. Ïé ôýðïé ìå ðáèçôéêÝò åìöáíßóåéò óå êÜðïéï êáíüíá
áðïôåëïýí ôï ðåñéâÜëëïí ôïõ êáíüíá. Óôïõò åêèåôéêïýò óõìöñáóôé-
êïýò êáíüíåò üìùò, åðåéäÞ ïé ôýðïé óôï ðåñéâÜëëïí ðáßæïõí óçìáíôéêü
ñüëï, ïé åìöáíßóåéò ôïõò êáëïýíôáé ðëÝïí \åììÝóùò åíåñãÝò". ÔÝëïò,
óôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò êáíüíåò (L∀2, R∃2) ïé åíåñãÝò åìöáíßóåéò åßíáé
ïé Á[Ô ] êáé Á[Õ ].

123



D. ÊËÁÓÉÊÇ ÃÑÁÌÌÉÊÇ ËÏÃÉÊÇ (CLL)

• Ç áíôéêáôÜóôáóç Á[t=x] óõìâïëßæåé üôé óôï Á, êÜèå åëåýèåñç åìöÜíéóç
ôïõ x, áíôéêáèßóôáôáé áðü ôïí üñï t.

• Óôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò êáíüíåò ôá × êáé Õ åßíáé áôïìéêïß ôýðïé, åíþ
ôá Ô åßíáé ôýðïé.

• To óýóôçìá C2
pLL ëáìâÜíåôáé áí åðåêôåßíïõìå ôï ðñïôáóéáêü CLL ìå

ôïõò äåõôåñïâÜèìéïõò êáíüíåò ãéá ôïõò ∀2 êáé ∃2, üðïõ ïé ðïóïäåßêôåò
åöáñìüæïíôáé ðÜíù óå ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò.

Óõìâïëéóìüò: Áí óôï óõóôçìá CLL ðñïóèÝóïõìå ñçôÜ ôïõò êáíüíåò
ãéá ôç ãñáììéêÞ Üñíçóç ëáìâÜíïõìå ôï óýóôçìá êëáóéêÞò ãñáììéêÞò ëïãéêÞò
LL. Ïé êáíüíåò áõôïß åßíáé ïé:

Ã ⇒ Á;Ä
(L⊥)

Ã;A⊥ ⇒ Ä

Ã;A⇒ Ä
(R⊥)

Ã ⇒ Á⊥;Ä
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processus de normalization (principalement du ë-calcul). PhD
thesis, Universit�e Paris VII, 1990.

[DJS93a] V. Danos, J. B. Joinet, and H. Schellinx. LKT and ëì-calculus.
1993. Manuscript.

[DJS93b] V. Danos, J. B. Joinet, and H. Schellinx. The Structure of Ex-
ponentials: Uncovering the Dynamics of Linear Logic Proofs.
Computational Logic and Proof Theory, pages 159{171, Springer
Verlag, 1993.

[DJS97] V. Danos, J. B. Joinet, and H. Schellinx. A new deconstructive
logic: linear logic. Journal of Symbolic Logic, 62(3):755{807,
1997.

[DR89] V. Danos and L. Regnier. The structure of multiplicatives.
Archive for Mathematical Logic, 28:181{203, 1989.

[Gen35] G. Gentzen. Untersuchungen �uber das logische Schliessen I, II.
Mathematische Zeitschrift, 39:176{210, 405{431, 1935.

[Gir87] J.-Y. Girard. Linear logic. Theoretical Computer Science, 50:1{
102, 1987.

[Gir91] J.-Y. Girard. A new constructive logic: classical logic. Mathe-
matical Structures in Computer Science, 1(3):255{296, 1991.

[Gir93] J.-Y. Girard. On the unity of logic. Annals of Pure and Applied
Logic, 59:201{217, 1993.

[GLT88] J. Y. Girard, Y. Lafont, and P. Taylor. Proofs and Types. Cam-
bridge Tracts in Theoretical Computer Science 7. Cambridge
University Press, 1988.

[Gri74] V. N. Grishin. A non-standard logic, and its application to set
theory. Studies in formalized languages and nonclassical logics,
Nauka:Moscow, 135{171, 1974.

125



ÂÉÂËÉÏÃÑÁÖÉÁ

[JSTdF00] J. B. Joinet, H. Schellinx, and L. Tortora de Falco. SN and CR
for free-style LKtq: linear decorations and simulation of normal-
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