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�	�� ��� �
���� �
�����
���:� �����:� �
����� ��� ������	����� ���� 
��������� ������� ����
������� �	��� � �
��� 
�
 � ->0Y&% 5���������� �� 7���	� �
������
��
� �
����
� 5����������� ��� 
�������� ��������!

L �������
������ �
�+�� �
�� 
�������	 � Z%&)/3Y%>� �
���	 ��
�������	 ��� ���� ��� ���	5���� �[ ��� �
�� \Z%&)/3Y%> AIIA] !

�



� �� ����� 	�
������
 ��
�����

Q ^>'33 ����*� �5� ��� AJKA_
`<������������ � � � ������� ��� ����� ��
 �
����
 ������
� ��� ��
���� ���� ���������� � �
�� � ����� 5�� �	��� �
�5���� ��� �������
����! H� �
���� �	��� ���� ��
��
 �� ������ \������ ��� ������ ]_ ���
��
 ��
 ���� ����	� ���� 
�
 
������	������ �
� ��
���
� ����
� ���
�	��� �
��
����� ��: ����� ����� �
���	 �� �
6������� �
���������a
\^>'33[ b)%X)]!

· ���������� L 
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���������� ��
��� �6	��� 
��������� � ��
��� �
���� ������	�
����! j�������������� 
�������
�� �� �6�� �
��
������_

`Q���� �� �
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 -����*���(1# ������+����� ��� ��
 ���-����(�% �
�
	
��
� � �	��� �
������ *��� ��� 23"��3� 
�
 ���
��
������� �� ��� �
�5�	6��� ��� ����
����� ��� 
���
��� ������� �
���������� 
�
 �
�����������! BQ�
./))0) ��� -E'%FE �5��6�� ��� �� ����	����� �
��������� �
�
	
��
� ��
��� ���5������� ��� � Z'%@0i ��� �� BZ'%@0i�C 

����	����� �
�
	
��
�
�� ��� ����� 5�� �������!C

L ���� ��
 -E'%FE �
������� �	� ����
�
������ ���� ��� ��� ����
��� ��� �������
�����:� ���������:�� 
��� ��� 5��*���� ��
�_

· 1����2� H� �������
������ ���������� ��
 k>%X&n ���
�
��� �������� ��
� ������ ��
� (�����(�%� �����+*����  �����+*����
4����5# ��� 5������� �� ���� ��
 -E'%FE ��� �� ������:5� ���� ��
��
������� �
��
��� ��� �
�+�� ��
 k>%X&n �	��� ��� �� B��������������
���C �
��������� �	��� �� ���5�������!

·  �3*�4� L ���� ��
 -E'%FE �	��� ����� �
��
�� �� �� �����
���
������ ���������� �
�� �� ���
�
6� � $@3E&R� 
�
 ������ �� ���
����	 ���� ��� ����� �
�5���� ����� ��� ���������:�� �
�*��������
�
���������� ���������� � �������� ������� ��� ������ ��� �������� ���
��������� �
�	���� �� �� ���
� ��� �� ���������� ���������� �����!

· 5�67��8� L ��������� ���������� ��
 m)4Y@0i� ��������� ���
���� ��
 $%&'()%� �	��� �� �
�� �
��
�� �� �� ���� ��
 -E'%FE� � �
�	�
���� 
��	
���� �
�� ��*�������� �
�5
������ �� �	� ���� �����������

�� ������ ��	
 ��
����	 ��� ���������� �	 ��	�
�	��� ������ �� !�� �	
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�����
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 ��
 +,���- �� ����. /�	 ��
*'��� 
����
�	
 ���$���	 "�#�	 ��
 �0�
�"1
� �
������"1
 ��
�������
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CT 0 : ∀n∃m A(n�m)→ ∃w ∀n∃m [A(n�U(m)) ∧ T(w� n�m)]�

· �� ���� ��������� ����
�� 
������������ ���� �����
�	�� �
��
���:� 
�
 �����
���� ��� ����� ���� � ���� ��
 -E'%FE �
���	 ��
��*�����	 �
� �� �6	���

CT : ∀�∃x∀y ∃z [T(x� y� z) ∧ U(z) = �(y)]�

� ����:� �
� �� �6	���

∀�GR(�)�

�
�
 �� GR(�) �	��� ���������� 
�
 ��*����� ��� � � �	��� B������C
���5������!
;�� ���� 5�� 
����������� ��*������� � ��������� 
���5�	���� ∀� ����
*������ ���� ���� �����
�	�� �
����:� 
�
 �����
���� ��� ����!

· ����� ���� �� �� �������
�� ��� ����������� �[ �������� ��
�:�� ��� �����
��:� �
����:�� �
�
 
��*��:� �� CT 5�� �������� �
���� ��
 -E'%FE �
���	 �� ��*�����	 �
� �� �����

CTI : ∃�A(�)→ ∃� ( GR(�) ∧ A(�))�

�
�
 � ∃�A(�) �	��� �������� ��
��! \k&3FE�1>0? [OP]

· 9��.����:��
�
� Q ./))0) �������� ��� 

����� ����� �����
������� ��� ��������� ���������� ��� �� ����	� ��� ���5�����:� �
�
���������� �6���	�� ��� �������
������� *���� ��� ��� 5��� ��� ���
���� �� ���� �	� ������ ���������� 5�����5��� ��
�! �
�� �� ������
���� �� ��� ������ ��� ����������+����� �	�� ������� 
�
� ���� 
�:��
��� ��5���� ��� ���*����() ����������+���� �
������� �	� ������	�
��� ���������� 7���	�� �����:� ���� ���� �
������� ��� ��� ��������
��� ����
���! H�� ������ �
�� ��
��������� ����6� ������ ��� �
�
�� ���� ��
 m@/c)%Y� 
�
 ��*������� ��� �����
�� �
��
���� �
� ��

�� 23�45�3 ��*������ �	 �*�	 ��� 674387 �9 ���� �	
 *

��� ���� CT �: 0��� 
� '� ��
 ��
*���� �� 
�� "#�� �"����� � �����01
 ��*����� *
� 
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 �
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��"�
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9� �
�� �����:� ���	��� �� ����� ��� �
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���
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�:�� *��� ��� ������ ��� 
�������
�	����!

· Q� ./))0) ��� 2)3/)4� ��� ����	� ��
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���� ��� �
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�������� ��
� �� �
�	� �
�����	 ��
����� ����� �� �� ���	������ ������� ������� ��� ��� ����
��!

7� ���*�������� �� �� �
��������*	� `V9a ��� \./))0) AIGD] ���
��� `pqka ��� \./))0)o2)3/)4 [OG]!
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�:�� �� ������ ������� B� 
�
 �
�����	 �� �����
����� ��� .������� ��� ��� "��������� ����
���! �
� �� B� �� ���

������� ���� �6�:����� 
�
 ��*����� ��� ��,) ��� -���)� 1������
B� ���5����� ��� ���(��������� ��+���C� 
����
��� �� ���	������ ����
���� �������� ��: �� ��� 
������� ���� �6�:����� 
�
 ��*����� ���
�� ������� ��,) ����,���� ��� 6��"7��� 
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��� �� ��������� ���
����� B��� ��� ����
��C I!

L ��:��� 
�
 �� �������
�����
�� �	��� ��������� ��� ��� �
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�	��� ��� ����	�� ��� �����:� ��� �����:� ���5�����:� �
���������
B� �
���������5:�� h'0FY@&0>/3C �� ���������� *
������ �������� ���
�
��������� �
� �� � ��� �!

��/���� H� �

��� ������� ��
 �
�������� B �	��� �� �6��_

· →� ∧� ∨� ¬� ∀� ∃�
· ����������� ����������_ >�c�F�! ! ! �r�4�s� ! ! ! �

· �
����������� ����������_ ������! ! ! �

· �� 5������ �������������� ������� t �

· �� �
����������� �������� f0� � � � � f26�

· �� � ��
 -E'%FE�

· �� �������� ��
 ./))0) {� } �
· �������� 
���������� ��� �� u !

������� A! Q� ����������� ���������� ��*����
� ��������� �� �
�
����������� ������ �
��������� �
� �� � ��� � B�� 
��� ��� �����
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D! ;��� �
���������� ������� f�� �tS�! ! ! �DO� ��*����� �	� �
�������
���� 
�������� ���5������ �
�������

h�(>1� � � � � >�� � �1� � � � � ���)

�� ��	����� �� *
������ �������� ��� 	� �
��������� �
� �� � ���
�� �
�� *�	����� �
� �� �6�:���� 
�
 �����
� ��� ���� ������� h�
��� 
�
 5	������ ���� �������� ��� �6�������!

8�� 
���5�����_

� h0 ��*����� �� ������� �
������� 
0 = 0 �� �0 = 	0 = 0�

� h1 ≡ ′ �� �
������� ��
 �
�����
 
1(�) = � + 1 �� �1 = 1� 	1 = 0�

� h2 ≡ + ��� 
������� 
2(���) = � + � �� �2 = 2� 	2 = 0�

� h3 ≡ · ��� 
����
�������� 
3(���) = � ·� �� �3 = 2� 	3 = 0!

K! Q� �
��������� 
�
 ��*�������� �
� ��� h0� � � � � h26� ������ ��� ���

������� ��� ������ ��� �
��������� 
�
 ����
�� �� �

�
�����
��
�5:! L �
����� ��
� 5�� �	��� ����5���� ���� �	��� ��� �
���	� ����
���
�
6� ��� ����	�� �
� ��� ./))0)!

M! H� t �������
���	��� ��� �� 5��:��� ��� ������� ����� 5���5�
��*������ ��� ��������! L ������� ��� ��*������ 
�
 ������������ ��
�
��������� �� ������	!

G! 7� �����
����
�� ��� �6�� ������� ��� ��
� ��
�
� ��� �����
����� 
�
 �������
������_ �� ����� �������� ��� �

��� ������	����
B��� �� ������� ��
� ��� ������:���C� �� 
����� �������� ��� 5����
������� ������	���� B�
�� �������� ��� �
���������C� ����� ��������
��� �������� ��� �

���� ��*������ ��[ �
����� ����� �������� ��� �
�
��������� ��� �

���� ��*������ ��[ �
���� ������ �� ��	��
�� �
����
������� ���� 5��*�������� �
�� ��� 
���5������ �� ������� ��� ���
�
����������� �������� f�!

4DI��	 ��	 4D������
�&'�

Q ������� 5	����� �� 5�� ���5�� ��� ��� �
������ 5	����� ��� ����
��	��� �������� �������! ��� 
�:�� ���5�� 5	��
�� ��� ������ ���
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� ��� �"������ ��

�����:� ���� ��� ��������)�� ���5������ ��� 
�������� ��� ��� ���
5�� �������!

���� ���	
�� B��� ���� ��� ��� �
������:�C!

A! Q� ����������� ���������� �	��� ����!

D! Q� �
����������� ���������� �	��� �
��������!

K! 8�� ���� � = 0� � � � � 26� �� �� = 1 ��� 	� = 0� ���� � h� �	��� �
�
��������!

M! 8�� ���� � = 0� � � � � 26� �� Y1� � � � � Y�� �	��� ���� ��� '1� � � � � '�� �	���
�
��������� ���� � h�(Y1� � � � � Y�� � '1� � � � � '��) �	��� ����!

G! �� � ' �	��� �
�������� ��� � Y ����� ���� � B'CBYC �	��� ����!

O! �� � r �	��� ���������� ��������� ��� � Y ����� ���� � �r Y �	���
�
��������!

9	� ��*���� �	��� ���� � �
�������� ��� 
����
��� �
� �� Ao O!

������� A! H� S �	��� ����� �
� ��� ������ M� ��� �� = 	� = 0!

D! L h1 B
�
 ��*����� �� �
������� ��
 �
�����
C �	��� �
���������
�
� ��� ������ K!

K! Q� ���� ��*����
� B
���� �� 
��� ��� ����� ������	�C *
������
�������� ���������� � ������������ �� ���
� ��������� ����������
B�
�� � ������� ���� 
(�) ���� �
��������C! Q� �
��������� ���	�
������� ��*����
� ����� ��������� �
��������� �
� �� � ��� �!

��#� ���	
�� B��� R����� ��� ��� R��
������:�C! �
����	��
�� �:��
��� 
���������� ������� :��� �� 5����
�����
�� ��*������ 
�
 ��
������������ �� ������� �
���������� ��	������ ��� ������� R����� ���
R���������)�� �� �6��_

v! ���
� ������� A�O ��
 
����������
 ������� �������������� ��
`����a ��� `�
��������a �� `R�����a ��� `R��
��������a� ���	�
������!

$! =�������
�� ��� �����
�� ������_
P! �� Y0� Y1� � � � � Y� �	��� R����� ��� '1� � � � � '� �	��� R��
���������
���� � {Y0}(Y1� � � � � Y�� '1� � � � � '�) �	��� R�����!

-! ���
� 
����������
� �������� ���� ������ ��� R��
������:� �
��
���
���� � �������� R�����!
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�� ���� �*������ ���
� ������� M� G ��� P � ��� 
���5������ ����
������ G� �� �� '� Y �	��� R������ ���� � B'CBYC �	��� R�����!
�� �������
�����	 �
��� � �������� ���� 
��	
���� ��
 P B��� ����
������� ���� ����� ��� ����
� ���������������C� �� ����� 
�
 5���
���	��� B���� ������ ���C ��� ����������� ���������� �
� ��� �
����
��������� �������	������ �
� u !

����� R����� � R��
�������� �	��� �����:� ��� 
����
��� �
� �� ��-!

��J� ���	
�� B��� e����� ��� ��� e��
������:�C! H����� ��	��
��
��� ������� e����� ��� e���������)�� 
�
 �	���� ���	������� ���� R�
���� 
�
 5�� �	��� ���� ��� ���� R��
�������� 
�
 5�� �	��� �
��������!

KL:�	�

��M� ���	
�� B ��� ��
��C! �������	 ��
�� ��� ��:���� �	��� �� ����
����� ����6� ���� B��� ��� R�����C! ���
�� ���
��_

A! �� 3� Y �	��� ����� ���� � 3tY �	��� ��
��!

D! �� v� N �	��� ��
��� ���� �� A→ B� A ∧ B� A ∨ B� ¬A �	���
��
��!

K! �� v �	��� ��
��� r ���������� ��������� ��� � �
����������
���������� ���� �� ∀xA� ∃xA� ∀�v� ∃�v �	��� ��
��!

9	� ��*���� �	��� ��
�� ��� 
����
��� �
� �� Ao K!

N��L����' ��	 %������&��' ��O�����	' ����P�
�/�� Q�	������
�
�� �
����� � �� �������� 
�
 5������
� ���������� �	��� �:�� ��_
∀x� ∃x� ∀�� ∃�� �x� �
�
 r ���������� ��� � �
���������� ���
�������!
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� 9� "BYC �� 5��:����� �� �
�������� ��� �����
���������� ��� ��������� ��*��	���� �	�� ����������� ���������� r
�
� ���� ��� Y� ��� ������� ��� �
���������� ��������� ��� �
����
����! 8�� R����
� ��� R��
��������� � ������������� �	��� �
����
��
���� �� ��������� 
���
�:����� �
�� �� 5���� B;�*����� MC!

9�,��.����'Q .��	�&' ��	 ���	�&' ���%���	�&' ������(��	'�

��R� ���	
��� 9	� �
������� 
(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��) �	��� 
�����
����� B������� ������C ���5������ ��� ��� �
������� ��� 
1� � � � � 
�
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� ��� �"������ ��

�	��� 
��������� B������� ������C ���5������ ��������*� �� 
��� ���
�1� � � � � ��� 5���5� ���
��� ���� �1� � � � � ��� ��� �� �
�������


 ′(
1� � � � � 
�) = 
(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��)



����� �	� 
��������� ���5������ 
������� B
������� �
� �� ���	�
������ ������� ��� �������� �������C �
� ��� �1� � � � � ��� ���6������
�
� ��� �1� � � � � ��!

��S� �


�� �� �� �
��������� �(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� �) ���
�(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� �) �	��� 
��������	� � ������� � �������
���5�������� ���� ��� �

�(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� ���(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� �))

�	��� 
��������� � ������ � ������ ���5������� ���	������!

��������� 9� �
����� ���� 
������� ���

�′(
1� � � � � 
�) = �(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� �)

�
� ��� �1� � � � � ��� �!
8�� ��� 
��	
���� 
�
 �	��� 
��������� ���5������_

��	�� L �′ �	��� �	� �
� ��� �1� � � � � ��� �� �
��� �� �
�
������
�	��� 
��*����!

��������� �

�� =��	
���� �������� ��������������!
����

�′(
1� � � � � 
�) = �′(�′
1(
1� � � � � 
�)� � � � � �

′
�(
1� � � � � 
�))�

�
�
 �� �′� �′
1� � � � � �

′
� 
���������� B�
� ��� �′C ���� 
������� ��� �′

�
� ��� �1� � � � � ��� �! H��� �

�(
1� � � � � 
�) = �(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� ���(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� �))
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��� B���*��� �� ��� ������ ��� ��������*	��C �
� �	� �����
�:� ����� 
������� �
� ��� �1� � � � � ��� ���(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� �)�
�
���

�(
1� � � � � 
�) = �′(�′
1(
1� � � � � 
�)� � � � � �′

�(
1� � � � � 
�))�

�
�
 �′� �′
1� � � � � �

′
� �� ���	������� �� ��� �′� �′

1 � � � � �
′
� ��� ���


�������!
�
� ��� �
������� 

������ �� �′� �′

1� � � � � �
′
� �	��� 
��������	�

���5������� �� 
��� ��� �1� � � � � ��� ���(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� �) ���
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�
���� I ��� ��� ��������� ���!�
�

� �(
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� �) �� 
��� ��� �1� � � � � ��!
�
� ��� 
��*��� �������������� ��� ������ `��/�����)� ���-����()
/� ���� 8a� � �(
1� � � � � 
�) �	��� 
��������� ���5������ �� 
��� ���
�1� � � � � ��! �

��T� �


�� ���� 3 ���� B' �
��������C \ e �������� ��
�� ]
�� ��������� ���������� ����6� ��� >1� � � � � >�� �1� � � � � ��! H���� ��

��� ��� ����� ������	�� � 3 B� 'BrC� ��� r ���������� ���������

�
 5�� ��*��	����� �������� ���� 'C \ � e ] ��*������ ���	�������
��� ��� ������� ���� ���� �	� 
�������� ���5������ �
������� ���

1� � � � � 
�� �1� � � � � �� B�
������� ��� 
1� � � � � 
�� �1� � � � � ��� �C
\ ���������� ��� 
1� � � � � 
�� �1� � � � � �� ]� �
�
 �� 
1� � � � � 
�� �1� � � � � ���
�� �	��� �� ������	�� ��� >1� � � � � >�� �1� � � � � ��� r!

��������� 9� �
������ ����� ��� ���	������� ���5�����:� ����
��:�! =!�! ��� ���
� ��� �
��������_

��	�� 
����
��� �
� ��� ����� ������	� ��� ���������:� ��� ���
�
���������:� ��������:�!

��������� �

�� ;������ K_ Q h�(Y1� � � � � Y�� � '1� � � � � '��) ���� ���
������	� �	� 
�������� ���5������ �
������� ��� 
1� � � � � 
�� �1� � � � � ���
�
� ��� �
������� 

����� ��� �� 
���������� U���� ��� �� ��� ��
���� �
�������� ' 5�� �	��� ��� ���*�� �r 3� ���� � ������	� ��
 ' �	���
	�� �� ���(�)! �

$H	/���� ��	 ���I��' ��� P��	��L ����(����' U�

$� $H	/���� ��	 ���I��' .	� ��� ������	�I ���
.��
���	�I
��.	��I # �	%/��

V�! $H	/���� ��	 ���I��' .	� ��� :�����	��I ��.	��I�

H� v�$�- �	��� ��
��!

��� A→ (B→ A)�



�� �!�

� ��� �"������ ��

�G� (A→ B)→ ((A→ (B→ C))→ (A→ C))�

#� � v → $
$

!

J� A→ (B→ (A ∧ B))�

M�� (A ∧ B)→ A�

MG� (A ∧ B)→ B�

R�� A→ (A ∨ B)�

RG� B→ (A ∨ B)�

S� (A→ C)→ ((B→ C)→ ((A ∨ B)→ C))�

T� (A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A)�

W� ¬A→ (A→ B)�

������� �� �� W �������������	 �
� ��_ 8C� ¬¬A→ A� ���� 
���
��
��� ��� ������� ��� ��� ������� 
��������� �������!

V#! N:	:�I����� �H	/���� ��	 ���I��' .	� ��� ���
.��
��D
�	�I ��.	��I�

Q� �BrC� �B�C� - �	��� ��
��� � r �	��� ���������� ��������� 
�
 5��
��*��	����� �������� ���� - ��� XY� �#Y� � � �	��� �
����������
��������� 
�
 5�� ��*��	����� �������� ���� - ��� XA� �#A� � Y �	�
��� ���� �
� ��� �
�	� � r �	��� ��������������� ���� vBrC ��� �ZY�
��Y� � ' �	��� �
�������� �
� ��� �
�	� � � �	��� ���������������
���� �B�C ��� �ZA� ��A!

XY�
- → vBrC

- → ∀rvBrC
!

�ZY� ∀x A(x)→ A(t)�



�� �� �� 
�
���� I ��� ��� ��������� ���!�
�

��Y� A(t)→ ∃x A(x)�

�#Y�
vBrC → -

∃rvBrC → -
!

XA�
- → vB�C

- → ∀�vB�C
!

�ZA� ∀�vB�C →vB'C!

��A� vB'C → ∃�vB�C!

�#A�
vB�C → -

∃�vB�C → -
!

 � N:	:�I����� �H	/���� .	� �
� N�����	�( [�,��� $�	��/�!

Q� r� >� c� F �	��� ����������� ���������� ��� � vBrC ��
��!

�J� A(0) ∧ ∀x (A(x)→ A(x′))→ A(x)�

�M� a′ = b′ → a = b�

�R� ¬a′ = 0�

�S� a = b→ (a = c→ b = c)�

�T� a = b→ a′ = b′�

�W� a + 0 = a�

�X� a + b′ = (a + b)′�

#Z� a · 0 = 0�

#�� a · b′ = a · b + a�

)� $H	/���� .	� ������(��	'�

Q� %BrC� Y �	��� ����� � r ���������� ��������� ��������������� �
�
��� Y ���� %BrC� � �Br� �C ��
�� �� ��� r �������� ��� ��� �!

x0�1 (�x r(x))(t) = r(t)�
x1�1 a = b→ �(a) = �(b)�
x2�1 ∀x∃�A(x� �)→ ∃�∀x A(x� �y �(2x · 3y))�



�� �!�

� ��� �"������ ��

\� $H	/���� .	� �	' ������
�	��&' ������&'�

H� �6�:���� ��� ��� �
����������� �������� f0� � � � � f26 5	������ ��
�������� ��� ����� ��
 ;�*���	�
!
�	��� �	�� �
� ��� 5�� �����
��� ���*��_

(1) f�(y� a� �) = p(y� a� �)�

(2)

{
f�(0� a� �) = q(a� �)

f�(y
′� a� �) = r (y� f�(y� a� �)� a� �)�

�
�
 4� > �	��� ����������� ����������� � �
���������� ��������� ���
�� R B 4� >� �C� d B>� �C� % B4� s� >� �C �	��� ���� 
�
 
������
� ���������
���������� ���� ����6� �
�:� 
�
 5��:������� ��� ���� �
����������
������� ����6� ��� f0� � � � � f�−1

� �� 4� >� � �	��� ��������� � ��� ��� s
���� % B4� s� >� �C!

]� $H�,�� �
' $�
����O
' N:�.,.(' - �� C�=!�7���0�

BI : ∀a [ Seq(a)→ R(a) ∨ ¬R(a) ] ∧ ∀�∃x R(�(x)) ∧
∀a [ Seq(a) ∧ R(a)→ A(a) ] ∧
∀a [ Seq(a) ∧ ∀s A(a ∗ 2s+1)→ A(a) ]

→ A(1)�

Q�� �� 
���������� �
������� �� P��	�I �L��
�� B!

H� �L��
�� I 
����
��� �� ��� 
������� ��
 �����
��
 ���������

�
 ��*����� ��� 9�,)  :���,����# ��� 6��"7�� B��� �
���������C_

BP : ∀�∃��B���C→ ∃�∀� [∀t∃!y �(2t+1 ∗ �(y)) � 0 ∧
∀� [∀t∃y �(2t+1 ∗ �(y)) = �(t) + 1→ �B���C ] ]�

�<�	��������$�� ����*� ;��*� 0�� ��
��� � �	
 *";���	 %� = � 
�� ���$�����
0�� �	
 >& �
� 0�� �	
 %	 > � 
�� �
��"�����#���	 ��
 ��
 =&.
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�

#� 9���
��	' �^��	�&' �� �� �H	/���� .	� ������(��	'

#��� ���	
��� L ������� ��� �
�������� ��	����� �� �6��_

u = v ≡ ∀x (u(x) = v(x))�

�
�
 � r 5�� ��*��	����� �������� ���
� '� n!

#�#� �����	�� 8�� r ���������� ���������� %BrC� 3BrC ���
� ���
c ���������� ��������� �������� ��� ��� r ���� %BrC ��� � �
�	�
5�� ��*��	����� �������� ���� %BrC B����� �� c≡ rC� � �
����������
���������� ���
�� �� �6��_

(a) r(x) = s(x) 
x �x r(x) = �x s(x)�

(b) 
 �x r(x) = �b r(b)�

��
���	�� Q��� �� �	� �

��� �
�5��6� �
 N 

����
� ����������
5�������� ��� 
� �
�� 
!�! 
x1���x��1����� � ����	��� ��� �� ��
���
���� ��� �
�5��6�� �
��� 5����������� �� ����� ��
���� �
� �� XY�
XA� �#Y� �#A!

#�J� �


�� B7�:���� ��������������C! ���� ER ���� � �
�
�������� \ ��
�� ] 
�
 
������� �	� �
���������� ��*����� ���� ���

B�
�������C 1� ��� ��� ��������� ��
���
 � \� � 
���5�	��� ]� ES

�� �
�������� ��� �������������� �
��� ��� ��*������ �
� ���� ���
B�
�������C ,� ��� x1� � � � � x�� [ x1� � � � � x�� �1� � � � � �� ] �� ���������
���������� ��
 1 � ��
 , 
�
 5���������� �
� ��
��� � \� � 
��
��5�	��� ]� ��� 
�5	� ��
 �
�	�
 ��	������ � 1! H���_

R = S 
x1���x� ER = ES [ R = S 
x1���x��1����� ER ↔ ES ]�

�����
��	�� L �
�5��6� ��� ��
� ��
�
� �� �
���	 �� �	��� 
������
�*�� ���
��6�
�� �� ����	� (�� ��� R����
� ��� R��
��������!

��������� 7� 5�	6�
�� �� �
�
������ ��� ER ��� � �
�������� ��
�
����� ��� ;1*�� � ��� ��*������ ��
 1 ���� ER! Q�	��
�� ��
;1*�� �	�� ��*������ ���� 1 �� ��
���� ER �� �6��_
B��� �
������� �������� 1� �� �������� �	� �
���������� ��*�����
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%�����
 �� �� �"������ ��� 
������
��
 ��

��
 1 ���� ER C!

=��!A ER ≡ R : � = 0 ���

� = � + 1 ���� 

����
�� 
���
�:����_

=��!D ER ≡ uR(t)� �
�
 � 1 ���� � = � ���� uR!

=��!K ER ≡ f�(t1� � � � � t�� � u1� � � � � u��)� �
�
 � 1 ���� � = � �� ��
����
�
� ��
� ���
� t1� � � � � t�� � ��
� �
�������� u1� � � � � u�� �

=��!M ER ≡ �(tR)� �
�
 � 1 ���� � = � ���� tR!

=��!G ER ≡ (�x s(x))(tR)� �
�
 � �	��� �� w>r@w'w ��� � ��� �����
����� ��*��	���� ��� r ���� 3BrC ��� ��
 1 ���� tR!

=��!O ER ≡ �x sR� �
�
 � 1 ���� � = � ���� sR!

���
�� �:�� �� �6��_

=��!A_ =��*����!

=��!D_ �
� ��� �
������� 

������ uR = uS� 5���5�

∀x (uR(x) = uS(x))�

�
�
 r ��� �������� ���
� uR� uS�
�
��� �6��5����������

uR(t) = uS(t)�

=��!K_ ���� ��� � 1 ��*��	����� ���� u1 ≡ u1R! H���� �
� ��� �
��
������ 

����� ���
�� ���

u1R = u1S

���� �
� �� �6�:���� ��� ��� ��������

ER = ES�

=��!M_ �
� �� �6	��� x1�1!

=��!G_ ���� ��� � 3BrC 
������� � ��������� ��*��	���� ��� r! j���
����
��:���� ��� �
������� 

����� ��� ���� ���������� >� c ��� ���
3B>C � 5��5������ *����� ���
��

a = b 
 s(a) = s(b)�

����������:���� �	� ��*����� ��� > ���� 3B>C ���� *���!

�
	���� �
� �� x0�1 ���
��
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�

(�x s(x))(a) = s(a) ��� (�x s(x))(b) = s(b)� �
���

a = b 
 (�x s(x))(a) = (�x s(x))(b)� �
���


 ∀a∀b (a = b→ (�x s(x))(a) = (�x s(x))(b))� ���


 tR = tS → (�x s(x))(tR) = �x s(x))(tS)�

�*�� �� >� c �	��� ���� ��� ��� 3BrC!

�
� ��� �
������� 

������ ���
�� ����� ���

R = S 
x1���x� tR = tS�

�
���

R = S 
x1���x� ER = ES�

=��!O_ �
� �� �6�:���� �������� ��� �� x0�1� ���
��_

r(x) = s(x) 
 (�x r(x))(x) = (�x s(x))(x)� ���

r(x) = s(x) 
x ∀x [ (�x r(x))(x) = (�x s(x))(x) ]� 5���5�

r(x) = s(x) 
x �x r(x) = �x s(x)�

�
� ��� ������ ��� �������� ��� �
��������! �

K� �H�,�� ��	��(�	�
' �:	��.('�

H� x2�1 �
�����	 ��� ����� ����������� �
������� ��������� �
��
5����! H� ����������� ����� 
�
 �
�5������
�� ��� �
������� ����	
��� ��� ���
�
6�� �
��������� ��� ����	�� 
�
 ��� ��5��*����!

#�M �


�� 
 ∃x A(x)↔ ∃�A(�(0))�

�
�
 � �
���������� ��������� �������� ��� ��� r ���� vBrC ��� �
�
�	� 5�� ��*��	����� �������� ���� vBrC!

��������� H� �BSC �	��� ����� ��� ��

A(�(0))→ ∃x A(x)

�	��� �6	���! �
� �
�� ��� ��� ������ �#A� ���
�� ��

∃�A(�(0))→ ∃x A(x)�

���	����*�� 

��������� �� vBrC� �*�� 
 (�t x)(0) = x�

�	���
�� �
� �� ��:���� �������������� ��

A((�t x)(0))�
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%�����
 �� �� �"������ ��� 
������
��
 ��

�
� �
�� ��� �� ��A ���
�� ��

∃�A(�(0))�

�
���

A(x)→ ∃�A(�(0))

���� �
� �� �#Y� ��

∃x A(x)→ ∃�A(�(0))� �

#�R �����	�� 
 ∀x∃y A(x� y)→ ∃�∀x A(x��(x))�

��������� x
�����
�� �� ∀x∃y A(x� y)! �
� �� 
���������� U����
��� �� ��:���� ��������������� ���
�� ��

∀x∃�A(x��(0))�

�
���� �
� �� x2�1� ���
�� ��

(a) ∃�∀x A(x� (�y �(2x · 3y))(0))�

x
�����
�� ��

(b) ∀x A(x� (�y �(2x · 3y))(0))�

�
� �� x0�1 ��� �� ��:���� ��������������� ���
�� �:�� ��

∀x A(x� (�x (�y �(2x · 3y))(0))(x))�

�
��� �
� �� ��A ���
�� ��

∃�∀x A(x��(x))�

����� �
� �� BcC �� �� �#A ���� ��� �
������� �
� �� B>C �� ���
������ 

������ ���
�� ������ ��

∀x∃y A(x� y)→ ∃�∀x A(x��(x))� �

�������
	���� AC �
� �� ����� ��� 
����������� =������� �
���

������ B������C �� �����
�� ����� ���*�)����� ������+��<��

∀x∃!y A(x� y)→ ∃�∀x A(x��(x))�


�
 ����	 ��� ��� ���5�� ��� ���
�
6� ��� ����	�� 
�
 
���
�����
��!
�����:��
�� �5: ���� ��: ��� ������� 
��	��� �� ∀x∃!y A(x� y) �	���
���������� �
��
��� ��
 ∀x∃y A(x� y) ���� ���� ��,) ��� ���,+����
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��� ���� =���(�%� ���*��%�� 5�� �
���	��� �� 	5�� ��� �������
������

��	���� 
��� ���� ���� 
��	
���� 
�
 �� vBr�4C ��*����� ��� �
���	�
���� ����������!

Bx
��������! ∀x∃!y A(x� y) ≡ ∀x∃y [A(x� y) ∧ ∀z (A(x� z)→ y = z) ] C!

DC �
	���� ��: ��� 
��� ��� ������� 
��	��� �� ����� ��� 
�����������
=������� �	��� ���5�� ���������� �6 ���	�� ��� ��,)� ��� ���,+����
��� ���� =���(�%� ���*��%�� ��� ��������� B�������
������C 
��	����
�� �� vBr�4C 5�� ��*����� ��
��� �
���	���� ����������� ���� 
����
���� �	����� ��
��� `�
�����a!

�D�����	�( ���O(�

L ������������� �[ ���� R���� � R��
������� � ��
� ���� ��������
��
 ��� ���*�� (�x r(x))(t) �
� ��� %BYC ���*��� �� �� x0�1� �	� ;.
����/�)� �5���	 �� B�

���C 	��
� R����
� � R��
�������� ��� B�

���C
���5�����
� ��
�
�! ��� ������� ���� � 5������� ��� ������������
�� BR�C���
� ��� BR�C�
��������� 5���5� �� 5�� �	5� B��
�
�� Y4R)3C�
�6��*��	��� ��� ���� ������ �����
�	� ������:� �	��� 
�
���������

����� 
�
 5�� �
���	��� ������ �� �
������� ���	� �

�
�	��� B�
��
���� ������ ���������C!
9	� ��*���� �	��� �� ��(�����() ���=)� �� 5�� 
������� ������� ���
���*�� (�x r(x))(t)! ���*��� �� �� ��:���� -E'%FE�1&33)%� � �����
���� ���*� �	��� ����5���� �� ��� ������ ��� �	��� ��� 5�� `F&0i%')0Ya!
��� �����
�� U���� 5���

:����� �� ������� �
�
������� 
�
 
���
��
��� �� B5�
��C �
�����!

�J� �


�� ;��� R������ ���� R��
�������� ��� ���� ��
�� ����
���������� ���*�!

J� + $�^( �
' $�
����O
' N:�.,.('

_���� ��	 $��������' N:	��./��

���� ��������� 7���	� �
����� � ����
�� ��
 $%&'()%� ��������
���� ���
�� �
�� ���*������ ���� ��������� �� ������� ��
 &����� ���
��� �(����*+�� �������� BFE&@F) 3)d')0F)C ! �
�5	5�
�� ��� ��������



�� � ��%� ��
 ���
���&�
 �$�����
 ��

�� &����� �� ��� ��� ������!

���� ����� 
��������_

B@C �
��������� *
������ �������� 5��5������ � �������� � ���*���
�� ��
��� ���� ������)�� � �
�	��� ���� 5	������ �� 
�����������
�
������ B�� 

����
�C ��� ��
���� �������� ��� �����	��� �� �
�
��� � ������� �
���	 �� �
�����	 �[ �
�� �� ���� � ���� ���

B@@C �
����	������� ���*��� �� ��
��� ���� ���,������� ���� �
�
���� �
������ ��� ������	���� B
�
 �6������� �
� ��� 
���������
��� �
������ B�� 

����
�C ��� ��� ����
��	� �
�����C �
� ��
���
������� ���������� ������� �� �
�� ��� �
�����!

H� B@C �����	��� 
��� �� ���������� B�� 
��� �	��� ���� ������C � 5���
5����	� �
��!

�� �	� �����
�	� �
����:� ������	���� ���� � 
�
�������� �����
�
�	� ��� ������������ 
�
 �
����	������ �� ��� �
������ �
���� �	���
��� `������	�a ��
 �����! �� � �����
�	� �
���	����� �
[ �
������ ��
���	������ `������	�a ��
 ����� �	��� � �
���� �����
�	� ��� �
����
�������� ������������� 
�
 
�������� 
������ ��������! Q ����� -��
�	��� � ������� ��� `������	��a 
�
 
��������� �[ �
�� ��� ���
��
���� �� >�%��� �/� ���/� ������)� (�� ���,������� 
�
 �����	��
� ��
5��5����	� ������� ��� `������	��a ��
!

� �����	�I' 	��I'�

Q ����� 
�
 
����
��� �
� �� ���� �
������ ��
���
 ����� ���
��� ���������� ���� ���,������� 5���5� �
���� 
�
 �� ���� �
�����
�
����	��� ��� 	5�� ��� ������ 
�
 ���� �
�����	� ���	 ��� �� ���� �
�
�������� ��
 ������� ������ �
�����	 ���� ���� 
�
 �
���	����� �
� ���
	5��� ��� �����
�	�� �
����:�!

Q (�*���(�� ����� B'0@n)%3>/ 3R%)>?C �	��� �
��� 
�
 
����
��� �
�
�� ���� �
������� � �
�	�� �
����
�� (1*� �
����� B��� ��� ����������
���� �
��������� �
�� 
���C� ���� 5���5� ��� `������	�a ���� ��� �(�.
���*+�� =���(�� ���*���!

�� 
��� 
���	 ���'� � ���	
�"� �*�	 �"��� 0�� ��
 ��0����
� ���*�'���� ��

� � �
���0 � ��� � ?@- A���-BC '�	�������� �9 *
� ��	��� ���� #���� ���: 0��

� ����0�#D�� �� ��������� ������: ��
 �
�� 
�� 
���: ��� �� �� ����� ��� "#��.
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8�� ��� 
������*� ��� �� �������� ��� �����
��:� �
����:�� ��
�������
�����
�� ��
� ���*��%� �(����*��� B3)d')0F) 0'wc)%3C 
�

��5���
����� ������ ������� �����
��:� *
���:� �����:� �� �6��_ ��
� 
�:��� ����� �	�� �����
�	�� � 5	������ �
� ��

�(�) = �
�(0)+1
0 · � � � · ��(�−1)+1

�−1 �

�
�
 �0� �1� � � � �� 
�:��� ������	! ����� ���
�� �	� A�A �
�������� ���
�����:� �������� �����
��:� �
����:� �
	 ��
 �
����
 ��� �����:�

� ��� ��
� �
�	�
� ������ �� ���������� ���(
) B �� ���������	� ��
�� �

��� ���������� ,)dB>C� ���(
)⇔ 
 � 0 ∧ ∀�����(	)((
)� � 0) C!

Q� �5������� ��� �����
��:� �
����:� 
�
 ��5��*���
� ��� ����
������ 
��	���� �	��� ���	��� 
�
 5��
���:������ �� ���� ��
��� ���
���� ����� ��� ���� �����
�	�� �
����:�� �	��� 5���5� ��� ���*��
∃��(�(�))� �
�
 �(
) �	��� ���������� ����������� �
���	���� ��
�
�������� ��� ��
� �������� �����
��:�!

Q�	��
�� ��� �����
��� �������� �,���(1 �� ��� ���*����(�? ���.
(�+���� ��� ���� ���*��%� 
 ���� ���(
)? (��������� �(
)_

J��� ���	
��� ���� ������� �����
�	�� �(�) B� �� ���	������ ������
����� ���� �����
�	�� �
����:�C �	���_

(
) �@��=��������� ��� ∃��≤
�(�(�))�

(�) )-� �@��=��������� ��� ∃���
�(�(�))�

( ) ����� �@��=��������� ��� ∀���
¬�(�(�)) ∧�(�(�))�

(�) �@��=��+����� ��� ∀� [�(�) = �(�)→ ∃��(�(�))]�

+ $�^( �
' $�
����O
' N:�.,.('�

8�� �� �
���	 �� �������
�����	 ��� ��������� ���������� �	� 
���
���� ��� ���*��

∀�∃��(�(�))�

5���5� �	� 

����� `�6��*������������a� 
��� 
��
�� �� �	��� � �����
��	� ��
 ∀�u
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�*���� 5�� �
������ �� 5������
�� �������� �	� �
������� �
B�*�� �
�� �	��� ��� 1����� ����(�+����C� �	� ���� �	��� �� 
�������
������ �� �
��������� 
�
 �����
���� ��� ����� �
�� �� 
��������	�
� �� ������� ���5������� �
���������! Q��� ���� ������ �	��� �*����

������������ �*�����
 ���� ��� �
��
��� ��� �������
�� ��
 ��������
��� ��� ��� ��������� ����
�� A�/�)����� ��� B���1����� 
�
 ��
5���� 
�� ����!

Q $%&'()% ����� ���� ���
� �� �������
���	 �	� ������ 

�����
`�6��*������������a� ����:���� ��� ������	� ��
 ∀� ���� ��� ����
��
�	�� �
����:�� ���� �
� �	� ��� ���*� �
������� ��� ��1����=�
����/�)!

;���������� `���
�5�a� � $%&'()% �	5� ��� �� ������	 �����
��:�

�
 �	��� �6��*��	����� ���� ��� �5� �6��*���������� �	��� �����:� �
�
��	 
�
 
����
��
� �
� ��� �����
�� �
������� ������_

���� ����� 
�
 5����
������� �����
� ���� �� ������	 �����
��:�

 ��� ��
� �
�	�
� ������ �� �(
) ���� �
����� ���� ������� �����
�
�	�� 
 ��� ��� �
�	� 6���
�� ��� ������ �5� �� 
 ∗ 2�+1� ��� ���� !!

�� ���*����� ��� ���
�� �� 5����� ���� ��� �����
��:� �
����
�:�� �� ��
� ���	������
� �������� �����
��:� B
�
 ��5���
����� ��
������ ��
� �������C �� ���� �����_
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 $%&'()% �	��� ���� 6����:����
�
� ��
� 
�:��
� B�� 
��� ��� ������
��� �� ���� �� �	��C �����
�
��� ���5�:� ��� ��
� �
�	�
� ������ �� �� ��� 
���	������ 
��� ��
�	�� ��
 5�����
� �� �
�������
�� �����:� ��
� 	5��
� �����
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�
���� 
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 �� �
�������
�� ���������� ���	����!

�
�� 5�� �	��� ���� ����������! ����	 ��[ �
�� �� ���*����� ��� ��
������ ��� `
�:���a ������ ��� ��
� �
�	�
� ������ �� � ���� ���
������ ����� �
���	 �� �	��� �
����� ��� ������� `�����a B�� ��� ������
��� 5����6��C ��� �
����5�
��� ����������� 5���������� �������! 8��
��� $%&'()%� � ���5
���	� ��� 5�� �
�:� �����:� ��
 �
����
 ���
�6��*��	����� ���� ��� �5� �6��*��������� ������ B�����:� ����
��
��:�C 
����

�� �� ����������� �
����������!

K� ��:	�I �^(�� BI!
Q ./))0) ������� ��� �6	��������� �� �� ���*� �	�� ����� �
����

���� ���*��� �� ��� �
�	�� ��_

B@C � �(
) �	��� �5������ 
�
 ��� ���
� �� ������	 �����
��:�� ��
�
�	�� ���
� ��� �5������ �(
) ���

B@@C � �(
) 5��5	5���� �
������� B���� ��� ������ ��� ���	5�� DGC�

���� ��� �5������ �
�� �� 5������
� ���� �� �6��*��	����� ���� ��� �5�
�6��*��������� B�� 
��� �� ���������� �(
)C ������	 �����
��:�!

L ���� �
�� 5���

:����� B�

���C �� �6��_

BI : ∀a [ Seq(a)→ R(a) ∨ ¬R(a) ] ∧ ∀�∃x R(�(x)) ∧
∀a [ Seq(a) ∧ R(a)→ A(a) ] ∧
∀a [ Seq(a) ∧ ∀s A(a ∗ 2s+1)→ A(a) ]

→ A(1)�

L ���*� �
�� �	��� �
��
���
���� ��� 5	��� �� �
�
������ ��� ���
������ �����
�	�� A! �
�5��������� �������� �� ����� ��
 �6�:�����
��� �
������ B��� �����������C!

�����
��	�� ��� BI �	��� �
���	���� �� R(a) ∨ ¬R(a)_ �� 
����
��	+�
�� �� ∀a [ Seq(a)→ R(a) ∨ ¬R(a) ]� ���� �
�� 
�
 �
������
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���	 �� ������������	 ���� �	�� �
�������� "� �
�
�� �����

"(
) = 0�

�
�
 
 �	��� ������� �����
�	��� 5���5� � " �	��� � ��������������
�
������� ��
 �
����
 ��� ��5��:� ��� �����:� �������� ��� ����
��
��:� �
����:� ��
 �� ���� �����!

�� 5������� �� ������� ��� ���� �� �����
�	�� �
����:� ���� �����
�	��� �
����� B�� 5�� �	���� ���� �
������ �� ��� �
����	��
�� 
!�! ��
�� S� S�!!!C ��� ��� ���	��
� ���� �� �� 	5�� ������	� B�
��� �
�� �
���	
�� �������	 ��� �
����	����� �� ��� (��) �����
�	� �
����:�C� ���� �
�����
��� ��
�� ��*����� ��� ������ ��
 ����� ��� ������� ���_

Spr(�) ≡ ∀a [�(a) = 0→ Seq(a) ]∧
∀a [�(a) = 0→ ∃s�(a ∗ 2s+1) = 0 ]∧
∀a [ Seq(a)∧�(a) � 0→ ∀s�(a ∗ 2s+1) � 0 ]�

H:�� � BI �
���	 �� 5���

���	 ������� ��� �
����� ���� ��� B �
��� ���������� 5����
��� C �� �
�5�����	 �
� ��� BI! L �
�5��6� ���
�	����� ���� (����(��) �+�� ����(������ ��� (�*���(�% ����% �C ����
�����-)���� ����� 
����� 
�
 ���� ���������� ��5��*����!

L �
�������� �
�� �	���

B>C ��
������ ���� �����
�	�� ��
 B�
������C ������ ��:�

BcC ��[ �
��� 
�
 5�� �����
� �[ �
���� ����� �� �6��_
· �� ������ ��
� ������ 
�
 ������ ���� ���� B�
�� �	��� ��
�����
���� � ���� �����
�	�C� �� �
�����	��� ���� ��
�� ��
 ���

· ��� �
������� 5������� �	� �
� ��� �
�������� ��� �����
�	�� 
�

�����
� ���� ���� ��� 
�
 
���� 

����
�� �
�� *�	����� �
�
��� 5������ ��� ��� ����
6�� ���� ������ ��
 ,R%B�C!



�# �� �� 
�
���� I ��� ��� ��������� ���!�
�

M� K� [�/�
�� �
' U���
�	�'

M��� ���	
��� D���� ������������ -��(�1-/���  E
	!��F &�����?
��
# \�� ���*�
�� �-.�����] �	��� ���� ������ ���� �
�	� ���� �
�����
�	����� �
� ��� 
�
�������� B
������ 5��*�������C ������ ���� *���!
=���5������ ���� ����� # � ��� ��� �
�	� 

����� �	� �
������� ��
� �
�	� 
�����	��� ��� �
������� 5���5� ��� ���� �����
�	� �
����:� �
��
 # ��� ���� �� ������ ∀� �(�) ≤ �(�(�))!

Q
�� ��� ��� ��
� ������ ������� ���� ��� ��� ��
� 
5�������� ��


���	����� �����
�	�� �
����:� �
�������� �� ��� ���������� ����
�
�������� $(�(�′)) = �(�)� 
5������� ��� �� 	5���!

H� ��:���� ��� N�������� �	��� B���� ��5��� ��
 
�
 
���
����
��
�� �5:C ��� ��������� ������� B��������*����	����C ��
 G)���.
��� ��� HI�
	'� �� �
�	� ��� ���� ��� ���� �
���� 5����� 
�
���������
5�����5���� ���� B��
��������C ��� �
���� ���5	! <	��
�� 
�:�� ��
5���������� 5����
��� ��� �
�5��6�!

M�#�  �!��
� "��� ��#������$� ���� ��� # �	��� 
5������� 
�

�����	����� �
� �	� �
������� �� :��� ��� ���� �����
�	� �
����:�
� ��
 # �� ������

∀� �(�) ≤ �(�(�))�

�� ��� ��
��� �
���	���� B���
� �������� �����
��:�C ���������� ���
�������� �(
) ���
��� ��� ���� � ���� # � ��� ∃��(�(�))� ����


����� ������� %� 
�
 �	��� ��� *����� ��� ��������� �� ��� ��
�
�	� ������ �� �(�(�))!

��������� ���� 
 ������� �����
�	�� 
�
 ������ ���� # � 5���5�

�
 
��������� ������ ����� �����
�	�� ��
 # !

��� �-.���I����  &"J��
# ��� ���1>�� ��� �� �� #	� ��	��
�� ��� 
5�
���� 
�
 �
�����	��� �
� ��� �����
�	�� �
����:� �� 
�
 �
����	��
�
�� 
 ���� ��� # � 5���5� ��� �����
�	�� � :��� 
 ∗ �(�) �� �	���
��5���� ������� �������� �����
�	�� ��
 # !

x
�����
�� ��� ��� ���� � ���� # ������

(∗) ∃��(�(�))�

=���������� ���� �� ���� ������� �����
�	�� ��� ���*�� 
 ∗ 2�+1

������ ���� # � ���� 
 = �(�)� ��� ��
��� �� � �� � ��� # ���



�� �� ������� ��
 '����!��
 ��

! = �(�)� �
���

(∗∗) ! ≤ �(�(�)) = �(
)�

7� �������
�����
�� ��� ���� ��� �
������ 
�
 ����������	 ���� �
��
������ ������ ��
 �
����


� = { �� �6��*��	��������� �5� �6��*��������� �� 
��� �� �
������	 �����
��:� ��
 #}

���	 �� ��� (∗∗)� ��� �� 5�	6�
�� ��� �� �
�
������ ��
 ����������
������ ��� ���� 
5�

�l���� #	 ��
 # 
�
 
������ �
� ��
��� �����
��	� 
 = Æ(&) ��
 �� ��� �� ���������� �'�(
 ∗ ')!

��	�� 8�� ��� 
5�

�l���� #	 �� 
 �
� �� �� :��� �� ������ ��
�(
)� 
�	���
�� ��� % �� S!

��������� �

�� ���� 
 
�
 ������ ��� � �
��5� �� ������	

 ∗ 2�+1� ��� ���� ! ≤ �(
) �����
� ��� �! L �
������� 

�����
�	��� ���� ��� ���� !� ��� ��� 
5�

�l���� #	∗2�+1 

����� ��� ���
*����� %�! H�

% = �
�(%0� � � � � %�(	)) + 1

�	��� ��� ��� *����� ��� �� #	! �5: �����:��� � �
������ ��� ���
��
�� �
�
������ ��� ���
� ��
� 
5� 

�l������ #	 ��
 # � �� 
 ��� �!

L 

����� (∗) �6��*��	��� ��� �� A ������ ��� �� ��� ��� ���
#1� 5���5� ��� # � ��� �� ���������� �'�(1 ∗')� 5���5� �� �(
)�
���
�� �� �
�
������! �

7� 
���
�����
�� �:�� �	� �

��� 5����
��� ��� �
�5��6� ��

7��������� ��� N��������!

M�J� �


�� ∀s∀z ∀w [ B (s� z) ∧ w ≥ z→ B(s�w) ]

 ∀ss≤b∃z B(s� z)→ ∃z ∀ss≤bB(s� z)�

�
�
 c� 3� s� ( 5��*�������� ����6� ��
� ����������� ����������� $B3�sC
��
�� 
�
 5�� 
������� ��������� ��� c ��� (� ���� �
�	� � s �	��� �����
����������� �
� ��� (!

��������� �*������
�� �� �6	��� ��� �
������ B��� �����������C
��� �� c! �
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M�M�  �!��
�� 
 ∀a [ Seq(a)→ R(a) ∨ ¬R(a) ] ∧ ∀�B(�)∃x R(�(x))

→ ∃z∀�B(�)∃xx≤zR(�(x))�

�
�
 B(�) ≡ ∀t �(t) ≤ �(�(t))�

��������� q! ������
�� �	� �
���������� ��������� � ��� �� ��*���
��
�� ��� 
5����� 
�
 
����
��� �
� �� �
�����

B(�) ≡ ∀t �(t) ≤ �(�(t))�

7���
�� �� ������ �� _

(a) ∀a [�(a) = 0↔ Seq(a) ∧ ∀tt�lh(a)(a)t
!−1 ≤ �

(∏
i�t

p
(a)i
i

)
]�

=���������� ��� �� 5�6	 ����� ��� ���5
���	��� ���� �� ������� �*��
��� �
�����	��� �
� ��������� ��
�
� ��� *�������
� B�
� 
�������
��	� ���5������� �
���������C 
���5�	����� �	��� ���5����� �� ����
3Y>0?>%? ��
�� � 5���5� �� ���� ��
� ��� ���*�� RB>Ct S� �
�
 RB>C
�	��� ���� �� 
 p(a) ≤ 1!
x
�����
�� �� ∀a [�(a) = p(a) ]� �
��� 
�	���
�� �� B>C!
�6��5��������� ��� a = �(x)� B �BrC ���� C� �
� �� B>C ���
�� ��

(b) �(�(x)) = 0 ↔ ∀tt�x �(t) ≤ �(�(t))�

�������
��:���� ��
� �������� ��� /EB>C� !− � (a)i!
�
	����


 ∀t �(t) ≤ �(�(t))↔ ∀x∀tt�x�(t) ≤ �(�(t))�

B→ 
��*����� ← �6��5��������� ��� r ≡ t′� �*�� 
 t ( t′ C ���
� ∈ � ≡ ∀x�(�(x)) = 0� �
���

(c) B(�) ↔ � ∈ ��
�
	��� �BAC=�B�BSCC! H� 5�6	 ����� ��
 BcC ������ ��� rtS� �
���
�BACtS!
������ ������ ,R%B�C� ����	 �� 3 ≡ S ��� 5	��� �� ∃3 ���� ������ ��

,R%B�C� ��� �� BcC ��� 5	��� �� 

����
�!

qq! j������
������ �� �����

�E�*�� F�;#���� G: �.�.
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 SprB�C ∧ �(1) = 0 ∧ ∀a [�(a) = 0→ R(a) ∨ ¬R(a)]∧
∀��∈� ∃x R(�(x)) ∧ ∀a [�(a) = 0 ∧ R(a)→ A(a)]∧
∀a [�(a) = 0 ∧ ∀s (�(a ∗ 2s+1) = 0→ A(a ∗ 2s+1))→ A(a)]

→ A(1)�


�
 ��*����� �� BI ��� ��
� ������ B��� ��� ��5��� ��� ��� ��������
����� �
�� �� BI C! B�
� �� q� 
����
��
� �� 5�� 
�:��� 

�������
B��
 ��������C� ��: 
�������� ������� �	� 

�����!C
H� �*������
�� ��� �� 1� � 
�
 ���
�� ��� 
�	������� ��� vB>C ���
��
�_

A(a) ≡ ∃z∀� [∀t �(t) ≤ � (a ∗ �(t))→ ∃xx≤zR (a ∗ �(x)) ]�


�
 ��*����� ���� ��� ��� 
5�

�l���� 
�
 
������ �
� �� >� 

�����
s� 
�
 �	��� ��� *����� ��
 ����
� ��� �����
��:� �
� �� > �����
�� `*�����a 1! ����� ���	 �� �� 
���������� U����� �
�5���������
�� ��:����! �

R� + $�^( ���  ��!"��

Q $%&'()% �5��6�� ���5�� ����������� ��� � ��������� ����� 5��
�
���	 �� �
���������	 �� A�A ���
� ���
� *
������ ��������� 5���5�
��� �� �����
�	�� *
���:� �����:� 5�� �	��� ������������ ,/�+� ��
,���������)��� �� -������� ���,�+���� ��� 2�
!��� �
����������� �	�
���� �
�������� �� �������� ��,) ��� 6��"7��! ���*��� �� �
����
��� �� �
������ �� �
�5:��
�� �� ���� �����
�	� � �	� B����������C
���� �� 
��
�� �� � �� 

����	����� �
� ��� & 
�:��� ����� ��� �� ���
��
��� &!

H� �
���	���� ��
 ���� �� �6��_ ���
�� �	� �
�������� ��
 �����
����� ����� ���
� *
������ ��������� ��� ���� ��� � � 
�	���� B����
�
� �
�� ��� �
��������C� ��� ���������� ���� �� 
�
 

����	����� �
�
�� �(0)� � � � � �(&− 1) � ����� ���� �
������� �� �� �(&) �= �(&)� 
�	����
��� 	5�� ���� ���� �
� �
�� ��� �
��������� ��: �	��� 5��*�������!

Q $%&'()%� �5�� ���:���� ��� ��� 
���5������� ��� ����� � ���
��
��� �
������� �� �������
�	��� ��� ��*���� `� ������*��� ���
����� ���,������a!
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8�� �� 5���

:��
�� ��� �
����� ��� ��� ���� ��
 $%&'()%� ����
�������� 
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�� �� 5����
���� �����:��
�� �� �6��_

� ���������� 
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��

B>C ��� ���� ������ ����� �(0)� � � � � �(&−1) ���� �����
�	�� �
����:�
�� �� �
�*��	��� �� �
������ �� ����� �
��� ��� ��� 

�������� ��

� �

BcC �� � �
������ �	��� `���a� �� 

����	��� �� �!

�
�� �
����� �� �
�5����� �
� �	� �
������� ) � 
�
 5�� 
���
���
� �������� �����
��:� �(&) ���_ 
�������� S ��� � ����������
5�� �
������ `���a� ��:� ��� 
�:�� *��� 
�
 �� 5���	 �
������ `���a�
���� �� �	��� )(�(&)) = � + 1!
j��	� 
�������� �
������ �� �������
�� ���� ������ ����� � ) �	�����
S� :��� �� ������

∀�∃! & )(�(&)) � 0�

����	� �� ∀�∃& )(�(&)) � 0� ����
��_

)1(
) =

{
)(
)� �� ���(
) ∧ ∀%
���(	)) (Π��
�

(	)�
� ) = 0�

0� ����:�!

�� ����
�� �� �
�����	��
�� �����
�	�� �� �����
�	�� ��� ��� ��
��������� �
������ �� ���*����� �� �6��_ ���� ��� � �
������� � ��
�	��� � ���� ��� �! H���� ��� ���� �� �� 
��
�� �� �(�) �� 

����	���
��� �
� �� �(&) ��� ��
��� &� �
��� 5�� ���
�� 
��� �� 

����	��
��
���� ������ �(�)� ��� ��� ����
�	� �� �(0)� �(1)� � � �� �
�� 
���! �����
�5��������� ���� �6�� 5����
��� ��� ��,)� ��� 6��"7�� ��� �����.
�)����� � �
�	� 
�������� �
� ��� ./))0)_

BP : ∀�∃�A(���)→ ∃�∀� [∀t∃!y �(2t+1 ∗ �(y)) � 0∧
∀� [∀t∃y �(2t+1 ∗ �(y)) = �(t) + 1→ A(���) ] ]�



�� ����!���
 ��� f0� � � � � f26 ��� ��� �"������� ���
 ��

S� ���
��.�' �,� f0� � � � � f26 ��	 �,� �H	,�
�,� ���'

=�������
�� �:�� ��� �������� ��� �
���������:� ������:� ��
 �
�
�������� ���� ���:� ��� ��� ���	������� �6�������!

· f0 ≡ 0� �0 = 0� 	0 = 0�

· f1 ¬a′ = 0� a = b→ a′ = b′� a′ = b′ → a = b� �1 = 1� 	1 = 0�

· f2 a + 0 = a� a + b′ = (a + b)′� �2 = 2� 	2 = 0�

· f3 a · 0 = 0� a · b′ = a · b + a� �2 = 2� 	2 = 0�

· f4 a0 = 1� ab′
= ab · a� �4 = 2� 	4 = 0�

· f5 0! = 1� (a′)! = (a!) · a′� �5 = 1� 	5 = 0�

· f6 pd(0) = 0� pd(a′) = a� �6 = 1� 	6 = 0�

· f7 a !−0 = a� a !−b′ = pd(a !−b)� �7 = 2� 	7 = 0�

· f8 min(a� b) = b !−(b !−a)� �8 = 2� 	8 = 0�

· f9 max(a� b) = (a !−b) + b� �9 = 2� 	9 = 0�

· f10 sg(0) = 1� sg(a′) = 0� �10 = 1� 	10 = 0�

· f11 sg(0) = 0� sg(a′) = 1� �11 = 1� 	11 = 0�

· f12 |a− b| = (a !−b) + (b !−a)� �12 = 2� 	12 = 0�

· f13 rm(0� b) = 0� �13 = 2� 	13 = 0�

rm(a′� b) = (rm(a� b))′ · sg |b− (rm(a� b))′|�

· f14 [0 | b] = 0� �14 = 2� 	14 = 0�

[a′ | b] = [a� b] + sg | b− (rm(a� b))′ |�
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· f15 f15(0� �) = 0� f15(z
′� �) = f15(z� �) + �BsC� �15 = 1� 	15 = 1�

\ ��� 5	��� ��_ 

∑

y�0 �B4C = 0�



∑

y�z′ �B4C = (
∑

y�z �B4C) + �BsC ]

· f16 f16(0� �) = 1� f16(z
′� �) = f16(z� �) · �BsC� �16 = 1� 	16 = 1�

\ ��� 5	��� ��_ 

∏

y�0 �B4C = 1�



∏

y�z′ �B4C = (
∏

y�z �B4C) + �BsC ]

· f17 f17(0� �) = �(0)� f17(z
′� �) = f8(f17(z� �)� �(z

′))� �17 = 1� 	17 = 1�

\ ��� 5	��� ��_ 
 miny≤0�B4C = �BSC�


 miny≤z′�B4C = min(miny≤z�B4C� �(z
′)) ]

· f18 f18(0� �) = �(0)� f18(z
′� �) = f9(f18(z� �)� �(z

′))� �18 = 1� 	18 = 1�

\ ��� 5	��� ��_ 
 maxy≤0�B4C = �BSC�


 maxy≤z′�B4C = max(maxy≤z�B4C� �(z
′)) ]

· f19 p0 = 2� pi′ = �bb�pi!+2 [pi ( b ∧ Pr(b)]� �19 = 1� 	19 = 0�

[
 Pr(a)↔ a � 1 ∧ ¬∃c (1 ( c ( a ∧ c | a) ]

· f20 (a)i = �xx�a [px
i | a ∧ ¬px′

i | a] �20 = 2� 	20 = 0�

· f21 lh(a) =
∑

i�a sg ((a)i)� �21 = 1� 	21 = 0�

· f22 a ∗ b = a ·
∏

i�lh(b) p
(b)i
lh(a)+i� �22 = 2� 	22 = 0�

· f23 �(x) =
∏

i�x p
�(i)+1
i � �23 = 1� 	23 = 1�

· f24 �̃(x) =
∏

i�x p
�(i)
i � �24 = 1� 	24 = 1�

· f25 a ◦ b =
∏

i�max(a�b) p
max((a)i�(b)i)
i � �25 = 2� 	25 = 0�

· f26 ccp(0) = 1� ccp(y′) = ccp(y) · pr(y�ccp(y))
y � �26 = 1� 	26 = 0�

\ %B4� sC ���� ��� ��� �
�	� 
 r(y� z) ≤ 1 ��� & �
�	�� �� ������	
��� ��*����� K ]!
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Seq(a) ≡ a � 0 ∧ ∀ii�lh(a)(a)i � 0�
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(∃+ ∀�) [ �(�) = +(�) ]�

� ��������� � 
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�� �� �	��� � 	5�� � �� 5���5� �������� �	� �� ����
5������ �
�������� ���5������ ���� �� 
��� ��� �� 
�
 ��*��	�����
�������� ���� (∃� ∀�) [�(�) = �(�) ]�
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 �� �	��� � ��5���
�	��� ��� �
�
�������� 
����*��
�	�� ��� ���� ��
�� �� �	��� �:��� ��� �� *
������ ��������� ���� ��
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�������� ��
 �� � ��� �: �
��"� ��
� �$��� J �� �����"*�� ��
�������� ��
 ��
� � � ��� �.
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#� `��	^��� �:I �
 ��,��� ��	�/� ��	 ���	�/�
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�
��������C �	��� ��������:� B��� �
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��� -� �� ����� ������� � ������ ����������� �
��������� �	�� ��������
���!

#��� ���	
��� L �[-] �	��� ��/�����)� � ����() � ����() ���.
-����()? ����%�/� � /� ���� .� �
�
 . �	��� �	��� �
����������
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�[-] � �� �(-� �)�

�
�
 � /∈ - ��� � �(-� �) �	��� �
������� �� ����� *
������ ���������
��
 ���	������
 �	5�
�!

Q
�� ���� 
��	
���� ��� ����� ��
 $%&'()% B��� �
���������C�
��� ����,�� �����������-�� �� 
�
 �
�����	��� ���� � : � → � �� �	�
� : � → �� �
���	 �� ���
��������	 �
� �	� �
������� ) : � → �
������ :���� ��� ���� *
���� ������ � ��� ���� � : � → � �� ������
���

)(2
+1 ∗ �(&)) � 0� ��� �����:� ��� &�

���� ��[ �
�� �� &� �� ���
��

)(2
+1 ∗ �(&)) = �(�) + 1�

5���5� ��� ���� ��� � ��� � B �
� AC!

�%
����	
��� Q5��������� ���� ���� ������ �	�� B�
�����������C
������� ���5������� �
�������� # 5�� �
���������:� ��������:��
���� ) ��� �� � �
�	� 5	��� ����� ����������� �
��������� ��� �� �
��
���	����� �� {)}[�]!

#�#� ���	
���

# ()� �) ��� {)}[�] ��� ��)(2
+1 ∗ �(&
))
!−1�

�K
� ��
���	�����*� � : �� → �� � 
�� ����!�	 ��� ���� �	
 ������0 � ���
2B@3�� �
: 0�� "#�� � ∈ �� "�� � ∈ �: ��#�'�� � ∈ � 1���: 0�� "#�� � ∈ ��: �

�(�) = �(�): �
�� (� (�))(�) = (� (�))(�)�
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U��� ��� � {)}[�] �	���_

B@C (��1����� ��������� �� (∀�∃!&) [)(2
+1 ∗ �(&)) � 0]� ���

B@@C ���(1 ��������� �� (∀�∃&) [)(2
+1 ∗ �(&)) � 0]�

������� AC �� � {)}[�] �	��� ����� ��������� ���� �
������� �
��
���� 
��	
���� ��� 5����
���� ��� ����� ��
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+1 ∗ �(&))�
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!
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��� �����:� ���5�����:� �
��������� �
� �� � ��� �� �
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	��� ������ ���
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5���5� � ������)� 1 ��� 5	��� ���� ��
��� ���
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��� �[.��]� �� �� ���*� �	�� 
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�	� 5�� �
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���������:� ��������� �1� � � � � ��� ��� ���� �	��
����5���� �
�������� � B5���5� ��� 
��	
����� (�� 	) = (0� 1) C!

7���
�� 
�:��_

(�= 1 ���

( 
0� � � � � 
� �= �	0
0 · · · �	�� � ���� ��� �
�������

( 
1� � � � � 
�;�1� � � � � �� �
1 = �� ( 
1� � � � � 
�;�1(�)� � � � � ��(�) �!

���� 5������ �
��������� � 
��� 5�	���� A 
�����	
����� �
��� �	���

��*���� �
� �� �
�*�������� ��� 	 � 0!
j������
������ �� u ��� �� 5�����	��
�� �� ���������� �
� �� �
�
���������� ��	����� � �
�� ���������� ��� ��� 
��	
���� 
�
 ��� ����
�
��������� �
������� ��
���
� ��������!

H:�� ��	��
��_

A>! {)}[
] = {)}[�� 
]�

Ac! {)} = {)}[0] = {)}[�� 0]�
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� ��

AF! {)}[
1� � � � � 
�;�1� � � � � ��] = {)}[( 
1� � � � � 
�;�1� � � � � �� �]�

�
�
 � + 	 � 1!

�����_

D>! 1
�[.� 
] = 1��[.��(0)]�

Dc! 1�[.] = 1
�[.] = 1��[.]�

DF! 1
1 � � � 
��1 � � � �� �[.� 
1� � � � � 
�;�1� � � � � ��] =

1��[.� (�(0))0� � � � � (�(0))�−1; (�)�� � � � � (�)�+�−1]�

�
�
 � + 	 � 1�

�
� �� 
���������� 
����
��
� �:�� �� �����
��_

K>! {1
�[.� 
]}[
] = �[.� 
]�

Kc! {1�[.]} = �[.]�

KF! {1
1 � � � 
��1 � � � �� �[.� 
1� � � � � 
�;�1� � � � � ��]}[
1� � � � � 
�;�1� � � � � ��] =

�[.� 
1� � � � � 
�;�1� � � � � ��]�

�
�
 � + 	 � 1�

J� `�����
�	��( :��.����:��
�


J��� ���	
�� B��� �
����������� 
�������
�	����C! <	��
�� �:��
��� ������ ��� ����������()� ����������+����� �	�� ������ �������
�� �
��������� �
� �� � ��� � ��� �� ��
�
� ��
 �

���� �
��������
I! L ����� �
�� ��	����� 
�	������� 

�+��� ��� 
��������� �	� �
��
�	���� ��� ��������� ��������:� ��
 ��
�
� ���� �
�	� ���*��������
���� *���� ��� �	��� �

, �� E : � , 
�������
���	 ��� E �� 
��� -�

�
�
 , : � → �� " ��
��� z �	��� ��������:� 
�
 
������� ���� ����
��*��	������ ��������� ���� " ��� - �	� �
��	���� �� �������� ���
�
��������� �
� �� � ��� �� ��� ��� ���������� ��� z!

=��� �� 5����
��� ��
 �������� ���*���
�� �� �6��_

B@C L ������� ��� ��
� ��������� ��
�
� B�������� �����:�C �	��� ��
�
������ ������� ��� ���������!

B@@C Q�	��
��_ (,)� = �� (,(�))�� 5���5� (,)�(�) = (,(�))�� ��� ����
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�
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, : � → � ��� ���� � ∈ �!

B@@@C j������
������ �� �
�������� {,}[�] ↓ ��� �� 5��:��
�� ��� �
{,}[�] �	��� ���(1 ��������!
Q ������� 5	����� �� �
����� ���� 
��

�������� ��
 "!

A! , �� P� �
�
 e �������� ⇐⇒�� � e �������� �� 
��� -�
5���5� � e �������� ��� ��� ����� 
�
 � - �
�5	5�� ���� ��� R�

�������� ��� z!

D! , �� A ∧ B ⇐⇒�� (,)0 �� A ��� (,)1 �� B� ∧R

K! , �� A ∨ B ⇐⇒�� �� (,(0))0 = 0 ���� (,)1 �� A ���
�� (,(0))0 �= 0 ���� (,)1 �� B� ∨R

M! , �� A→ B ⇐⇒�� ��� ���� � (: � → �)� �� � �� A ����
{,}[�]↓ ��� {,}[�] �� B� →R

G! , �� ¬A ⇐⇒�� ��� ���� �� ������ � ������ ��
 � �� A

B���5������ ��� , �� (A→ 1 = 0)�
���� ��� M ��� A_ 5�� 

����� � :��� ¬R
� �� 1=0� �*�� AtS 
���� +�
5��
�������� ��
��C!

O! , �� ∀x A ⇐⇒�� ��� ���� � (∈ �)� {,}[�]↓ ���
{,}[�] ���� A� �
�
 � � ���� ��
 r� ∀5R

P! , �� ∃x A ⇐⇒�� (,)1 ��� (�(0))0 A� �
�
 (,(0))0

� ���� ��
 r� ∃5R

J! , �� ∀�A ⇐⇒�� ��� ���� �� {,}[�]↓ ��� {,}[�] ���� A�
�
�
 � � ���� ��
 �� ∀#R

I! , �� ∃�A ⇐⇒�� {(,)0}↓ ��� (,)1 ���{(�)0} A�
�
�
 {(,)0} � ���� ��
 �� ∃#R

�����
��	�� ���� 
���
�:���� 
�
 ��� �	��� ���:� - 
����	���
��� ���� ����������� ������� � �	� ���������� �
�������� �� 
��
�� �
���	������ ��������� �� ��� ������ �5� ��� �	��� z! �� ���� ������
�
���	���� ������
�� 
�:�� ��� 5����
����� ���������� ��
 ��
�
 "

�
 �	��� �
���	���� :��� �� �����
�����	 � �
�	���� �
��!
�����:��
�� ���� �� �
����� ���*��� �� ��� ������ ��� ������ , �� E�
�
�5��������� ������ ���� �� 5�� ��
�� " ��� p �	��� `F&0i%')0Ya�
���� , �� E⇐⇒ , �� F!
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J�#� ���	
��� B>C ���� (������� ��
�� " �	��� �����������)��.
���� �� 
�������
���	��� �
� ��
��� ����() ���-����() ���1�����
, : � → �!

BcC ���� ����,��� ��
�� �	��� �����������)������ �� � ��������
��
 ����������� �	��� 
�������
�������� ��
��!

J�J� ���	
��� �� 6 �	��� �	� ����� ����:� �
��������� �
� �� �
��� �� ���� ���� �������� ��
�� " �	��� �����������)�����KL� ��


����� �
������� , ����() ���-����() /� ���� L� � �
�	� 
������
��
���	 ��� �!

������������ ��� ��� ������ ��
 �����������)����� �%���� �
���	
�� 5���	 ��� � �����
��� �������� 
�
 �	��� ���6������� �
� ��� �
��
���� ��� �	���� ��������:� z� ��� 5	����� ����� ��� ��������� ���
��������� ��
�
�_

J�M� ���	
��� ���� � ��
�� �� ��������� ���������� ���� �
� ��
�	��� z B� z �
���	 �� �	��� ����C!
Q � �	��� �����������)������ �� 

����� ������ ���5������ �
����
���� �� :���� ��� ���� �
��	���� - ��� �� �	��� ��������:� z�
�� ������

�[-] �� E�

L � ������� ���1����� ����������+���� ��� �%��� " ��� �� �+���
����;����� z!
Bx
��������_ �[-] = ���(-� �)� �
�
 �(-� �) �	��� �
������� �� ���
��� �
� �� �C!

Q ���� ������� �	��� ���5������ �� ��� 
����������_

�� � � �	��� ��������� ���� � z �	��� ����� �
���� �� 

����� ������
���5������ �
������� , :���

, �� E�

���� ����
��

�[-] = ,�

5���5�

�[-](�) = (�� �(-� �))(�) = ,(�)�

��� ������� ��� �� ���	����*�! �
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���� � �������� ��
�� ��� ∀�∀> " � �������� ��
 �����������!
H���� �� � � �	��� �
������� 
�������
�	���� ��
 � ��� ��� �����
������ �� >� ���� ���
��

1�1
�[�� 
] � ∀�∀a E�

���	����*�� �� � , �	��� ������ ���5������ ���

, �� ∀�∀a E� (z ����)�

���� �

���
 {{,}[�]}[
]�

�
�
 �� �� 
 �	��� �� ����� ��� �� >� �	��� ������ ���5������ �
����
���� 
�������
�	���� ��
 � ��� ��� �� >! �

���� ������ ��� ������� `
�������
��������y6 ��
��a� �� �
����
������ ��� ������ 6 5�� 5	������ ��� ����� ���� ��������� ����������
��� ��
��! H�� 5
�������� �
�� 
������ � �
������ �������!

J�R� ���	
��� ���� ��� �� ���������� ���� ��
�
 � ��	�������
��� �	��� zt BT�7C ��� ���� - = (7�.) �	� �
��	���� ��� ���
z B7� . �� ���	������� ��� ��� T�7C! �
	���� ���� 6 �	� �����
����:� �
���������!
H���_
Q ��
�� � �	��� �����������)������./6� �� 

����� �
������� �
������ ���5������ �� 
��� B��
���� �
�C ��� �
��������� ��� .�6�
������ :���� ��� ���� 7�

�[7] �� E�

�������� ��	����� � ������ ��
 �����������)�����.A ��
�
!

��������
�� Q ��
��

∃� [�(0) = 1 ∧ ∀x �(x′) = x′ · �(x)]

�	��� �
�5�	6���� ��� ������� B Bpqk ���!KIC! 7� 5���� ��� �	���

�������
��������!
���
��_

B>C , � ∃� [ �(0) = 1 ∧ ∀x �(x′) = x′ · �(x) ]

��� B���*��� �� ��� ∃#R)

BcC {(,)0}↓ ��� (,)1 �{(�)0} [ �(0) = 1 ∧ ∀x �(x′) = x′ · �(x) ]�
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� ��

�
�
 {(,)0} � ���� ��� ��

��� B���*��� �� ��� ∧R)

BFC {(,)0}↓ ��� ((,)1)0 �{(�)0} �(0) = 1 ���

((,)1)1 �{(�)0} ∀x �(x′) = x′ · �(x)�

���� (,)1 = 8� (,)0 = 9� (8)1 = :� (∗)
���
�� �:�� B�
� �� (∗)C� ���_
B>C ��� (8)0 �{�} �(0) = 1 ���

B?C : �{�} ∀x �(x′) = x′ · �(x)� �
�
 {9} � ���� ��� ��

�����

B?C ��� {:}[�] �{�}�� �(x′) = x′ · �(x)� ��� ���� ��

�
�
 � � ���� ��� r� {9} � ���� ��� �� �
� �� ∀5R!

����	 ���
�� �� ����
��

{9} = �� (�!)�

�
���

9 = 1�� (�!) (��� ��� {9}↓)�
����� � ��
�� �(x′) = x′ · �(x) �	��� ������ �� 
��� {9}� �� ��� ����
*
���� ������ �!

��� �
������� ��� ��� 
���5������� �	�� ���������� :� 
����������
��� ����	 �� ���
��

{:}[�] = �� 0

B� �
���5�
��� ���� �
�������C!
Q
��� ����	 �� 
���
��

: = 1��� 0 = (8)1 B���� ��
 (∗))�
���� ��������

(8)0 = �� 0�

���� ������ ����
�� �� ���
��

8 =( �� 0� 1��� 0 ��

�
��� ����	 �� ����
��

, =( 9� 8 �=( 1��(�!)� ( �� 0� 1��� 0 �� � �
B����	���! Q� �������� ����6� �
��������� 5��:��
� �
�:� ������!C
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M� + ���&:�	� ��� ����(����' I

H� ��:���� 
�
 �� 
���
�����
�� �:��� ������
���	 ��� ������	�
��� ���������� ����
��� ���� ��� ������� ��� �
����������� 
����
����
�	����! �	��� ��� ��:���� ��������� ��� ��� ������	� �
��! H�
������ �
�
������ 
�
 
����
��� �
� �� ��:���� �
��� �	��� � �
���

��� ��
 �
�������� I!

=�:��� 5���

:��
�� ��	� �
���	���� ������ U������!

M��� �


�� ���� z1 �	��� ��������:�� �� �
�	�� 
���������� ��
�	� �	��� ��������:� z � ��� �	��� �����:� �
��� 
�
 ��*��	������
��������� �� ���� ��
� � B	��� �� 5��*������� �����C! ���� - �	�
�
��	���� ��� ��� z� ��� -1 � ���	������ �
��	���� ��� ��� z1

B�
��� 
��*��:� -1 ⊆ -C! H���

, ��1 E ⇐⇒ , �� E�

M�#� �


�� B>C ���� vBrC ��
�� 
�
 
������� ��������� ���� ���
���������� ��� �	���� z ��� ��� ���������� ��������� r� �
�
 � r
5�� ������ ���� z� ��� Y ���� 
�
 
������� ��������� ���� ��� �����
������ ��� �	���� z ��� ��� r� :��� � r �� �	��� ���������������
�
� ��� Y ���� vBrC� ��� � (-� �) � ���� ��
 Y ��� �	� �
��	����
-� � ��� �	���� z� r B�
�
 � �	��� � ���� ��� rC!
H���

, ��� 
(���) A(x) ⇐⇒ , ��� � A(t)�

BcC 9� ��� �������� �
������� �� � �	��� �
���������� ���������� '
�
��������� � � ���� ��� � ��� �[-��] � ���� ��
 '�
���
��

, ��� �[���] A(�) ⇐⇒ , ���� A(u)�

M�J� �


�� ���� � ��
�� ��� E′ � ��
�� 
�
 
����
��� �
� ���
�� �� ��������������� ���� �� 

���
�� ��
 � ��� ���*�� ¬A �
�
��
� ���	������
� A→ 1 = 0!
H���

, �� E ⇐⇒ , �� E′�
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M�M�  �!��
�� B./))0)C! ���� 8 B
�
��������C �	��� ��
�� ���
� ��
��! H���_

B>C �� 8 
I � ��� �� ��
�� ��� 8 �	��� 
�������
��������� ���� ���
� � �	��� 
�������
��������!

BcC �������� ��� 
�������
�������
�y6 ��
�
�!

BFC �� �� ��
�� ��� 8 ��� � � 
������
� ��������� ���� ��� ����������
��� �	���� zt BT�7C ��� 8 
I � �� ��� ���������� ��� 7 ��������
���� �
�
����� �� ��
�� ��� 8 �	��� 
�������
���������.� ���� ��� �
� �	��� 
�������
���������.!

B?C �������� ��� 
�������
�������
��./6 ��
�
�!

��������� B>C 9� �
����� ���� �

��� �
�5��6� 8 
I �!
=�:�� 5�	���
�� ��� �� �6�:���� ��
 �
�������� I �	��� 
��������

�������! 8�� ���� �6	��� � 5	����� �	� B
���������C ���5������
�
������� , :���� ��� ���� �	��� ��������:� z� � �
�	� 
���������
��� ���� ���� ��*��	������ ��������� ��� � � ���� ��� ���� �
��	����
- ��� ��� z � �� ������

, �� E�

7�������

�[-] = ,�

5���5� ��������

�(-� �) = ,(�) ��� �[-] = �� �(-� �)�


�	���
�� �	� �
������� 
�������
�	���� ��
 � ��� ��� z!

�%
����	
��� 7� �������
������ �� �
��������*	� `, ↓�� Ea ���	
��� `,↓ ��� , �� Ea!

q! ���!
����

A>! E ≡ A→ (B→ A)! L ��������� , �	��� � 1�1� �_

���� , : � → �! H���_

, �� E ≡ A→ (B→ A) ��� (�
� �� → R)

��� ���� �� �� � �� A� ���� {,}[�] ↓�� B→ A!

����� {,}[�] �� B→ A ��� (�
� �� →R)

��� ���� �� �� � �� B� ���� {{,}[�]}[�] ↓�� A�
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����	 ���
��� �� � �� A� �� ���
�� ���

{{,}[�]}[�]↓ ��� {{,}[�]}[�] � ��

7�������
, = 1�1� ��

���
��

{,}[�] = {1�1� �}[�] � 1� � ��� {1� �}[�] � ��

�
� �� U���� D!K!

Ac! E ≡ (A→ B)→ ((A→ (B→ C))→ (A→ C))�

x
�����
�� ��� (�) � �� A→ B�

(��) $ �� A→ (B→ C)�

(���) � �� A�

H���� �
� �� →R�
{�}[�] ↓�� B ��� {$}[�] ↓�� B→ C�

���� 
��� �
� �� →R�
(�;) {{$}[�]}[{�}[�]] ↓�� C�

����
{{$}[�]}[{�}[�]] � {1�{{$}[�]}[{�}[�]]}[�]�

�
� �� U���� D!K�
�
���� �
� �� B@nC� �� →R ���� 
��� �� U���� D!K�

1�{{$}[�]}[{�}[�]] ↓�� A→ C�

�
���� ����� ����� ��
 B@@C ��� ��
 →R�
1$1�{{$}[�]}[{�}[�]] ↓�� (A→ (B→ C))→ (A→ C)�

��� �����
1�1$1�{{$}[�]}[{�}[�]] ↓�� E�

3� A→ (B→ (A ∧ B))� , = 1�1� (�� �� �

4a� A ∧ B→ A� , = 1� (�)0�

4b� A ∧ B→ B� , = 1� (�)1�

5a� A→ A ∨ B� , = 1� (0;�� �

5b� B→ A ∨ B� , = 1� (1;�� �
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O! (A→ C)→ ((B→ C)→ ((A ∨ B)→ C))�

, = 1�1$1" [�� !<(("(0))0) · ({�}[(")1])(�)+

!<(("(0))0) · ({$}[(")1])(�)]!

P! (A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A)�

L , ��
 Ac!

J! ¬A→ (A→ B)� , = 1� �� 0!

���� � �� ¬A! H��� ��� ���� � ������ `��� � �� Aa! ���� ��� ����
�
������� �� ���
��

� �� A→ B�

�
��� ���

�� 0 �� A→ B�

�����

1� �� 0 �� ¬A→ (A→ B)�

AS{! E ≡ ∀x A(x)→ A(t)� A(x)� t �
�� ��� U���� M!DB>C!

����

� ���� ∀x A(x)�

H���� �
� �� U���� M!A� ���
��

� �� ∀x A(x)�

�
���� �
� �� ∀5R� ���
��� ��� ���� ��

{�}[�] ↓���� A(x)�

���� ��� ���� � ��� ��� �(-� �) �
�� ��� U���� M!DB>C�

{�}[�(-� �)] ��� 
(���)A(x)�

���� �
� �� U���� M!DB>C�

{�}[�(-� �)] ���� A(t)�

�
������� �*��

, ��� � E ��� ��� ���� �� �� � ��� � ∀x A(x)� ���� {,}[�] ↓���� A(t)�

����	 �� ���
��

{,}[�] � {�}[�(-� �)]�

5���5� ����	 �� 
���
�� ���

, = 1�{�}[�(-� �)]�
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ASp! E ≡ ∀�A(�)→ A(u)� u�A(u) �
�� ��� U���� M!DBcC!

������� �� �� AS|� ����

� ���� ∀�A(�)�

�
���� �
� �� U���� M!A�

� �� ∀�A(�)�

���� �
� �� ∀#R� ��� ���� ��

{�}[�] ↓���� A(�)�

���

{�}[� [-��]] ���� [���] A(�)�

���� �
� �� U���� M!DBcC�

{�}[� [-��]] ���� A(u)�

Q
��� ����	

{,}[�] � {�}[�[-��]]�

5���5� ����	 �� 
���
��

, = 1�{�}[�[-��]]�

AA{! E ≡ A(t)→ ∃x A(x)� A(x)� t �
�� ��� U���� M!DB>C�

����

� ��� � A(t)�

H���� �
� �� U���� M!DB>C� ��� �(-� �) �
�� ���	� ���
��

(a) � ��� 
(���) A(x)�

8�� �� ������

, ���� E�

�� 
��
��� ���*��� �� �� →R� ��� ���� � �
�� ��� B>C� �� ���
��

{,}[�] ↓���� ∃x A(x)�

5���5�� ���*��� �� �� U���� M!A�

{,}[�] ↓�� ∃x A(x)�

5���5�� ���*��� �� �� ∃5R�
(b) {,}[�]↓ ��� ({,}[�])1 ��� ({�}[�](0))0 A(x)�
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�
� �� B>C� BcC� ����	

({,}[�](0))0 = � (-� �) ��� ({,}[�])1 � ��

5���5� ����	 �� 
���
��

, = 1� ( �& �(-� �)� � � �

AAp! E ≡ A(u)→ ∃�A(�)� A(�)� u �
�� ��� U���� M!DBcC!

8�� �� ������ ��� ��
��� ,

, ���� A(u)→ ∃�A(�)�

���
�� �� �6��_

����

� ���� A(u)�

H���� �
� �� U���� M!DBcC� ��� � [-��] �
�� ���	� ���
��

� ����[���] A(�)�

���� �� 
��
��� ���*��� �� �� →R �� ���
��

{,}[�] ↓���� ∃�A(�)�

�
���� �
� �� U���� M!A�

{,}[�] �� ∃�A(�)�

5���5�� ���*��� �� �� ∃#R�

({,}[�])1 ��� {({�}[�])0} A(�)�

�
�
 {({,}[�])0} � ���� ��� �!

����	 ��[ �
�� �� ���
��

({,}[�])1 � �

���

{({,}[�])0} � � [-��]� 5��! {({,}[�])0} � 1(� [-��])�

���� ����	 �� 
���
��

, = 1� ( 1(� [-��])� � � �
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AK! E ≡ A(0) ∧ ∀x (A(x)→ A(x′))→ A(x)�

L , = 1� $[�� �]� �
�
 � $ ��	����� ��� �
������� �	��� � �
�������

�
 5	����� ��� ��� 
��	
���� �
��!

Q�	��
�� �� �
������� $ �� �6��_

$ [ 0� � ] = (�)0�

$ [�′� � ] = {{(�)1}[�]} [$ [�� � ] ]�

7�������

$ [�� � ] = �� $ (�� �� �)�

� 
���
��� ������� 
�	���� �� ���*�

$ (0� �� �) = � (�� �)�

$ (�′� �� �) � � (�� �� �� $ (�� �� �)� �)�

�
�
 � � B �� �(�� �) = (�(�))0 )� �	��� 
��������� ���5������ ��� �
� ������ ���5������!
�
� �� ��:���� ���5����� ��� ��� 
��	
���� �
��������� �����:�
���5�����:� �� 
��� ��
���� B������C �
��������� �	�� �	���� -
Bqk� ���! KGKC� ���� 
��	
���� �
�� ��� �� � �6	����

{%}(�� �� �) �
{

� (�� �)� �� � = 0�

� (� !−1� �� �� {%}(� !−1� �� �)� �)� �� � �= 0�

���� ���� �� 
��� %� ���� �!

7���
��

$ (�� �� �) = {�}(�� �� �)�
7� 5�	6�
�� �:�� ���

, = 1� $ [�� � ] ���� E�

���� ���

(∗) � ��� � A(0) ∧ ∀x (A(x)→ A(x′))�

7� 5�	6�
�� �� �
����� ��� � B ��� ������:��� C� ���

{,}[�] = $ [�� �] ��� � A(x)�

��	�� � = 0� ��� $ [�� �] = $ [0� �] = (�)0!
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�
� �� (∗) ��� �� U���� M!A�
� �� A(0) ∧ ∀x (A(x)→ A(x′))�

�
���� �
� �� ∧R� ���
��
(�)0 �� A(0)

���� �
� �� U���� M!DB>C�

(�)0 ��� 0 A(x)�

��������� �

�� 7� 5�	6�
�� ���

$ [�′� �] ����′ A(x)�

���
�� ��� �6�� �
������� 

�����_

$ [�� �] ���� A(x)�

�
� �� (∗) ��� �� U���� M!A� ���
��
(�)1 �� ∀x (A(x)→ A(x′))�

���� �
� �� ∀5R� ��� ���� ��

{(�)1}[�] ��� � A(x)→ A(x′)�

�
���� �
� ��� �
������� 

������

{{(�)1}[�]}[$ [�� �] ] ��� � A(x′)�

5���5�� ���*��� �� ��� ������ ��� $�

$ [�′� �] ���� A(x′)�

�
���� �
� �� U���� M!DB>C�

$ [�′� �] ����′ A(x)�

�����
��	�� 8�� ��� �
�5��6� ��� 
�������
�	���� ��
 �6�:�
����� B���������C ��� �
������� �������
������� � ���	������ ����
�
������ ��� ������:���! =�� ����� �� ������� ���
�� �� �
�5�	�
6�
�� �� ��1����=� ����/�) ��� 
��� ��� ������:���� ��� �� �6	���
��� �������*�� �
������ BI �	��� 
�������
�������!

AM! a′ = b′ → a = b� , = 1��� 0�

�� ��� ��
��� �
������� � ���
��

� �	� � a′ = b′�
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����� �
� �� R� 
����
��� ���

� a′ = b′ �	��� ������ �� 
��� 
� ��

��� 
 + 1 = � + 1� �
��� 
 = �� ��� ����

� a = b �	��� ������ �� 
��� 
� ��

���
�� �
������ ���

�� 0 �	� � a = b�

���� �������

1��� 0 �	� � a′ = b′ → a = b�

9� ������� ���
�� ��	���
�� �
��������� ��� ������ ����� �6�:�
����_

15� ¬a′ = 0� , = �� 0�

16� a = b→ (a = c→ b = c)� , = 1�1$�� 0�

17� a = b→ a′ = b′� , = 1��� 0�

18� a + 0 = a� , = �� 0�

19� a + b′ = (a + b)′� , = �� 0�

20� a · 0 = 0� , = �� 0�

21� a · b′ = a · b + a� , = �� 0�

x0�1 (�xr(x))(t) = r(t)�

�
�
 r(x)� t ���� ��� r ���������� ����������
��������������� �
� ��� ��� Y ���� ��� %BrC_ , = �� 0�

x1�1 a = b→ �(a) = �(b)� , = 1��� 0�

x2�1 E ≡ ∀x∃�A(x� �)→ ∃�∀x A(x� �y� (2x · 3y))�

, = 1� ( 1�� {({�}[(�)0 ])0}((�)1)� 1� ({�}[�])1 � �

���� ���

� �� ∀x∃�A(x� �)�

H���� �
� �� ∀5R� ∃#R� ��� ���� ��

(a) ({�}[�])1 ��� �� {({�}[�])0} A(x� �) ��� {({�}[�])0}↓ �
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���
�� �:�� ���_

{({�}[�])0} � �& {({�}[�])0}(&)

� �& {({�}[(( �� & �)0])0}((( �� & �)1)

(b) � �&(�� {({�}[(�)0])0}((�)1))(( �� & �)�

�
������� �
� �� B>C ��� BcC� ���
�� �������

({�}[�])1 ����� �
 {({�}[(
)0])0}((
)1) A(x� �y �(( x� y �))�

�
� �� U���� M!DBcC!

8�� �� �6�:���� 
�
 �*����� ��� �
����������� �������� f�� � ≥ 4�
5	��
�� �� �
������� , = �� 0!

qq! &�#�#���

�����
��	�� ���� � ��
��� z �	��� ��������:�� � �
�	� 
�������
��� ��������� ���������� ��
 �� z1 � �	��� ��� ��������:� ��� z�
�� �
�	�� ���
� 
������� ��������� ��*��	���� ���� � ���� ��� ����
- �
��	���� ��� z� -1 � ���	������ ��� z1!
�� � �	��� ������ ���5������ �
������� 
�������
�	���� ��
 � ���
�� �	��� z� ���� 
�	���
�� �	� ������ ���5������ �
������� 
������
��
�	���� ��
 � ��� �� �	��� z1� �� �6��_
7���
��

�1[-1] = �[-∗]�

�
�
 � -∗ 
����
��� �
� ��� - ����������:���� B ���� - C ���� ������
B �
������� C 
�
 �	��� ���� ����������� � �
�	� 5�� ������ ���� z1�
�� S B �� 0 C! H���� � �1 �	��� ������ ���5������ �
������� 
��������

�	���� ��
 � ��� �� �	��� z1!
�
�
������_ � ������ ��� 
�������
�	����� ���*��� �� ��� 5�������
����������� ������� �	���� �
�� �	���� ���*����� ���6������ �
� ���
�
����� ��� �	����!

<�	���
�� ��� �
������� 
�� �� ������� ��
 �
�������� I �5�����
�
� 
�������
�������
� ��
�
� �� 
�������
�������
�!
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#� � v → $
$

�

���� z �	��� ��������:�� � �
�	� 
������� ���� ��� ��������� �����
������ ��
 ��
�
 A→ B!
;���
�� ��� �
������� 

����� ��� 

����
� ������� ���5������� �
�
��������� 
�������
�	���� �� = ��� A� A→ B ���	������� ��� ��
�	��� z B ���� ���� 
���������� 
���������� �
������ �� ������
��
�� B ����� C ��� �� = �� 
��� ��� 	5�� �	��� z C!
�
������� ��� ���� �
��	���� - ��� �� �	��� z� ���
��

(∗) �[-] �� A ��� = [-] �� A→ B�

7���
��� ��� ���� �
��	���� - ��� ��� z�

�[-] � {=[-]}[�[-] ]�

�
��� � �[-] �	��� ������ ���5������!
�
��5� �� (∗) �����
� ��� ���� -� �
� �� →R 
����
��� ��� �
�[-] �	��� �
������� ����� �������� ��� ���� -� �
��� �	��� ������
���5������ ���

�[-] �� B�

5���5� �	��� �
������� 
�������
�	���� ��
 N!

9N�
- → vBrC

- → ∀r vBrC
� r ��� �������� ���� -!

���� ���� ��� ���� -� �� ���
��

� [-� �] ��� � C→ A(x) ��� = �� C�

�
��� ��� = ���� C!
H��� ���
��

{� [-� �]}[=] ↓���� A(x)�

���

1� {� [-� �]}[=] ↓�� ∀x A(x)�

���� �������

1=1� {� [-� �]}[=] ↓�� C→ ∀x A(x)�
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9F�
- → vB�C

- → ∀� vB�C
� � ��� �������� ���� -!

������� �� �� XY� 5�	���
�� ���

1=1� {� [-��]}[=] ↓�� C→ ∀�A(�)�

�#Y�
vBrC → -

∃r vBrC → -
� r ��� �������� ���� -!

���� ���� ��� ���� -� �� ���
��

� [-� �] ���� A(x)→ C ��� � �� ∃x A(x)�

H���� �
� �� ∃5R� ���
�� ���
(�)1 ��� (�(0))0 A(x)�

���� �
� �� →R ���� �*���� � r 5�� ��*��	����� �������� ����
-� ���
�� ���

{� [-� (�(0))0 ]} [(�)1] ↓�� C�

�
���

1� {� [-� (�(0))0 ]} [(�)1] �� ∃x A(x)→ C�

12F�
vB�C → -

∃�vB�C → -
� � ��� �������� ���� -!

���� ���� ��� ���� -� �� ���
��

� [-��] ���� A(�)→ C ��� � �� ∃�A(�)�

H��� �
� �� ∃#R ���
��

{(�)0}↓ ��� (�)1 ��� {(�)0} A(�)�

��� �
� �� →R�
{� [-� {(�)0}]} [(�)1] ↓�� C�

�
���� �������

1� {� [-� {(�)0}]} [(�)1] �� ∃�A(�)→ C�
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BI� �� �6	��� ��� �������*�� �
������!

7������� �� �����

E ≡ ∀�∃!x R(�(x)) ∧ ∀a [ Seq(a) ∧ R(a)→ A(a) ] ∧
∀a [ Seq(a) ∧ ∀s A(a ∗ 2s+1)→ A(a) ] → A(1)�

�
��5� ������ ��� 
 BI ↔ E Bpqk� ���! GGC� ��� �[�
�� ��� �

���
�
�5��6� �������
�������� ���� �6�:���� ��� ������� 
�
 �5� ���
��
�
�5�	6�� ��� �	��� 
�������
�������� ����	 ���	 ��� �� BI �� 5�	6�
��
��� �� � �	��� 
�������
�������!
8�� �
����	�� ����
�� E ≡ B→ A(1)�

�
	���� �� � �	��� �
�������� ���*�
�� �� ���	 ��� (�)�!

���� ���
�� ��� ��� ��
��� ��

� �� B�

H���� ���
��_

(a) �0 �� ∀�∃!x R(�(x)) ∧ ∀a [(Seq(a) ∧ R(a))→ A(a)]

��� (b) �1 �� ∀a [ Seq(a) ∧ ∀s A(a ∗ 2s+1)→ A(a) ]�

H:��� �
� �� B>C� 
����
��
� ��

(c) �0�0 �� ∀�∃!x R(�(x))� 5��!

�0�0 �� ∀�∃x [ R(�(x)) ∧ ∀y (R(�(y))→ x = y) ]� ���

(d) �0�1 �� ∀a [ (Seq(a) ∧ R(a))→ A(a) ]�

�
���� �
� �� BFC� ���
��

(e) ({�0�0} [�])1 ����� � R(�(x)) ∧ ∀y (R(�(y))→ x = y)�

��� ���� � ��� ��� � = (({�0�0} [�])(0))0�

�
� �� B?C ���
��

(f) ��� ���� 
� �� $0 ��� 	 Seq(a) ��� $1 ��� 	 R(a)�

���� {{�0�1} [
]} [$0� $1] ↓��� 	 A(a)�

�
� �� BcC ���
��

(g) ��� ���� 
� �� $0 ��� 	 Seq(a) ��� $1 ��� 	 ∀s A(a ∗ 2s+1)�

���� {{�1} [
]} [$0� $1] ↓��� 	 A(a)�



�� � 
���$��� ��� 
�
������
 I ��

�
� �� B)C ���
�� ���

(h) ��� ���� "� �� &� �� " ����� � R(�(y))� �����

��� � = (({�0�0} [�])(0))0� �
��5� �
� �� B)C �
���� ���

({�0�0} [�])1�1 ↓����� � ∀y (R(�(y))→ x = y)�

���
�� ���

{{({�0�0} [�])1�1} [&]}["] ↓����� �� � x = y�

�
���� � ��
�� rt4 �	��� ������ �� 
��� �� &!

=���������� �:�� ���� �
� �� B)C� 
����
��� ��� �� {�0�0} [�](0)
��	����� ��� ���� �!
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�� ���
��

�(�� 
) : (∃�)[ 
 = �(�)� �� � = ({�0�0} [�](0))0 ]�

�*��� ��� ���� � ��� ��� ���� �� 
��*��:� ���
�� �(�) = �(�)� ���
���� � ������ ���

(∃�)[�(�) = �(�)� �� � = ({�0�0} [�](0))0 ]�

�
��� 
����
��� ��

(i) (∀�)(∃�)�(�� �(�))�

Q�	��
�� �:�� �� ������ ���5������ ����������

�1(�� 
) : [ 
 = �1(�1) ��� �1 = �� (
)

!−1� �1 = ({�0�0} [�1](0))0 ]�

<�	���
�� �:�� ���

(j) �(�� 
)⇐⇒ �1(�� 
)�

���� �(�� 
)! H��� 

����� � ��


 = �(�)� ��� � = ({�0�0} [�](0))0�

�
� �� B)C ���
��

({�0�0} [�])1�0 ����� � R(�(x))�
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� �� U���� M!D�

({�0�0} [�])1�0 ����(�) R(a)�

7���
��

�1 = �� (
)

!−1�
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({�0�0}[�])1�0 ����1� � R(�(y))�

�
� �� BFC� ���
��

({�0�0}[�1])1�0 ����1� �1 R(�(x))

���

�1 = ({�0�0}[�1](0))0�

�
���� �
� �� BEC� 
�	���
��

(∗∗) � = �1�

���� �
� �� (∗)� (∗∗)� ���
�� ������

 = �1(�1)� 5���5� �1(�� 
)�

�
�5��������� �
	��� ��� �� ���	����*�_

�1(�� 
)⇒ �(�� 
)�

��� �
������ ��� �
�5��6��� �������
��:���� �� ������������ �
��� �1� ���:� ��� ��� 5���������� ���� ��� �������*�� �
������
�� ��� ��������� ������ �����:� �����
��:�� �� 
���5���	��
�� �	�
�
�������� ���� ��� �
�	�� �� �5�������� ����� ��������� ��� ��
BI� ,!

���	
��� ���� ������� �����
�	�� ' �	��� J����� �� 
��� ��� ���
�������� �(
) ��� � A �	��� �6��*��	����� �� 
��� �� ����������
�
�(' ∗ 
)� 5���5� ��� ∀� ∃��(' ∗ �(�))!

���� ��
1 �� ������ ��� �����:� �����
��:�� �� �
�	�� �	��� c>%%)?

��� �� ���������� �
�1(�� 
)� 5��! ��� ' :��� ∀�∃��1(��' ∗�(�))�

7� ������ �	� ������ ���5������ �
������� 9 �� ��� �5������

(k) 
 ∈ ��
1 → 9[�� 
] ��� 	 A(a)�

8�� ��� �
�5��6� �� �������
�����	 � �������*� �
����� ��� �����
��:���� ��� ������ ��

1 ���� �
����������� �� 5���������� �������
�	�� ���*�� ��
 BI Bpqk� DO!J C_



�� � 
���$��� ��� 
�
������
 I ��

(1) ∀
 [���(
)→ �(
) ∨ ¬�(
) ] ∧ [� ���5������ ]

(2) ∀
 [���(
) ∧�(
)→ �(
) ] ∧ [ ���� �
������]

(3) ∀
 [���(
) ∧ ∀!�(
 ∗ 2�+1)→ �(
) ] ∧ [ �
������� ���� ]

(4) (���(') ∧ ∀� ∃��(' ∗ �(�))→ �('))� [�
�
������ ]

7� �*������
�� �� 
���������� ������ 
�	�������_

· ��� �(
) �� �1(�� 
) ���
· ��� �(
) �� 9[�� 
] ��� 	 A(a)!
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�� ��� �� �1(�� 
) ��� 9[�� 
] ��� 	 A(a) �����
����� �� BAC�
BDC ��� BKC� 5���5� ��� 
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 ��������!

BAC H� �1(�� 
) �	���� �
� ��� ������ ��
� ���5������!

BDC ���� ��� ��� �� �� 
 ������ �� �1(�� 
)! H���

(�) 
 = �1(�1)�

��� ������ ���(
)� �
���� �*�� � ,)dB>C �����	��� �������� B���
���5������ �� ���� 3Y>0?>%? ��
�C� ���
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�� 0 �	 Seq(a)�

�
	���� �
� ��� �
�5��6� ��
 B}C�

({�0�0}[�1])1�0 ����1� �1 R(�(x))

���� �
� �� (�)�
({�0�0}[�1])1�0 ��� 	 R(a)�

�
���� �
� �� BhC�

{{�0�1}[
]} [�� 0� ({�0�0} [�1])1�0] ��� 	 A(a)�

7���
��

(> ) 9 [�� 
] � {{�0�1}[
]} [�� 0� ({�0�0} [�1])1�0]�

BKC x
�����
�� ��� ������ �� ����������

���(
) ∧ (∀!) [
 ∗ 2�+1] ∈ ��
1 �

;���
�� ��� �6�� �
������� 

�����_

��� ���� !� 9 [�� 
 ∗ 2�+1] ��� 	∗2�+1 A(a)�

�
���� �
� �� U���� M!D� 
�	���
�� ���

��� ���� !� 9 [�� 
 ∗ 2�+1] ��� 	� � A(a ∗ 2s+1)�



�� �� $�������$���
� ��� 
���$��� ��� 
�
������
 I

��� ���
��� �
� �� BiC�

{{�1} [
]} [�� 0� 1! 9 [�� 
 ∗ 2�+1] ] ��� 	 A(a)�
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(>> ) 9 [�� 
] � {{�1} [
]} [�� 0� 1! 9 [�� 
 ∗ 2�+1] ]�

���	
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{{�1} [
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�
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)⇐⇒ �1(�� 
) ]�

���
�� ��� �� A �	��� c>%%)? �� 
��� �� �
�1(�� 
)�
���

(†) 1 ∈ ��
1 �

�*�� ������ �� BXC� ���
�� �
� �� (†) ���

9 [�� 1] ��� 1 A(a)�

�
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 U������� M!D�

9 [�� 1] �� A(1)�

H����� ���
�� ���

1� 9 [�� 1] �� E�
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E ≡ ∀�∃��B���C→ ∃�∀� [∀t∃!y �(2t+1∗ �(y)) � 0 ∧
∀� [∀t∃y �(2t+1∗ �(y)) = �(t) + 1→ �B���C ] ]�

���� ���
� �� ∀�∃ �A(���)�

H��� ���
�� �� �6��_

8�� ���� �� �
� �� ∀#R ��� ∃#R�

(a) {�} [�]↓ ��� {({�} [�])0}↓ ��� ({�}[�])1 ������1 A(���)�

�� �1 = {({�} [�])0}�

7���
�� ) = 1��1�

�
� �� U���� D!K� ��� ���� �� �� {)} [�] �	��� ��������� ���������
5���5� �����
� ��

(b) ∀�∃!& )(2
+1∗ �(&)) � 0 ���

(c) ∀� )(2
+1∗ �(&
)) = �1(�) + 1�

�
�
 &
 = 0& )(2
+1∗ �(&)) � 0�

���	
�� ��� $0� 7� ������ �:�� �	� �
������� $0 :���

$0 ��� �� � ∀t∃!y �(2t+1∗ �(y)) � 0�

5���5�

$0 ��� �� � ∀t∃y (�(2t+1∗ �(y)) � 0 ∧ ∀z(�(2t+1∗ �(z)) � 0→ y = z))�
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�� �(2t+1∗ �(y)) � 0 �	��� ������ �� 
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�
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(d) �! 0 �����
� �� �(2
t+1∗ �(y)) � 0�

���� ���
" �����
� 
 �(2t+1∗ �(z)) � 0�

H���

� ��
�� �(2t+1∗ �(z)) � 0 �	��� ������ �� 
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(e) �! 0 �
� �� z = y�

�
� �� B)C� 
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1% 1? �! 0 �����
� �� ∀z (�(2t+1∗ �(z)) � 0→ y = z)�

�
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��

( �! 0� 1% 1? �! 0 � �����
� �� �(2t+1∗ �(y)) � 0 ∧
∀z (�(2t+1∗ �(z)) � 0→ y = z)�
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� ∃5R� ∀5R�
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�
�


$0 � 1� ( 0&)(2
+1∗ �(&)) � 0 ;( �! 0� 1% 1? �! 0 �� �

���	
�� ��� $1! 7� ������ �:�� ��� �	� �
������� $1 :���

$1 ��� �� � ∀� [∀t∃y �(2t+1∗ �(y)) = �(t) + 1→ A(���) ]�
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����� �
������� � ��� ���� ���

" ��� �� � ∀t∃y �(2t+1∗ �(y)) = �(t) + 1�

H���� �
� �� ∀5R ��� ∃5R� ���
��� ��� ���� � ���

{"} [�]↓ ��� ({"}[�])1 ��� �� �� �0 �(2
t+1∗ �(y)) = �(t) + 1�

�
�
 &0 = ({"} [�](0))0�

Q
��� �� ���
��

∀� ) (2
+1∗ �(&0)) = �(�) + 1�
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� = �1

��� ���� ��
 B>C�

({�} [�])1 ����� � A(���)�

����	 ���
�� �� 
���
��

$1 � 1� 1? ({�} [�])1�
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�� ���� ���
�
��
��� �� ��*��	������ ���� ������ ��
 ��
�
 Cp4(y)� �� Cp((y)1) �
Cp((y)2)� ��: ����� � Cp(y) 5�� ���� ������	!

�
�� 
�
 �	����� �	��� ��� �� �����	 ���� B3Y>0?>%?C ��
�� Cp(y) ��
�������� ��������� ���� ��� 4� :��� �� ������


 Cp(y) ↔ Cp0�(y) ∨ � � � ∨ Cp8(y)�

�� ��
� �������� ��� Cp0	� � � � �Cp8 
�
 5������!



�� ���
��
 ��� r � s ��� '�
���
 ��������
 ��

7���
�� D(y) = Cp0�(y) ∨ � � � ∨ Cp8(y)�

�
����	��
�� �� D(y� z) ��� ��
� 
�
 
����
��� �
� ��� D(y) ��
�������������
�� ���� 

���
� ��
 ��� ���*�� -RB3C� ��� ��
��� ���
3� �� ��� (z)s = 0! Q WB4�sC �	��� �:�� ���� �
����������� ��
�� ���
�
� �� ���*� ��
� �
���� ��� �
������ �� �������
���
�� ���� ���
%B4�sC :���


 r(y� z) ≤ 1 ��� 
 D(y� z)↔ r(y� z) = 0�

������
�� �:�� �� ������� f26 ≡ ccp� ��� �� ��*����
�� �� �
����
����  ̃�(&) ��� �����	�� ��� ���:� � ��� ���������������  �(&) ��

������������� B�(&) �� �6�:���� �� _

ccp(0) = 1� ccp(y′) = ccp(y) · pr(y�ccp(y))
y �

7���
�� Cp(y) ≡ (ccp(y′))y = 0�

Q -RB4C �	��� 3Y>0?>%?� ����	 ������ 
 (ccp(y′))y ≤ 1� ���� ��������
��������� ���� ��� 4 ��� 
 D(y)↔ Cp(y)!

�
� �� �6�:���� ��� ��� FFR� � ������	� ��� �	��� 
��������� ���5���
����� �*�� %B4� FFRB4CC �	��� ���� ��� ��	����� ��� ���� 4� ����� ���
���� �
�� ��5���
���	 ���� 

�������� ������� �
��������!

J� ��	��I' ��� r � s ��	 P��	�&' 	%	I�
��'

8�� �� ��	��
�� ��� ������� ����6� R����� ��� R��
������:�� ���
��� �
�	� �� �������
�����
�� �� ������� �� 5	��
�� �	� ���������
5������� ���� �������
� ��
�� �
�5	5����� �� ���� ��*����� �
����
��
 �[ ���� R���� � R��
������� ��� ��:��� ������� � ������ �� �6��_

· Q�� �������
�������� �� ������� ��� ���
� ��� �
��������� ��� ��
������� �	��� �����!

· H� ������� 
�
 ���������� ���*��� �� ��
� ������� M� G� O � P
��� �� 5����
��	� e����� � e��
������:�� ���:� ��� ��� ����������
���� �
� �
�� B� �6� �
� �
��C �	��� �������!

�
����������� �������� `�6� �
� a �������� ��� �� fi( � � � � � )� ( )( )�
�x ( )� { }( � � � � � ) �	��� �6� �
� �� ������� 
�
 

����
� ���� �����
������!

�L�� � � ��
#��	�	 �.'. � : � → �: 	 ��
#��	�	 �̃�>� �	� ����� �� ��
 ���1


�	� � 
�� 	 �̃(�) =
∏

��� 	
�(�)
� �



�# �� ��$�$���
� 
������
������ ��� $�������$���
�


J��� ���	
��� Q ��
�� r � s� �
�
 %� 3 �	��� R������ ��	����� ��
�6��_

V� %� 3 �	��� ����! H��� r � s ≡ r = s�

 � % �	��� e������ 3 �	��� ����!
7� �������
�����
�� B
����C �
����� ��� 4� �
�
 4 � �������� 

��
5�	���� �������
 �
�����
 f� ���� %� 5��! ��� 4 = �
�(�) B��� ��
������� f� ��
 %C� � S� �� 5�� 

����� ������� f� ���� % B
��*��:� �� f0
�	��� �����C! �� ��������� 
���
�:����� �� �������
�����
�� B
����C
�
����� ���� ���� 
���������� �
������ ���� ������ < ��� ������
��� ������:� ��
 %!

Q��� ��	��
�� �� r � s� � �
������� 

����� ��� �� 4� < ��
�	��� ��� �� r1 � s1 ���� ������	 ��� ���
� ��
� ���
� s1� ���� � r1

���� ��������� 4 � �� 	5�� 4 ��� ��������� < �
� ��� %!
8�� 4 = 0� �� V ��� 5	��� �� ���� ��� �
������� 5��! ��� ��

< = 0!

 �� r ≡ f�(t1� � � � � t�� ; u1� � � � � u��) �� ������� ���� �� f�( )� ��� �	���
������� �
��5� 

����� ��
���� ���� �� ���� �
�������� ��� � ≥ 15
B�� 
����������� f� 5�� ���
� �
���������� ��	�����C!
�
	���� �*�� 5�� 

����
� ���� ������� �������� � = 4!
=��
��� �*�� � ≥ 15� �� 
���
�� 
�:�� ��� 
��	
���� � f� �� �	���
��� ���*�� BDC� �� ��������� ���������� ���� ��� 4�>��� �
��� � %
�	��� � f�(u� v; w)� �
�
 u� v� w ����!

Q�	��
�� �� f�(u� v; w) � s �� �	��� � ��
��

∃c [ q(v; w) � (c)0 ∧ ∀ii�u r(i� (c)i� v; w) � (c)i′ ∧ (c)u = s ]�

�
�
 F� @ 5��*�������� ���������� ��� ��������� ���
� '� n� ( ���
F 5�� ��*��	����� ���� 3 ��� �� 5����
����� ���������� ��� dB>u �C�
%B4� s� >u �C ���
� �������	 ���������!

Q ������� �	��� ������� ����	 _ �
� ��� ������ ��
 �
�����
 f�� ���
�
dB>u �C � %B4� s� >u �C ��*��	������ ���� f� �� * ( � ��� �� f� 
�

B
������C 

����
� ���
� n� ( 5�� �	��� �������� �*�� �
��	 �	���


����� ��
 %! �
������� �
� ��� �
������� 

����� ��� �� 4� ��
q(v; w) � (c)0 � r(i� (c)i� v; w) � (c)i′ �	��� �5� ��������� ��� � (c)u = s
�	��� ��
�� B�� '� 3 5�� 
������
� ������� �������C!

 #� g % �	��� ��� ���*�� ��� 
��	
�����  � �� �� 5��*��� ��� �	���
��� ���*�� BAC� �
��� � ≥ 23! ������� �� ��  �� ���� ��� & % �	��� �



�� ���
��
 ��� r � s ��� '�
���
 ��������
 ��

f�(u� v; w) ��� ����
�� f�(u� v; w) � ! �� �	��� �

p(u� v; w) � s�

Q ������� �	��� �� ������� �
���������� ������!

 J� r ≡ (u)(t) �� ������� ���� �� B CB C� �
��� � ' �	��� ���� ���	
��� �
��������! Q�	��
�� (u)(t) � s �� �	��� �

(u)t = s + 1�

�*�� ���
� '� Y� 3 5�� 

����
� ������� �������� �
��� �	��� 
����
���� ��
��!

 M� r ≡ {t0}(t1� � � � � t� ; u1� � � � � u�) �� ������� ���� �� { } B C!
H:�� � ������� � ��
���� �
� ��
� u1� � � � � u� �
���	 �� �	��� ����!
Q�	��
��

{t0}(t1� � � � � t� ; u1� � � � � u�) � s

�� �	��� � ��
���

∃b�1 � � � ∃b��′ ∃y [ Cp(y)∧
(y)0 =( t0� ( k� t1� � � � � t� ��( >� v1� � � � � v� �� s � ∧

b�1� � � � � b��′
| u�1 � � � � � u��′

]�

�
�
 u�1 � � � � � u��′
�� �
�������� 
�
 

����
� ������� ���
� u1� � � � � u�

��� v� ≡ u� ��� u� ���
�� v�� ≡ b�� � 1 ≤ � ≤ 	′!
Q ������� �
��� 5	����� �� ���� ��� ���
�������� ��� 
����������!

���� �
������ 
���
�:����� �� ������� 
�
 ���������� ����
��	�
5�� �	��� �� ���� �������!

 R� Q % ���� ������� �� �6������� ������� ��� ������� �������
�� ��
��� ��	�����! ���� ��� �� 
�:�� ������ �� ������� �	��� � e�
���� Y! ���� F �	� ��������� ��� �������� ���� % � ��� 3 ��� r(c)
�� �
�������� ��� �������������� ���� % ��
 Y �
� ��� F B�
���
r ≡ r(t)! Q�	��
�� r � s �� �	��� �

∃c [t � c ∧ r(c) � s]�

Q Y ���� � ��������� � 	5�� 4 �� ��� %� �*�� �	��� ����� ��
! �� ����
	5�� 4� ���� 
��*��:� ���� ��������� <! ���� %BFC 

����
� �������

�M� D	; � ���)�� !�
��� �� ��'� � '���"�����: �.'. �� D	; � ��� ������$ 


�� n.



# �� ��$�$���
� 
������
������ ��� $�������$���
�


������� 
�
 �5� 

����� ���� %BYC ��� 5�� 

����
� �� ������� ����
���� 
�
 ��	������� ���� ���� Y� ���� �� �� 4 5�� �	��� ����������
���� �	��� �� <! ��� �� t � c ��� r(c) � s �	��� ��������� ��
��!

 S� g % �
�� ���  R� ���� �� 
�:�� ������ �� ������� �������
�	��� ���� e��
�������� '! Q� ����� R��
�������� 
�
 5�� �
�������
���� �
� ��� ���� ������� B�
��	 
�
 �
���������� �
� ��� �������
5�� �
����� �� �	��� e��
��������C �	��� ��� ���*�� �i u(i)! �� � 'B@C
�	��� ����� ���� � �i u(i) �	��� �
��������� ��� ���� e��
������� '
��� 
��	
����� ���� � 'B@C �	��� e����� !

���� c ��������� 5��*������� �
� ��� @ ��� ��� ��������� �����
������ ��� % ��� 3! ���� %BcC �� �
�������� ��� ��������������
��
 ' ���� % �
� ��� c� �
��� r ≡ r(u)�

Q�	��
�� �� r � s �� �	���_

∃b [∀i ((b)i � 0→ u(i) � (b)i
!−1) ∧ r(b) � s ]�

;�� 
��� �� 'B@C� %BcC� ���
� ��������� 4 � < �
� ��� %!

=���5������ �� 4 � 0 B��� ��� %C ���� � � 'B@C ���� ��������� 4 �
����:�� ����������:���� ��� �� ��� c ���� %� ���������
� �� �������
������� f� ��
 %� �
��� � %BcC ���� ��������� 4!

9� ������� �
����������� ���
�
�� ��� � ��
�� ��	����� �����!

�� Q % �	��� ���� ��� � 3 e�����! Q�	��
�� r � s �� �	��� �
s � r�

b� Q� %� 3 �	��� e�����! H��� ��	��
�� r � s �� �	��� �

∀w [ r � w↔ s � w ]

�
�
 ( ��������� 
�
 5�� ��*��	����� �������� ���
� %� 3!

8�� R��
�������� '� n� ��	��
��_

u � v ≡ ∀x (u)(x) � (v)(x)�

�
�
 r ��� �������� ���
� '� n!

�� �� '� n �	��� �
��������� 
����
��� �
� �� V� �� �
�*��	� �� ���
������ 
�
 ���
�� �5� 5:���� ��� u � v ≡ u = v�



�� ���
��
 ��� r � s ��� '�
���
 ��������
 #�

8�� ��� ������������� ���������:� � �
���������:� ��������:� �
�
R����
� ��� R��
�������� ���
�� �� 
������� �
�
��������!

J�#� �


�� ���� r ���������� ���������� 1BrC ��� ,BrC R����� BR�
�
��������C ��� d ���� ��������� ��� ��� r ���
� 1BrC� ,BrC! H����
�� ������ 	��� ��
���� 5����
����� ��������:�� � d �	��� ���������
��� ��� ��
� R(x) � S(x) ��� �� �
�������� ��� �������������� ���
r �
� ��� d �	��� �� R(q) � S(q)�
������� ��� R(�)� S(�) R����
� BR��
��������C� � �
���������� ���
�������� d �
�������!

�
�� �� U���� �
����
�� �� ����� ��� �6������� ��� ������� ��� ��
�

���5�	����� �� �
�	� 5���

:������ ��� ���
� ��� �
��������� ���� 
��
��
�:���� ��
�� 
�
 
������
� � �

J�J� �


�� �� ~� 2 �	��� ���� B�
��������C ��� RV R����� BR�
�
��������C 
�
 
����
��� ����������:���� �	� �������� ��*����� ��

~ ���� RU B
�
 
��
�� �� 
������� �	� ������C �� �	� �������� ��*��
���� ��
 2 ��� , ���� R����� BR��
��������C� ����

U = V 
 RU � S ↔ Rv � S�

U = V 
 S � RU ↔ S � RV�

J�M� �


�� �� %� 3 �	��� R����� ��� ( ���������� ��������� 
�

5�� ��*��	����� �������� �[ �
����� ����


 r � s ↔ ∀w [r � w↔ s � w]�

9��� �:��� �
������ �� �
�5�	6�
�� �� �
����� ��� �� �� �*�� ��
������	 
�
 5������ 5�� �	��� `�
��������	a !

J�R� �


�� 8�� R����
� BR��
��������C 1� ,� Z

· 
 R � R�

· 
 R � S→ S � R�

· 
 R � S ∧ S � T→ R � T�

9��� �
� �	� ����� 
���:� ������:� �������� ��������
�� ��� �6��
����� �������������� _



#� �� ��$�$���
� 
������
������ ��� $�������$���
�


J�S� �


�� ���� 1� , R����� BR��
��������C� ER R����� � R�
�
�������� 
�
 
������� �	� ��*����� ��
 1 ��� ��� ��������� ���

���
 � ! H���

R � S 
x1���x� ER � ES�

�
�
 �� x1� � � � � x� �	��� �� ��������� ���������� ��
 1 � ��
 , 
�

5���������� �
� ��
��� � ���� ER �� �� �
���������� ��*����� ��

1 ��� 
�5	� ��
!

J�T� �


�� ���� r ���������� ���������� %BrC� 3BrC R����� 
�


������
� �	� ��*����� ��� r 
�
 5�� 5��������� �
� ��
��� � ���
d R����� ��������� ��� ��� r ���
� %BrC� 3BrC!
H���_

r(x) � s(x) 
x r(q) � s(q)�

�
� �� U���� �
�� ���
�� ���� ������ �������������� ��� e����
��


� ��5���� �
������! 8������ �	��� �
���	���� � r �� ��*��	�����
�������� ��� ���
� 5�� ���
� %BrC� 3BrC! <��*�������� ���
�� 
����

�:���� �
�� _ ��: x · 0 � S ��� {( 2� 0 �}(x) � 0 B( 2� 0 � �	���
���������� 5�	���� ��� �������� �
�������� SC ���
�� ����������:�
���� {0}(0) · 0 � 0 ��� {( 2� 0 �}({0}(0)) � 0� 
�
 ������
������
�	��� +�
5�	� B�� S �	��� 5�	���� ��� 
�
���� ���������� �
��������C!

9	� ������� ���� �������������� ��� e��
�������� 5�� ������!

=���5������ ��

{( 2� 0 �}(�(0)) � {( 2� 0 �}({( 2� 0 �}(�))

�	��� ������� ��� ���� ���� ��
 �� ��: ��

{( 2� 0 �}((�i{0}(0))(0)) � {( 2� 0 �}({( 2� 0 �}(�i{0}(0)))

�	��� +�
5��� �*�� �� �������� ����� 5�� ��	������ ���:� 
��
�� 
�:��
�� 

��������	 �� {0}(0) 
�
 5�� �	������ ��: �� 5�6	 ����� ����� S!

H� 
���5�	����� �
�� �	��� ��
 ./))0) ��� 5�	���
� 
�� � ����	� 
�

���
������ �
��

:��� ��� 
���������� ����������� 
�
 
����
��
�
���� ��
� ���������� o ������������� 

����������!

J�W� ���	
��� 8�� ���� R���� %� ��	��
�� ��� ��
� !r ≡ ∃w r � w
�
�
 ( �	��� ���������� ��������� ��� �������� ���� %! Q �% ��*���
��� ��� � % ����� ���������!



�� ���
��
 ��� r � s ��� '�
���
 ��������
 #�

�������� ��� ' R��
�������� !u ≡ ∃� u � �� � �
���������� �����
����� ��� �������� ���� ' ��� � �' ��*����� ��� � ' �	��� �����
���������!

J�X��


�� ���� r ���������� ���������� %BrC R����� 
�
 
��
������ �	� ��*����� ��� r 
�
 5�� 5��������� �
� ��
��� �� ��� d
R����� ��������� ��� ��� r ���� %BrC� 
�
 5�� 
������� �������� ���
r! H���


!r(q)→!q�

H� U���� �
�� 5���������	 
�� ����� �� 
���������� 
���5�	�����
��
 ./))0) ��� �
�����	 �	� ���� �
���������� B3Y%@FY0)33C 
�
 ������
�5:!

J��Z��


�� V5������� ��
 �

(�) 
 !r↔ ∃w r � w↔ ∃!w r � w�

(�) 
 !u↔ ∀x !(u)(x)�

(�) 
 �1� �� 1 ���� � �
���������

(5) R � S 
 !R↔ !S�

(�) 
 !u↔ ∃�u � �↔ ∃!� u � ��

(�) 
 !�x r↔ ∀x !r�

J�����


�� ���� r ���������� ���������� %BrC� 3BrC R����� ���
d R����� ��������� ��� �� r ���
� %BrC� 3BrC! H��� _

!q� r(x) � s(x) 
x r(q) � s(q) �

�������� ��� �
���������� ��������� � ��� R��
������� '�

!u� r(�) � s(�) 
� t(u) � s(u)�

J��#��


�� 8�� ���� R���� % 
�
 
������� ��������� ����������
���� �
� �� �	��� z ��� ��� ���� r� ( ���������� 
�
 5�� ����
��
� ���� z� 

����� ���� 3Y>0?>%? ��
�� 1Br�(�zC �� ���������
���������� ���� ������� ���� r�(�z :���


 r � w↔ ∃x R(x�w�z)�



#� �� ��$�$���
� 
������
������ ��� $�������$���
�


M� $��:��
����
 �,� 4DI�,� �:I ���
��
���' %�����' ��	
���&:�	�'

������� �
�� �� �
����������� �

�
������ ��� �� 5��5����	� ���
5���
�	���� ��� 5������ 

��������� �� �����:� 
�������� ���
��
6����:���� �
� ��� �

��� �
�5��6� ��� B���	������� �

��:�C ������
��� ,So,J� ��� 
���5������ ��� �� ,K�


 {( 3 �}(a1� � � � � a�; �1� � � � � ��) � a1�

���� e����� ��� ���*�� {f}(t1� � � � � t�� u1� � � � � u�) �
�
 f �	��� ��
+�*	� ���� ���������
 5�	��� 
 ��� t1� � � � � t� R������ u1� � � � � u� R�
�
��������� �� ������� ���� ���������
 5�	��� B�� 5�	��� 
C! H� B
�
���	 �� �������	������ �
� ��*������ �
�� ( 5�g�h � 
�
 5	������
��� ������� ��� �	��� �
�5�	6��� 	��� �� �� B!

Q�	��
�� �
	��� ��� w0� wh!

;�������
�� ��� �6�� ������ �

��� ���	������ ��
 ���������� �
��
�	������ _ \qk ���!KMA]

M��� �


�� 8�� ���� R���� % 
�
 
������� ��������� ���� ��� B5���
*��������C ���������� a1� � � � � a�� �1� � � � � ��� 

����� ���������� 5�	�
���� 
 �� � ≥ mn(
) ��� 	 ≥ mf(
)� :���


 {f}(a1� � � � � a�� �1� � � � � ��) � r�

��� �
��
��� ��
 U������� M!A� ���
�� ��

M�#��


�� B7�:���� ���5�����C

8�� ���� ������ <� 

����� ���������� 5�	���� � �� � ≥ mn(�) ���
	 ≥ mf(�) :���


 {e}(a1� � � � � a�� �1� � � � � ��) � {g}(e� a1� � � � � a�� �1� � � � � ��)�

M�J��


�� BV��
��� ������� �� 
���
�:����C

8�� ���� ����5� R����� '� n� % 
�
 
������
� ��������� ���� ���
a1� � � � � a�� �1� � � � � ��� 

����� ���������� 5�	���� 
 �� � ≥ mn(
)�
	 ≥ mf(
) :��� _


 r � 0 → {f}(a1� � � � � a�� �1� � � � � ��) � u�


 r � c′ → {f}(a1� � � � � a�� �1� � � � � ��) � v�



�� ���$���
��
� ��� p,���� �$� ����!!�!��
 ������
 #�

��	��I' ��� ��:	��L ���
.��(����' c!

���� % R�����! 8�� �
������� ���� ��� �� ��������� ���������� ��

�	��� �� >� c� �� �! �
� �� U���� M!A� �
������ �� ������ ������ 
 �
:��� 
 {f}(a� b� �� �) � r!

7� �������
���
�� ���� ������� ��
� ZBh�>�c�3�YC� 
�
 �� ��*�����
��� ���������� 3 (
� 
� �� !� �) ���� :���� �� ����
�� 2(&) = (&)0�3�
�� ���
��

{
}(
� �� �� �) � 2(0& 3 (
� 
� �� �(&)� �(&)))�

(∃&)3 (
� 
� �� �(&)� �(&))⇐⇒ ∃!& 3 (
� �� �(&)� �(&))�

=�:�� 
�	���
�� ���� 3Y>0?>%? ��
� ,Bh�>�c�3�YC 
�
 
������� �������
��� ���� ��� 
���� ���������� 
�
 *�	������� :���


 S(f� a� b� �(y)� �(y))↔
∃x∃w [Cp(y) ∧ (y)0 =( f� ( 2� a� b ��( 2� �(x)� �(x) ��w �]�

�
�� �	����� 
�	������� ,Bh�>�c�3�YC ���5����� �� ���

Cp(lh(s)) ∧ (lh(s))0 =( f� ( 2� a� b ��( 2�
∏

i�lh((lh(s))0�2�1) p
(s)i
i �∏

i�lh((lh(s))0�2�1) p
(t)i
i �� (lh(s))0�3 � �

H:�� 
�	���
�� ��� 3Y>0?>%? ��
� ZBh�>�c�3�YC �� ��� 	5��� ���������
����������� :���_


 T(f� a� b� �(y)� �(y))↔
S(f� a� b� �(y)� �(y)) ∧ ∀zz�y¬S(f� a� b� �(z)� �(z))�

���
�� �:�� ���_

· 
 ∃y [T(f� a� b� �(y)� �(y)) ∧ (y)0�3 = w]↔ {f}(a� b� ���) � w

· 
 T(f� a� b� �(y)� �(y)) ∧ T(f� a� b� �(z)� �(z))→ y = z�

�������� ��� a1� � � � � a�� �1� � � � � ��� ��� ���� � ≥ 0 ��� 	 ≥ 0�

H:�� �
������ �� ��	��
�� �

��� ��� ���������� 
�
 �� ��*���
��� ��� �	� �
������� � �	��� ������ ���5������!



#� �� ��$�$���
� 
������
������ ��� $�������$���
�


Q�	��
��_ GR(�) ≡ ∃f�x {f}(x) � �

≡ ∃f∀x {f}(x) � �(x)�

K�:�:��
�
 ��� {)}[�]�

Z& {)}[�] ���� ������	 �� �	��� �� �� )(2
+1 ∗ �(&
))
!− 1� �
�


&
 � 0& )(2
+1 ∗ �(&)) � 0�

x
������ �
� �� ������ ��� 3Y>0?>%? ��
�
�� ���� ���� iB4�Y����C :���


 g(y� t� ���) = 0 ↔ �(2t+1 ∗ �(y)) � 0�

�
���� 
��� �
� �� U���� M!A� �
������ �� ������ ��������� 5�	���
< :���

{g}(y� t� ���) � g(y� t� ���)�

Q e����� {( 0�g �}(0� t� �� �) ��*����� �� 0& )(2
+1 ∗ �(&)) � 0�
7���
��

{�}[�] ≡ �t �(2t+1 ∗ �({( 0�g �}(0� t� �� �))) !− 1�

�
��� ��*����� �� {)}[�]�

K�:�:��
�
 ��� 1��[.��]�

H

�
������ �:�� �� 1��[.��]� �
�
 �[.��] ������ ���5������
�� ����� �
���������� 5��! �[.��] = �� �(.��� �)� �
�
 �(.��� �)
������ ���5������ �
������� �� ����� ��������!

L �[.��] �� ��*������� �
� ��
���� R��
������� '\�] 
�
 �� �	���
� ��� ���*�� �t u(t� �) � ��� �������! H���


 �t u(t� �) � u[�]�

Q
�� ��� 
�����������

(∗∗) {f}(t� c� ���) � u(t� �)� ��� ��
��� ������ 
�

=�	���
�� ���� 3Y>0?>%? ��
� 1Bh� 3� F� �C �� ��������� ���� ��� �����
������ 
�
 *�	������ :����

R(f� 2t+1∗ �(y)� c� �)↔ T(f� t� c� �(y)� �(y))�

8�[ �
�� ����	 � 1Bh� 3� F� �C �� �	��� �



�� ���$���
��
� ��� p,���� �$� ����!!�!��
 ������
 #�

T(f� (s)0
!−1�

∏
i�lh(s)

!−1

p
(s)i′
i � �(lh(s) !−1))�

��� �
������ 
�	���
�� ���� ��� dBh� 3� F� �C �� ��� 	5��� ���������
����������� :��� _


 q(f� 2t+1∗ �(y)� c� �) =

{
(y)0�3 + 1� �� T(f� t� c� �(y)� �(y))�

0 � ����:��

8� �
�� ����	 �� 
���
��

q(f� s� c� �) =

{
(lh(s) !−1)0�3 + 1� �� R(f� s� c� �)�
0 � ����:��

7���
�� U� '\�]≡ �3 dBB� 3� F� �C� ��� 
 �
�� ���� (∗∗)!
����� �� U� '\�] �	��� �
��������!

M�M� �


��

(�) 
 {U�'\�]}\�] � '\�]

(�) 
 �'BY��C→ ∃!4 BU� '\�]C(2t+1∗ �(y)) � 0

(�) 
 �'\�]→ ��{U�'\�]}\�]
B�
�
 !!{Y}\�] ≡ ∀t∃!y �(2t+1 ∗ �(y)) � 0 
�
 ��*����� ��

`��������� ��������aC!

M�R� ���	
��� 8�� ���� �
���������� ��������� � � ��
� �B�C ���
R��
������� ' �������� ��� �� � ���� �B�C�

�'∧ \�B'C] ≡ ∃� B'� � ∧vB�CC!

�������� ��� ���������� ��������� ( ��� ��� % �� ��� 	5��� �
��
������

�%∧ \�B%C] ≡ ∃( B%�( ∧vB(CC!

M�S� �


�� B�C �� � 1 �	��� ���� � �
��������� ����


 !R ∧ [A(R)]↔ A(R)�

B�C 
 R � S→ (!R ∧ [A(R)]↔ !S ∧ [A(S)] )�
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� 
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�


R� K�:�:�	
�&�
 :��.����:��
�


��� 
��	��� ��
 �

���� �
�������� 
�
 ���
�� 
���
������� ���
�������
��:���� �� �
�
�������� ��
 
����������
 ;�*���	�
� 5	�
��
�� ��� �������������� ������ ��
 ��
�
 �©r E� 
�
 �

�
���	
��� ������ , �� E ��� ������� B B��� ��� IC!

R��� ���	
��� Q�	��
�� ��� ��
� �©r E� �
�
 � �
���������� ���
������� ��� � ��
��� �� �
����� ���� 
��

�������� ��
 �!
�
	���� �������� ��� ��	������ ��� ���� �� ��
��� �� �
�	�� 
����
��
�
�
� ��� �©r E� �� ������������� ��� � �
� �
�������� B�
�� �	���
�
���	���� ��� ��� �
������� 

������ � �
�	� 

����	��� �� 
�����

���
�:���� ��
 �������� �*�� ��� ���� ��� � ��*��	������ ��������
��*������C!

1� �©r P ≡ P� �� e ���������

2� �©r A ∧ B ≡ (�)0©r A ∧ (�)1©r B�

3� �©r A ∨ B ≡ ((�(0))0 = 0→ (�)1©r A) ∧
((�(0))0 �= 0→ (�)1©r B)�

4� �©r A→ B ≡ ∀� (�©r A→ !{�}[�] ∧ [{�}[�]©r B ] )�

5� �©r ¬A ≡ ∀�¬�©r A�

6� �©r ∀x A(x) ≡ ∀x ( !{�} [x] ∧ [{�}[x]©r A(x) ] )�

7� �©r ∃x A(x) ≡ (�)1©r A((�(0))0)�

8� �©r ∀�A(�) ≡ ∀� ( !{�}[�] ∧ [{�}[�]©r A(�) ] )�

9� �©r ∃�A(�) ≡ !{(�)0} ∧ [(�)1©r A({(�)0}) ]�

Q� �
������ 
�
 �
���������� ��� ��� ����������� �	��� ��_

· �� � ��� � �	��� 5�� 5��*�������� ����6� ��
� �
�����������
���������� ��� � � 5�� ��*��	����� �������� ���� ��
� �!

· ���� ������ M� � � 5�� ��*��	����� �������� ���� A→ B!
· ���� ������ G� � � 5�� ��*��	����� �������� ���� A!
· ���� ������ P� � � �	��� �������� ��� ��� r ���� A(x)!
· ���� ������ I� � � �	��� �������� ��� ��� � ���� A(�)!



�� ��$�$������� $�������$���
� #�

�����
��	�� Q ������� 
�
 5	����� �� ��� ������ K �	��� ���5������
��� B �� ���

3′� �©r A ∨ B ≡ ((�(0))0 = 0∧ (�)1©r A) ∨ ((�(0))0 �= 0∧ (�)1©r B)�

R�#� ���	
�� ��
 �©d E! Q�	��
�� �
	��� �	� ���
�
�	��� �©d E
��
 �©r E� �� �6��_

· Q� ������� A� D� O ��� J 
�������
� �� 	5���� ����� �
� �� ��� �������
�������� �� ©r �� �� ©d !
· Q� 

����
�� ������� ���
�
�������� �� ��� 
������� ��
���� ����
������ ����� �
� ��� ������������� ��
 ©r �
� �� ©d ! 8�� �� �	���
�
5������� �� 
��� �	��� �� ������� ��� ��
�� 
�
 
����	������� ��

������	�
�� �� ���	��� �� � !
���� ���
��_

3� �©d A ∨ B ≡ ((�(0))0 = 0→ (�)1©d A �∧A�) ∧
((�(0))0 �= 0→ (�)1©d B �∧B�)�

4� �©d A→ B ≡ ∀� (�©d A �∧A�→ !{�}[�] ∧ [{�}[�]©d B ] )�

5� �©d ¬A ≡ ∀�¬(�©d A �∧A� )�

7� �©d ∃x A(x) ≡ (�)1©d A((�(0))0) �∧A((�(0))0)� )�

9� �©d ∃�A(�) ≡ !{(�)0} ∧ [ (�)1©d A({(�)0}) �∧A({(�)0})� ]�

�����
��	�� Q �©d E �

�
���	 �	� ������ 5��*������� �
� ���
, �� E� ��� �
�	� �

�
���	 � �©r E! Q
�� *�	������ ��� 
����
5������ ���� 
��	
���� E ≡ A→ B� �� � �� A� ���� {,}[�]↓ ���
{,}[�] �� B! 8�� ��� 
��	
���� ��
 ©d � �� �
�� �

�
���	 �	� ������
���� ��� ����_
�� , �� A→ B ��� ������ ��� � �� A� ����� ��� �� �
�
�����
��
��� {,}[�] �� B� ����� �
� �� {,}[�] ↓� �	��� ������	� ��� ��
���
�
�	����� �
�� �� � �� �	��� ������ �� 
��� z� ����:���� ��
���
������ ���������� ��������!

R�J� �


�� ���� E′ � ��
�� 
�
 
����
��� �
� ��� �� �� �������
��������� �� 

���
�� ��
 � ��� ���*�� ¬A �
� ��
� ���	������
�
A→ 1 = 0! H���


B �©r E↔ �©r E′ ��� 
B (E↔ E′) ∧ (�©d E↔ �©d E′)�



� �� ��$�$���
� 
������
������ ��� $�������$���
�


��������� 9� �
������ ���*��� �� ��� ������ ��� ©r � ©d !
�

R�M�  �!��
�� B./))0)� AIOIC B�C �� 
I E� ���� 

����� R��
����
����� '� � �
�	�� 
������� ��������� ���� ���������� 
�
 ��*��	������
��������� ���� �� ������� :���


B !u ∧ [u©r E ] ��� 
I !u ∧ [u©d E ]�

B�C ���� ��� D1� � � � �D� 
I E ��� 7 �	� �	��� ��������:� B
��
����� ����C� �� �
�	�� 5�� ��*��	������ ���[ ������� ��������� ���
�
D1� � � � �D�� ��� 
�������
� ������������ ���� ��� �
�5��6� ��
 �!
8�� * = 1� � � � � !� ���� u� ���� R��
��������� � �
�	�� 
������� �����
����� ���� ���������� �
� �� 7 � �
� �
��� 
�
 ��*��	������ �������
��� ���� D�! H��� 

����� R��
�������� '� �� ��������� ����������
�
� �� 7 � �
��� ��
 �� ������� :���� �� ����������� ��� ����������
��� 7� �� �����
� ��_

!u1 ∧ [u1©r D1]� � � � � !u� ∧ [u�©r D�] 
B !u ∧ [u©r E]�

D1� � � � �D�� !u1 ∧ [u1©d D1]� � � � � !u� ∧ [u�©d D�] 
I !u ∧ [u©d E]�

��������� B�C 8	����� �� �
����� ��� ����� ��� �
�5��6�� ��
 ���

�
 � ��� �
������� B ��� I� ��� �� ���	������ �
�
��������!
L �
�5��6� �	��� �����:� ������� �� �
��� 
�
 5����� ��� ��� ������
, �� E ��� 3� ��*�����!
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���� 
�����	
����� ��
�
�
������� ������� ��� ��
�� 
�
 �
��������� �
� ��
� �������� ���
��� ©d !
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�
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�� �	��� �����:� �
��	 
�
 ��*����
�
��� ������� ���5������� �
���������� ��� �
�	�� ������� ��� ���� 
����
������� �
�5��6� ��� �	���� �
�� �� 5����� �� 	5��� ��� ��� ©r ���
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A>! A→ (B→ A)!

x
�����
�� ��� ������ ��

(a) �©d A ∧ A�

�
� �� U���� M!MB�C ���
�� ���

(b) 
 {U� �}[ � ] � ��

�
� �� B>C� BcC� 
����
��� ��

(c) 
 {U� �}[ � ] � � ∧ �©d A �

5���5�� �� ����� ��
 AAp� �*�� � �	��� �
���������


 ∃� ({U� �}[ � ] � � ∧ �©d A ) �

� ����:�� ���*��� �� ��� ������ M!G�

(d) 
 !{U� �}[ � ] ∧ [{U� �}[ � ]©d A ] �

�
� �� U���� M!MB�C ���
��


 {U�U� �} [ � ] � U� ��

�
���� �
� �� U���� K!ASB5C ���
��

(e) 
 !{U�U� �} [ � ] �

�
���� �
� �� B?C� B)C ��� �� 	5�� U�������


 !{{U�U� �} [� ]}[ � ] ∧ [ {{U�U� �} [ � ]} [ � ]©d A ] �

�
��� 
�	���
�� ���


 ∀� [ �©d B ∧ B→ !{{U�U� �} [� ]} [ � ]∧ [ {{U�U� �} [ � ]} [ � ]©d A ] �

5���5�� ���*��� �� ��� �������

(i) 
 {U�U� �} [ � ]©d B→ A�

;��	������ ��� 

����� B>C ��� ������������� ���� ��� B)C� B@C� 
���
��
��� ���


 ∀� (�©d A ∧ A→!{U�U� �} [ � ] ∧ [{U�U� �} [ � ]©d B→ A ] ) �

���


 U�U� �©d A→ (B→ A)�

5���5�� ������� ���� R��
�������� ��� U�U� �� �� ��� �
��
����
�5������!
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Ac! (A→ B)→ ((A→ (B→ C))→ (A→ C))!

8�� ��� ��������� ��
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�
 
�
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�� �
�5��6�� �	���
������	� � �6��
��	��
 �����
��	� ��� �	� ������� 
�
 �������
���	��� ���� �
�5�	�
6���! Q ��
�� !u ∧ [A(u) ]� �
�
 � ' �	��� R��
��������� �	���� �
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�	5���� �
�����
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 ��
�
 ∃� (u � � ∧ A(�))! ���� 
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���� 
�
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�����
��� 
���
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����������� ��� �������! ���� ���
��� ����������� 

������
��:���� ��� �� �	� �
���������� ���������� ��� ��� �
�	� 

�����
��
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(a) 
©d (A→ B) ∧ (A→ B)�

5���5� ∀� (�©d A ∧ A→!{
} [ � ] ∧ [ {
} [ � ]©d B ]) ∧ (A→ B)�

(b) �©d (A→ (B→ C)) ∧ (A→ (B→ C))�

5���5� ∀� (�©d A ∧ A→!{�} [ � ] ∧ [ {�} [ � ]©d (B→ C) ])∧
(A→ (B→ C))�

(c) �©d A ∧ A�

�
� �� B>C ��� BFC 
����
��� ��

(1) !{
} [ � ] ∧ [ {
} [ � ]©d B ] ∧ B �

��� �
� �� BcC ��� BFC ��

(2) !{�} [ � ] ∧ [ {�} [ � ]©d (B→ C) ] �

�6��
��:���� �:�� ��� ����5� ��� =�����������
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(d) {
} [ � ] � � ∧ �©d B�

(e) {�} [ � ] � � ∧ �©d (B→ C)�

�
� �� B)C ���
�� ��

(3) ∀� (�©d B ∧ B→ !{�} [�] ∧ [{�} [�]©d C ] )�
�
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(4) !{�} [ � ] ∧ [{�} [ � ]©d C ] �

H:�� �
� �� B?C� B)C ��� �� U���� K!O� ���
�� ��

(5) !{{�} [ � ]} [{
} [ � ] ] ∧ [ {{�} [ � ]} [{
} [ � ] ]©d C]�

�
� �� U������ M!MB�C� M!O� ���
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(6) !{U�{{�} [ � ]} [{
} [ � ] ]} [ � ]∧ [ {U�{{�} [ � ]} [{
} [ � ] ]} [ � ]©d C ]�
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(7) U�{{�} [ � ]} [{
} [ � ] ]©d A→ C�

�
��� �
� �� U������ M!MB�C� M!O ���
�� ��

(8) !{U�U�{{�} [ � ]} [{
} [ � ] ]} [�]∧

[ {U�U�{{�} [ � ]} [{
} [ � ] ]} [�]©d (A→ C) ]�
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����� BcC� ���
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(9) U�U�{{�} [ � ]} [{
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�� ��

(10) U
U�U�{{�} [ � ]} [{
} [ � ] ]©d

((A→ B)→ ((A→ (B→ C))→ (A→ C))�
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DC 8�� �� �6�:���� AK B���� ��� �
������ ��� ����������� e)>0&C
��� BI �������
�������� ��
��� B ���� C ��������

� ��� 	5��� ����
������ �� ������	� �� �� ����� ��� ���	������� 5���������:� ���:�
���� �
�5��6� ��
 ;�*���	�
 K � ��5��� ��� ��� ©d � �������
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�� ��� �� �
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� ��� �� 5����
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R�R� ���	
���

AC �� � �	��� �������� ��
��� ���� ����
��_

©r E ≡ ∃f ∃� (�x {f}(x) � � ∧ �©r E)�

��� ©d E ≡ ∃f ∃� (�x {f}(x) � � ∧ �©d E)�

DC �� � �	��� ��
�� �� ��������� ���������� �
��� ��� �	���� T� ����
����
��_

©r E ≡ ∃f ∀T∃� (�x {f}(x�T) � � ∧ �©r E)�

��� ©d E ≡ ∃f ∀T∃� (�x {f}(x�T) � � ∧ �©d E)�

���
� �������� AC ��� DC� � ��
�� � �	��� `%������������)�����a
��� `d������������)�����a� �������!
7� ��
�	��
�� �� `�����������)�����a �� �� `%������������)�����a!

KC �� � �	��� ��
�� ��� 7 �	��� ��������:�� ���� ����
��_

©r �7 E ≡ ∃f ∀T∃� (�x {f}(x�T�7) � � ∧ �©r E)�

�
�
 � T B� �
�	� �
����	��� �� �	��� 6��� 
��� ��� 7C� 
������� ����
��� ��������� ���������� ��
 �� �� �
�	�� 5�� 
�������������� ��� 7!
Q ��
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�� `©d �7 Ea� ��� ���� ��
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R�S� ����	
�� B�C �� 
I E� ���� 
B ©r E� ��� 
I ©d E!

BNC �� D1� � � � �D� 
I E� �� ��� ���������� ��� �	���� 7 ���������
���� ����� �� ��� 7 �
	��� ������������

©r �7 D1� � � � � ©r �7 D� 
B ©r �7 E�

D1� � � � �D�� ©d �7 D1� � � � � ©d �7 D� 
I ©d �7 E�

R�T� ����	
�� 
I E ⇒ 
B ∃ � �©r E�


I E ⇒ 
B ©r ∀E�


I E ⇒ 
I ©d ∀E�

R�W� ����	
�� H� ������� I �	��� �
��
�� ������� �� �� B

����
����� ��
C B!

��������� �� �� I 5�� �	��� �
��
��� ���� 
I 1 = 0! Q��� �����
���*��� �� �� =������ G!OB�C� �� ���
��


B ©r 1 = 0

���� ������� �
� ��� ������ A B ��
 ������� ��
 ©r C� �*�� � AtS �	���
���������


B 1 = 0�

�
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 K� � �
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�	����� � �
�	� 5�� �	��� 
������������� �*�� ���� ������
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���
�:���� →� ∀� ∃� �������
�������� `�
����a ������	�
����� �� 
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���5����:�!

R�X� ����	
�� B@C �� 
I A ∨ B� A ∨ B ���������

���� 
I A � 
I B !

B@@C �� 
I ∃x A(x)� ∃x A(x) ��������� ����� ��� ��
��� ������ ��
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I A(x)� �
�
 x �� +�*	� ��
 �!

B@@@C �� 
I ∃�A(�)� ∃�A(�) ���������

���� 
I ∃�GR(�)A(�)

���� ��� ��������� ������ ��


I ∃� (∀x∃y [ T( e� x� y) ∧ (y)0�3 = �(x) ] ∧ A(�) )

���


I ∀x∃y [ T( e� x� y) ∧ ∀� (∀x∃y [ T( e� x� y) ∧ (y)0�3 = �(x) ]→ A(�))�

�
�
����� � � �	��� ���������� 5�	���� �	�� ������� ���5������� �
�
�������� �� ��� �
�	� ��*����� ��� B � ��
��

∃y [ T (e� x� y) ∧ (y)0�3 = w ]!

B@nC �� 
I ∀x∃y A(x� y)� �
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 ∀x∃y A(x� y) �	��� ��������� ����


I ∃�GR(�)∀x A(x� �(x))

���� ��� ��
��� ������ ��


I ∀x∃y [ T( e� x� y) ∧ A(x� (y)0�3) ]�

�
�
����� � � �	��� ���������� 5�	���� �	�� ������� ���5������� �
�
�������� �� 
�
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� ��� ��
�


I ∃y [ T( e� x� y) ∧ (y)0�3 = w ]�

������ :���

∀� ( 
I A(x�w)� ��� ' = �(�) )�
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