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Åõ÷áñéóôßåò

Èá Þèåëá êáô' áñ÷Þí íá åõ÷áñéóôÞóù èåñìÜ ôïí åðéâëÝðïíôá êáèçãçôÞ ôçò
äéáôñéâÞò ìïõ ê. Ê. Äçìçôñáêüðïõëï ãéá ôçí ðïëýôéìç âïÞèåéÜ ôïõ êáè' üëç
ôç äéÜñêåéá ôçò óõíåñãáóßáò ìáæß ôïõ êáé ãéá ôéò âÜóåéò óôçí ìáèçìáôéêÞ
ëïãéêÞ ðïõ ìïõ ðñïóÝöåñå.

Åðßóçò èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù ôïí êáèçãçôÞ ê. J. Paris ãéá ôçí åðé-
óôçìïíéêÞ óõíåñãáóßá êáé ôç èåñìÞ õðïóôÞñéîç ðïõ ìïõ ðñïóÝöåñå êáôÜ ôç
äéÜñêåéá ôçò ôñßìçíçò ðáñáìïíÞò ìïõ óôï ÐáíåðéóôÞìéï ôïõ Manchester.

Ãéá ôéò ðïëý åðïéêïäïìçôéêÝò óõæçôÞóåéò, ïé ïðïßåò Ýðáéîáí óçìáíôéêü
ñüëï óôçí åîÝëéîç áõôÞò ôçò äéáôñéâÞò, èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù ôïõò L.
Beklemishev, A. Cord�on-Franco, R. Kaye, F. Lara-Mart�in, N. Thapen, A.
Woods, Á. ÔæïõâÜñá êáé ×. ÊïñíÜñï.

Åõ÷áñéóôþ êáé ôá Üëëá äýï ìÝëç ôçò ôñéìåëïýò óõìâïõëåõôéêÞò ìïõ åðé-
ôñïðÞò, äçëáäÞ ôïõò êáèçãçôÝò ê. Ã. Ìïó÷ïâÜêç êáé ê. Á. ÖåéäÜ, ãéá ôéò
óõìâïõëÝò êáé ôç âïÞèåéÜ ôïõò êáôÜ ôçí åêðüíçóç ôçò äéáôñéâÞò ìïõ.

Åõ÷áñéóôþ åðßóçò ôá ìÝëç ôçò åðôáìåëïýò åðéôñïðÞò êáèçãçôÝò ê.ê. Ë.
Êõñïýóç, Á. ÔæïõâÜñá, Ã. ÊïëÝôóï, Å. ÑÜðôç êáé Ä. Èçëõêü, ãéá ôéò ðáñá-
ôçñÞóåéò ôïõò ðïõ âïÞèçóáí óôç âåëôßùóç ôïõ ôåëéêïý êåéìÝíïõ ôçò äéáôñéâÞò.

Åõ÷áñéóôþ êáé ôïí D. Richerby áðü ôïí ïðïßïí Ýìáèá ðïëëÜ \tips and
tricks" ôïõ LATEX.

Ç åêðüíçóç ôçò äéáôñéâÞò õðïóôçñß÷èçêå áðü õðïôñïößá óôá ðëáßóéá ôïõ
Ýñãïõ \ÇÑÁÊËÅÉÔÏÓ" (ÅÐÅÁÅÊ ÉÉ).
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Ðåñßëçøç

Ïé äýï êýñéïé Üîïíåò ãýñù áðü ôïõò ïðïßïõò êéíïýíôáé ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò
äéáôñéâÞò åßíáé ïé åîÞò: Ýíá áðü ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ôÝèçêå áðü ôïí J. Paris
ó÷åôéêÜ ìå ôçí éåñáñ÷ßá óõãêåêñéìÝíùí õðïóõóôçìÜôùí ôçò Peano áñéèìçôé-
êÞò êáé ç Åéêáóßá ôïõ G. Priest, ç ïðïßá áöïñÜ ôéò Üðåéñåò äïìÝò ôçò ëïãéêÞò
ôïõ ðáñáäüîïõ.

Ðéï áíáëõôéêÜ, óôéò áñ÷Ýò ôçò äåêáåôßáò ôïõ '80 Ýãéíå ìéá óçìáíôéêÞ ðñï-
óðÜèåéá íá åíôá÷èïýí óå ìéá éåñáñ÷ßá ôá ãíùóôÜ ìÝ÷ñé ôüôå õðïóõóôÞìáôá
ôçò Peano áñéèìçôéêÞò. Ôá ðñþôá áðïôåëÝóìáôá óôç êáôåýèõíóç áõôÞ äüèç-
êáí áðü ôïõò C. Parsons, J. Paris, L. Kirby êáé H. Lessan. Îåêáèáñßóôçêáí
ó÷Ýóåéò ìåôáîý Σn åðáãùãÞò, Σn óõëëïãÞò êáé Σn áñ÷Þò åëá÷ßóôïõ. Áöïý
äéáðéóôþèçêå üôé ç Σn óõëëïãÞ åßíáé áóèåíÝóôåñç ôùí Üëëùí äýï áíáöåñü-
ìåíùí óõóôçìÜôùí, áëëÜ åßíáé áñêåôÜ éó÷õñÞ þóôå íá óõíåðÜãåôáé ôçí ∆n
åðáãùãÞ, ôÝèçêå áðü ôïí J. Paris ôï áêüëïõèï

Ðñüâëçìá 1 (J. Paris). ÓõíåðÜãåôáé ç ∆n åðáãùãÞ ôç Σn óõëëïãÞ
ãéá n≥1;

Ôï ðñüâëçìá áõôü êáôáôÜóóåôáé ùò Ýíá áðü ôá äïìéêÜ ðñïâëÞìáôá áðü
ôïõò P. Clote êáé J. Kraji�cek óôç ëßóôá áíïéêôþí ðñïâëçìÜôùí ðïõ äçìï-
óßåõóáí ôï 1993.

Óôç ðñïóðÜèåéá åðßëõóçò ôïõ áíáöåñüìåíïõ ðñïâëÞìáôïò, äçìéïõñãÞèçêå
ìéá ðåñéï÷Þ Ýñåõíáò ìå åðéìÝñïõò áíïéêôÜ æçôÞìáôá. Ìéá áðü ôéò ðñïóåã-
ãßóåéò åßíáé íá åñåõíçèïýí îå÷ùñéóôÜ ôá óõóôÞìáôá êáé ýóôåñá íá ãßíåé ç
óýãêñéóç ôçò éó÷ýïò ôïõ êáèåíüò. Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ èá äþóåé áðïôÝëåóìá
áí ôåëéêÜ ôá óõóôÞìáôá äåí åßíáé éóïäýíáìá. Óôç êáôåýèõíóç áõôÞ êéíÞèçêå
ï L. Beklemishev. ¹äç óôç äåêáåôßá ôïõ '80 Þôáí ãíùóôü üôé

Èåþñçìá (C. Parsons). Ôï óýíïëï ôùí Π2 ðñïôÜóåùí ðïõ áëçèåýïõí
óôïõò öõóéêïýò äåí óõíåðÜãåôáé ôç Σ1 óõëëïãÞ.

Ï L. Beklemishev ôï 2003, åîåôÜæïíôáò ôç ó÷Ýóç ôïõ óõíüëïõ ôùí Π2

ðñïôÜóåùí ðïõ áëçèåýïõí óôïõò öõóéêïýò ìå ôç ∆1 åðáãùãÞ, êáôÝëçîå óôï
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áêüëïõèï

Èåþñçìá (L. Beklemishev). Ôï óýíïëï ôùí Π2 ðñïôÜóåùí ðïõ áëç-
èåýïõí óôïõò öõóéêïýò äåí óõíåðÜãåôáé ôç ∆1 åðáãùãÞ.

Ôï Èåþñçìá ôïõ L. Beklemishev äåí ìáò ëÝåé ðïéá åßíáé ç ôåëéêÞ ó÷Ýóç
ìåôáîý ôùí óõóôçìÜôùí ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 1 (ãéá n = 1), üìùò õðïãñáììßæåé
ðùò áêüìç êé áí åßíáé ç ∆1 åðáãùãÞ áóèåíÝóôåñç ôçò Σ1 óõëëïãÞò, äåí åßíáé
êáôÜ ðïëý áóèåíÝóôåñç.

Åìåßò ãåíéêåýóáìå ôï Èåþñçìá ôïõ L. Beklemishev, äßíïíôáò ìéá êáèáñÜ
ìïíôåëïèåùñçôéêÞ áðüäåéîç (âë. ÊåöÜëáéï 2), äçëáäÞ äåßîáìå üôé

Èåþñçìá 1. Ôï óýíïëï ôùí Πn+1 ðñïôÜóåùí ðïõ áëçèåýïõí óôïõò öõ-
óéêïýò äå óõíåðÜãåôáé ôç ∆n åðáãùãÞ.

Ùò ðüñéóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ L. Beklemishev, Ýðåôáé ðùò õðÜñ÷åé
ìïíôÝëï ôçò ∆0 åðáãùãÞò, óôï ïðïßï ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé ïëéêÞ, áëëÜ
ôï ìïíôÝëï áõôü äåí éêáíïðïéåß ôç ∆1 åðáãùãÞ. Ðáñáôçñþíôáò áõôü, áëëÜ êáé
ôï ãåãïíüò ðùò ç ∆1 åðáãùãÞ ÷ùñßò ðáñáìÝôñïõò åßíáé ãíÞóéá áóèåíÝóôåñç
áðü ôç ∆1 åðáãùãÞ (üðïõ äçëáäÞ åðéôñÝðåôáé ç ÷ñÞóç ôùí ðáñáìÝôñùí), ï L.
Beklemishev Ýèåóå ïñéóìÝíá åñùôÞìáôá, åê ôùí ïðïßùí áíáöÝñïõìå ôá åîÞò
äýï:

Ðñüâëçìá 2 (L. Beklemishev). ÓõíåðÜãåôáé ç èåùñßá ∆1 åðáãùãÞ +
ôï óýíïëï ôùí Π2 ðñïôÜóåùí ðïõ áëçèåýïõí óôïõò öõóéêïýò ôç Σ1 óõëëïãÞ;

Ðñüâëçìá 3 (L. Beklemishev). ÓõíåðÜãåôáé ç èåùñßá ∆1 åðáãùãÞ
+ ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé ïëéêÞ ôç ∆1 åðáãùãÞ ÷ùñßò ðáñáìÝôñïõò;

Ôï Ðñüâëçìá 2 áðáíôÞèçêå èåôéêÜ Ýììåóá áðü ôïí T. Slaman, ï ïðïßïò
ìå ôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß óôçí ïõóßá äßíåé ìåñéêÞ áðÜíôçóç óôï âáóéêü
Ðñüâëçìá 1.

Èåþñçìá (T. Slaman). ÊÜèå ìïíôÝëï ôçò ∆n åðáãùãÞò ðïõ éêáíïðïéåß
ôçí ïëéêüôçôá ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò éêáíïðïéåß ôç Σn óõëëïãÞ (n ≥ 1).

¸÷ïíôáò ðùò êÜèå ìïíôÝëï ôçò ∆n åðáãùãÞò, ãéá n ≥ 2, éêáíïðïéåß ôçí
ïëéêüôçôá ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò, ìÝíåé ôï Ðñüâëçìá 1 áíïéêôü ìüíï ãéá
n = 1, äçëáäÞ

Ðñüâëçìá 1á (J. Paris). ÓõíåðÜãåôáé ç ∆1 åðáãùãÞ ôç Σ1 óõëëïãÞ;

Óôç äéêÞ ìáò ðñïóðÜèåéá ðñïóÝããéóçò ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 1á êáôáëÞîáìå
óôï íá áðïìïíþóïõìå ôéò äïìÝò, ïé ïðïßåò ðéèáíüí íá áðïôåëïýí áíôéðáñÜ-
äåéãìá ãéá ôï Ðñüâëçìá 1á. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, äåßîáìå
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Èåþñçìá 2. ÊÜèå ìïíôÝëï ðïõ éêáíïðïéåß ôç ∆1 åðáãùãÞ, áëëÜ äåí
éêáíïðïéåß ôç Σ1 óõëëïãÞ ðñÝðåé íá åßíáé ôçò ìïñöÞò aD, ãéá êÜðïéï a non-
standard êáé D ðïõ éêáíïðïéåß ôç Σ1 åðáãùãÞ.

Ç áíáëõôéêÞ åðåîÞãçóç ôçò ìïñöÞò êáé ï ôñüðïò áðïìüíùóçò ôùí åíäå÷ü-
ìåíùí \êáêþí" äïìþí ðïõ ïäçãïýí óôçí áñíçôéêÞ åðßëõóç ôïõ ÐñïâëÞìáôïò
ôïõ J. Paris ðåñéãñÜöïíôáé óôï ÊåöÜëáéï 3.

ÅðéóôñÝöïíôáò óôá ðñïâëÞìáôá ðïõ Ýèåóå ï L. Beklemishev, ãéá ôçí áêñß-
âåéá óôï Ðñüâëçìá 3, äßíïõìå óôï ÊåöÜëáéï 2 áñíçôéêÞ áðÜíôçóç óå áõôü,
äçëáäÞ áðïäåéêíýïõìå ôï

Èåþñçìá 3. ÕðÜñ÷åé ìïíôÝëï ôçò ∆0 åðáãùãÞò ðïõ éêáíïðïéåß ôçí
ïëéêüôçôá ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò, áëëÜ äåí éêáíïðïéåß ôç ∆1 åðáãùãÞ
÷ùñßò ðáñáìÝôñïõò.

Åðéêñáôåß ç Üðïøç ðùò ôá ìïíôÝëá ôçò ∆0 åðáãùãÞò ðïõ éêáíïðïéïýí
ôçí ïëéêüôçôá ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò éêáíïðïéïýí ôéò ðåñéóóüôåñåò óõí-
äõáóôéêÝò áñ÷Ýò. Ç Üðïøç áõôÞ Ý÷åé âÜóç, äéüôé ãéá ðáñÜäåéãìá ôá åðüìåíá
ÈåùñÞìáôá ìáò ôï åðéâåâáéþíïõí.

Èåþñçìá (C. Dimitracopoulos êáé J. Paris). ÊÜèå ìïíôÝëï ôçò ∆0

åðáãùãÞò ðïõ éêáíïðïéåß ôçí ïëéêüôçôá ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò éêáíïðïéåß
ôçí áñ÷Þ ôïõ ðåñéóôåñþíá ãéá ∆0 ôýðïõò.

Èåþñçìá (P. Erdös). ÊÜèå ìïíôÝëï ôçò ∆0 åðáãùãÞò ðïõ éêáíïðïéåß
ôçí ïëéêüôçôá ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò éêáíïðïéåß êáé ôçí áðåéñßá ôùí ðñþ-
ôùí, ãéá ôçí áêñßâåéá éêáíïðïéåß ôçí ðñüôáóç \ãéá êÜèå x õðÜñ÷åé ðñþôïò p
ìå x < p ≤ 2x."

Ãéá ôïõò áíáöåñüìåíïõò ëüãïõò ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç èåùñåßôáé éó÷õñü
åñãáëåßï. ¼ìùò ï A. Woods ðáñáôÞñçóå ðùò õðÜñ÷åé ôñüðïò áðïöõãÞò ôçò
÷ñÞóçò ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò áñ÷Þò ôïõ ðåñéóôåñþíá
ãéá ∆0 ôýðïõò, áñêåß íá åßíáé äõíáôÞ ç êáôáìÝôñçóç ôùí óôïé÷åßùí ôùí ∆0

óõíüëùí.

Èåþñçìá (A. Woods). ÊÜèå ìïíôÝëï ôçò ∆0 åðáãùãÞò ðïõ Ý÷åé
ôç äõíáôüôçôá êáôáìÝôñçóçò ôùí óôïé÷åßùí ôùí ∆0 óõíüëùí éêáíïðïéåß ôçí
áñ÷Þ ôïõ ðåñéóôåñþíá ãéá ∆0 ôýðïõò.

Ùò åñãáëåßï ç áñ÷Þ ôïõ ðåñéóôåñþíá åßíáé áñêåôÜ áõôïäýíáìï. Ãéá ðá-
ñÜäåéãìá ïé C. Dimitracopoulos êáé J. Paris Ýäåéîáí ðùò ç áñ÷Þ ôïõ ðåñé-
óôåñþíá óõíåðÜãåôáé ôç ∆0 åðáãùãÞ, åíþ ï A. Woods Ýäåéîå ðùò åÜí Ýíá
ìïíôÝëï éêáíïðïéåß ôçí áñ÷Þ ôïõ ðåñéóôåñþíá, ôüôå Ý÷åé ïðùóäÞðïôå Üðåéñï
ôï ðëÞèïò ðñþôïõò, ïé ïðïßïé ìÜëéóôá ðÜíå ïìïôåëéêÜ óôï ìïíôÝëï. ¼ìùò ç
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áóèåíÝóôåñç ìïñöÞ ôïõ ðåñéóôåñþíá ãéá ∆0 êáé Σ1 ôýðïõò äå äåß÷íåé ìÝ÷ñé
óôéãìÞò ðùò Ý÷åé êÜðïéá ìïñöÞ áõôïíïìßáò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, åßíáé Üãíù-
óôï áí õðÜñ÷åé õðïóýóôçìá ôçò Peano áñéèìçôéêÞò ôï ïðïßï íá Ýðåôáé (ìç
ôåôñéììÝíá) áðü ôçí áóèåíÝóôåñç ìïñöÞ ôïõ ðåñéóôåñþíá ãéá Σ1 ôýðïõò. Óôï
ÊåöÜëáéï 3 äåß÷íïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá ãéá ôçí áóèåíÝóôåñç ìïñöÞ
ôïõ ðåñéóôåñþíá ãéá ∆0 ôýðïõò

Èåþñçìá 4. ÊÜèå ìïíôÝëï ôçò ∆0 åðáãùãÞò ðïõ éêáíïðïéåß ôçí áóèå-
íÝóôåñç ìïñöÞ ôïõ ðåñéóôåñþíá ãéá ∆0 ôýðïõò êáé Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá êá-
ôáìÝôñçóçò ôùí óôïé÷åßùí ôùí Σ1 óõíüëùí éêáíïðïéåß ôç Σ1 óõëëïãÞ.

Óôï Èåþñçìá 4 äåí ìðïñïýìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò êá-
ôáìÝôñçóçò ôùí óôïé÷åßùí ôùí Σ1 óõíüëùí ìå ôéò óõíáñôÞóåéò êáôáìÝôñçóçò
ôùí óôïé÷åßùí ôùí ∆0 óõíüëùí, äéüôé åßíáé ãíùóôü ðùò áõôü äåí éó÷ýåé.
Ôï åíäéáöÝñïí æÞôçìá åßíáé áí óôï Èåþñçìá 4 ìðïñïýìå íá áðïöýãïõìå ôç
÷ñÞóç ôçò ∆0 åðáãùãÞò, äçëáäÞ äçìéïõñãåßôáé ôï åîÞò

Ðñüâëçìá 4. Éêáíïðïéåß êÜèå ìïíôÝëï ôçò áóèåíÝóôåñçò ìïñöÞò ôïõ
ðåñéóôåñþíá ãéá ∆0 ôýðïõò êáé ðïõ Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá êáôáìÝôñçóçò ôùí
óôïé÷åßùí ôùí Σ1 óõíüëùí ôç Σ1 óõëëïãÞ;

Ç èåôéêÞ áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 4 èá Ýäéíå ìéá ðéï óáöÞ åéêüíá ãéá ôçí
áóèåíÝóôåñç ìïñöÞ ôïõ ðåñéóôåñþíá ãéá ∆0 ôýðïõò.

Ï äåýôåñïò Üîïíáò ôçò äéáôñéâÞò, üðùò ôïíßóáìå óôçí áñ÷Þ ôçò ðåñß-
ëçøçò, åßíáé ç Åéêáóßá ôïõ G. Priest êáé áöïñÜ ôç ëïãéêÞ ôïõ ðáñáäüîïõ.
Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ëïãéêÞ, óôçí ïðïßá åðéôñÝðïõìå ãéá ïñéóìÝíïõò ôýðïõò ðïõ
áëçèåýïõí íá áëçèåýåé êáé ç ÜñíçóÞ ôïõò. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá paraconsistent
ëïãéêÞ ðïõ åðåêôåßíåé ôçí êëáóóéêÞ. ÌÜëéóôá êáé ïé äýï Ý÷ïõí ôéò ßäéåò ôáõ-
ôïëïãßåò. Ï ðëÞñçò ïñéóìüò ôçò ëïãéêÞò ôïõ ðáñáäüîïõ äßíåôáé óôçí áñ÷Þ
ôïõ Êåöáëáßïõ 4. ¼ëï ôï êåöÜëáéï áõôü åßíáé áöéåñùìÝíï óôéò éäéüôçôåò ôùí
(ðåðåñáóìÝíùí êáé Üðåéñùí) äïìþí ôçò ëïãéêÞò áõôÞò.

Ìå ôçí Ýííïéá ôçò paraconsistent ëïãéêÞò öÝñåôáé íá áó÷ïëÞèçêå ðñþ-
ôïò ï Robert K. Meyer ôï 1976. Ìáæß ìå ôïí Ì. Mortensen Ýäåéîáí ðùò
õðÜñ÷åé ïëüêëçñç êëÜóç ìç óõíåðþí áñéèìçôéêþí èåùñéþí. Åðßóçò Ýäåéîáí
ðùò áíåîáñôÞôùò ôïõ ðëÞèïõò áíôéöÜóåùí ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé Ýíá ìïíôÝëï,
áõôÝò äåí åðçñåÜæïõí áñíçôéêÜ ôïõò áñéèìçôéêïýò õðïëïãéóìïýò. Ôá áñéè-
ìçôéêÜ ìïíôÝëá åðéôñÝðïõí ðåñéãñáöÞ äïìþí ðÝñáí ôïõ N. Ðáñáäåßãìáôïò
÷Üñéí, äáêôýëéïé ìå äéÜôáîç. Ìå ôç ëïãéêÞ ôïõ ðáñáäüîïõ áó÷ïëÞèçêå ðïëý
áñ÷éêÜ ï G. Priest, ôçí ïðïßá ìÜëéóôá ôçí áðïêáëåß \ìßá áðü ôéò ðéï áðëÝò
êáé õðÜêïõåò" áðü ôéò paraconsistent ëïãéêÝò.

Óôá ôÝëç ôçò äåêáåôßáò ôïõ '90 ï G. Priest ðñïóðÜèçóå íá äþóåé Ýíáí
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÷áñáêôçñéóìü ôùí ðåðåñáóìÝíùí äïìþí ðïõ åßíáé ìïíôÝëá ôçò áñéèìçôéêÞò
Peano óôá ðëáßóéá ôçò ëïãéêÞò ôïõ ðáñáäüîïõ. Ï G. Priest äéáðßóôùóå ðùò
õðÜñ÷åé ìéá ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôá êëáóóéêÜ ìïíôÝëá ôçò ðëÞñïõò áñéèìçôéêÞò
Peano ìå ôá áíôßóôïé÷á ìïíôÝëá óôç ëïãéêÞ ôïõ ðáñáäüîïõ. Ôï èåþñçìá ðïõ
áêïëïõèåß äßíåé óôçí ïõóßá ìéá ìÝèïäï êáôáóêåõÞò ìïíôÝëùí óôç ëïãéêÞ ôïõ
ðáñáäüîïõ.

Èåþñçìá (G. Priest). ÊÜèå êëáóóéêü ìïíôÝëï ôçò ðëÞñïõò áñéèìçôé-
êÞò Peano äßíåé ìÝóù ó÷Ýóçò éóïôéìßáò Ýíá ìïíôÝëï ôçò ßäéáò èåùñßáò óôç
ëïãéêÞ ôïõ ðáñáäüîïõ.

Ôç ðñïóðÜèåéá ôïõ G. Priest ãéá ôïí ðëÞñç ÷áñáêôçñéóìü, óôç ëïãéêÞ
ôïõ ðáñáäüîïõ, ôùí ðåðåñáóìÝíùí ìïíôÝëùí ôçò ðëÞñïõò áñéèìçôéêÞò Peano
ïëïêëÞñùóáí ïé J. Paris êáé N. Pathmanathan. ÌÜëéóôá ðáñáôÞñçóáí ðùò
ßäéïò ÷áñáêôçñéóìüò äïõëåýåé (óôç ëïãéêÞ ôïõ ðáñáäüîïõ) êáé ãéá ðåðåñá-
óìÝíá ìïíôÝëá èåùñéþí áóèåíÝóôåñùí áðü ôçí ðëÞñç áñéèìçôéêÞ. Ï äéêüò
ìáò óêïðüò óôï ÊåöÜëáéï 4 åßíáé íá äþóïõìå áðáíôÞóåéò óå ïñéóìÝíá áðü ôá
ðñïâëÞìáôá ðïõ ôÝèçêáí áðü ôïí G. Priest ôï 1997 êáé 2000, íá ñßîïõìå êÜ-
ðïéï öùò óôç äïìÞ ôùí Üðåéñùí ìïíôÝëùí êáé íá ðÜñïõìå èÝóç óôçí åéêáóßá
ðïõ äéáôýðùóå ï G. Priest ôï 2000.

Ï G. Priest óõãêÝíôñùóå ìéá ëßóôá áðü ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí éäéüôç-
ôåò ðåðåñáóìÝíùí êáé Üðåéñùí äïìþí. Ëüãù ôçò ðëÞñïõò ôáîéíüìçóçò ôùí
ðåðåñáóìÝíùí ìïíôÝëùí, ôá ðåñéóóüôåñá åñùôÞìáôá, ðåñéëáìâáíïìÝíçò êáé
ôçò åéêáóßáò, áöïñïýí ôá Üðåéñá ìïíôÝëá. Ôï åñþôçìá ðïõ áöïñÜ ôçí ðåðå-
ñáóìÝíç ðåñßðôùóç åßíáé

Ðñüâëçìá 5 (G. Priest). Ðüóá ðåðåñáóìÝíá (ðëçèéêüôçôáò n) ìç
éóüìïñöá ìïíôÝëá ôçò ðëÞñïõò áñéèìçôéêÞò óôç ëïãéêÞ ôïõ ðáñáäüîïõ õðÜñ-
÷ïõí;

Óôçí ðáñÜãñáöï 4.3 äßíåôáé Ýíáò áíáäñïìéêüò ôýðïò óõíáñôÞóåé ôïõ n,
ï ïðïßïò õðïëïãßæåé ôï æçôïýìåíï ðëÞèïò ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 5. Åðßóçò ãßíåôáé
ìåëÝôç åéäéêþí ðåñéðôþóåùí êáé êáôáãñáöÞ ôùí áíôßóôïé÷ùí ìïíôÝëùí ðïõ
áíÞêïõí óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò.

Ï G. Priest áðÝäåéîå ôï 1997 ïñéóìÝíåò éäéüôçôåò ôùí ðåðåñáóìÝíùí äï-
ìþí óôç ëïãéêÞ ôïõ ðáñáäüîïõ. Ïé Üðåéñåò óõãêåêñéìÝíåò äïìÝò ðïõ ìåëÝ-
ôçóå, äéáðßóôùóå ðùò Ý÷ïõí êáé áõôÝò ðáñüìïéåò éäéüôçôåò. ¸ôóé, Ýèåóå ôá
áíôßóôïé÷á åñùôÞìáôá, ôï áí äçëáäÞ üëåò ïé Üðåéñåò äïìÝò Ý÷ïõí áõôÝò ôéò
éäéüôçôåò. Ïé ðåñéóóüôåñåò éäéüôçôåò áíáöÝñïíôáé óôçí åóùôåñéêÞ ðåñéãñáöÞ
ôùí äïìþí, ãéá áõôü êáé äåí èá ðáñáèÝóïõìå üëá ôá ðñïâëÞìáôá åäþ, óôç
ðåñßëçøç, áëëÜ ðáñáðÝìðïõìå óôçí ðáñÜãñáöï 4.2, üðïõ äßíïíôáé äýï áñíç-
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ôéêÝò êáé ìéá èåôéêÞ áðÜíôçóç óôá ó÷åôéêÜ åñùôÞìáôá ôïõ G. Priest.
ÐñïêåéìÝíïõ íá äéáôõðþóïõìå ôçí Åéêáóßá ôïõ G. Priest, äßíïõìå ðñþôá

ôï âáóéêü èåþñçìá ÷áñáêôçñéóìïý ôùí ðåðåñáóìÝíùí äïìþí óôç ëïãéêÞ ôïõ
ðáñáäüîïõ.

Èåþñçìá (J. Paris êáé N. Pathmanathan). ÊÜèå ðåðåñáóìÝíï ìï-
íôÝëï ìéáò ðëÞñïõò åðÝêôáóçò ôçò áñéèìçôéêÞò Peano óôç ëïãéêÞ ôïõ ðá-
ñáäüîïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí êáôÜññåõóç åíüò êëáóóéêïý ìïíôÝëïõ ôçò ßäéáò
èåùñßáò ìå êáôÜëëçëç ó÷Ýóç éóïôéìßáò.

Óçìåéþíïõìå ðùò ç ðëÞñçò áñéèìçôéêÞ åßíáé ìßá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðëÞñïõò
åðÝêôáóçò ôçò áñéèìçôéêÞò Peano.

¾óôåñá áðü ìåëÝôç óõãêåêñéìÝíùí Üðåéñùí äïìþí, ï G. Priest äéáôýðùóå
ôçí áêüëïõèç

Åéêáóßá (G. Priest). ÊÜèå Üðåéñï ìïíôÝëï ôçò ðëÞñïõò áñéèìçôéêÞò
Peano óôç ëïãéêÞ ôïõ ðáñáäüîïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí êáôÜññåõóç åíüò êëáó-
óéêïý ìïíôÝëïõ ôçò ðëÞñïõò áñéèìçôéêÞò Peano ìå êáôÜëëçëç ó÷Ýóç éóïôé-
ìßáò.

Ïé ðáñÜãñáöïé 4.4 êáé 4.5 ðåñéÝ÷ïõí áðïôåëÝóìáôá ðïõ óôï÷åýïõí óôçí
áñíçôéêÞ åðßëõóÞ ôçò åéêáóßáò áõôÞò. ÓõãêåêñéìÝíá, áðïäåéêíýïõìå óôçí
§4.4 ðùò üôáí åîåôÜæïõìå ôá Üðåéñá ìïíôÝëá ôçò Peano áñéèìçôéêÞò, ôüôå
áõôÜ äéáöÝñïõí óôçí óõìðåñéöïñÜ áðü ôá áíôßóôïé÷á ðåðåñáóìÝíá, äçëáäÞ

Èåþñçìá 5. ÕðÜñ÷åé Üðåéñï ìïíôÝëï ôçò Peano áñéèìçôéêÞò, ôÝôïéï
þóôå íá ìçí ðñïêýðôåé áðü ôçí êáôÜññåõóç êÜðïéïõ êëáóóéêïý ìïíôÝëïõ
ôçò Peano áñéèìçôéêÞò ãéá êÜðïéá ó÷Ýóç éóïôéìßáò.

Åíþ óôçí §4.5 åñåõíïýìå ôéò óõíÝðåéåò ôçò Åéêáóßáò, ïé ïðïßåò ìáò ïäç-
ãïýí óôï íá ó÷çìáôßóïõìå ôçí Üðïøç ôçò ôåëéêÜ áñíçôéêÞò åðßëõóÞò ôçò. Ôï
áîéïóçìåßùôï óôçí áðïäï÷Þ ôçò Åéêáóßáò ôïõ G. Priest åßíáé ðùò äßíåé ìï-
íôåëïèåùñçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá óôçí êëáóóéêÞ ëïãéêÞ (âë. Èåþñçìá 4.34 êáé
Ðüñéóìá 4.35) ðïõ ðéóôåýåôáé áðü ðïëëïýò üôé äåí éó÷ýïõí. ÊáôÜ áõôüí ôïí
ôñüðï óõíåéóöÝñïõìå ðñïò ôçí áñíçôéêÞ åðßëõóÞ ôçò.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

Ç áñéèìçôéêÞ Peano ðåñéÝ÷åé ðïëëÜ ãíÞóéá õðïóõóôÞìáôá. Ãéá ìåñéêÜ áðü
áõôÜ õðÜñ÷ïõí áñêåôÜ èåùñÞìáôá, ðïõ âïçèïýí óôçí êáôáíüçóç ôùí ìïíôÝ-
ëùí ôïõò. ÕðÜñ÷ïõí üìùò êáé êÜðïéá Üëëá, ãéá ôá ïðïßá ôá åñùôÞìáôá ðïõ
ôÝèçêáí åßíáé áêüìá áíïéêôÜ. ÆçôÞìáôá éåñáñ÷ßáò êáé ç åýñåóç ôçò åëÜ÷éóôçò
èåùñßáò ãéá ôá âáóéêÜ èåùñÞìáôá ôçò áñéèìçôéêÞò. Ôç äåêáåôßá ôïõ '80 Ýãéíå
ìéá óçìáíôéêÞ ðñïóðÜèåéá íá åíôá÷èïýí óå ìéá éåñáñ÷ßá ùò ðñïò ôç äýíáìÞ
ôïõò. ÏñéóìÝíá áðü ôá èåùñÞìáôá óôç ðåñéï÷Þ áõôÞ óõó÷åôßæïíôáé ìå ðñï-
âëÞìáôá óå ðåñéï÷Ýò üðùò ç Èåùñßá ðïëõðëïêüôçôáò êáé ç Èåùñßá áñéèìþí.
Óôç äéáôñéâÞ áõôÞ åñåõíïýìå ôç äýíáìç óõãêåêñéìÝíùí õðïóõóôçìÜôùí. Ãéá
ôçí áêñßâåéá, ïé P. Clote êáé J. Kraji�cek äçìïóßåõóáí Ýíá Üñèñï, âëÝðå ôçí
[CK93], óôï ïðïßï óõãêÝíôñùóáí ðïëëÜ áíïéêôÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôç
öñáãìÝíç áñéèìçôéêÞ, ôçí ðïëõðëïêüôçôá áðïäåßîåùí êáé õðïóõóôÞìáôá ôçò
Peano áñéèìçôéêÞò. Åìåßò èá áó÷ïëçèïýìå ìå êÜðïéá áðü ôá ðñïâëÞìáôá óôç
ëßóôá áõôÞ.

Åðßóçò ìåëåôÜìå ôç ðåñßðôùóç üëçò ôçò áñéèìçôéêÞò Peano óôá ðëáßóéá
ìéáò ìç êëáóóéêÞò ëïãéêÞò. Ãéá ôçí áêñßâåéá, öåýãïõìå áðü ôçí êëáóóéêÞ
ëïãéêÞ ìå óêïðü ôç ìåëÝôç ôùí ìïíôÝëùí ôçò áñéèìçôéêÞò Peano óôçí para-
consistent ëïãéêÞ. Èá äïýìå ðùò ôåëéêÜ õðÜñ÷åé ìéá áëëçëåðßäñáóç ìåôáîý
ôùí äýï ëïãéêþí êáé óõíÝðåéåò ðïõ áöïñïýí ôá áóèåíÞ õðïóõóôÞìáôá óôçí
êëáóóéêÞ ëïãéêÞ.

1.1 ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò

Êáôáñ÷Þí äßíïõìå ôïõò áðáñáßôçôïõò ïñéóìïýò êáé êÜíïõìå ìéá óõæÞôçóç
ðåñß ôïõ ôé åßíáé ãíùóôü êáé ôé ü÷é ãéá ôá õðïóõóôÞìáôá ôçò áñéèìçôéêÞò
Peano. Ç ãëþóóá L óôçí ïðïßá äïõëåýïõìå åßíáé ç ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá ôçò

1



2 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÇ

áñéèìçôéêÞò, äçëáäÞ ç ãëþóóá ìå ìç ëïãéêÜ óýìâïëá

{ ′; +; ·; ≤; 0}:
Ãéá óõíôïìßá, PA− åßíáé ç ðïëý ãíùóôÞ âáóéêÞ èåùñßá ðïõ ðåñéãñÜöåé ôç
óõìðåñéöïñÜ ôçò óôáèåñÜò 0, ôùí óõíáñôÞóåùí ôïõ åðïìÝíïõ, ôçò ðñüóèåóçò
êáé ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé ôçò ó÷Ýóçò ≤.

Ax1 ∀x; y; z((x+ y) + z = x+ (y + z))
Ax2 ∀x; y(x+ y = y + x)
Ax3 ∀x; y; z((x · y) · z = x · (y · z))
Ax4 ∀x; y(x · y = y · x)
Ax5 ∀x; y; z(x · (y + z) = x · y + x · z)
Ax6 ∀x((x+ 0 = x) ∧ (x · 0 = 0))
Ax7 ∀x; y(x · y′ = (x · y) + x)
Ax8 ∀x; y(x+ y′ = (x+ y)′)
Ax9 ∀x; y; z((x < y ∧ y < z) → x < z)

Ax10 ∀x¬(x < x)
Ax11 ∀x; y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)
Ax12 ∀x; y; z(x < y → x+ z < y + z)
Ax13 ∀x; y; z(0 < z ∧ x < y → x · z < y · z)
Ax14 ∀x; y(x ≤ y → ∃z(x+ z = y))
Ax15 0 < 0′ ∧ ∀x(x > 0 → x ≥ 0′)
Ax16 ∀x; y(x′ = y′ → x = y)
Ax17 ∀x(x ≥ 0 ∧ x′ 6= 0)

Ïé éäéüôçôåò áõôÞò ôçò èåùñßáò åßíáé óõãêåíôñùìÝíåò ìå ðïëëÝò ëåðôïìÝ-
ñéåò áðü ôïí R. Kaye óôï [Kay91]. Óõìâïëßæïõìå ôçí ðñùôïâÜèìéá áñéèìçôéêÞ
Peano ìå PA, ðïõ åßíáé PA− ìáæß ìå ôï åðüìåíï ó÷Þìá åðáãùãÞò:

I' ∀~y('(0; ~y) ∧ ∀x('(x; ~y) → '(x+ 1; ~y)) → ∀x'(x; ~y));

üðïõ ' åßíáé ïðïéïóäÞðïôå ôýðïò ôçò L. Ãéá ÷Üñç ôçò ðëçñüôçôáò, ðáñáèÝ-
ôïõìå ôïõò ïñéóìïýò üëùí ôùí õðïóõóôçìÜôùí óôá ïðïßá èá áíáöåñèïýìå.
Èåùñïýìå N íá åßíáé ôï standard ìïíôÝëï ôïõ PA êáé ãéá êÜèå åìöÜíéóç ôïõ
n èá åííïïýìå üôé n ∈ N.

• IΣn (Þ Σn åðáãùãÞ) åßíáé PA− + {I' : ' åßíáé Σn-ôýðïò}:
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• I∆n (Þ ∆n åðáãùãÞ) åßíáé
PA− + {∀x∀~y('(x; ~y) ↔  (x; ~y)) → I' : ' Σn-ôýðïò,  Πn-ôýðïò}:

Ôýðïé ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá Σn êáé Πn ëÝãïíôáé ∆n−ôýðïé.

• BΣn (Þ Σn óõëëïãÞ) åßíáé I∆0 + {B' : ' åßíáé Σn-ôýðïò}; üðïõ

B' ∀~u∀z[∀x < z∃y'(x; y; ~u) → ∃t∀x < z∃y < t'(x; y; ~u)]:

• LΣn (Þ Σnáñ÷Þ åëá÷ßóôïõ) åßíáé PA− + {L' : ' åßíáé Σn-ôýðïò};
üðïõ

L' ∀~y[∃x'(x; ~y) → ∃x['(x; ~y) ∧ (∀z < x)¬'(z; ~y)]]:

Ðáñüìïéá ïñßæåôáé ç L∆n (Þ ∆n áñ÷Þ åëá÷ßóôïõ). Åðßóçò ìå exp èá óõìâï-
ëßæïõìå ôï áîßùìá ðïõ åêöñÜæåé üôé \ ç åêèåôéêÞ åßíáé ïëéêÞ", äçëáäÞ åßíáé ç
ðñüôáóç

∀x∀y∃z(z = xy):

Ï Bennett Þôáí ï ðñþôïò ðïõ ðåñéÝãñáøå ôï ãñÜöçìá ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñ-
ôçóçò ìå Ýíáí ∆0 ôýðï, âëÝðå [Ben62]. Ï ôýðïò áõôüò Þôáí ãñáììÝíïò óôç
ãëþóóá ôùí ëÝîåùí. Ãéá áõôü, óôç óõíÝ÷åéá äüèçêå Üëëïò ïñéóìüò áðü ôïí
J. Paris óôçí L (âëÝðå [Dim80]). Ôï ãåãïíüò áõôü, äçëáäÞ üôé ôï z = xy
åßíáé Ýíáò ∆0 ôýðïò, ìáò åðéôñÝðåé íá ðåñéãñÜöïõìå êáëýôåñá ôá öñÜãìáôá,
÷ùñßò íá \÷áëÜåé" ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ôýðïõ.

¸íá Üëëï, åîßóïõ ÷ñÞóéìï áîßùìá, åßíáé ôï Ω1;k, ðïõ åêöñÜæåé üôé \Ω1;k
åßíáé ïëéêÞ", üðïõ

Ω1;k(x) = x

k öïñÝò︷ ︸︸ ︷
log··· log x:

Óå üëá ôá ðáñáðÜíù áîéþìáôá åðéôñÝðåôáé ç ÷ñÞóç ôùí ðáñáìÝôñùí óôïõò
ôýðïõò. Ç äõíáôüôçôá ÷ñÞóçò ôùí ðáñáìÝôñùí Ý÷åé áðïâåß ðïëëÝò öïñÝò
êñßóéìç Ýùò áíáãêáßá. Ãéá áõôü ôï ëüãï, üôáí äåí åðéôñÝðïíôáé ïé ðáñÜìåôñïé
óôá ó÷Þìáôá ôçò åðáãùãÞò êáé ôçò óõëëïãÞò, èá ôï ôïíßæïõìå ìå Ýíá ìåßïí
óôçí Üíù äåîéÜ ãùíßá ôïõ ó÷Þìáôïò, ãéá ðáñÜäåéãìá IΣ−n , BΣ−n ê.ô.ë.

Åßíáé ãíùóôü ðùò ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ áëçèåýïõí óå Ýíá
ìïíôÝëï Ì , ðïõ ôï óõìâïëßæïõìå ìå Th(M), åßíáé ðëÞñçò èåùñßá1.

ÐïëëÝò öïñÝò êïéôÜìå óõãêåêñéìÝíçò ðïëõðëïêüôçôáò ðñïôÜóåéò ìéáò
èåùñßáò. Ãéá áõôü ôï ëüãï äßíïõìå ïñéóìïýò ãéá ôéò åðüìåíåò äýï èåùñßåò.

1Ìéá èåùñßá ëÝãåôáé ðëÞñçò åÜí ãéá êÜèå ðñüôáóç ', åßôå T ` ' åßôå T ` ¬'.
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• ThΠn(N) åßíáé ôï óýíïëï ôùí Πn ðñïôÜóåùí ðïõ áëçèåýïõí óôïõò öõ-
óéêïýò.

• ThΠn(Ô) åßíáé ôï óýíïëï ôùí Πn ðñïôÜóåùí ðïõ áëçèåýïõí óå üëá ôá
ìïíôÝëá ôçò èåùñßáò Ô.

¼ðùò åßðáìå, ç Th(M) åßíáé ðëÞñçò èåùñßá, üìùò ï ðåñéïñéóìüò ôçò ThΠn(M)
óå Πn ðñïôÜóåéò êáèéóôÜ ôç èåùñßá ThΠn(M) ìç ðëÞñç.

Áöïý ìéëÞóáìå ãéá ðåñéïñéóìïýò èåùñßáò, áò äïýìå êáé ôïõò ðåñéïñéóìïýò
äïìþí, óõãêåêñéìÝíá áò ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò Σn óôïé÷åéþäïõò õðïäïìÞò.

Ïñéóìüò 1.1. ¸óôù Ì |= PA− êáé K õðïäïìÞ ôçò Ì . ËÝìå üôé K åßíáé Σn
óôïé÷åéþäçò õðïäïìÞ êáé ôï óõìâïëßæïõìå ìå K ≺n M , åÜí ãéá üëïõò ôïõò
Σn ôýðïõò '(x1; : : : ; xm) êáé ãéá üëá ôá a1; : : : ; am ∈ K,

M |= '(a1; : : : ; am) ⇐⇒ K |= '(a1; : : : ; am):

¼ôáí éó÷ýåé K ≺n M , ãéá üëá ôá n ∈ N, ôüôå ëÝìå üôé ç Ê åßíáé óôïé÷åéþäçò
õðïäïìÞ ôçò Ì êáé ôï óõìâïëßæïõìå ìå K ≺M .

Ìßá Σn óôïé÷åéþäçò õðïäïìÞ ïõóéáóôéêÜ \êëçñïíïìåß" ôéò Σn éäéüôçôåò
ôçò äïìÞò, üóïí áöïñÜ ôá óôïé÷åßá ôïõ óýìðáíôïò ôçò õðïäïìÞò. Åðßóçò, óå
ìéá Σn óôïé÷åéþäç õðïäïìÞ áëçèåýïõí üëåò ïé Πn+1 ðñïôÜóåéò ðïõ áëçèåýïõí
óôçí õðåñäïìÞ.

1.2 Ó÷Ýóåéò õðïóõóôçìÜôùí ôçò PA

Áò ñßîïõìå ìéá ðñþôç ìáôéÜ óôï ðþò óõíäÝïíôáé ôá ó÷Þìáôá ðïõ ïñßóáìå óôçí
áñ÷Þ ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ. Ç ó÷Ýóç ôçò Σn óõëëïãÞò ìå Üëëá õðï-
óõóôÞìáôá ôçò PA Ý÷åé åêôåôáìÝíá ìåëåôçèåß óôá [PK78] êáé [Par70]. Ï Par-
sons Ýêáíå ôçí áñ÷Þ äåß÷íïíôáò üôé ç Σn óõëëïãÞ Ýðåôáé áðü ôçí Σn åðáãùãÞ.
Åðßóçò êáôáóêåýáóå ìïíôÝëï ãéá ôç èåùñßá IΣn + ¬BΣn+1, áðïäåéêíýïíôáò
Ýôóé ðùò ç Σn+1 óõëëïãÞ äåí Ýðåôáé áðü ôçí Σn åðáãùãÞ. ÄçëáäÞ,

Èåþñçìá 1.2 ([Par70]). Ãéá üëá ôá n ∈ N,

1. IΣn =⇒ BΣn.

2. IΣn 6=⇒ BΣn+1.

Ïé J. Paris êáé L. Kirby óõíÝâáëáí óçìáíôéêÜ óôçí ðåñáéôÝñù ìåëÝôç ôùí
ó÷çìÜôùí åðáãùãÞò êáé óõëëïãÞò óôï [PK78]. ÌåñéêÜ áðü ôá áðïôåëÝóìáôá
ôïõ Üñèñïõ áõôïý åßíáé ôá ðáñáêÜôù:
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Èåþñçìá 1.3 ([PK78]). Ãéá üëá ôá n ∈ N,

1. IΣn ⇐⇒ LΣn ⇐⇒ IΠn ⇐⇒ LΠn.

2. BΣn+1 =⇒ IΣn.

3. BΣn+1 6=⇒ IΣn+1.

4. BΠn ⇐⇒ BΣn+1:

5. IΣn+1 =⇒ L∆n+1 =⇒ BΣn+1.

ÉäÝá ôçò áðüäåéîçò. 1. Éó÷ýåé ç êëáóóéêÞ áðüäåéîç ðïõ îÝñïõìå áðü ôçí
óõíïëïèåùñßá, üôé äçëáäÞ ç áñ÷Þ åëá÷ßóôïõ åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí áñ÷Þ
ôçò åðáãùãÞò, ìüíï ðïõ ôçí êÜíïõìå ãéá Σn (Þ Πn áíôßóôïé÷á) óýíïëá.

2. Ç óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç åäþ åßíáé üôé óôçí ïõóßá ìðïñïýìå íá äïõëÝ-
øïõìå ìå ðëÞñç åðáãùãÞ óôçí ìåôáãëþóóá, äçëáäÞ Ý÷ïíôáò ôï BΣn+1,
õðïèÝôïõìå üôé äåßîáìå ôï IΣn−1. ¾óôåñá, ç áðüäåéîç ôïõ IΣn åßíáé
áðëÞ.

3. Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå Ýíá ìïíôÝëï ðïõ Ý÷åé ãéá óý-
ìðáí nonstandard Σn ïñßóéìá óôïé÷åßá. ÅðåéäÞ èá îáíá÷ñçóéìïðïéç-
èïýí óôá åðüìåíá êåöÜëáéá áõôÞò ôçò äéáôñéâÞò ïñßóéìá óôïé÷åßá, ðá-
ñáèÝôïõìå áìÝóùò ìåôÜ ôï ôÝëïò áõôÞò ôçò áðüäåéîçò ôï ó÷åôéêü ïñéóìü
êáé ìåñéêÜ áðïôåëÝóìáôá.

4. Ðáñáôçñïýìå ðùò ìå ÷ñÞóç ôçò (ïðïéáóäÞðïôå) óõíÜñôçóçò æåõãáñþ-
ìáôïò, ìðïñïýìå íá áðëïðïéÞóïõìå ôïí õðáñîéáêü ðïóïäåßêôç êáé ìå
áõôüí ôïí ôñüðï íá êáôåâÜóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ôýðïõ óôï
ó÷Þìá óõëëïãÞò.

5. Ç ðñþôç óõíåðáãùãÞ åßíáé ôåôñéììÝíç, åíþ ãéá ôçí Üëëç: ïñßæåôáé Ýíáò
Σn+1 ôýðïò, Ýóôù �, ðïõ äßíåé õðïøÞöéá öñÜãìáôá ãéá ôïí ôýðï ' ãéá
ôïí ïðïßïí èÝëïõìå íá äåßîïõìå ôçí óõëëïãÞ, êáé ãñÜöïíôáò ôïí � ùò
Πn+1 ôýðï, åöáñìüæïõìå ôçí áñ÷Þ åëá÷ßóôïõ.

Ïñéóìüò 1.4. ¸óôù M ìïíôÝëï ôçò PA−. ¸íá óôïé÷åßï a ∈ M ëÝãåôáé
ïñßóéìï óôï M áí õðÜñ÷åé ôýðïò ' ôçò L, ìå ìéá åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ êáé
÷ùñßò ðáñáìÝôñïõò, þóôå

M |= '(a) ∧ ∀x['(x) → x = a]:
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Ôï óýíïëï ôùí ïñßóéìùí óôïé÷åßùí ôïõ M åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò åðüìåíï,
ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü, êáé ðåñéÝ÷åé ôïõò öõóéêïýò. ¢ñá åßíáé äïìÞ
ãéá ôçí L. ÁõôÞ ôçí õðïäïìÞ ôçò M , ðïõ Ý÷åé ãéá óýìðáí ôï óýíïëï ôùí
ïñßóéìùí óôïé÷åßùí, ôç óõìâïëßæïõìå ìå K(M). ¼ôáí èÝëïõìå ïé ôýðïé
ðïõ ïñßæïõí ôá óôïé÷åßá íá åßíáé óõãêåêñéìÝíçò ðïëõðëïêüôçôáò Σn, ôüôå ôç
óõìâïëßæïõìå ìå Kn(M). ¼ôáí èÝëïõìå íá ïñßæïíôáé ôá óôïé÷åßá áðü Ýíá
óýíïëï ðáñáìÝôñùí X ⊆M , èá ãñÜöïõìå Kn(M;×). Ãéá X = M ðáßñíïõìå
üëï ôï Ì , åíþ ãéá X = ∅ ðáßñíïõìå Kn(M). Ðñéí ðåñéãñÜøïõìå ôéò éäéüôçôåò
ôçò Kn(M), äßíïõìå Üëëç ìßá äïìÞ ðïõ ó÷åôßæåôáé óôåíÜ ìå ïñßóéìá óôïé÷åßá.

Ïñéóìüò 1.5. ¸óôù M ìïíôÝëï ôçò PA−. ¸íá ìç êåíü óýíïëï I ⊆ M
êáëåßôáé ôïìÞ áí åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí óõíÜñôçóç ôïõ åðïìÝíïõ êáé ùò
ðñïò ôç ó÷Ýóç <. ÅÜí I 6= M , ôüôå ç ôïìÞ êáëåßôáé ãíÞóéá. ÔÝëïò, åÜí
ç ôïìÞ åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü, ôüôå êáëåßôáé
áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ Ì êáé óõìâïëßæåôáé ìå É ⊆e M .

Óçìåéþíïõìå üôé ìéá ôïìÞ äåí åßíáé (ðÜíôá) äïìÞ, åíþ ôï áñ÷éêü ôìÞìá
åßíáé äïìÞ ãéá ôçí L. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç ìéêñüôåñç ôïìÞ, ðïõ ôõ÷áßíåé íá
åßíáé êáé áñ÷éêü ôìÞìá, åßíáé ôï N. ¸íá áðü ôá áñ÷éêÜ ôìÞìáôá ôïõ Ì ðïõ
ðáñïõóéÜæïõí åíäéáöÝñïí åßíáé ôï

In(M;×) = {x ∈M : ∃y ∈ Kn(M;×)[x < y]}:
Ïé óôïé÷åéþäåéò éäéüôçôåò ôùí ïñßóéìùí óôïé÷åßùí ìáò åîáóöáëßæïõí ôçí

êëåéóôüôçôá ôïõ In(M;×) ùò ðñïò ôéò ′;+; ·. Åðßóçò åðåéäÞ êÜèå öïñÜ óá-
ñþíïõìå üëá ôá ìéêñüôåñá, Ýðåôáé üôé ôï In(M;×) åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôç
ó÷Ýóç <, óå áíôßèåóç ìå ôï Kn(M;×) ðïõ äåí åßíáé ðÜíôá êëåéóôü ùò ðñïò
ôçí <. ÄçëáäÞ, éó÷ýåé ðÜíôá üôé In(M;×) ⊆e M .

Ç Ðñüôáóç 1.6 äßíåé ïñéóìÝíåò áðü ôéò éäéüôçôåò ôùí In(M;×), Kn(M;×),
ïé ïðïßåò èá ìáò öáíïýí ÷ñÞóéìåò óôá åðüìåíá êåöÜëáéá. Ïé P. H�ajek êáé
P. Pudl�ak Ý÷ïõí óõãêåíôñþóåé ìå ëåðôïìÝñåéåò óôï [HP93] ðïëëÜ áðïôåëÝ-
óìáôá ãéá áõôÝò ôéò äïìÝò. Ïé J. Paris ìå L. Kirby êáé áíåîÜñôçôá ï H.
Lessan áðÝäåéîáí ôçí ðáñáêÜôù

Ðñüôáóç 1.6 ([Les78], [PK78]). ¸óôù n ≥ 1 êáé Ì |= IΣn, X ⊆M . Ôüôå
éó÷ýïõí

1. Kn(M;X) ≺n M .

2. In(M;X) ≺n−1 M .

Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 1.3, ç Σn+1 áñ÷Þ åëá÷ßóôïõ åßíáé ãíÞóéá ðéï
éó÷õñÞ áðü ôçí Σn+1 óõëëïãÞ. ÅÜí üìùò ðåñéïñéóôïýìå óå ∆n+1 áñ÷Þ åëá-
÷ßóôïõ, ôüôå âãáßíåé üôé åßíáé éóïäýíáìá áõôÜ ôá óõóôÞìáôá. Áõôü ôï áðÝäåéîå
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ï R. Gandy (ãéá ëåðôïìÝñåéåò âëÝðå óåë. 66 ôïõ [HP93]). Åðßóçò óôç êëáó-
óéêÞ áðüäåéîç ðïõ áíáöÝñáìå ãéá ôï Èåþñçìá 1.3 (1), éó÷ýåé ç ìéá êáôåýèõíóç
ãéá ∆n ôýðïõò. ÄçëáäÞ, áí ôá óõíïøßóïõìå ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï

Èåþñçìá 1.7. Ãéá üëá ôá n ∈ N, BΣn+1 ⇔ L∆n+1 ⇒ I∆n+1.

Èåùñïýìå ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.2(2) ãéá n = 0 êáé
ëüãù éäéáßôåñçò óçìáóßáò ôçò áðüäåéîçò ãéá áõôÞí ôç ðåñßðôùóç, ôç ðáñáèÝ-
ôïõìå ùò îå÷ùñéóôü ðüñéóìá.

Ðüñéóìá 1.8. I∆0 6=⇒ BΣ1:

Ôï ìïíôÝëï ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ Ðïñßóìáôïò 1.8
åßíáé ôçò ìïñöÞò Ê1(Ì;×), ãéá ôõ÷áßï Ì |= IΣ1. Áõôü ëïéðüí ôï ìïíôÝëï
éêáíïðïéåß ôï áîßùìá exp, äéüôé ôï ãñÜöçìá ôçò åêèåôéêÞò åßíáé Ýíáò ∆0 ôýðïò
êáé Ýôóé ãéá x; y ∈ Ê1(Ì;×), ôï óôïé÷åßï xy (åöüóïí õðÜñ÷åé óôï Ì) åßíáé
êáé áõôü ìÝóá óôï Ê1(Ì;×). ÌÜëéóôá ç ýðáñîç ìïíôÝëïõ ðïõ íá éêáíïðïéåß
ôç èåùñßá I∆0 + ¬BΣ1, áëëÜ íá ìçí éêáíïðïéåß ôï exp ôÝèçêå ùò ðñüâëçìá
áðü ôïõò J. Paris êáé A. Wilkie, ðïõ åßíáé áíïéêôü áêüìá. Åßíáé ôï Ðñüâëçìá
29 óôç ëßóôá2 áíïéêôþí ðñïâëçìÜôùí [CK93].

Ðñüâëçìá 1.9 (J. Paris, A. Wilkie). ÕðÜñ÷åé ìïíôÝëï Ì ôçò èåùñßáò I∆0 +
¬BΣ1 óôï ïðïßï ç åêèåôéêÞ äåí åßíáé ïëéêÞ;

Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï èá äïýìå ôéò óõíÝðåéåò ôçò èåôéêÞò áðÜíôçóçò
óôï Ðñüâëçìá 1.9.

Ôá ó÷üëéá ðïõ êÜíáìå ãéá ôï Ê1(Ì;×) ðñïçãïõìÝíùò, èá ôá äéáôõðþ-
óïõìå ùò ëÞììá, äéüôé èá ôï åðéêáëåóôïýìå óå áñêåôÜ óçìåßá ôçò äéáôñéâÞò.

ËÞììá 1.10.

1. ÅÜí Ì |= I∆0 + exp êáé K1(M;X) 6= N, ôüôå K1(M;X) 6|= BΣ1.

2. ÅÜí Ì |= IΣn êáé Kn(M;X) 6= N, n ≥ 1, ôüôå
Kn(M;X) |= IΣn−1 + ¬BΣn.

3. I∆0 + exp 6` BΣ1.

ÁíÜìåóá óôá õðïóõóôÞìáôá ôçò PA ðïõ áíáöÝñáìå, ôï I∆n åßíáé Ýíá áðü
ôá ðéï \ìõóôçñéþäç", ìå ôçí Ýííïéá üôé äåí õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ áðïôåëÝóìáôá,
áëëÜ õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ áíïé÷ôÜ åñùôÞìáôá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíá âáóéêü åñþ-
ôçìá ðïõ ôÝèçêå áðü ôïí J. Paris êáé åßíáé ôï Ðñüâëçìá 34 óôç ëßóôá ôùí
áíïéêôþí ðñïâëçìÜôùí ôùí Clote êáé Krajicek åßíáé ôï ðáñáêÜôù:

2Ïé ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôç ëßóôá õðÜñ÷ïõí óôçí ðñþôç óåëßäá ôçò åéóáãùãÞò.
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Ðñüâëçìá 1.11 (Paris). I∆n ` BΣn (n ≥ 1);

Óôç äéáôñéâÞ áõôÞ èá ãßíåé áíáöïñÜ óôçí åîÝëéîç ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 1.11
ìÝóá óôçí ôåëåõôáßá åîáåôßá êáé óôç óõíåéóöïñÜ ìáò ðñïò ôç ëýóç ôïõ Ðñï-
âëÞìáôïò.

1.3 ÔåëéêÝò åðåêôÜóåéò

¸íá áðü ôá ðñÜãìáôá ðïõ âïçèÜåé óçìáíôéêÜ ôç ìåëÝôç åíüò ìïíôÝëïõ Ì
åßíáé ç äõíáôüôçôá íá ôï ìåëåôÞóïõìå ìÝóá óå Ýíá Üëëï ìïíôÝëï Í ðïõ
ôï ðåñéÝ÷åé. ¼óï êáëýôåñá ôï Ì åßíáé \ôïðïèåôçìÝíï" ìÝóá óôï Í , ôüóo
ðåñéóóüôåñåò åßíáé ïé ðëçñïöïñßåò ðïõ ìðïñïýìå íá áíôëÞóïõìå ãéá ôï Ì .
Ìßá áðü ôéò `êáëÝò' åðåêôÜóåéò åßíáé ç ôåëéêÞ.

Ïñéóìüò 1.12. ¸óôù Ì , Í ìïíôÝëá ôçò PA−. Ôï Í ëÝãåôáé ôåëéêÞ åðÝ-
êôáóç ôïõ Ì , åÜí ôï M åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ N , äçëáäÞ M ⊆e N . ¼ôáí
Ì 6= N , ôüôå ç åðÝêôáóç êáëåßôáé ãíÞóéá.

Áò äïýìå óå ôé âïçèÜåé ç ýðáñîç ìéáò ãíÞóéáò ôåëéêÞò åðÝêôáóçò.

Èåþñçìá 1.13 ([Kay91]). ¸óôù Ì êáé Í äõï äïìÝò ôçò L, ìå Ì ⊆e
N . Ôüôå Ì ≺0 N , äçëáäÞ ç Ì åßíáé ∆0 óôïé÷åéþäçò õðïäïìÞ ôçò Í .
Åéäéêüôåñá, åÜí Í |= I∆0 êáé Ì ⊆e N , ôüôå êáé Ì |= I∆0.

Óôï ðáñáðÜíù Èåþñçìá ôï Ì åßíáé áðëÞ äïìÞ. ×ùñßò íá õðïèÝóïõìå
ôßðïôá ãéá áõôÞ ôç äïìÞ, ðáñÜ ìüíï üôé Ý÷åé ìéá ãíÞóéá åðÝêôáóç ç ïðïßá
éêáíïðïéåß ôç ∆0 åðáãùãÞ, óõìðåñáßíïõìå üôé êáé ôï Ì éêáíïðïéåß ôç ∆0

åðáãùãÞ.
Áò óõìâïëßóïõìå ãéá óõíôïìßá ìå Ì ≺e;n N ôçí ôåëéêÞ åðÝêôáóç, üðïõ

åðéðëÝïí Ì ≺n N . ÂÜæïíôáò åðéðëÝïí õðïèÝóåéò ãéá ôï Ì ðñïêýðôåé ç
åðüìåíç

Ðñüôáóç 1.14 ([HP93]). ¸óôù Ì ≺e;n N , ìå N |= IΣn êáé M 6= N . Ôüôå
Ì |= BΣn+1.

Ùò óõíÝðåéá ôçò Ðñüôáóçò 1.14 óå óõíäõáóìü ìå ôï Èåþñçìá 1.13 Ýðåôáé
ôï åîÞò ðïëý ÷ñÞóéìï

Ðüñéóìá 1.15. ¸óôù Ì |= I∆0. Ôüôå êÜèå ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ Ì
éêáíïðïéåß BΣ1.

Óôï Üñèñï ôïõò ([PK78]) ïé J. Paris êáé L. Kirby ðñïóðÜèçóáí íá êáôá-
íïÞóïõí ôéò éêáíÝò êáé áíáãêáßåò óõíèÞêåò þóôå Ýíá áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï íá
Ý÷åé ìéá Σn óôïé÷åéþäç ãíÞóéá ôåëéêÞ åðÝêôáóç êáé ôï êáôÜöåñáí ãéá n ≥ 2.
ÓõãêåêñéìÝíá Ýäåéîáí ôï
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Èåþñçìá 1.16 ([PK78]). ¸óôù Ì |= I∆0 áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï êáé n ≥ 2.
Ôüôå

ôï M Ý÷åé ãíÞóéá Σn óôïé÷åéþäç ôåëéêÞ åðÝêôáóç ðïõ éêáíïðïéåß I∆0

⇐⇒ M |= BΣn.

ÌÝ÷ñé óôéãìÞò ðáñüìïéåò (éêáíÝò êáé áíáãêáßåò) óõíèÞêåò äåí Ý÷ïõí âñå-
èåß ãéá ôéò ðåñéðôþóåéò n = 0; 1. Ôï ó÷åôéêü åñþôçìá ìÜëéóôá êáôáôÜóóåôáé
ùò èåìåëéþäåò áíïéêôü ðñüâëçìá óôç ëßóôá ðñïâëçìÜôùí ôùí P. Clote êáé J.
Kraji�cek.

Ðñüâëçìá 1.17 (Paris). Éó÷ýåé ðùò êÜèå áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï Ì ôïõ BΣ1

Ý÷åé ìéá ãíÞóéá ôåëéêÞ åðÝêôáóç ðïõ éêáíïðïéåß I∆0;

Åßäáìå óôç Ðñüôáóç 1.14 ðùò ãéá íá Ý÷åé ïðïéïäÞðïôå ìïíôÝëï Ì ìéá
ôåëéêÞ åðÝêôáóç Í ðïõ éêáíïðïéåß ∆0 åðáãùãÞ, ðñÝðåé ôï Ì íá éêáíïðïéåß
ôç Σ1 óõëëïãÞ.

Ïé A. Wilkie êáé J. Paris, óôï ôÝëïò ôçò äåêáåôßáò ôïõ '80, Ýäåéîáí üôé
åÜí õðïèÝóïõìå ôçí éêáíïðïßçóç ôïõ exp óôï ìïíôÝëï, ôüôå éó÷ýåé êáé ôï
áíôßóôñïöï. ÄçëáäÞ,

Èåþñçìá 1.18 ([WP89]). ¸óôù Ì |= I∆0 +exp áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï. Ôüôå

ôï M Ý÷åé ãíÞóéá ôåëéêÞ åðÝêôáóç ðïõ éêáíïðïéåß I∆0 ⇐⇒ M |= BΣ1.

Ç ôåëéêÞ áõôÞ åðÝêôáóç óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 1.13 åßíáé êáé ∆0 óôïé-
÷åéþäçò.

¸íá Üëëï áíïéêôü ðñüâëçìá ãéá ôåëéêÝò åðåêôÜóåéò, ðïõ ðçãÜæåé áðü ôï
Ðñüâëçìá 1.16, åßíáé áõôü ðïõ Ýèåóå ï P. Clote êáé åßíáé ôï Ðñüâëçìá 33 óôç
ëßóôá ([CK93]). ÄçëáäÞ,

Ðñüâëçìá 1.19 (Clote). Ãéá n ≥ 1, åÜí Ì åßíáé áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï ôçò
BΣn+1, ôüôå õðÜñ÷åé ãíÞóéá Σn+1 óôïé÷åéþäçò ôåëéêÞ åðÝêôáóç ðïõ éêáíï-
ðïéåß ôï BΣn;

Èá åðáíÝëèïõìå óôéò ôåëéêÝò åðåêôÜóåéò óôï ÊåöÜëáéï 3.

1.4 Óôïé÷åéþäçò ÁñéèìçôéêÞ

Ôá õðïóõóôÞìáôá ðïõ áíáöÝñáìå, ãéá áêñßâåéá ôá Σn åðáãùãéêÜ ó÷Þìáôá êáé
Σn+1 ó÷Þìáôá óõëëïãÞò, ãéá n ≥ 1 óõíåðÜãïíôáé ôï áîßùìá exp. Åíþ ãéá ôá
I∆0 êáé BΣ1 õðÜñ÷ïõí ìïíôÝëá ðïõ äåí éêáíïðïéïýí ôï áîßùìá exp. ¼ðùò èá
äïýìå óôç óõíÝ÷åéá, ôá ðåñéóóüôåñá èåùñÞìáôá, ãéá ðáñÜäåéãìá óõíäõáóôéêÞò
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öýóåùò, ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ãéá âÜóç ìüíï ôç èåùñßá
I∆0 + exp. ÁõôÞí ôç èåùñßá ôçí êáëïýìå óôïé÷åéþäç áñéèìçôéêÞ, êáé ôçí
óõìâïëßæïõìå (ÅÁ).

Ìéá óçìáíôéêÞ êëÜóç ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôçí ÅÁ åßíáé ç êëÜóç ôïõ Grze-
gorczyk. ÁñêåôÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå áõôÞí ôçí êëÜóç
õðÜñ÷ïõí óôá [Grz55], [Woo81] êáé [BI91]. Ãéá íá åîçãÞóïõìå ôç ó÷Ýóç
áõôÞ äßíïõìå ôïõò áðáñáßôçôïõò ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 1.20. Ç êëÜóç ôïõ Grzegorczyk E2 åßíáé ç ìéêñüôåñç êëÜóç ôùí
ðñùôïãåíþí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí óôçí L, ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò óôáèåñÝò
óõíáñôÞóåéò, ôéò óõíáñôÞóåéò ðñïâïëÞò, ôç óõíÜñôçóç ôïõ åðïìÝíïõ êáé åßíáé
êëåéóôÞ ùò ðñïò áíôéêáôÜóôáóç êáé öñáãìÝíç áíáäñïìÞ, äçëáäÞ, áí g(y),
h(x; y; w) êáé b(x; y) åßíáé óôç E2, ôüôå åßíáé êáé ç óõíÜñôçóç f(x; y) ðïõ
éêáíïðïéåß:

• f(0; y) = min{g(y); b(0; y)}
• f(x+ 1; y) = min{h(x+ 1; y; f(x; y)); b(x+ 1; y)}:

Ìå E2∗ -êáôçãüñçìá åííïïýìå Ýíá êáôçãüñçìá ôïõ ïðïßïõ ç ÷áñáêôçñé-
óôéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé óôçí êëÜóç E2. ÔÝôïéá êáôçãïñÞìáôá åßíáé êëåéóôÜ
ùò ðñïò ôïõò öñáãìÝíïõò ðïóïäåßêôåò. ÊáôÜ óõíÝðåéá, êÜèå ∆0-êáôçãüñçìá
åßíáé Ýíá E2∗ -êáôçãüñçìá.

Ïñßæïõìå åðßóçò ìéá åðÝêôáóç ôçò L, ôçí L′: ãéá êÜèå óõíÜñôçóç óôç
E2 ðñïóèÝóáìå Ýíá áíôßóôïé÷ï óõíáñôçóéáêü óýìâïëï. Ïðüôå ç íÝá ãëþóóá
ðïõ ðñïêýðôåé Ý÷åé Üðåéñï ðëÞèïò ìç ëïãéêþí óõìâüëùí.

Ìéá óçìáíôéêÞ èåùñßá ðïõ áðïäåéêíýåôáé üôé \ðåñéÝ÷åôáé" óôçí ÅÁ, åßíáé
ç IE2∗ , üðïõ ìå IE2∗ óõìâïëßæïõìå ôï óýóôçìá óôç ãëþóóá L′, ðïõ ðñïêý-
ðôåé åÜí åðéôñÝøïõìå åðáãùãÞ ãéá E2∗ êáôçãïñÞìáôá. Óôï ôÝëïò áõôÞò ôçò
åíüôçôáò èá åîçãÞóïõìå ðùò áêñéâþò ðåñéÝ÷åôáé.

¸÷åé áðïäåé÷èåß üôé üëåò ïé óõíáñôÞóåéò óôçí E2 Ý÷ïõí ðïëõùíõìéêÞ áý-
îçóç. Óå áõôü ôï óçìåßï ðñÝðåé íá ãßíåé ìéá äéåõêñßíçóç: õðÜñ÷ïõí óõíáñôÞ-
óåéò ðïõ åíþ äåí áíÞêïõí óôç E2, ôï ãñÜöçìÜ ôïõò üìùò åßíáé E2∗ -êáôçãüñçìá.
¸íá ÷áñáêôçñéóôéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé ç åêèåôéêÞ.

Èá ðåñÜóïõìå ôþñá óå ìéá êáôçãïñßá óõíáñôÞóåùí áðü ôçí êëÜóç E2.
Åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò êáôáìÝôñçóçò óôïé÷åßùí ôùí ∆0 óõíüëùí. ÁõôÝò ïé óõ-
íáñôÞóåéò ìáò âïçèÜíå íá ìåôñÜìå ôï ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí ìÝóá óå ðëáßóéá
ëïãéêþí èåùñéþí. ¸÷ïõí åöáñìïãÝò êáé óôçí õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá
êáé óôç óõíäõáóôéêÞ èåùñßá áñéèìþí. Ï öïñìáëéóôéêüò ïñéóìüò ôÝôïéáò óõ-
íÜñôçóçò åßíáé:
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Ïñéóìüò 1.21. ¸óôù A Ýíá ïñßóéìï óýíïëï. Ç óõíÜñôçóç êáôáìÝôñçóçò,
CA, ôïõ A ïñßæåôáé ùò åîÞò:

• CA(0) = 0

• CA(x+ 1) =

{
CA(x) + 1; áí x ∈ A;
CA(x); áëëéþò.

ÅÜí ðåñéïñéóôïýìå óå ∆0 õðïóýíïëá ôïõ N, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá áíïéêôü åñþ-
ôçìá ðïõ êáôáôÜóóåôáé êáé óôçí êáôçãïñßá óõíäõáóôéêþí ðñïâëçìÜôùí óôá
õðïóõóôÞìáôá ôïõ PA êáé óôçí êáôçãïñßá ðñïâëçìÜôùí óôçí õðïëïãéóôéêÞ
ðïëõðëïêüôçôá.

Ðñüâëçìá 1.22. ¸óôù ∆0 õðïóýíïëï A ôïõ N êáé Ýóôù CA ç óõíÜñôçóç
êáôáìÝôñçóçò ôïõ Á. ÕðÜñ÷åé ∆0 ôýðïò ðïõ íá ïñßæåé ôçí CA;

Ïé J. Paris êáé A. Wilkie Ý÷ïõí ìåëåôÞóåé áõôü ôï ðñüâëçìá ìáæß ìå
êÜðïéá ðáñüìïéá óôï Üñèñï ôïõò [PW85]. Ãéá íá öáíåß ç óýíäåóç ôïõ Ðñï-
âëÞìáôïò 1.22 ìå ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôçí õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêü-
ôçôá, äßíïõìå ôçí éóïäýíáìç äéáôýðùóç üðùò äüèçêå áðü ôïõò J. Paris êáé
A. Wilkie.

Ðñüâëçìá 1.23 ([PW85]). ¸óôù A Ýíá ∆0 õðïóýíïëï ôïõ N. ¸÷åé ôï
óýíïëï

{〈n;m〉 : m = |A ∩ n|}
Ýíá ∆0 ïñéóìü;

Óôçí åêöþíçóç ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 1.23 ôï óýìâïëï n Ý÷åé äéðëÞ åñìçíåßá,
áíÜëïãç ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ. ÄçëáäÞ, óôï 〈n;m〉 ìå n åííïåßôáé Ýíáò öõóéêüò
áñéèìüò, åíþ óôï A ∩ n, ôï n áíôéóôïé÷åß óôï óýíïëï {x : x < n}. ¼óï ãéá
ôç óõíÜñôçóç 〈·; ·〉, åßíáé ç êëáóóéêÞ óõíÜñôçóç æåõãáñþìáôïò, äçëáäÞ

〈u0; u1〉 =
(u0 + u1 + 1)(u0 + u1)

2
+ u0:

ÔÝëïò, ìå |× | óõìâïëßæïõìå ôïí ðëçèÜñéèìï ôïõ óõíüëïõ × .
Ëßãá ëüãéá ãéá ÷Üñç ôçò ðëçñüôçôáò ãéá Ýííïéåò áðü ôçí õðïëïãéóôéêÞ

ðïëõðëïêüôçôá. Ìå F èá óõìâïëßæïõìå ôçí êëÜóç ôùí áñéèìçôéêþí óõíáñ-
ôÞóåùí ðïõ õðïëïãßæïíôáé áðü ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá. Ï R. Ritchie, óôéò
áñ÷Ýò ôçò äåêáåôßáò ôïõ '60, åéóÞãáãå ìéá ìåãáëýôåñç êëÜóç F1 óôï Üñèñï
ôïõ [Rit63], ðïõ åßíáé ç êëÜóç ôùí óõíáñôÞóåùí g (óå äõáäéêÞ ìïñöÞ) ðïõ
õðïëïãßæïíôáé áðü ôéò ìç÷áíÝò Turing ìå ÷þñï åñãáóßáò íá åßíáé öñáãìÝíïò
áðü ìéá ðéï áðëÞ óõíÜñôçóç f ∈ F .
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Ï R. Ritchie åñìÞíåõóå ôç êëÜóç F1 ìå äýï ôñüðïõò: Ï ðñþôïò ôñüðïò
Þôáí íá ôçí ïñßóåé ìå ôéò ìç÷áíÝò Turing, åíþ ï äåýôåñïò íá ôçí ïñßóåé
áñéèìçôéêÜ. Áõôü ôïí ïäÞãçóå óå ìéá óýíäåóç ìåôáîý ôçò êëÜóçò F êáé ôçò
êëÜóçò ôùí ∆0 óõíüëùí. ÓõãêåêñéìÝíá áðÝäåéîå ôï

Èåþñçìá 1.24 ([Rit63]). ÊÜèå ∆0 õðïóýíïëï ôïõ N åßíáé óôï Lin.Space.3

¸íá áíáìåíüìåíï åñþôçìá åßíáé åÜí éó÷ýåé ç áíôßóôñïöç ó÷Ýóç åãêëåé-
óìïý. ÄçëáäÞ,

Ðñüâëçìá 1.25. Áí ôï A áíÞêåé óôï Lin.Space, åßíáé êáé ∆0 ïñßóéìï;

Ðéóôåýåôáé ðùò ç áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.25 åßíáé áñíçôéêÞ. ¸íáò
ôñüðïò íá ôï äåßîåé áõôü êáíåßò èá Þôáí íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôçí áêüëïõèç
÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôçò êëÜóçò Lin.space: Áí A áíÞêåé óôç Lin.space,
ôüôå êáé ôï óýíïëï {〈n;m〉 : m = |A ∩ n|} åðßóçò áíÞêåé óôç Lin.space.
ÊáôÜ óõíÝðåéá ç áñíçôéêÞ áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.22 (Þ éóïäýíáìá óôï
Ðñüâëçìá 1.23) èá óõíåðÜãåôáé áñíçôéêÞ áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.25.

Ôá ðáñáðÜíù ðåñéãñÜöïõí ôç ó÷Ýóç ôçò êëÜóçò ôïõ Grzegorczyk ìå ôçí
õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá. Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå ôç ó÷Ýóç ôçò êáé ìå ôç
óõíäõáóôéêÞ èåùñßá áñéèìþí. Óå áõôü ôï óçìåßï åßíáé êáëü íá åîçãÞóïõìå ìå
ðïéá Ýííïéá ç áíáöåñüìåíç êëÜóç ðåñéÝ÷åôáé óôçí ÅÁ. ¢ìåóá äåí ðñïêýðôåé
üôé åßíáé õðïóýóôçìá ôçò ÅÁ, äéüôé óôçí ïõóßá áëëÜîáìå ôç ãëþóóá L ìå
ìéá åðÝêôáóÞ ôçò. ¼ìùò ç ïëéêüôçôá ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò óôï ÅÁ
ìáò åðéôñÝðåé íá åêöñÜóïõìå ôïí áíáäñïìéêü ôýðï êÜèå ôÝôïéáò óõíÜñôçóçò
ìå ∆0 ôñüðï. Ôï êëåéäß óå áõôÞ ôçí õðüèåóç åßíáé ç êùäéêïðïßçóç. ¸ôóé,
îáíáãõñßæïõìå óôçí êëáóóéêÞ ìáò ãëþóóá L êáé èåùñïýìå ìå áõôÞí ôçí
Ýííïéá üôé ç èåùñßá IE2∗ ðåñéÝ÷åôáé óôçí ÅÁ.

Ðñïò áðïöõãÞ óýã÷õóçò ðÜíôá èá ôïíßæïõìå üôáí ç äïìÞ Ì åßíáé ãéá ôçí
L′. Áëëéþò èá åííïåßôáé üôé åßíáé äïìÞ ãéá ôçí L.

Èá åðáíÝñèïõìå óôá óõóôÞìáôá IE2∗ êáé ÅÁ óôï åðüìåíï êåöÜëáéï.

1.5 Áñ÷Þ ðåñéóôåñþíá

ÁõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï ôçò åéóáãùãÞò èá ôçí áöéåñþóïõìå óå ìéá áðü ôéò
óõíäõáóôéêÝò áñ÷Ýò: ôçí áñ÷Þ ôïõ ðåñéóôåñþíá. Èá ïñßóïõìå ìåñéêÝò ìïñöÝò

3ËÝìå üôé ôï õðïóýíïëï A ôùí öõóéêþí áñéèìþí áíÞêåé óôï Lin:Space áí õðÜñ÷åé ìéá
íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing ç ïðïßá áíáãíùñßæåé ôá óôïé÷åßá ôïõ A ÷ñçóéìïðïéþíôáò
÷þñï åñãáóßáò ôçò ôÜîçò O(n), äçëáäÞ ìå ÷þñï öñáãìÝíï áðü ôï cn, ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ
c ∈ N.
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ôçò áñ÷Þò áõôÞò êáé èá åîåôÜóïõìå ôç ó÷Ýóç ôïõò ìå ïñéóìÝíá õðïóõóôÞìáôá
ôçò PA.

¼ðùò åßðáìå, õðÜñ÷ïõí ðáñáðÜíù áðü ìéá ìïñöÞ ôçò áñ÷Þò ôïõ ðåñéóôå-
ñþíá. ÎåêéíÜìå ìå ôçí ðéï éó÷õñÞ (ðëÞñç) ìïñöÞ, ðïõ ôç óõìâïëßæïõìå ìå
PHP' ãéá óõíôïìßá, êáé åßíáé

ãéá êÜèå x; \' äåí ïñßæåé 1-1 óõíÜñôçóç áðü x+ 1 óôï x": (1.1)

ÓõíÞèùò åóôéÜæïõìå óå óõãêåêñéìÝíçò ðïëõðëïêüôçôáò ôýðïõò, ïðüôå ìå
PHPΣn èá åííïïýìå ôï óýóôçìá PA− ìáæß ìå ôï ó÷Þìá {PHP' : ' ∈ Σn}.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá õðÜñ÷ïõí Üëëåò ôÝóóåñéò (éó÷õñÝò) ìïñöÝò ôçò áñ-
÷Þò ôïõ ðåñéóôåñþíá, (âëÝðå [DP86]). ÁõôÝò ôéò ðÝíôå ìïñöÝò ïé C. Dimitra-
copoulos êáé J. Paris ôéò óõìâïëßæïõí ìå PHPiΣn, 1 ≤ i ≤ 5. Ðáñáäåßãìáôïò
÷Üñéí, ç ìïñöÞ (1.1) áíôéóôïé÷åß óôï i = 1. Ïé ôÝóóåñéò áðü áõôÝò åßíáé éóï-
äýíáìåò óôï PA−, óõìðåñéëáìâáíüìåíçò ôçò ìïñöÞò ðïõ äþóáìå ðéï ðÜíù.
Ç ðÝìðôç, ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôï i = 3 óôï Üñèñï [DP86], Ýðåôáé áðü êÜèå
ìéá áðü ôéò õðüëïéðåò, áëëÜ åßíáé Üãíùóôï åÜí éó÷ýåé ôï áíôßóôñïöï. Åìåßò
óôç äéáôñéâÞ áõôÞ èá ðåñéïñéóôïýìå óôçí ìïñöÞ (1.1).

ÕðÜñ÷ïõí êáé äýï, êáôÜ ôá öáéíüìåíá, áóèåíÝóôåñåò ìïñöÝò, ïé ïðïßåò
ìåëåôÞèçêáí óå ìåãÜëï âáèìü áðü ôïõò J. Paris, A. Wilkie êáé A. Woods
óôï [PWW88] êáé åßíáé ïé áêüëïõèåò:

• WPHP' ãéá êÜèå x êáé ãéá ôõ÷áßï (standard) ñçôü � > 0,
\åÜí (1+ �)x > x ôüôå ' äåí ïñßæåé 1-1 óõíÜñôçóç áðü (1+ �)x óôï x".

• wPHP' ãéá êÜèå x, \' äåí ïñßæåé 1-1 óõíÜñôçóç áðü x2 óôï x".

Óõìâïëßæïõìå ôá áíôßóôïé÷á õðïóõóôÞìáôá, äçëáäÞ ôá PA− + {WPHP' :
' ∈ Σn} êáé PA− + {wPHP' : ' ∈ Σn}, ìå WPHPΣn êáé wPHPΣn áíôß-
óôïé÷á.

Èá äþóïõìå ìåñéêÜ èåùñÞìáôá, ôá ïðïßá åí ìÝñåé èá äéêáéïëïãÞóïõí ôï
÷áñáêôçñéóìü éó÷õñÞ áñ÷Þ. Ôï åðüìåíï èåþñçìá áðïäåß÷èçêå áðü ôïõò C.
Dimitracopoulos êáé J. Paris, êáé ëÝåé ðùò ç ðëÞñçò áñ÷Þ ðåñéóôåñþíá ãéá
∆0 óõíáñôÞóåéò åßíáé áñêåôÜ éó÷õñÞ þóôå íá óõíåðÜãåôáé áðü ìüíç ôçò ôçí
∆0 åðáãùãÞ. ÄçëáäÞ,

Èåþñçìá 1.26 ([DP86]). ` PHP∆0 → I∆0:

Óôï ßäéï Üñèñï, ïé C. Dimitracopoulos êáé J. Paris Ýäåéîáí åðßóçò ðùò ç
ðëÞñçò áñ÷Þ ðåñéóôåñþíá ãéá Σ1 óõíáñôÞóåéò óõíåðÜãåôáé ôç Σ1 óõëëïãÞ, Þ
áêüìá ðéï ãåíéêÜ,
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Èåþñçìá 1.27 ([DP86]). Ãéá n ≥ 1, ` PHPΣn → BΣn:

Ç éó÷ýò ôçò áíôßóôñïöçò óõíåðáãùãÞò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.26 ôÝèçêå ùò
åñþôçìá áðü ôïí Macintyre, êáé ðáñáìÝíåé ìÝ÷ñé óôéãìÞò Ýíá áðü ôá ðéï âá-
óéêÜ áíïéêôÜ ðñïâëÞìáôá óôá õðïóõóôÞìáôá ôçò PA, âëÝðå ëßóôá ôùí áíïé-
êôþí ðñïâëçìÜôùí ôùí Clote êáé Krajicek.

Ðñüâëçìá 1.28 (Macintyre). Ìðïñåß ç ∆0 åðáãùãÞ íá áðïäåßîåé PHP∆0;

Åðßóçò ï Á. Wilkie óôï [Wil80b] ìåëÝôçóå áóèåíÞ óõóôÞìáôá, äçëáäÞ
áõôÜ ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí ôï exp. ÅîÝöñáóå áìöéâïëßåò ãéá ôç äýíáìç ôçò
∆0 åðáãùãÞò êáé õðïãñÜììéóå ôçí óðïõäáéüôçôá ôçò èåôéêÞò áðÜíôçóçò óôï
Ðñüâëçìá 1.29.

Ðñüâëçìá 1.29 (Wilkie). Ìðïñåß ç ∆0 åðáãùãÞ íá áðïäåßîåé ôçí áðåéñßá
ôùí ðñþôùí;

Ï A. Woods, åìðíåõóìÝíïò áðü ôï Ðñüâëçìá 1.29, Þôáí ï ðñþôïò ðïõ
óêÝöôçêå íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé óõíáñôÞóåéò êáôáìÝôñçóçò óôéò áðïäåßîåéò ôùí
óõíäõáóôéêþí áñ÷þí. Ç ðñïóÝããéóç ðïõ Ýäùóå óôï Ðñüâëçìá 1.29, áðïôå-
ëåßôáé áðü äýï óôÜäéá:
ÓôÜäéï 1. Îåêßíçóå ìå Üñíçóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Sylvester (âëÝðå ðéï
êÜôù ôï 1.31), ãéá nonstandard óôïé÷åßá. ¼ñéóå óôç óõíÝ÷åéá êáôÜëëç-
ëåò äéáìåñßóåéò ôùí äýï óõãêåêñéìÝíùí äéáóôçìÜôùí, êáé áöïý Ýäùóå åôé-
êÝôåò ìå âÜóç ôïõò ðñþôïõò, Ýêáíå ôçí êáôáìÝôñçóç ôùí äéáìåñßóåùí. Ìå
áõôüí ôïí ôñüðï êáôáóêåýáóå ìéá 1-1 ∆0 óõíÜñôçóç áðü ôï x[log2 y] óôï
2x[log2 x] + ([x2 ] + 1)[log2 y], ìå y ≥ x5. Áõôü üìùò ïäçãåß óå áíôßöáóç üôáí
ôï ìïíôÝëï éêáíïðïéåß ôï PHPΣ0. Áöïý ëïéðüí Ýäåéîå üôé éó÷ýåé ôï Èåþñçìá
ôïõ Sylvester, êáôÝëçîå óôï åðüìåíï âáóéêü áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 1.30 ([Woo81]). PHPΣ0 ` ∀x∃p(p > x ∧ p åßíáé ðñþôïò).

Ôï èåþñçìá ðïõ áíáöÝñáìå ùò âáóéêü âÞìá óôï Èåþñçìá 1.30, åßíáé
Ýíá áðü ôá äïìéêÜ èåùñÞìáôá óôçí èåùñßá áñéèìþí. Ï J. Sylvester áðÝäåéîå
(óôïõò öõóéêïýò) ôçí áðåéñßá ôùí ðñþôùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáôÜëëçëåò áñéè-
ìçôéêÝò óåéñÝò. Ãéá ôçí áêñßâåéá áðÝäåéîå

Èåþñçìá 1.31 (Sylvester). Ãéá 1 ≤ x ≤ y, õðÜñ÷åé ðñþôïò p > x; ï ïðïßïò
äéáéñåß ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí üñï ôçò áêïëïõèßáò y + 1; : : : y + x.

ÓôÜäéï 2. Óõíåðþò ç èåôéêÞ áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.28 ïäçãåß óå åðßóçò
èåôéêÞ áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.29. Óå áõôü ôï óçìåßï ï A. Woods ðñüóèåóå
óôï I∆0 ôçí éêáíüôçôá íá ìåôñÜåé ôá óôïé÷åßá ∆0 óõíüëùí êáé áðÝäåéîå ôï
åîÞò
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Èåþñçìá 1.32. [Woo81] ÏðïéïäÞðïôå ìïíôÝëï ôïõ I∆0, ôï ïðïßï Ý÷åé ôç
äõíáôüôçôá êáôáìÝôñçóçò óôïé÷åßùí ∆0 óõíüëùí éêáíïðïéåß PHP∆0.

Ìå Üëëá ëüãéá ïðïéïäÞðïôå ìïíôÝëï ãéá ôçí L′ (åðåêôåôáìÝíç ãëþóóá
ðïõ ïñßóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï) ôïõ I∆0 åßíáé êáé ìïíôÝëï ôïõ
PHP∆0.

Ïé C. Dimitracopoulos êáé J. Paris óôï [DP86] Ýäùóáí äéáöïñåôéêÞ ðñï-
óÝããéóç óôï Ðñüâëçìá 1.28. Èåþñçóáí Ýíá ìïíôÝëï ôïõ I∆0 + exp êáé
÷ñçóéìïðïéþíôáò êùäéêïðïßçóç Ýäåéîáí ôï áêüëïõèï

Èåþñçìá 1.33 ([DP86]). I∆0 + exp ` PHP∆0.

Ïé J. Paris, A. Wilkie êáé A. Woods ôïðïèåôþíôáò óôç èÝóç ôïõ exp
ôï áóèåíÝóôåñï áîßùìá Ω1 (âëÝðå§ 1.1) áðÝäåéîáí ôçí ðéï áóèåíÞ ìïñöÞ ôçò
áñ÷Þò ôïõ ðåñéóôåñþíá. Åðßóçò Ýäåéîáí üôé Ý÷ïíôáò ôï áîßùìá Ω1 ïé äýï
áóèåíÝóôåñåò áñ÷Ýò åßíáé éóïäýíáìåò. ÄçëáäÞ,

Èåþñçìá 1.34 ([PWW88]).

1. I∆0 + Ω1 ` wPHP∆0.

2. I∆0 + Ω1 ` wPHP∆0 ⇐⇒ WPHP∆0.

Êëåßíïõìå ôçí åíüôçôá áõôÞ ìå ìéá óõæÞôçóç ðïõ áöïñÜ ôç ó÷Ýóç ôïõ
BΣ1 êáé PHP∆0. Åßíáé ãíùóôü üôé PHP∆0 äåí óõíåðÜãåôáé BΣ1. Ï ëüãïò
åßíáé ðùò ôï PHP∆0 ðåñéÝ÷åôáé óôï I∆0+exp, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 1.33,
üðïõ ôï ôåëåõôáßï äåí óõíåðÜãåôáé BΣ1 (âëÝðå ËÞììá 1.10).

Áðü ôçí Üëëç, õðÜñ÷ïõí ìïíôÝëá ôïõ PHP∆0 ðïõ äåí éêáíïðïéïýí êáìßá
ìïñöÞ åêèåôéêïý. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù Ýíá nonstandard ìïíôÝëï M |= IΣ1

êáé Ýóôù ôõ÷áßï nonstandard óôïé÷åßï ôïõ M , áò ðïýìå a. Ôüôå ôï ìïíôÝëï
ðïõ æçôÜìå åßíáé aN = {x ∈ M : x ≤ an; ãéá êÜðïéï n ∈ N}. Ðåñéóóüôåñåò
ëåðôïìÝñåéåò õðÜñ÷ïõí óôï [HP93].

Áðü ôá ðáñáðÜíù óõìðåñáßíïõìå üôé ôá õðïóõóôÞìáôá PHP∆0+BΣ1 êáé
I∆0 + exp åßíáé áíåîÜñôçôá.

ÅîåôÜæïíôáò ðñïóå÷ôéêÜ ôçí ðïëõðëïêüôçôá4 ôïõ PHPΣn óõìðåñáßíïõìå
üôé ðñüêåéôáé ãéá ìéá Πn+2 ðñüôáóç. Ïé H. Friedman êáé J. Paris Ýäåéîáí
áíåîÜñôçôá ôï åðüìåíï èåþñçìá, ôï ïðïßï èá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá ôïí
áíáðñïóäéïñéóìü ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 1.28.

Èåþñçìá 1.35 ([Par81]). Ãéá üëá ôá n, ïé èåùñßåò IΣn êáé BΣn+1 Ý÷ïõí
ôéò ßäéåò Πn+1 óõíÝðåéåò. ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå Πn+1 ðñüôáóç ',

IΣn ` ' ⇐⇒ BΣn+1 ` ':
4H áíáëõôéêÞ ìïñöÞ ôçò ó÷Ýóçò (1.1) äßíåôáé óôï [DP86].



16 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÇ

ÅðåéäÞ ëïéðüí ôï PHP∆0 åßíáé ìéá Π2 ðñüôáóç, ôï áíïéêôü Åñþôçìá 1.28,
ìðïñåß íá äéáôõðùèåß êáé ùò \Áðïäåéêíýåé ç Σ1 óõëëïãÞ ôï PHP∆0;"

1.6 Ôï Èåþñçìá DMPR

Ôï Èåþñçìá Davis-Matiyasevi�ch-Putnam-Robinson áðïäåß÷èçêå ôï 1970 (âëÝðå
[Mat70]), ìåôÜ áðü óåéñÜ åñãáóéþí áðü ðïëëïýò åñåõíçôÝò. Ôï Èåþñçìá áõôü
Ýðáéîå êáèïñéóôéêü ñüëï ãéá ôçí áñíçôéêÞ åðßëõóç ôïõ 10ïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ
Hilbert êáé äéáôõðþíåôáé êáô'áñ÷Þí ùò åîÞò.

Èåþñçìá 1.36 (DMPR). Ãéá êÜèå A ⊆ Nk; k ≥ 1

Ôï Á åßíáé Σ1 ïñßóéìï ⇐⇒ ôï Á åßíáé Äéïöáíôéêü.

Ìéá äéáôýðùóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò áõôïý, ðïõ âïëåýåé ðåñéóóüôåñï ãéá ãå-
íßêåõóç åßíáé ç áêüëïõèç.

Èåþñçìá 1.37 (DMPR). Ãéá êÜèå Σ1 ôýðï '(~x) ôçò L ìðïñïýìå íá âñïýìå
\áðïôåëåóìáôéêÜ" Ýíá ðïëõþíõìï p(~x; ~y) ∈ Z[~x; ~y] ôÝôïéï þóôå

N |= ∀~x('(~x) ↔ ∃~y(p(~x; ~y) = 0)):

Óçìåéþíïõìå üôé ï óõìâïëéóìüò p(~x; ~y) äßíåôáé êáôá÷ñçóôéêÜ óôá ðëáß-
óéá ôçò L êáé áíôéóôïé÷åß óôïí ôýðï ôçò p+(~x; ~y)=p−(~x; ~y), üðïõ ìå p+(~x; ~y)
(áíôßóôïé÷á p−(~x; ~y)) óõìâïëßæïõìå ôï ìÝñïò ôïõ p(~x; ~y) ìå èåôéêïýò (áíôß-
óôïé÷á áñíçôéêïýò) óõíôåëåóôÝò.

Ôï Èåþñçìá 1.37 ãåíéêåýåôáé áðü ôïõò H. Gaifman êáé C. Dimitracopou-
los (âëÝðå [GD82]) ùò åîÞò

Èåþñçìá 1.38 (DMPR). Ãéá êÜèå Σ1 ôýðï '(~x) ôçò L ìðïñïýìå íá âñïýìå
\áðïôåëåóìáôéêÜ" Ýíá ðïëõþíõìï p(~x; ~y) ∈ Z[~x; ~y] ôÝôïéï þóôå

I∆0+exp ` ∀~x('(~x) ↔ ∃~y(p(~x; ~y) = 0)):

ÌåôÜ ôï áðïôÝëåóìá áõôü äçìéïõñãÞèçêå öõóéïëïãéêÜ ôï áêüëïõèï åñþ-
ôçìá ðïõ ðåñéëáìâÜíåôáé ùò èåìåëéþäåò ðñüâëçìá Â(d) óôç ëßóôá ôùí P.
Clote êáé J. Kraji�cek (âëÝðå ôçí [CK93]).

Ðñüâëçìá 1.39. Áðïäåéêíýåôáé ôï Èåþñçìá DMPR óôï I∆0;

Ôï ðñüâëçìá áõôü ðáñáìÝíåé áíïéêôü êáé èåùñåßôáé éäéáßôåñá åíäéáöÝñïí,
áöïý óõíäÝåôáé ìå ôï ðñüâëçìá NP = co−NP , üðùò ðáñáôÞñçóå ï A. Wilkie
(âëÝðå [Wil80a]).
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Èåþñçìá 1.40 (Wilkie). Áí ôï Ðñüâëçìá 1.39 Ý÷åé èåôéêÞ ëýóç, ôüôå NP =
co−NP .

Ìéá Üëëç åíäéáöÝñïõóá óõíÝðåéá ðïõ èá åß÷å ìéá èåôéêÞ ëýóç ôïõ Ðñï-
âëÞìáôïò 1.39 åßíáé ç äõíáôüôçôá óçìáíôéêÞò ìåßùóçò ôïõ Üíù öñÜãìáôïò
ðïõ ìðïñåß íá ôåèåß óôïí õðáñîéáêü ðïóïäåßêôç åíüò ôýðïõ ðïõ \ïñßæåé ôçí
áëÞèåéá ãéá ∆0 ôýðïõò". Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá äþóïõìå ëåðôïìÝñåéåò ðñÝðåé
ðñþôá íá áíáöÝñïõìå äýï ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá.

Èåþñçìá 1.41. Ãéá êÜèå n ≥ 1, õðÜñ÷åé Σ1 ôýðïò Sat0(x0; : : : xn) ôÝôïéïò
ðïõ ãéá êÜèå ∆0 ôýðï '(x1; : : : xn) íá éó÷ýåé

I∆0+exp ` ∀~x('(~x) ↔ Sat0(p'q; ~x)):

Ï Ç. Lessan Ýäåéîå (âëÝðå [Les78]) üôé óôïí õðáñîéáêü ðïóïäåßêôç ôïõ
\∆0 ðëÞñïõò ôýðïõ" Sat0(x0; : : : xn) ìðïñåß íá ìðåé ùò Üíù öñÜãìá ïðïéïó-
äÞðïôå áñéèìüò ≥ 2a

m ãéá êÜèå m ∈ N, üðïõ x = max{x1; : : : xn}. Óõãêå-
êñéìÝíá áðÝäåéîå ôï áêüëïõèï

Èåþñçìá 1.42. Ãéá êÜèå M |= I∆0+ exp, a ∈ M êáé b ≥ 2a
N, äçëáäÞ

b ≥ 2x
m ãéá êÜèå m ∈ N, êáé êÜèå ∆0 ôýðï '(x1; : : : xn) éó÷ýåé

M |= ∀~x ≤ a('(~x) ↔ Sat≤b0 (p'q; ~x));

üðïõ ìå ôïí Sat≤b0 óõìâïëßæïõìå ôýðï ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí Sat0 áí öñÜ-
îïõìå ôïí áñ÷éêü ðïóïäåßêôç ìå b.

Ïé J. Paris êáé C. Dimitracopoulos äéáðßóôùóáí üôé ôï Ðñüâëçìá 1.39
óõíäÝåôáé ìå ôï ìÝãåèïò ôïõ öñÜãìáôïò óôï Èåþñçìá 1.42. ÓõãêåêñéìÝíá,
áðÝäåéîáí (âëÝðå [PD82]) ôï áêüëïõèï.

Èåþñçìá 1.43. ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï Ðñüâëçìá 1.39 Ý÷åé èåôéêÞ ëýóç, ôï
öñÜãìá óôï Èåþñçìá 1.42 ìðïñåß íá ìåéùèåß óå aN.





ÊåöÜëáéï 2

Ðåñß ôçò ∆1-åðáãùãÞò

Ï óêïðüò ìáò óå áõôü ôï êåöÜëáéï åßíáé íá óõìðëçñþóïõìå ôçí åéêüíá ôçò
Óôïé÷åéþäïõò ÁñéèìçôéêÞò ðïõ äþóáìå óôçí åéóáãùãÞ (§ 1.4) ìå ðéï ðñü-
óöáôá áðïôåëÝóìáôá. ¸÷åé ãßíåé áñêåôÞ ìåëÝôç áðü ôïí L. Beklemishev
áðü ôï 2000 êáé ìåôÜ. ÁíÜìåóá óôá áðïôåëÝóìáôá åßíáé êáé áðïôåëÝóìáôá
áíåîáñôçóßáò. Åðßóçò Ý÷åé óõãêåíôñþóåé êÜðïéá åñùôÞìáôá óôï ôÝëïò ôçò
äçìïóßåõóÞò ôïõ, óå ìåñéêÜ áðü ôá ïðïßá èá äþóïõìå áðáíôÞóåéò óôçí ðáñÜ-
ãñáöï 2.3.

2.1 Ôï I∆1 áðü ôç óêïðéÜ ôçò õðïëïãéóéìüôçôáò

Ï L. Beklemishev óôçí ðñïóðÜèåéá íá îåêáèáñßóåé ôï ôïðßï ãýñù áðü ôçí
∆1 åðáãùãÞ óôï Üñèñï ôïõ [Bek03], óõãêÝíôñùóå ðëçèþñá åíäéáöåñüíôùí
áðïôåëåóìÜôùí. Ç ãëþóóá óôçí ïðïßá äïõëåýåé åðåêôåßíåé ðåðåñáóìÝíá ôçí
L ìå åðéðëÝïí Ýíá óõíáñôçóéáêü óýìâïëï 2x. ¼ìùò ç ïëéêüôçôá ôïõ 2x óå
ôõ÷üí ìïíôÝëï Ì éóïäõíáìåß ìå ôçí ýðáñîç ôïõ xy óôï Ì ãéá üëá ôá x; y.
Ãéá áõôü ôï ëüãï áò ïíïìÜóïõìå áõôÞí ôç ãëþóóá L(exp). Èá äáíåéóôïýìå
ôï óõìâïëéóìü áðü ôïõò P. H�ajek êáé P. Pudl�ak, (âëÝðå [HP93]), ãéá ôá
õðïóõóôÞìáôá ðïõ ïñßóáìå óôçí åéóáãùãÞ áëëÜ ðëÝïí ìÝóá óôçí L(exp).
Ãéá ôçí áêñßâåéá, óå ôõ÷üí óýóôçìá Ô óôçí L, áíôéóôïé÷ïýìå ôï Ô(exp)
óôçí L(exp).

¸÷ïíôáò Σ1 åðáãùãÞ ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé ç åêèåôéêÞ åßíáé ïëéêÞ.
¢ñá Ýíá ôõ÷üí ìïíôÝëï ôïõ IΣ1 ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé ìïíôÝëï ôïõ IΣ1(exp),
ëüãù ïëéêüôçôáò ôïõ exp. Áíôßóôñïöá, åÜí ôï Ì éêáíïðïéåß IΣ1(exp), ôüôå
ï ðåñéïñéóìüò ôïõ óôçí ãëþóóá L èá éêáíïðïéåß ôï IΣ1. ¸ôóé ôá óõóôÞ-
ìáôá, áí êáé óå äéáöïñåôéêÞ ãëþóóá, åßíáé éóïäýíáìá. Ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá
ôá óõóôÞìáôá I∆0(exp) êáé EA, üðïõ ÅÁ åßíáé ôï I∆0 + exp (âëÝðå §1.4).
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ÊÜôé ôÝôïéï üìùò äåí ìðïñïýìå íá éó÷õñéóôïýìå ãéá ôá óõóôÞìáôá I∆1(exp),
BΣ1(exp). ÓõãêåêñéìÝíá, óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 1.15 êÜèå ãíÞóéï áñ÷éêü
ôìÞìá ôõ÷üíôïò ìïíôÝëïõ ôïõ I∆0 éêáíïðïéåß BΣ1. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù Ýíá
nonstandard ìïíôÝëï M |= I∆0 êáé Ýóôù a ôõ÷üí nonstandard óôïé÷åßï ôïõ
M . Ôüôå ôï ìïíôÝëï (log a)N = {x ∈ M : x ≤ (log a)n; ãéá êÜðïéï n ∈ N}
åßíáé ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ Ì êáé äåí éêáíïðïéåß exp. Ï ëüãïò ðïõ äéáëÝ-
îáìå (log a)N êáé ü÷é aN åßíáé ðùò èÝëïõìå íá åîáóöáëßóïõìå ôç ãíçóéüôçôá
ôïõ áñ÷éêïý ôìÞìáôïò, ìéáò êáé èá ìðïñïýóå íá ôý÷åé Ì = aN. ÅðåéäÞ üìùò
(log a)N < a, Ýðåôáé üôé (log a)N 6= M . ¢ñá, ôï BΣ1(exp) ðïõ åßíáé éóïäýíáìï
ìå ôï BΣ1 + exp, åßíáé ãíÞóéá éó÷õñüôåñç èåùñßá áðü ôç èåùñßá BΣ1. Áêñé-
âþò ôï ßäéï óõìðÝñáóìá éó÷ýåé ãéá ôï I∆1, êáé åðåéäÞ ôï BΣ1 óõíåðÜãåôáé ôï
I∆1, áëëÜ êáé ãéáôß áêñéâþò ôï ßäéï ðáñÜäåéãìá äïõëåýåé ãéá ôï I∆1.

¸íá áðü ôá ðñÜãìáôá ðïõ Ýäåéîå ï L. Beklemishev óôï [Bek03], åßíáé üôé
ôï I∆1 + exp åßíáé ãíÞóéá åðÝêôáóç ôçò óôïé÷åéþäïõò áñéèìçôéêÞò. ÄçëáäÞ,

Èåþñçìá 2.1 (Beklemishev). EA 6` I∆1 + exp.

Ðñéí äþóïõìå Ýíá áñ÷éêü ó÷Þìá ãéá ôá õðïóõóôÞìáôá ðïõ áíáöÝñáìå, áò
ðïýìå äõï ëüãéá ãéá ôç èåùñßá IE2∗ (exp). ¸÷ïõìå ïñßóåé ôçí IE2∗ óôçí §1.4
ôçò åéóáãùãÞò. Ç äéáöïñÜ ôçò IE2∗ (exp) ìå ôçí IE2∗ åßíáé ðùò üëá ôá ìïíôÝëá
ôçò ðñþôçò éêáíïðïéïýí ôï áîßùìá exp. Åðßóçò ç IE2∗ (exp) åðåêôåßíåé ôçí
ÅÁ, åíþ ç IE2∗ åðåêôåßíåôáé áðü ôçí ÅÁ ìå ôï ôñüðï ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí
§1.4. ÌÜëéóôá êáé ïé äýï åðåêôÜóåéò åßíáé ãíÞóéåò.

Óçìåéþíïõìå ðùò ç IE2∗ (exp) åðåêôåßíåôáé ãíÞóéá áðü ôçí èåùñßá IΣ1(exp)
(Þ éóïäýíáìá áðü ôç IΣ1). Ï ëüãïò åßíáé ðùò õðÜñ÷ïõí áíáäñïìéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò (ðïõ åßíáé Üñá êáé Σ1), ïé ïðïßåò äåí åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôïõ Ackermann. Åßíáé ïëéêÞ óå êÜèå
ìïíôÝëï ôïõ IΣ1, áëëÜ äåí åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

Ôá ðáñáðÜíù ôá óõó÷åôßæïõìå óôçí Åéêüíá 2.1, üðïõ üëåò ïé óõíåðáãù-
ãÝò åßíáé ãíÞóéåò.

I�1(exp) ks +3

t| qqqqqqqqqq

qqqqqqqqqq
I�1

®¶
I�1(exp)

"*MMMMMMMMMMM

MMMMMMMMMMM

v~ uuuuuuuuu

uuuuuuuuu
IE2∗ (exp)

®¶
I�1 EA +3 IE2∗

Åéêüíá 2.1: Ó÷Ýóåéò óõóôçìÜôùí ìå êáé ÷ùñßò ôï exp.
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Ôá äýï æåýãç ôçò Åéêüíáò 2.1: I∆1 ìå EA, êáé I∆1(exp) ìå IE2∗ (exp)
åßíáé æåýãç áíåîÜñôçôùí õðïóõóôçìÜôùí.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï Èåþñçìá 2.1 ãéá âáóéêü âÞìá, ï Beklemishev Ýäùóå
Ýíá ðéï éó÷õñü áðïôÝëåóìá óôï ßäéï Üñèñï. Åßíáé ç ðñïóðÜèåéá âåëôßùóçò
ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.2. ÓõãêåêñéìÝíá ï C. Parsons óôï [Par72] áðÝäåéîå ôçí
áíåîáñôçóßá ôçò èåùñßáò ThΠ2(N) (âëÝðå §1.1) áðü ôç BΣ1. ÄçëáäÞ,

Èåþñçìá 2.2 (Parsons). ThΠ2(N) 6` BΣ1.

Åßíáé áêüìá áíïéêôü ôï åñþôçìá åÜí ç Σ1 óõëëïãÞ åßíáé ãíÞóéá Þ ü÷é
åðÝêôáóç ôçò ∆1 åðáãùãÞò, âëÝðå Ðñüâëçìá 1.11, ãéá n = 1. Èá êÜíïõìå
åêôåíÞ óõæÞôçóç ãéá áõôü ôï èÝìá óôï áìÝóùò åðüìåíï êåöÜëáéï. ÊáôÜ
óõíÝðåéá ôï Èåþñçìá 2.3 ìðïñåß íá èåùñåßôáé ìÝ÷ñé óôéãìÞò âåëôßùóç ôïõ
ÈåùñÞìáôïò 2.2. Ï Beklemishev ëïéðüí Ýäåéîå ôï åðüìåíï

Èåþñçìá 2.3 (Beklemishev). ThΠ2(N) 6` I∆1.

Ç áðüäåéîç ðïõ äßíåé óôçñßæåôáé óôçí êáôáóêåõÞ óõãêåêñéìÝíçò óõíÜñôç-
óçò ìå ∆0 ãñÜöçìá ãéá äïóìÝíç ìç÷áíÞ Turing ìå ìáíôåßï. Ôï ìáíôåßï äßíåé
áðÜíôçóç \ÍÁÉ" Þ \¼×É" óôçí åñþôçóç:

Åßíáé ôï x ôïðéêü ìÝãéóôï ôçò óõíÜñôçóçò f óôï äéÜóôçìá [a; b];

Ï Beklemishev áðÝäåéîå ðùò ãéá êÜèå ìç÷áíÞ Turing ìå ìáíôåßï õðÜñ÷åé
óõíÜñôçóç ìå ∆0 ãñÜöçìá ãéá ôçí ïðïßá äåí ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ðéóôÜ
ôï ôïðéêü ìÝãéóôï óå êÜðïéï äéÜóôçìá [a; b]. Ç áéôßá åßíáé ï ðåñéïñéóìÝíïò
áñéèìüò åñùôÞóåùí ðïõ ìðïñïýìå íá êÜíïõìå óôï ìáíôåßï. Ãéá ðåñéóóüôåñåò
ëåðôïìÝñåéåò ðáñáðÝìðïõìå óôï [Bek03].

BΣ1

⇓
I∆1 6⇐ Π2(N) ⇒ I∆0 + exp

Åéêüíá 2.2: Ç éó÷ýò ôïõ Π2(N).

Åðßóçò ï Beklemishev óçìåßùóå ðùò ôï Èåþñçìá 2.3 (üðùò êáé Üëëá
áðïôåëÝóìáôá áõôïý ôïõ Üñèñïõ) ìðïñïýí åýêïëá íá ãåíéêåõôïýí ãéá ôõ÷üí
n > 1.

Áîßæåé íá óçìåéùèåß ðùò óôï ôÝëïò ôïõ Üñèñïõ ôïõ ï L. Beklemishev Ýèåóå
ïñéóìÝíá åñùôÞìáôá. ¸íá áðü áõôÜ åßíáé ôï Ðñüâëçìá 2.4 ðïõ áêïëïõèåß
êáé Ý÷åé ó÷Ýóç ìå ôï Ðñüâëçìá 1.11 ãéá n = 1, ôï ïðïßï áíáöÝñáìå óôçí
§1.2.
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Ðñüâëçìá 2.4 (Beklemishev). ¸ðåôáé ç Σ1 óõëëïãÞ áðü ôçí ∆1 åðáãùãÞ
ìáæß ìå üëåò ôéò Π2 ðñïôÜóåéò ðïõ áëçèåýïõí óôïõò öõóéêïýò;

2.2 Ç äýíáìç ôçò ∆n åðáãùãÞò

¸íá ìéêñü äéÜóôçìá ìåôÜ ôç äçìïóßåõóç [Bek03], ï Slaman óôï [Sla04] äßíåé
Ýíá äõíáôü áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï Ýäùóå íÝá ôñïðÞ óôç ó÷Ýóç ôçò Σn óõëëïãÞò
ìå ôçí ∆n åðáãùãÞ. Ãéá ôçí áêñßâåéá, áðÝäåéîå ðùò Ý÷ïíôáò ôçí ïëéêüôçôá
ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò, ôá äýï áõôÜ óõóôÞìáôá åßíáé éóïäýíáìá. Ôçí ìéá
óõíåðáãùãÞ ôçí åßäáìå óôçí §1.2, óôï Èåþñçìá 1.7. Ç áíôßóôñïöç åßíáé ôï
åðüìåíï

Èåþñçìá 2.5 (Slaman). Ãéá üëá ôá n ≥ 1, I∆n + exp ⇒ BΣn.

Ï Slaman ðáñáêéíÞèçêå áðü ôï Ðñüâëçìá 1.11. Óôï Üñèñï ôïõ, âëÝðå
[Sla04], áó÷ïëÞèçêå ìå ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 1.11 êáé äïýëåøå
ãéá n = 1. Îåêßíçóå ìå ðéï éó÷õñÞ èåùñßá: I∆1 + exp áíôß I∆1, äéüôé ç
áðüäåéîÞ ôïõ ðåñéëÜìâáíå êùäéêïðïéÞóåéò ∆0 ïñßóéìùí áêïëïõèéþí ôõ÷üíôïò
ìÞêïõò. ÔÝôïéåò êùäéêïðïéÞóåéò áðáéôïýí ôçí ýðáñîç åêèåôéêïý.

Ùò óõíÝðåéá, ï Slaman Ýäùóå èåôéêÞ áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.11 ãéá
n > 1, äéüôé ãéá ôÝôïéá n,

I∆n ⇒ IΣn−1 ⇒ exp :

¸ôóé, ôï êïììÜôé áðü ôï Ðñüâëçìá 1.11 ðïõ ìÝíåé áíïéêôü, åßíáé

Ðñüâëçìá 2.6. I∆1 ` BΣ1;

Ãéá áõôüí ôïí ëüãï, ç ìüíç óõíåðáãùãÞ ðïõ äåí îÝñïõìå áí åßíáé ãíÞóéá
óôçí Åéêüíá 2.2, åßíáé: I∆1 ⇒ BΣ1. ¼ëåò ïé õðüëïéðåò åßíáé ãíÞóéåò.

I�1

®¶
B�1

®¶

B�1(exp)

®¶

ks ks +3 I�1(exp)

I�1 EA

Åéêüíá 2.3: Ó÷Ýóåéò óõóôçìÜôùí ìå ôçí ÅÁ.

Åêôüò ëïéðüí áðü ôç ìåñéêÞ áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.11, ï Slaman
Ýäùóå Ýììåóá áðÜíôçóç êáé óôï Ðñüâëçìá 2.4. ÓõãêåêñéìÝíá, Ý÷ïíôáò üôé
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ôï áîßùìá exp åßíáé ìéá Π2 ðñüôáóç ðïõ áëçèåýåé óôïõò öõóéêïýò, äßíåé ìéá
èåôéêÞ áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 2.4.

¸íá áñ÷éêü áðïôÝëåóìá ôçò ìåëÝôçò ìáò ôùí Üñèñùí [Bek03] êáé [Sla04]
Þôáí üôé ç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.3 áðëïðïéåßôáé ðïëý, áí ÷ñçóéìïðïéçèåß
ôï Èåþñçìá 2.5. ÐáñáèÝôïõìå ðéï êÜôù áõôÞí ôçí åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç, ãéá
ôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç.

Èåþñçìá 2.7. Ãéá êÜèå n ≥ 1, ThΠn+1(N) 6` I∆n:

Áðüäåéîç. ¸óôù Ì Ýíá nonstandard ìïíôÝëï ôçò Th(N), a ∈M−N êáé n ≥
1. Áò ðÜñïõìå ôï óýíïëï ôùí Σn ïñßóéìùí óôïé÷åßùí ôïõ Ì ìå ðáñÜìåôñï a.
Ðáñáôçñïýìå üôé a ∈ Kn(M;a), ïðüôå Ýðåôáé üôé Kn(M;a) 6= N. ¢ñá áðü
ôç Ðñüôáóç 1.6(1) Ýðåôáé ðùò Kn(M;a) åßíáé Σn óôïé÷åéþäçò õðïäïìÞ ôïõ
Ì . ÊáôÜ óõíÝðåéá, ç äïìÞ Kn(M;a) éêáíïðïéåß ôç ThΠn+1(N). Ðáñáôçñïýìå
åðßóçò ðùò êáé ôï áîßùìá exp éêáíïðïéåßôáé óôï Kn(M;a), äéüôé åßíáé ìéá Π2

ðñüôáóç ðïõ áëçèåýåé óôïõò öõóéêïýò.
Áò õðïèÝóïõìå ðñïò Üôïðï üôé ç Kn(M;a) åðßóçò éêáíïðïéåß ôçí ∆n åðá-

ãùãÞ. Åöüóïí åîáóöáëßóáìå ôçí ýðáñîç åêèåôéêïý óôï Kn(M;a), ìðïñïýìå
íá åöáñìüóïõìå ôï Èåþñçìá 2.5. ÄçëáäÞ óõìðåñáßíïõìå üôé ôï Kn(M;a)
éêáíïðïéåß BΣn. Áõôü üìùò Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôï ËÞììá 1.10(2).

¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá ðïõ èÝëáìå åîáñ÷Þò, üôé äçëáäÞ ãéá
n ≥ 1, ThΠn+1(N) 6` I∆n;.

2.3 Ðüóï áóèåíÞò åßíáé ç ∆−
1 åðáãùãÞ;

Áò äïýìå ôé ãßíåôáé üôáí Ý÷ïõìå ôçí ∆1 åðáãùãÞ, áëëÜ äåí åðéôñÝðåôáé ç
÷ñÞóç ôùí ðáñáìÝôñùí. ¼ðùò áíáöÝñáìå êáé óôçí åéóáãùãÞ, ï óõìâïëéóìüò
áõôïý ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé I∆−

1 . Èá äïýìå ðùò ôï óýóôçìá áõôü åßíáé ðïëý
áóèåíÝóôåñï áðü ôï I∆1.

¢ëëá óõóôÞìáôá óôá ïðïßá åðßóçò äåí åðéôñÝðåôáé ç ÷ñÞóç ðáñáìÝôñùí
Ý÷ïõí ìåëåôçèåß áðü ôïõò R. Kaye, J. Paris êáé C. Dimitracopoulos. Ðéï
óõãêåêñéìÝíá, ïé ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôùí BΣ−n , IΣ−n , IΠ−n êáé  LΣ−n Ý÷ïõí ðëÞñùò
îåêáèáñéóôåß óôï [KPD88]. ¼óï áöïñÜ ôï I∆−

1 , áõôü åñåõíÞèçêå áðü ôïí
L. Beklemishev óôï [Bek03]. Ôï åðüìåíï ëÞììá ìáò ëÝåé ðùò äåí ÷ñåéÜæåôáé
íá Ý÷åé ðïëý èåùñßá Ýíá ìïíôÝëï þóôå íá éêáíïðïéåß I∆−

1 , ãéá ëåðôïìÝñåéåò
âëÝðå [Bek03].

ËÞììá 2.8. ThΠ1(N) ` I∆−
1 .

Óõó÷åôßæïíôáò áõôü ôï ËÞììá ìå ôï Èåþñçìá 2.3, âãáßíåé ôï óõìðÝñá-
óìá üôé ç ÷ñÞóç ôùí ðáñáìÝôñùí êÜíåé ôç èåùñßá ðéï ðëïýóéá. ¸íá Üëëï
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÷áñáêôçñéóôéêü ðáñÜäåéãìá, üðïõ ìåôáâÜëëåôáé ôüóï ðïëý ç äýíáìç ôïõ óõ-
óôÞìáôïò ëüãù ðáñáìÝôñùí, åßíáé ôï IΠ1. Óå üëá ôá ìïíôÝëá ôïõ IΠ1 åßíáé
ïëéêÞ ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç. Åíþ ãéá ôï IΠ−1 ïé R. Kaye, J. Paris êáé C.
Dimitracopoulos óôï [KPD88] Ýäåéîáí ôï áêüëïõèï

ËÞììá 2.9. IΠ−1 6` exp.

Ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ËÞììáôïò 2.8 Þôáí ï ëüãïò íá èÝóåé ï L. Beklemishev
óôï ôÝëïò ôïõ [Bek03] ôï åîÞò åñþôçìá.

Ðñüâëçìá 2.10 (Beklemishev). Ìðïñåß ç I∆−
1 íá Ýðåôáé áðü ôçí ÅÁ;

Óå áõôü ôï ðñüâëçìá äþóáìå áñíçôéêÞ áðÜíôçóç. ÄçëáäÞ áðïäåßîáìå ôï

Èåþñçìá 2.11. ÅÁ 6` I∆−
1 :

Áðüäåéîç. Áêïëïõèïýìå ôçí éäÝá ôçò áðüäåéîçò ðïõ äþóáìå ãéá ôï Èåþ-
ñçìá 2.7. ÎåêéíÜìå ìå Ýíá ìïíôÝëï ôçò PA ðïõ ðåñéÝ÷åé nonstandard ∆0

ïñßóéìá óôïé÷åßá. Ôçí ýðáñîç ôÝôïéïõ ìïíôÝëïõ ìáò åîáóöáëßæåé Ýììåóá ôï
äåýôåñï èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò ôïõ G�odel. ÄçëáäÞ, ôï ãåãïíüò üôé \áñêåôÜ
éó÷õñÝò" èåùñßåò äåí ìðïñïýí íá áðïäåßîïõí ôçí óõíÝðåéÜ ôïõò. Ôï PA áíÞ-
êåé óå áõôÞí ôçí êáôçãïñßá ôùí \áñêåôÜ éó÷õñþí" èåùñéþí. Ãéá ðåñéóóüôåñåò
äéåõêñéíÞóåéò ðáñáðÝìðïõìå óôï êåöÜëáéï 3 ôïõ [Kay91]. Ïðüôå õðÜñ÷åé ìï-
íôÝëï, Ýóôù Ì , ôçò èåùñßáò PA + ¬ConPA1. Ôï Ì áõôü Ý÷åé nonstandard
∆0 ïñßóéìá óôïé÷åßá. Áò äïýìå ôé éó÷ýåé ãéá ôá Σ1 ïñßóéìá óôïé÷åßá ôïõ Ì .

Ïé äýï õðïäïìÝò ôïõ Ì , ïé K0(M) ìå K1(M), óõíäÝïíôáé ðïëý óôåíÜ.
Ãéá ôçí áêñßâåéá, åßíáé ïìïôåëéêÝò2. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé K0(M) åßíáé õðïäïìÞ
ôçò K1(M). Èá äåßîïõìå üôé K0(M) ⊆cf K1(M). ÐñÜãìáôé, Ýóôù b ∈
K1(M). ¢ñá õðÜñ÷åé Ýíáò Σ1 ôýðïò, áò ðïýìå ∃y�(x; y), ðïõ ïñßæåé ôï b.
Ïñßæïõìå '(u) íá åßíáé ï ôýðïò

∃x; y < u(u = 〈x; y〉 ∧ �(x; y)) ∧ (“u åßíáé ï åëÜ÷éóôïò");

üðïõ ç óõíÜñôçóç æåõãáñþìáôïò åßíáé áõôÞ ðïõ ïñßóáìå óôçí åíüôçôá 1.4
ôçò åéóáãùãÞò. ¸ôóé ï '(z) åßíáé ∆0 êáé ïñßæåé ôï u. Áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò
äïóìÝíçò óõíÜñôçóçò æåõãáñþìáôïò Ý÷ïõìå üôé b < u.

Ãéá íá ðñï÷ùñÞóïõìå ôçí áðüäåéîç, ÷ñåéáæüìáóôå K1(M) 6= N. Áõôü
ðñïêýðôåé áðü ôï K0(M) ⊆ K1(M) êáé ôçí ýðáñîç nonstandard ∆0 ïñßóéìïõ
óôïé÷åßïõ. Ïðüôå ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôï ËÞììá 1.10, ðïõ ìáò ëÝåé üôé

K1(M) |= EA+ ¬BΣ1:
1Ç óõíÝðåéá ôçò èåùñßáò Ô, ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå ConT , åßíáé ìéá ðñüôáóç ôçò L ðïõ

åêöñÜæåé üôé ôï \0=1" äåí áðïäåéêíýåôáé áðü ôçí Ô.
2ËÝìå üôé ç õðïäïìÞ Í1 ôçò Í2 åßíáé ïìïôåëéêÞ óôçí Í2 (N1 ⊆cf N2) áí ãéá êÜèå

a2 ∈ N2 õðÜñ÷åé a1 ∈ N1 ìå N2 |= a2 < a1.
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¼ìùò ôï K1(M) éêáíïðïéåß ôï áîßùìá exp. ¢ñá áðü ôï Èåþñçìá 2.5, Ýðåôáé
ðùò

K1(M) |= ¬I∆1:

Áò õðïèÝóïõìå ðñïò Üôïðï, üôé ôï K1(M) éêáíïðïéåß ôï I∆−
1 . ¸óôù a ∈

K1(M) êáé áò ðÜñïõìå åðßóçò ôýðïõò '(x; y) ∈ Σ1 êáé  (x; y) ∈ Π1 þóôå

Ê1(Ì) |= ∀x['(x; a) ↔  (x; a)] ∧ '(0; a) ∧ ∀x['(x; a) → '(x+ 1; a)]:

ÄçëáäÞ, õðïèÝôïõìå ðùò éó÷ýåé ôï ðñþôï ìÝñïò ôçò ∆1 åðáãùãÞò ãéá ôïí ∆1

ôýðï ' ìå ðáñÜìåôñï a. Ôï ãåãïíüò üôé a ∈ K1(M) ìáò åðéôñÝðåé ýóôåñá áðü
êáôÜëëçëç ôñïðïðïßçóç ôïõ áñ÷éêïý ôýðïõ ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï a (ùò ðáñÜìåôñï)
íá êáôáëÞîïõìå óå Ýíáí éóïäýíáìï ôýðï ðïõ ðëÝïí äåí ðåñéÝ÷åé ôï a. Áò
ðïýìå ðùò ôï a ïñßæåôáé áðü ôïí �(x).

ÈÝôïõìå ' íá åßíáé ï ôýðïò ∃y[�(y) ∧ '(x; y)]. Áíôßóôïé÷á ïñßæåôáé êáé ï
ôýðïò  , äçëáäÞ åßíáé ï ôýðïò ∀y[�(y) →  (x; y)].

Õðïëïãßæïíôáò ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí íÝùí áõôþí ôýðùí, äéáðéóôþíïõìå
üôé ' ∈ Σ1 êáé  ∈ Π1. Åðßóçò ôçí áñ÷éêÞ åðáãùãéêÞ õðüèåóç ôçí îáíáãñÜ-
öïõìå ìå ôïõò íÝïõò éóïäýíáìïõò ôýðïõò:

Ê1(Ì) |= ∀x['(x) ↔  (x)] ∧ '(0) ∧ ∀x['(x) → '(x+ 1)]:

Áõôü ðëÝïí åßíáé ôï ðñþôï ìÝñïò ôçò ∆−
1 åðáãùãÞò. Ïðüôå ëüãù õðüèåóçò

ãéá ôï Ê1(Ì), Ýðåôáé ðùò

Ê1(Ì) |= ∀x'(x):

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ '(x), Ýðåôáé óôçí ïõóßá üôé

Ê1(Ì) |= ∀x'(x; a):

ÄçëáäÞ êáôáëÞãïõìå óå óõìðÝñáóìá üôé ôï Ê1(Ì) éêáíïðïéåß ôçí ∆1 åðá-
ãùãÞ. ¢ôïðï.

Ç áðüäåéîç áõôÞ ãåíéêåýåôáé êáé ìáò äßíåé ôï åîÞò

Ðüñéóìá 2.12. IΣn−1 6` I∆−
n ; ãéá n ≥ 2.

Óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.11, îåêéíÞóáìå ìå ∆0 ïñßóéìá óôïé-
÷åßá, áëëÜ óõíå÷ßóáìå ôçí áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá Σ1 ïñßóéìá óôïé÷åßá.
Áõôü ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò ðùò ðáñáôçñÞóáìå ôçí \Üó÷çìç ôïðïèÝôçóç" ôïõ
Ê0(Ì) ìÝóá óôï Ì . ÓõãêåêñéìÝíá, üôáí ôï Ê0(Ì) åßíáé nonstandard, ôüôå
äåí åßíáé êáí óôïé÷åéþäçò ∆0 õðïäïìÞ.
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Ðñüôáóç 2.13. Ãéá ôõ÷üí ìïíôÝëï Ì ôïõ I∆0, åÜí K0(M) 6= N, ôüôå
K0(M) ⊀0 M .

Áðüäåéîç. ¸óôù M |= I∆0 êáé Ýóôù K0(M) 6= N. Áò õðïèÝóïõìå ðñïò
Üôïðï üôé K0(M) ≺0 M . Ðáñáôçñïýìå üôé áõôü óõíåðÜãåôáé

K0(M) |= Π1(M): (2.1)

Áðü ôçí Üëëç ôï óýóôçìá I∆0 åßíáé áîéùìáôéêïðïéÞóéìï áðü Π1 ðñïôÜ-
óåéò. ÐñÜãìáôé, üëá ôá áîéþìáôá ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý åêôüò áðü ôï ó÷Þìá
åðáãùãÞò åßíáé ðñïöáíþò Π1 ðñïôÜóåéò. Ôï áîßùìá I' ãéá ∆0 ôýðïõò ',
äåí ðñïêýðôåé íá åßíáé Π1 üðùò Ý÷åé ïñéóôåß óôçí §1.1. ×ñåéÜæåôáé íá äåß-
îïõìå ðñþôá ôçí éóïäõíáìßá ôçò óõíçèéóìÝíçò åðáãùãÞò ìå ôçí I′∆0, üðïõ
ôï óôéãìéüôõðï I′' ôçò I′∆0 ïñßæåôáé ùò åîÞò:

∀~y; z('(0; ~y) ∧ ∀x < z('(x; ~y) → '(x+ 1; ~y)) → ∀x ≤ z'(x; ~y)) (2.2)

Ç éóïäõíáìßá ôïõ I∆0 ìå ôï I′∆0 áðïäåéêíýåôáé óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï
ôïõ [Kay91] êáé åßíáé îåêÜèáñï ðëÝïí ëüãù ôçò (2.2) üôé ðñüêåéôáé ãéá Π1

ðñïôÜóåéò.
Ôï ãåãïíüò ëïéðüí ðùò ôï I∆0 åßíáé Π1 áîéùìáôéêïðïéÞóéìï ìáæß ìå ôç

ó÷Ýóç (2.1) ìáò äßíåé üôé
K0(M) |= I∆0:

Áò ðÜñïõìå Ýíáí ∆0-ðëÞñç ôýðï, ∃z�(x; y; z) êáé Ýóôù a ∈ K0(M) − N,
ôï ïðïßï åßíáé áñêåôÜ ìéêñü, äçëáäÞ èÝëïõìå ôï óôïé÷åßï 22á íá õðÜñ÷åé óôï
Ì . Ôüôå ãéá êÜèå c ∈ K0(M),

M |= ∃y < a∃u[�(u0; y; u1)&u0 = c&∀w < u¬�(w0; y; w1)]; (2.3)

üðïõ 〈u0; u1〉 = u êáé ç óõíÜñôçóç æåõãáñþìáôïò åßíáé áõôÞ ðïõ Þäç áíáöÝ-
ñáìå.

Óôç ó÷Ýóç (2.3) ìðïñïýìå íá âÜëïõìå öñÜãìá óôïí õðáñîéáêü ðïóïäåßêôç
∃u óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 1.42, ãéá ðáñÜäåéãìá ôï 2a

c , ôçí ýðáñîç ôïõ
ïðïßïõ ôçí åîáóöáëßóáìå ðéï ðÜíù, öñÜæåé ôï u.

ÈÝôïõìå �(c; y; u) íá åßíáé ï ∆0 ôýðïò

�(u0; y; u1)&u0 = c&∀w < u¬�(w0; y; w1):

Ôüôå ãéá üëá ôá c ∈ K0(M) éó÷ýåé üôé

M |= ∃y < a∃y < 2a
c
�(c; y; u): (2.4)
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¼ìùò áðü ôçí õðüèåóç üôé K0(M) ≺0 M êáé ôç ó÷Ýóç (2.4) Ýðåôáé üôé

K0(M) |= ∃y < a∃y < 2a
c
�(c; y; u);

Üñá
K0(M) |= ∀x < a+ 1∃y < a∃y < 2a

c
�(c; y; u): (2.5)

Ãéá íá äåßîïõìå Ýíá óôéãìéüôõðï PHP' óå Ýíá ìïíôÝëï Ì ôïõ I∆0 ãéá
êÜðïéï a, üðïõ ' Ýíáò ∆0 ôýðïò, áñêåß íá õðÜñ÷åé ôï aa óôï Ì . Áõôü
ðñïêýðôåé ùò ðüñéóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.33. ¢ñá ôï K0(M) éêáíïðïéåß ôï
óôéãìéüôõðï PHP� ãéá a. Áõôü üìùò Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôç ó÷Ýóç (2.5).
ÊáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõìå üôé K0(M) ⊀0 M .

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ôï ðùò åßíáé \ôïðïèåôçìÝíï" ôï K0(M) óôï Ì
ó÷åôßæåôáé ìå ôï Ðñüâëçìá 1.39. Ãéá íá åîçãÞóïõìå ôé åííïïýìå, ðñÝðåé
ðñþôá íá äþóïõìå Ýíá ËÞììá ðïõ ðñïêýðôåé ìå áöïñìÞ ôçí Ðñüôáóç 4.1 óôï
[Dim80].

ËÞììá 2.14. ÕðïèÝôïíôáò üôé ç áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.39 åßíáé \íáé",
ãéá ôõ÷üíôá ìïíôÝëá Ì;Ê ôïõ I∆0 éó÷ýåé üôé áí Ì ⊆ Ê ôüôå Ì ≺0 Ê.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ôï Ðñüâëçìá 1.39 Ý÷åé èåôéêÞ áðÜíôçóç êáé Ì;Ê ôõ-
÷üíôá ìïíôÝëá ôïõ I∆0 ìå Ì ⊆ Ê . Èåùñïýìå ôõ÷üíôá ∆0 ôýðï �(~x) êáé
~a ∈M . Ëüãù ôçò õðüèåóçò, õðÜñ÷åé ðïëõþíõìï p(~x; ~y) ôÝôïéï ðïõ

I∆0 ` ∀~x(�(~x↔ ∃~y(p(~x~y) = 0))):

Óõíåðþò ðñïêýðôåé ç åîÞò óåéñÜ óõíåðáãùãþí:

M |= �(~a) ⇒M |= ∃~yp(~a; ~y) = 0) ⇒ K |= ∃~yp(~a; ~y) = 0) ⇒ K |= �(~a):

ÅðåéäÞ êáé ï ôýðïò ¬�(~x) åßíáé ∆0, üìïéá äåß÷íïõìå ôçí óõíåðáãùãÞ K |=
�(~a) ⇒M |= �(~a): Óõíåðþò Ýðåôáé üôé Ì ≺0 Ê , äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

ÓõíäõÜæïíôáò ôï ËÞììá 2.14 ìå ôçí Ðñüôáóç 2.13 óõìðåñáßíïõìå åýêïëá
ôï áêüëïõèï.

Ðüñéóìá 2.15. Áí õðÜñ÷åé ìïíôÝëï Ì ôïõ I∆0 ôÝôïéï ðïõ K0(M) 6= N êáé
K0(M) |= I∆0, ôüôå ç áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.39 åßíáé \ü÷é".





ÊåöÜëáéï 3

ÅðáãùãÞ vs óõëëïãÞ

Ðáñáêéíïýìåíïé áðü ôï Ðñüâëçìá 2.6, óôï ïðïßï èá áíáöåñüìáóôå áðü åäþ
êáé óôï åîÞò ùò Ðñüâëçìá ôïõ J. Paris, áñêåôïß óõããñáöåßò ([Bek03], [Sla04],
[Tha05]) ðñüóöáôá ìåëÝôçóáí ôçí éó÷ý ôçò ∆n åðáãùãÞò ðñïóðáèþíôáò íá
ðñïóåããßóïõí áõôü ôï ðñüâëçìá, Ýóôù êáé ìå åðéðëÝïí åñãáëåßá. ÁíáöÝñáìå
Þäç ìéá áðü áõôÝò ôéò ðñïóåããßóåéò óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï. Óôï ðáñüí
êåöÜëáéï Ý÷ïõìå óõãêåíôñþóåé êáé ôçí ðïñåßá ôïõ ÐñïâëÞìáôïò áõôïý ôá
ôåëåõôáßá ÷ñüíéá êáé ôç äéêÞ ìáò ìåëÝôç ðÜíù óå áõôü.

Óå äéÜöïñá óçìåßá ôçò äéáôñéâÞò (âëÝðå §1.2, 1.5, 2.1) áíáöåñüìáóôå óå
ìïíôÝëá ðïõ äåí éêáíïðïéïýí ôï áîßùìá exp. Èåùñßåò ðïõ Ý÷ïõí ôÝôïéá ìï-
íôÝëá èá ôéò êáëïýìå \áóèåíÞ õðïóõóôÞìáôá" ôçò PA. Ï ëüãïò ðïõ ôéò
êáëïýìå Ýôóé, äåí åßíáé üôé äåí Ý÷ïõí ðïëëÝò óõíÝðåéåò. ÁðëÜ ãéá ôéò ðåñéó-
óüôåñåò ôÝôïéåò èåùñßåò äåí åßìáóôå óå èÝóç íá ðïýìå ôß áðïäåéêíýïõí êáé ôß
ü÷é. Åíþ ïé èåùñßåò áðü ôéò ïðïßåò Ýðåôáé ôï exp Ý÷ïõí ìåëåôçèåß ðÜñá ðïëý.
Áõôü, óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò ïöåéëüôáí óôçí äõíáôüôçôá êùäéêïðïßç-
óçò ìÝóá óå áõôÝò ôéò èåùñßåò. ÌÜëéóôá, ðáñáêÜôù èá öáíåß ç óðïõäáéüôçôá
ôçò áíáöåñüìåíçò äõíáôüôçôáò. Ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå, ÷ùñßò íá åßìáóôå
õðåñâïëéêïß, ðùò äåí åßíáé ëßãåò ïé öïñÝò, üôáí ïé \öõóéêïß ôñüðïé" áðüäåé-
îçò áðáéôïýí ôçí ïëéêüôçôá ôçò åêèåôéêÞò. Êõñßùò áõôü åßíáé åìöáíÝò óôéò
áðïäåßîåéò óõíäõáóôéêÞò öýóåùò.

3.1 Áðïäåßîåéò ìå óõíôáêôéêÞ Ýííïéá

¸íáò áðü ôïõò ôñüðïõò ðñïóÝããéóçò åíüò ðñïâëÞìáôïò, åßíáé ç ðñïóðÜèåéá
åðßëõóçò êÜðïéáò ðáñáëëáãÞò ôïõ. Áõôü Ýêáíáí ïé A. Fern�andez-Margarit
êáé F. F. Lara-Mart�in óôï [FL04]. Ç áëëáãÞ ðïõ Ýêáíáí åßíáé íá äïõí ôï
Ðñüâëçìá ôïõ J. Paris áðü ôç óõíôáêôéêÞ óêïðéÜ êáé ü÷é áðü ôçí óçìá-

29
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óéïëïãéêÞ. ¸èåóáí êáé ìåëÝôçóáí ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá óôçí ðñïóðÜèåéá
êáôáíüçóçò ôïõ ÐñïâëÞìáôïò ôïõ J. Paris.

Ðñüâëçìá 3.1. ÊÜôù áðü ðïéÝò óõíèÞêåò ãéá ôç èåùñßá T Ý÷ïõìå ôçí éóï-
äõíáìßá I∆n+1(T ) ⇔ L∆n+1(T );

Ôá ó÷Þìáôá S' ðïõ áöïñïýí ôïõò ∆n ôýðïõò ', üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá I',
L', åßíáé óõíÞèùò ôçò ìïñöÞò (' ↔  ) → S', üðïõ ' åßíáé Σn ôýðïò êáé  
åßíáé Πn ôýðïò. ÅÜí üìùò áðáéôÞóïõìå ç éóïäõíáìßá (' ↔  ) íá åßíáé óå
ìéá èåùñßá Ô, ôüôå ôï ó÷Þìá ãñÜöåôáé ùò S'(Ô). Áõôü ôï ó÷Þìá åßíáé ðéï
áóèåíÝò áðü ôï S'. Ï Ýëåã÷ïò ìÝóá óå èåùñßá Ô ðåñéïñßæåé ôïí áñéèìü ôùí
ôýðùí óôïõò ïðïßïõò ìðïñåß íá åöáñìïóôåß ôï ó÷Þìá S. ÊáôÜ óõíÝðåéá, üóï
ðéï éó÷õñÞ åßíáé ç èåùñßá Ô, ôüóï ôï S'(Ô) ðëçóéÜæåé ôï S'.

ÌåñéêÜ áðü ôá áðïôåëÝóìáôá óôï [FL04] åßíáé

Ðñüôáóç 3.2. Ãéá üëá ôá n ∈ N,

(i) IΣn ⇒ I∆n+1(Ô) ⇒ IΣn+1:

(ii) ÅÜí ThΠn+2(T ) = ThΠn+2(T ′), ôüôå I∆n+1(Ô) = I∆n+1(Ô ′):

(iii) I∆n+1(BΣn+1) ⇔ IΣn.

Óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò üìùò, üðïéá èåùñßá íá âÜëïõìå, äåí áñêåß
íá öôÜóïõìå óå éóïäõíáìßá ìåôáîý S'(Ô) êáé S'. Áõôü ðñïêýðôåé áðü ôçí
Åéêüíá 3.1.

IΣn+1

v~ uuuuuuuuu

uuuuuuuuu

#+OOOOOOOOOO

OOOOOOOOOO

BΣn+1

®¶

L∆n+1(IΣn+1) ks +3 I∆n+1(IΣn+1)

I∆n

Ã(JJJJJJJJJ

JJJJJJJJJ

IΣn ks +3 L∆n+1(IΣn) ks +3 I∆n+1(IΣn)

Åéêüíá 3.1: ÁðïôåëÝóìáôá ôçò Ðñüôáóçò 3.2 óå ðéï ãåíéêü ðëáßóéï.

Ìéá áðü ôéò óõíèÞêåò ðïõ ðñïôåßíïõí ïé A. Fern�andez-Margarit êáé F. F.
Lara-Mart�in ãéá ôï Ðñüâëçìá 3.1 åßíáé ôï óýíïëï ∆n+1(T ) íá åßíáé êëåéóôü
ìÝóá óôçí Ô ùò ðñïò öñáãìÝíïõò ðïóïäåßêôåò. ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå '1; '2,
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áí '1; '2 ∈ ∆n+1(T ), ôüôå ∀<'1; ∃<'2 ∈ ∆n+1(T ):

Ùò óõíÝðåéá áõôïý Ýðåôáé ç åðüìåíç ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 3.3 ([FL04]). Ãéá üëá ôá n ∈ N, I∆n+1(BΣn+1) ⇔ L∆n+1(BΣn+1).

Ðáñüìïéï áðïôÝëåóìá ðïõ \áðáéôåß" ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ôýðïõ íá áðï-
äåéêíýåôáé óå èåùñßá, åßíáé Ýíá áðïôÝëåóìá ôïõ Parikh (âëÝðå [Par71]) ðïõ
ëÝåé üôé

Èåþñçìá 3.4 (Parikh). ¸óôù '(x; y) ∈ Σ1 ôÝôïéïò þóôå I∆0 ` ∀x∃y'(x; y).
Ôüôå õðÜñ÷åé üñïò t(x) ôçò L þóôå I∆0 ` ∀x∃y < t(x)'(x; y).

Ôï ìåéïíÝêôçìá ôçò ðñïóÝããéóçò áõôÞò áðü ôïõò A. Fern�andez-Margarit
êáé F. F. Lara-Mart�in âñßóêåôáé óôç äõóêïëßá ôçò óõíôáêôéêÞò áðüäåéîçò åíüò
ôýðïõ. Åðßóçò üóï ðéï ðïëý èÝëïõìå íá êáôáëÞîåé ç éóïäõíáìßá I∆n+1(Ô) ⇔
L∆n+1(Ô) íá åßíáé åðßóçò éóïäýíáìç ìå I∆n+1, ôüóç ðéï éó÷õñÞ Ô ÷ñåéáæü-
ìáóôå.

Ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôá ó÷Þìáôá áõôÜ õðÜñ÷ïõí åðßóçò êáé óå
Ýíá Üëëï Üñèñï ôïõò ìáæß ìå ôïí A. Cord�on-Franko, ôï [CFL06].

3.2 ËÞììá êùäéêïðïßçóçò

¸óôù Ì ôõ÷üí ìïíôÝëï ôïõ I∆0, a; b; d ∈ M . Áò ðÜñïõìå ìéá ∆0 ïñßóéìç
áêïëïõèßá ìå ìÞêïò d êáé ìå êÜèå üñï ôçò íá åßíáé öñáãìÝíïò áðü ôï a.
ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé ∆0 ôýðïò '(i; x; b), (ãéá åõêïëßá õðïèÝôïõìå ðùò Ý÷åé ìüíï
ìéá ðáñÜìåôñï b), ôÝôïéïò þóôå

Ì |= ∀i < d∃x < a'(i; x; b):

Ôüôå ç ýðáñîç ôïõ óôïé÷åßïõ ad óôï Ì åßíáé ìéá éêáíÞ êáé áíáãêáßá
óõíèÞêç ãéá íá êùäéêïðïéçèåß, ìå âÜóç ôï a-äéêü áíÜðôõãìá, ç äïóìÝíç áêï-
ëïõèßá. Áõôü ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò ðùò ôï ad ÷ñçóéìïðïéåßôáé ùò öñÜãìá
ãéá ôïí êùäéêü, êáé åöüóïí ï ôýðïò ðïõ ìéëÜåé ãéá ôçí ýðáñîç êùäéêïý ãßíåôáé
∆0 ôýðïò, åöáñìüæïõìå ôçí ∆0 åðáãùãÞ ãéá íá ïëïêëçñùèåß ôï æçôïýìåíï.

ÅÜí èåëÞóïõìå íá åðáíáëÜâïõìå ôçí äéáäéêáóßá áíôéêáèéóôþíôáò ðáíôïý
∆0 ìå ∆1, ôüôå èá äéáðéóôþóïõìå üôé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ôýðïõ ðïõ ìéëÜåé
ãéá ôçí ýðáñîç êùäéêïý ãßíåôáé Σ1. Ãéá ôçí áêñßâåéá ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

∃c < ad∆1: (3.1)

O ôýðïò (3.1) åßíáé Σ1, äéüôé ðñþôïí èåùñïýìå ôïí ∆1 ôýðï ùò Σ1 êáé äåýôå-
ñïí ïé õðáñîéáêïß ðïóïäåßêôåò ìåôáôßèåíôáé. Ïðüôå ï Üöñáêôïò õðáñîéáêüò
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ðïóïäåßêôçò Ýñ÷åôáé ìðñïóôÜ êáé ôïí áêïëïõèåß ï ∆0 ôýðïò. ÅÜí èåùñÞ-
óïõìå üìùò ôïí ∆1 ôýðï ùò Π1, ôüôå ç ðïëõðëïêüôçôá ãßíåôáé Σ2. ÄçëáäÞ
äåí åßíáé åðáñêÞò (åê ðñþôçò üøçò) ç ýðáñîç ôïõ óôïé÷åßïõ ad. ×ñåéÜæåôáé
êáé ç Σ1 óõëëïãÞ ãéá íá äåßîïõìå üôé ï ôýðïò (3.1) åßíáé êáé Π1.

ÊáôÜ óõíÝðåéá äåí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí êùäéêïðïßçóç ùò
Ý÷åé, ìüíï ìå ôï I∆1, ãéá íá äåßîïõìå ôç Σ1 óõëëïãÞ, ìéáò êáé äçìéïõñãåßôáé
Ýíáò öáýëïò êýêëïò: õðÜñ÷åé Σ1 óõëëïãÞ áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ∃≤∆1

êùäéêïðïßçóç.
Ôï ôÝ÷íáóìá ðïõ ìáò âãÜæåé áðü ôïí öáýëï êýêëï ïöåßëåôáé óôïí Sla-

man, ï ïðïßïò ðñïóÜñìïóå ôçí Ýííïéá ôçò êùäéêïðïßçóçò óå ôïìÝò. Ãéá ôçí
áêñßâåéá, èåþñçóå ðùò åðáñêåß ãéá ìéá Σ1 áêïëïõèßá, óõãêåêñéìÝíçò ìïñöÞò,
ìå äåßêôåò ðëÝïí áðü ìßá Σ1 ôïìÞ, íá õðÜñ÷åé êùäéêüò e, ôÝôïéïò ðïõ üóï ïé
äåßêôåò i áíÞêïõí óôç ôïìÞ, ôï (e)i ïñßæåé ôïí áíôßóôïé÷ï üñï ôçò áêïëïõ-
èßáò. Áõôü ôï ôÝ÷íáóìá ëïéðüí, ðïõ áíáöÝñåôáé Ýììåóá óôï [Sla04], äüèçêå
óå ìïñöÞ ëÞììáôïò ìå ìéá ðéï êïìøÞ áðüäåéîç áðü ôïí N. Thapen (âëÝðå
ËÞììá 1 óôï [Tha05]) êáé óôç äéáôñéâÞ áõôÞ åßíáé ôï åðüìåíï âáóéêü ëÞììá:
ôï ËÞììá êùäéêïðïßçóçò.

ËÞììá 3.5. ¸óôù M |= I∆1, a∈M êáé �; � Σ1 ôýðïé ôÝôïéïé þóôå

(i) M |= \� ïñßæåé ìéá ôïìÞ"

(ii) M |= ∀i (�(i) → ∃!y<a �(i; y)) ∧ ∀i [�(i) → ∃t≤ax∀j≤i �(j; (t)j)],

üðïõ (t)j åßíáé ôï j'ïóôü øçößï ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ t ìå âÜóç a.
Áí õðÜñ÷åé I<b∈M ôÝôïéï þóôå ôï ab íá õðÜñ÷åé óôï Ì , ôüôå

M |= ∃t<ab∀i [�(i) → �(i; (t)i)].

Óå áõôü ôï óçìåßï, Ý÷åé íüçìá íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êåíôñéêÞ éäÝá ôçò
áðüäåéîçò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.5, ðïõ Ýäùóå ï Slaman, äéüôé âáóéæüìåíïò óå
áõôÞí, ìå êÜðïéåò áëëáãÝò, ï N. Thapen âåëôßùóå ôï áðïôÝëåóìá ôïõ Èåù-
ñÞìáôïò 2.5.

Ç êåíôñéêÞ éäÝá åßíáé ç åîÞò: Îåêéíþíôáò ìå M |= I∆1 + exp+¬BΣ1, ï
Slaman èåþñçóå ìéá ∆0 óõíÜñôçóç áðü ôï [0; a − 1] óôï Ì , ìå ïìïôåëéêÞ
(ìç öñáãìÝíç äçëáäÞ) åéêüíá. Ç ýðáñîç ôÝôïéáò óõíÜñôçóçò åîáóöáëßæåôáé
áðü ôçí Üñíçóç ôçò Σ1 óõëëïãÞò. Ãéá Σ1 áêïëïõèßá ðÞñå ôá óôïé÷åßá x áðü
ôï [0; a − 1] ìå ôÝôïéá óåéñÜ þóôå ïé åéêüíåò ôïõò íá åßíáé äéáäï÷éêÝò êáôÜ
áýîïõóá óåéñÜ. ÁðÝäåéîå üôé ç áêïëïõèßá áõôÞ éêáíïðïéåß ôéò õðïèÝóåéò ôïõ
ËÞììáôïò 3.5, êáé ìáæß ìå ìåñéêÜ áêüìá åðé÷åéñÞìáôá êáôÝëçîå óôï M |=
¬I∆1, ôï ïðïßï åßíáé ðñïöáíþò Üôïðï.
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Ï N. Thapen ðáñáôÞñçóå ðùò åÜí äåí ðÜñïõìå äéáäï÷éêÝò åéêüíåò, Ýôóé
üðùò åßíáé äçëáäÞ óôï ìïíôÝëï, áëëÜ áðáéôÞóïõìå ç åðüìåíç åéêüíá ðïõ èá
äéáëÝãïõìå íá îåðåñíÜåé ôï ôåôñÜãùíï ôçò ðñïçãïýìåíçò. Ìå áõôü ôïí ôñüðï,
èá ÷ñåéáóôïýìå ðïëý ëéãüôåñá âÞìáôá ãéá íá áíÝâïõìå øçëÜ óôï ìïíôÝëï.
¢ñá êáé ôï óýíïëï äåéêôþí èá åßíáé ìéêñüôåñï áðü ðñéí. Ôï áîéïóçìåßùôï
óôç áðüäåéîç ôïõ N. Thapen åßíáé ðùò ôï íÝï óýíïëï äåéêôþí åßíáé êëåéóôü
ùò ðñïò ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò. Áõôü Ý÷åé ùò óõíÝðåéá, íá
åðáñêåß ðëÝïí ç ïëéêüôçôá ðïëý áóèåíïýò ìïñöÞò åêèåôéêïý. Ãéá ðáñÜäåéãìá,
åðáñêåß M |= Ω1;k, üðïõ ôï áîßùìá Ω1;k ïñßóôçêå óôçí åéóáãùãÞ (§1.1).
Ç ðáñáôÞñçóÞ ôïõ áõôÞ ãéá ôéò ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò ôïí
ïäÞãçóå óôï

Èåþñçìá 3.6 (Thapen). I∆1 + thp ⇒ BΣ1,
üðïõ ìå thp óõìâïëßæïõìå ôï áîßùìá

∀x∃y∃z(x < p(y) ∧ z = xy);

ìå p íá åßíáé ïðïéáäÞðïôå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç.

Ðáñáôçñïýìå ðùò ç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç, ðïõ åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñï-
ìéêÞ, äåí éêáíïðïéåß ôï ðñþôï ìÝñïò ôïõ áîéþìáôïò ôïõ Thapen. ÄçëáäÞ,
äåí éêáíïðïéåß ôï ∀x∃y(x < p(y)). ¢ñá áðáéôåßôáé êáé ðÜëé êÜðïéá ìïñöÞ
åêèåôéêïý óå ìïíôÝëï ðïõ éêáíïðïéåß ôï áîßùìá thp.

3.3 ÌïñöÝò äïìþí ãéá áíôéðáñÜäåéãìá

Óå áõôÞ ôç ðáñÜãñáöï èá äþóïõìå åíáëëáêôéêÝò áðïäåßîåéò óôá ÈåùñÞ-
ìáôá 2.5 êáé 3.6. Ï ôñüðïò ðïõ ðñïóåããßæïõìå åìåßò ôï Ðñüâëçìá 2.6, ìáò
äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá áðïìïíþóïõìå ôéò \êáêÝò" äïìÝò. ÄçëáäÞ, êáôáëÞ-
ãïõìå óå äýï ìïñöÝò äïìþí ôÝôïéåò þóôå áí ç áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 2.6
åßíáé áñíçôéêÞ, ôüôå ôï ìïíôÝëï ôïõ áíôéðáñáäåßãìáôïò èá Ý÷åé ìéá áðü áõôÝò
ôéò äýï ìïñöÝò. Áò êÜíïõìå ôçí áñ÷Þ ìå ôçí

ÅíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.5. ¸óôùM |= I∆1+exp+¬BΣ1,
a∈M êáé '(x;w)∈∆0 ôÝôïéá þóôå

M |= ∀x≤a∃w '(x;w) ∧ ∀z∃x≤a∀w≤z ¬'(x;w):

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí óõíÜñôçóç æåõãáñþìáôïò1 êáé L∆0, ìðïñïýìå íá êáíï-
íßóïõìå Ýôóé þóôå ï ôýðïò ' íá ïñßæåé ìéá 1-1 óõíÜñôçóç f ìå ðåäßï ïñéóìïý

1Ç óõíÜñôçóç æåõãáñþìáôïò Ý÷åé ïñéóôåß óôçí áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò 2.13.
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ôï (áêÝñáéï) äéÜóôçìá [0; a] êáé ìå ðåäßï ôéìþí Ýíá ìç öñáãìÝíï õðïóýíïëï
ôïõ M .

Ç äéêÞ ìáò êåíôñéêÞ éäÝá åßíáé íá èåùñÞóïõìå ôï óýíïëï ôùí óôïé÷åßùí x
ðïõ âñßóêïíôáé êÜôù áðü ôï a+ 1, ôá ïðïßá óõìðåñéöÝñïíôáé \üìïñöá" üóï
áöïñÜ ôïí ôýðï ', ìå ôçí Ýííïéá üôé ôï '-óôéãìéüôõðï ôçò óõëëïãÞò éó÷ýåé
óå üëá ôá ìéêñüôåñá Þ ßóá ìå êÜèå ôÝôïéï x. Ïé éäéüôçôåò ôïõ óõíüëïõ áõôïý
èá ìáò ïäçãÞóïõí óå Üôïðï.

Ïñßæïõìå ôï åðüìåíï óýíïëï:

A = {b≤a : ∃w0[∃x0≤b '(w0 = f(x0)) ∧ ∀x≤b∃z≤w0 (z = f(x))]}:

Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü ðùò ôï A åßíáé Ýíá Σ1 ïñßóéìï ãíÞóéï
õðïóýíïëï ôïõ [0; a].

Éó÷õñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé ôïìÞ.
Áðüäåéîç éó÷õñéóìïý. Ðñïöáíþò éó÷ýåé üôé 0∈A. Ìáò ìÝíåé íá åëÝãîïõìå
áí ôï A åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí åðüìåíï êáé ùò ðñïò ôç ó÷Ýóç <.
Áñ÷éêÜ, Ýóôù b∈A. Áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôç óõíÜñôçóç f , õðÜñ÷ïõí wb; wb+1

ôÝôïéá þóôå M |= wb = f(b) ∧ wb+1 = f(b+ 1). Åðßóçò, õðÜñ÷ïõí x0≤b êáé
w0 ìå ôçí éäéüôçôá w0 = f(x0) ∧ ∀x≤b∃z≤w0(z = f(x)). ¸ðåôáé üôé

wb+1 ≤ w0; ïðüôå Ýðåôáé üôé ∀x≤b+ 1∃z≤w0 (z = f(x))

Þ

w0 < wb+1; ïðüôå Ýðåôáé üôé ∀x≤b+ 1∃z≤wb+1 (z = f(x)):

ÊáôÜ óõíÝðåéá b+1∈A, äçëáäÞ ôï A åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôç óõíÜñôçóç ôïõ
åðïìÝíïõ.

Áò ðÜñïõìå c<b. Ðáñáôçñïýìå üôé ôï óýíïëï

{z≤w0 : ∃x≤c (z = f(x))}

åßíáé ∆0-ïñßóéìï êáé öñáãìÝíï óôï Ì . Ïðüôå ëüãù L∆0, áõôü èá Ý÷åé ìÝãé-
óôï óôïé÷åßï, áò ôï ïíïìÜóïõìå w1. Ôüôå éó÷ýåé:

∀x≤c∃z≤w1 (z = f(x)):

¸ðåôáé üôé c∈A, äçëáäÞ åëÝãîáìå ðùò ôï A åßíáé êëåéóôü ðñïò ôá êÜôù, ïëï-
êëçñþíïíôáò Ýôóé ôçí áðüäåéîç ôïõ éó÷õñéóìïý. 2

ÅðéóôñÝöïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.5. Èá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå
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i∈A ìðïñïýìå íá êùäéêïðïéÞóïõìå ôçí áêïëïõèßá óôïé÷åßùí x0; : : : ; xi≤i,
ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ÷åé öñáãìÝíç áêïëïõèßá w0; : : : ; wi≤w ðïõ éêáíïðïéåß:

\ãéá êÜèå j ≤ i, ôï óôïé÷åßï xj åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óôï [0; j] ãéá ôï ïðïßï
õðÜñ÷åé wj ìå wj = f(xj) êáé wj åßíáé Ýíá Üíù öñÜãìá ãéá ôï {f(k) : k≤j}."

Óçìåéþíïõìå ðùò ëüãù ôçò êáôáóêåõÞò ôçò, ç áêïëïõèßá x0; : : : ; xi, åßíáé
ìïíáäéêÞ. Áõôü êáé ôï ãåãïíüò ðùò üëïé ïé ðïóïäåßêôåò ðïõ ðåñéãñÜöïõí
ôá ðáñáðÜíù åßíáé öñáãìÝíïé êáé õðÜñ÷ïõí üëá ôá áðáñáßôçôá åêèåôéêÜ, ìáò
åðéôñÝðïõí íá êùäéêïðïéÞóïõìå ôïðéêÜ (äçëáäÞ ìÝ÷ñé i) ôçí áêïëïõèßá áõôÞ.

Åðåîçãïýìå áõôÜ ðïõ åßðáìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá. Ï êùäéêüò

〈0; 1; 2; 2; 2; 5; 6; 6; 6; 6〉

óçìáßíåé ðùò ôï f(2) åßíáé ôï Üíù öñÜãìá ãéá ôéò '-ôéìÝò ôùí 0, 1, 2, 3
êáé 4, äçëáäÞ ãéá ôéò f(0); : : : ; f(4), åíþ ôï f(6) åßíáé Üíù öñÜãìá ôùí
f(0); f(1); : : : ; f(9).
Ôþñá èá ðïýìå ôå÷íéêÜ ðåñß ôçò êùäéêïðïßçóçò ôçò x0; : : : ; xi êáé ãéá üëá
áõôÜ ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôç ìåôáãëþóóá. ¸óôù  (i) ï Σ1 ôýðïò:

∃x0 : : : xi≤i∃w Θ(x0; : : : ; xi; w),

üðïõ Θ åßíáé ôýðïò ìå öñáãìÝíïõò ðïóïäåßêôåò ï ïðïßïò åêöñÜæåé

\x0 = 0∧ ç áêïëïõèßá f(x0); f(x1); : : : ; f(xi) áðáñéèìåß üëá ôá óôïé÷åßá óôï
ðåäßï ôéìþí ôçò f ôá ïðïßá åßíáé ≤w (ìå åðáíáëÞøåéò)".

Äéåõêñéíßæïõìå üôé ç áêïëïõèßá w0; w1; : : : ; wi \êùäéêïðïéåß" ôéò ðñþôåò i+1
ôéìÝò ôçò \óõíÜñôçóçò":

h(0) = f(0)

h(x+ 1) =
{
f(x+ 1); áí f(x+ 1)>f(y); ãéá êÜèå y≤x
h(x); áëëéþò:

ÈÝôïõìå �(i) íá åßíáé o Π1 ôýðïò ðïõ åêöñÜæåé

∀w∀x ≤ i[“x åßíáé ôï åëÜ÷éóôï t ôÝôïéïò þóôå w = f(t) åßíáé ôï Üíù öñÜãìá ôïõ

{f(0); : : : ; f(i)}" → ∃x0 : : : xi≤i (x = xi ∧ Θ(x0; : : : ; xi; w))]:

Åðéóçìáßíïõìå üôé õðÜñ÷åé b∈M ðïõ éêáíïðïéåß ôçí ðñïçãïõìÝíùò áíáöåñü-
ìåíç óõíåðáãùãÞ ãéá x = i∈A. ÐñÜãìáôé, åöüóïí i∈A, ôï óýíïëï {f(0); : : : ; f(i)}
åßíáé Üíù öñáãìÝíï êáé ∆0 ïñßóéìï êáé Üñá Ý÷åé ìÝãéóôï. ËáìâÜíïíôáò
õð'üøéí üôé ç áêïëïõèßá ðïõ ïñßæåôáé áðü ôïí ôýðï Θ(x0; : : : ; xi; w) åßíáé
ìïíáäéêÞ (üôáí âÝâáéá õðÜñ÷åé), óõìðåñáßíïõìå üôé

M |= ∀i [i ∈ A→ ( (i) ↔ �(i))]:
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Ðáñáôçñïýìå ðùò êáé ïé äýï ôýðïé  (i) êáé �(i), áí êáé äåí åßíáé ãñáììÝíïé
óå ìåñéêÜ óçìåßá ìå óýìâïëá ôçò L êáé öáßíåôáé íá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé Üðåéñïé
ôï ðëÞèïò ðïóïäåßêôåò, ìðïñïýí íá èåùñçèïýí êáíïíéêïß ôýðïé, äéüôé êÜèå
áêïëïõèßá x0; : : : ; xi êùäéêïðïéåßôáé áðü Ýíáí áñéèìü e<ai+1 ∈M .
Áðü ôçí óôéãìÞ ëïéðüí ðïõ ï  (i) åßíáé ∆1, üôáí ðåñéïñéóôïýìå óôï A, ìå
åðáãùãÞ óôï i≤b äåß÷íïõìå üôé

M |= ∀i≤b  (i), ãéá êÜèå b∈A
(åßíáé ãíùóôü üôé, ãéá ïðïéáäÞðïôå êëÜóç óõíáñôÞóåùí, ç êëáóóéêÞ åðáãùãÞ
óõíåðÜãåé ôçí \åðáãùãÞ Ýùò åíüò óçìåßïõ t, ãéá ôõ÷üí t" - âëÝðå ãéá ðáñÜ-
äåéãìá óåë. 44 ôïõ [Kay91]).

Ôï óýíïëï ðïõ áêïëïõèåß ðáßæåé ðïëý óçìáíôéêü ñüëï ôüóï óå áõôÞí ôçí
áðüäåéîç, üóï êáé óôá åðüìåíá ðïõ èá ðïýìå.

Ω = {w : ∃i (i∈A ∧ ∃x0 : : : xi≤i Θ(w; x0; : : : ; xi))}:

Ðåñßðôùóç 1. Ôï óýíïëï Ω åßíáé öñáãìÝíï.
Ôüôå õðÜñ÷åé wmax óôï M ôÝôïéï þóôå

A = {b≤a : ∃w0≤wmax [∃x0≤b '(x0; w0) ∧ ∀x≤b∃z≤w0 '(x; z)]}:

Áõôü äåß÷íåé ðùò ôï A åßíáé ìéá ∆0-ïñßóéìç ãíÞóéá ôïìÞ óôï M , ðñÜãìá
ðïõ Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôçí õðüèåóç üôé M |= I∆0.

Ðåñßðôùóç 2. Ôï óýíïëï Ω äåí åßíáé öñáãìÝíï.
ÈÝôïõìå �(x) íá åßíáé ï Σ1 ôýðïò ðïõ ïñßæåé ôï A êáé �(i; y) íá åßíáé Üëëïò
Ýíáò Σ1 ôýðïò ðïõ åêöñÜæåé \y<a∧f(y) åßíáé ç ìéêñüôåñç ôéìÞ ôçò f ç ïðïßá
åßíáé Üíù öñÜãìá ôïõ {f(0); : : : ; f(i)}". Ôüôå ïé � êáé � éêáíïðïéïýí ôçí
õðüèåóç ôïõ ËÞììáôïò 3.5. Êáé âÝâáéá áðü ôï Ì |= exp åîáóöáëßæïõìå ôçí
ýðáñîç ôïõ aa óôï M .

ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï ËÞììá 3.5 ìáò äßíåé e<aa ôÝôïéï þóôå

M |= ∀i≤length(e) [�(i) → �(i; (e)i)]:

¸÷ïíôáò üôé ç áêïëïõèßá ðïõ ïñßæåôáé áðü ôïí Θ åßíáé ìïíáäéêÞ (üôáí
õðÜñ÷åé), äåß÷íïõìå, üðùò ðñéí, üôé ôï óýíïëï A ôáõôßæåôáé ìå ôï óýíïëï

{i≤e : ∀w1; w2∀j; k≤i ['((e)j ; w1) ∧ '((e)k; w2) ∧ j<k → w1≤w2]}:

¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôï üôé ôï A åßíáé ìéá ∆1-ïñßóéìç ãíÞóéá ôïìÞ ôïõ M .
ÐñÜãìá ðïõ ðÜëé Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôçí õðüèåóç üôé M |= I∆1.



3.3. ÌÏÑÖÅÓ ÄÏÌÙÍ ÃÉÁ ÁÍÔÉÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 37

Óôç ðñïóðÜèåéá íá êÜíïõìå ôçí êåíôñéêÞ ìáò éäÝá ôçò áðüäåéîçò ôïõ Èåù-
ñÞìáôïò 3.6 ðåñéóóüôåñï óáöÞ, äßíïõìå ãéá áñ÷Þ ìéá áðëÞ ôñïðïðïßçóç ôïõ
åðé÷åéñÞìáôüò ìáò ãéá íá áðïäåßîïõìå ðñþôá Ýíá ðéï áóèåíÝò áðïôÝëåóìá.
Ôï áóèåíÝóôåñï áõôü áðïôÝëåóìá ôï áíÝöåñå êáé ï Í. Thapen ùò åöáñìïãÞ
ôïõ êõñßùò ÈåùñÞìáôüò ôïõ (âëÝðå [Tha05]).

Ðñüôáóç 3.7. I∆1 + Ω1;k ⇒ BΣ1, ãéá ïðïéïäÞðïôå k ≥ 1.

Áðüäåéîç. ¸óôù M |= I∆1 + Ω1;k + ¬Ω1;k−1 + ¬BΣ1, k≥1, a∈M êáé
'(x;w)∈∆0 ôÝôïéïò þóôå ï ' ïñßæåé ìéá 1-1 óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý
[0; a] êáé ìå ðåäßï ôéìþí Ýíá ìç öñáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ M .
Áñ÷éêÜ, ðáñáôçñïýìå ðùò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêü-
ôçôáò üôé

alog
(k−1)a =∈M:

ÐñÜãìáôé, áò ðïýìå ðùò M |= ∃z (z = alog(k−1)a). Ôüôå áðü ôçí õðüèåóç
õðÜñ÷åé b ∈ M , b>a, ôÝôïéï þóôå M 6|= ∃z (z = blog(k−1)b). Èåùñïýìå ôïí
ôýðï '̂(x;w) íá åßíáé

(x≤a ∧ '(x;w)) ∨ (a<x≤b ∧ w = x):

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ, ï '̂ åßíáé Ýíáò ∆0 ôýðïò ðïõ ïñßæåé ìéá óõíÜñôçóç
áðü ôï äéÜóôçìá [0; b] óôï M , ðïõ ç åéêüíá ôçò äåí åßíáé öñáãìÝíç. Ïðüôå
äïõëåýïõìå ìå ôïõò b; '̂ áíôß ôïõò a; '.
×ñçóéìïðïéïýìå ôïí ßäéï óõìâïëéóìü ìå ôçí ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç. ÄçëáäÞ
ôï óýíïëï Á åßíáé

{b≤a : ∃w0[∃x0≤b '(w0 = f(x0)) ∧ ∀x≤b∃z≤w0 (z = f(x))]}:
Áí õðÜñ÷åé d∈M ìå ôçí éäéüôçôá A<d êáé ìå ad íá õðÜñ÷åé óôï M , ôüôå
åðáíáëáìâÜíåôáé üðùò åßíáé ç ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç, ç ïðïßá ìáò ïäçãåß óå
Üôïðï.

ÊáôÜ óõíÝðåéá õðïèÝôïõìå ðùò äåí õðÜñ÷åé ôÝôïéï d∈M . Áðü ôçí Üëëç,
ëüãù ôïõ ìéêñïý ìåãÝèïõò, log(k)a ∈ A, äéüôé ìÝ÷ñé åêåß éó÷ýåé ç Σ1 óõëëïãÞ.
Ç óêÝøç ìáò åäþ åßíáé íá èåùñÞóïõìå áíôß ãéá ôï A, ìéá \åêèåôéêÜ ðéï ìéêñÞ"
ôïìÞ. Ãéá áõôü ôï ëüãï, ïñßæïõìå ôï åðüìåíï õðïøÞöéï óýíïëï ãéá ìéá ôÝôïéá
\ìéêñüôåñç" ôïìÞ.

E = {b≤a : ∃i∃w∃z (i∈A ∧ '(i; w) ∧ w>z ∧ z = a2b)}:
Ôï Å åßíáé ôïìÞ äéüôé ðñþôïí ôéò êëåéóôüôçôåò ùò ðñïò ôï 0 êáé ôç < ìáò ôá
äßíåé ôï ãåãïíüò ðùò ôï Å åßíáé áñ÷éêü õðïóýíïëï ôçò ôïìÞò Á êáé äåýôåñïí
åðåéäÞ

a2b+1
= (a2b)2;
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Ýðåôáé üôé åÜí a2b ∈ M , ôüôå êáé a2b+1 ∈ M: ÄçëáäÞ ôï Å åßíáé êëåéóôü êáé
ùò ðñïò ôïí åðüìåíï.

Ðáñáôçñïýìå üôé log(k)a 6∈ E. Äéüôé áí ôï log(k)a âñßóêåôáé ìÝóá óôï E,
ôüôå èá Ýðñåðå ôï a2log

(k)a íá õðÜñ÷åé óôï M , äçëáäÞ ôï alog(k−1)a èá õðÞñ÷å
óôï M . Áõôü üìùò Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôçí õðüèåóÞ ìáò.

Áðü ôç óôéãìÞ ðïõ E<log(k)a êáé ôï alog(k)a õðÜñ÷åé, ïõóéáóôéêÜ ìðï-
ñïýìå íá ðñïóáñìüóïõìå ôçí Þäç ãíùóôÞ áðüäåéîç, ðïõ äþóáìå ðñéí. Ãéá
ôçí áêñßâåéá, áõôü ðïõ ãßíåôáé åßíáé íá ìðåé óôç èÝóç ôïõ A ç ôïìÞ E êáé
îáíáãñÜöïõìå ôïõò ôýðïõò  (i) êáé �(i) Ýôóé þóôå íá ôáéñéÜæïõí ìå ôïí ïñé-
óìü ôïõ E. ÓõãêåêñéìÝíá, ðñÝðåé íá åéóáãÜãïõìå åðéðëÝïí óõíäÝóìïõò óå
áõôïýò ôïõò ôýðïõò, ìå åêöñÜóåéò ðïõ èá ëÝíå ðùò ï åëÜ÷éóôïò ìÜñôõñáò wi
ãéá êÜèå xi åßíáé ìåãáëýôåñïò ôïõ a2i .

¸÷ïíôáò óôï ìõáëü ìáò íá öôÜóïõìå óôï áðïôÝëåóìá ôïõ Thapen, äõ-
íáìþíïíôáò ôçí Ðñüôáóç 3.7, ðáñáèÝôïõìå ôï åðüìåíï ðüñéóìá.

Ðüñéóìá 3.8. I∆1 + ∀x∃y>x∃z [∃u (u = xz) ∧ ¬∃u (u = yz)] ⇒ BΣ1.

Áðüäåéîç. Ìéìïýìåíïé ôçí áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò 3.7, åðáíáïñßæïõìå ôï óý-
íïëï E ùò åîÞò:

E = {b≤a : ∃i∃w∃z (i∈A ∧ '(i; w) ∧ w>z ∧ z = cb)};

üðïõ c åßíáé ôÝôïéï þóôå

M |= ∃z \az õðÜñ÷åé êáé cy äåí õðÜñ÷åé".

Åí üøåé ôïõ Ðïñßóìáôïò 3.8, ôá ìïíôÝëá ôïõ I∆1 ðïõ ìáò Ýìåéíáí íá
åîåôÜóïõìå (åííïåßôáé íá äïýìå áí éêáíïðïéïýí Þ ü÷é ôï BΣ1), åßíáé åêåßíá
ðïõ éêáíïðïéïýí

∃x∀y>x∀z [∃u (u = xz) → ∃u (u = yz)]: (3.2)

Áò äïýìå ïðïéïäÞðïôå ìïíôÝëï M ôçò ìïñöÞò aN ãéá êÜðïéï a∈M − N,
äçëáäÞ óôï Ì éó÷ýåé

∃a∈M − N ∀b∈M ∃n∈N ôÝôïéï þóôå M |= b≤an:

Ôüôå üëá áõôÜ ôá ìïíôÝëá éêáíïðïéïýí ôçí ó÷Ýóç (3.2). Ïðüôå óõìðåñáß-
íïõìå üôé ôá ìïíôÝëá ðïõ áðïìÝíïõí åìðßðôïõí óå ìéá áðü ôéò äýï åðüìåíåò
êáôçãïñßåò:
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Êáôçãïñßá 1. M åßíáé ôçò ìïñöÞò aN ãéá êÜðïéï a ∈M − N.
Êáôçãïñßá 2. M äåí áíÞêåé óôçí ðñïçãïýìåíç êáôçãïñßá êáé M |= (3:2).

Óå áõôü ôï óçìåßï åðéóçìáßíïõìå ðùò êáíÝíá ìïíôÝëï ôçò èåùñßáò I∆1 +
thp äåí áíÞêåé óôç ðñþôç êáôçãïñßá. Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí äéêÞ ìáò áðü-
äåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.6, ðáñáèÝôïõìå ìåñéêÜ ëÞììáôá, ôá ïðïßá èá ÷ñåéá-
óôïýí ðáñáêÜôù. Ôï ðñþôï åßíáé ãíùóôü ùò \Áñ÷Þ õðåñ÷åßëéóçò (Overspill
principle)". Ïöåßëåôáé óôïí A. Robinson êáé ç áðüäåéîÞ ôïõ ìðïñåß íá âñåèåß
ãéá ðáñÜäåéãìá óôï [Kay91].

ËÞììá 3.9 (Áñ÷Þ õðåñ÷åßëéóçò). ¸óôù K Ýíá nonstandard ìïíôÝëï ôïõ
IΣn, êáé I ìéá ãíÞóéá ôïìÞ ôïõ K. ¸óôù åðßóçò '(x; y) Ýíáò Σn ôýðïò êáé
a∈K. ÅÜí K |= '(i; a) ãéá êÜèå i∈I, ôüôå õðÜñ÷åé j∈K − I ôÝôïéï þóôå
K |= ∀x≤j'(x; a).

¸íá ìÝñïò ôïõ åðüìåíïõ ëÞììáôïò Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß áðü ôï Í. Thapen.

ËÞììá 3.10. Ãéá ïðïéïäÞðïôå ìïíôÝëï K ôïõ I∆0,

K |= ¬IΣ1 ⇔ õðÜñ÷åé ìéá ãíÞóéá ( Σ1 -ïñßóéìç ) ôïìÞ J ôïõ K êáé
ìéá ∆0 -ïñßóéìç áýîïõóá f : J → K ìå Üöñáêôï ðåäßï ôéìþí.

Áðüäåéîç. Ãéá áðëüôçôá, ïé ôýðïé èá åßíáé ÷ùñßò ðáñáìÝôñïõò.
(⇐) Áò õðïèÝóïõìå ôçí ýðáñîç ôçò ãíÞóéáò ôïìÞò J ôïõ K êáé ôçò ∆0-
ïñßóéìçò áýîïõóáò óõíÜñôçóçò f : J → K ìå Üöñáêôï ðåäßï ôéìþí. Ôüôå ãéá
êÜèå j∈J éó÷ýåé

K |= ∃w [f(j) = w ∧ ∀y≤j∃z≤w (f(y) = z)] (∗):

¸óôù ðñïò Üôïðï üôé K |= IΣ1. Ôüôå åöáñìüæïíôáò Σ1-õðåñ÷åßëéóç ðñï-
êýðôåé üôé õðÜñ÷åé a∈K − J ìå ôçí éäéüôçôá (∗) ðïõ äþóáìå ðñïçãïõìÝíùò.
Áõôü üìùò áíáãêÜæåé ôï f(J) íá åßíáé öñáãìÝíï, ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí áðü
ôï óôïé÷åßï f(a). Êáé áõôü åßíáé Üôïðï.
(⇒) Ôþñá áò õðïèÝóïõìå üôé K |= ¬IΣ1. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò ∆0-ôýðïò
'(x; y) ôÝôïéïò þóôå

K |= ∃y'(0; y) ∧ ∀x [∃y'(x; y) → ∃y'(x+ 1; y)] ∧ ¬∀x∃y '(x; y):

Ïñßæïõìå J = {x∈K : ∃w∀y≤x∃z≤w '(y; z)} êáé ôçí f : J → K ùò åîÞò

f(x) = åßíáé ï åëÜ÷éóôïò w ôÝôïéïò þóôå ∀y≤x∃z≤w '(y; z).

Áðü ôçí õðüèåóÞ ìáò ãéá ôïí ôýðï ', Ý÷ïõìå üôé 0∈J êáé ôï J åßíáé êëåéóôü
ùò ðñïò ôïí åðüìåíï. Ôï J åßíáé åðßóçò êëåéóôü ùò ðñïò ôç ó÷Ýóç <, äéüôé
ïðïéïäÞðïôå öñÜãìá ãéá ôï óýíïëï {f(y) : y≤x} åßíáé åðßóçò öñÜãìá êáé ôïõ
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óõíüëïõ {f(y) : y≤t}, ãéá üëá ôá t<x. Óõìðåñáßíïõìå ðùò ôåëéêÜ ôï J åßíáé
ìéá Σ1-ïñßóéìç ãíÞóéá ôïìÞ ôïõ K. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóåé êáíåßò ðùò ç
f åßíáé ìéá ∆0-ïñßóéìç áýîïõóá óõíÜñôçóç ìå ìç öñáãìÝíï ðåäßï ôéìþí.

Ôþñá åßìáóôå óå èÝóç íá äþóïõìå ôç äéêÞ ìáò áðüäåéîç óôï áðïôÝëåóìá
ôïõ Í. Thapen.

ÅíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.6. ¸óôù M |= I∆1+thp+¬BΣ1,
a∈M êáé '(x;w)∈∆0, ìå ' íá ïñßæåé ìéá 1-1 óõíÜñôçóç áðü [0; a] óå Ýíá
ìç öñáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ M . Óå áõôü ôï óçìåßï åîçãïýìå ãéáôß ôï M
äåí ìðïñåß íá áíÞêåé óôçí êáôçãïñßá 1. Ï ëüãïò åßíáé ðùò ôï áîßùìá thp
óõíåðÜãåôáé üôé ãéá êÜèå b∈M õðÜñ÷åé êÜðïéï 
∈M − N ôÝôïéï þóôå

M |= ∃y (y = b
);

äéüôé ôï N åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôï óýíïëï ôùí ðñùôïãåíþí áíáäñïìéêþí
óõíáñôÞóåùí.
Ìå ôï óýíïëï A åííïïýìå áêñéâþò áõôü ðïõ Þäç ïñßóôçêå óôçí áðüäåéîÞ
ìáò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.5. Èõìüìáóôå åðßóçò áðü åêåßíç ôçí áðüäåéîç, ðùò
ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé äåí õðÜñ÷åé d>A ôÝôïéïò þóôå ad íá åßíáé ìÝóá
óôï M . ÊáôÜ óõíÝðåéá D⊆A, üðïõ

D = {d ∈M : ∀x∃z (z = xd)}:

Èá äåßîïõìå üôé D |= ¬IΣ1. ÐñÜãìáôé, áò õðïèÝóïõìå ôï áíôßèåôï. ¸÷ïíôáò
üôé M |= thp, õðÜñ÷åé b ∈ D ôÝôïéïò þóôå M |= a<p(b)∧∃z (z = ab). ¼ìùò
Ý÷ïõìå üôé D åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôï óýíïëï ôùí ðñùôïãåíþí áíáäñïìéêþí
óõíáñôÞóåùí (ëüãù ôçò Σ1 åðáãùãÞò). ÊáôÜ óõíÝðåéá p(b)∈D êáé Üñá Ýðåôáé
ðùò a∈D. Áõôü üìùò åßíáé áäýíáôïí, äéüôé D⊆A<a.
Áðü ôï ËÞììá 3.10, õðÜñ÷åé ìéá ãíÞóéá Σ1-ïñßóéìç ôïìÞ J ôïõ D êáé ìéá
∆0-ïñßóéìç áýîïõóá óõíÜñôçóç f : J → D ìå ðåäßï ôéìþí ìç öñáãìÝíï.

Èåùñïýìå Ýíá êáôÜëëçëï õðïóýíïëï ôïõ J :

E = {b≤a : b∈J ∧ ∃i∃w∃z (i∈A ∧ '(i; w) ∧ w>z ∧ z = af(b))}:

¸ôóé ôñïðïðïéïýìå ôçí åðé÷åéñçìáôïëïãßá ôçò áðüäåéîçò ôçò Ðñüôáóçò 3.7,
èÝôïíôáò ïðïéïäÞðïôå d∈D-J óôç èÝóç ôïõ log(k)a. Êáé áõôü ìáò ïäçãåß óå
áíôßöáóç.

Ôï áðïôÝëåóìá ôçò ìåèïäïëïãßáò áõôÞò åßíáé íá ó÷çìáôßóïõìå ìéá Üðïøç
ãéá ôç ìïñöÞ ðïõ èá Ý÷åé Ýíá ìïíôÝëï ôïõ I∆1 + ¬BΣ1, åÜí õðÜñ÷åé ôåëéêÜ.
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Èåþñçìá 3.11. Áí M |= I∆1+¬BΣ1, ôüôå õðÜñ÷oõí D ⊂e M êáé a∈M−N
ôÝôïéá þóôå D |= IΣ1 êáé M = aD = {b∈M : b≤ad ãéá êÜðïéï d∈D}.

Áðüäåéîç. ÎåêéíÜìå ìå Ýíá ìïíôÝëï M |= I∆1+¬BΣ1. Áðü ôï Ðüñéóìá 3.8,
Ý÷ïõìå üôé

M |= ∃x∀y>x∀z [∃u (u = xz) → ∃u (u = yz)]:

Áò ðïýìå ðùò a∈M åßíáé ôÝôïéï þóôå

∀y>a∀z [∃u (u = az) → ∃u (u = yz)]:

ÁöÞíïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ D üðùò ôïí äþóáìå ðñïçãïõìÝíùò óôçí áðüäåéîç
ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.6. Éó÷õñéæüìáóôå üôé M = aD.

Êáôáñ÷Üò åßíáé îåêÜèáñï ðùò aD ⊆ M . Ãéá ôï áíôßóôñïöï, áò ðÜñïõìå
ôõ÷üí óôïé÷åßï c∈M . ÅðåéäÞ ëïéðüí M |= L∆0, õðÜñ÷åé e∈M ôÝôïéï þóôå
ae åßíáé ç ìÝãéóôç äýíáìç ôïõ a ðïõ âñßóêåôáé ðéï êÜôù áðü ôï c. ÁëëÜ ôüôå
c≤ae+1 êáé e+ 1∈D, üðùò áêñéâþò èÝëáìå íá äåßîïõìå.
Óçìåéþíïõìå üôé D |= IΣ1, äéüôé åéäÜëëùò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ËÞììá 3.10
èá öôÜíáìå óå Üôïðï, üðùò áêñéâþò óôï ôåëåõôáßï ìÝñïò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.6.

3.4 Ó÷Ýóç ìå ôï Ðñüâëçìá 1.17

¸éäáìå óôçí åéóáãùãÞ ðùò áêüìá äåí Ý÷ïõí âñåèåß éêáíÝò êáé áíáãêáßåò
óõíèÞêåò ãéá íá Ý÷åé Ýíá áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï ôïõ BΣ1 ìéá ãíÞóéá ôåëéêÞ
åðÝêôáóç ðïõ éêáíïðïéåß ôï I∆0. ÌÜëéóôá ç åýñåóç ôÝôïéùí óõíèçêþí ó÷åôß-
æåôáé ìå ôï Ðñüâëçìá 1.17. Áíáöåñüìáóôå óõãêåêñéìÝíá óôï ðñüâëçìá ôçò
ýðáñîçò ôåëéêÞò åðÝêôáóçò ðïõ éêáíïðïéåß I∆1 êáé ôï èÝôïõìå ùò åðüìåíï

Ðñüâëçìá 3.12. Éó÷ýåé ðùò êÜèå áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï Ì ôïõ BΣ1 Ý÷åé ìéá
ãíÞóéá ôåëéêÞ åðÝêôáóç ðïõ éêáíïðïéåß I∆1;

Ãéá íá äþóïõìå ôç óõó÷Ýôéóç ôùí ÐñïâëçìÜôùí 2.6 êáé 3.12, èá ìáò
÷ñåéáóôåß ç Ýííïéá ôïõ !1-like2 ìïíôÝëïõ, üðùò åðßóçò êáé Ýíá áðïôÝëåóìá
ó÷åôéêÜ ìå áõôÞí ôçí Ýííïéá.

Ïñéóìüò 3.13. ¸íá ìïíôÝëï M |= PA− ëÝãåôáé üôé åßíáé !1-like áí êáé
ìüíï áí

(i) card(M) = !1 êáé
2Óõìâïëßæïõìå ìå !1 ôïí ðñþôï ìç áñéèìÞóéìï äéáôáêôéêü.
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(ii) card{b∈M : M |= b<a} ≤ ℵ0, ãéá êÜèå a∈M .

Ôï áðïôÝëåóìá ðïõ áíáöÝñáìå åßíáé ôï áêüëïõèï êáé õðÜñ÷åé ùò Üóêçóç 7.7(d)
óôï [Kay91].

Ðñüôáóç 3.14. ÊÜèå !1-like ìïíôÝëï ôïõ I∆0 éêáíïðïéåß BΣn, ãéá üëá ôá
n∈N.

Ôþñá åßìáóôå óå èÝóç íá äéáôõðþóïõìå ôç ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí Ðñïâëç-
ìÜôùí 2.6 êáé 3.12. Ôï åðé÷åßñçìá ðïõ äßíïõìå, ðñïêýðôåé áðü ìåëÝôç ìéáò
áíôßóôïé÷çò óõó÷Ýôéóçò áðü ôïõò A. Wilkie êáé J. Paris óôï [WP89].

Ðñüôáóç 3.15. ¸íá áðü ôá ÐñïâëÞìáôá: 2.6 Þ 3.12 ðñÝðåé íá Ý÷åé áñíçôéêÞ
áðÜíôçóç.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ðñïò Üôïðï üôé éó÷ýïõí ôáõôü÷ñïíá ôá ðáñáêÜôù:

(1) I∆1 ⇒ BΣ1 êáé

(2) ÊÜèå áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï ôïõ BΣ1 Ý÷åé ãíÞóéá ôåëéêÞ åðÝêôáóç ðïõ
éêáíïðïéåß ôï I∆1.

¸óôù M0 Ýíá áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï ôïõ BΣ1 óôï ïðïßï õðÜñ÷åé ôõðéêÞ
áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò \0 = 1" áðü ôç èåùñßá I∆0. Èá äåßîïõìå üôé ôÝôïéï
Ì0 õðÜñ÷åé. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 3.5 óôï [WP87] éó÷ýåé

I∆0 + exp 6` ConI∆0 ;

üðïõ ï ïñéóìüò ôïõ ConT Ý÷åé äïèåß êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò áðüäåéîçò ôïõ
ÈåùñÞìáôïò2.11. ¢ñá êáôÜ ìåßæïíá ëüãï Ý÷ïõìå

(a) I∆0 6` ConI∆0 :

Åðßóçò ï J.Paris óôï [Par81] Ýäåéîå üôé

(b) ôï BΣ1 åßíáé Π2-óõíôçñçôéêü åðß ôïõ I∆0.

Áðü ôéò (a) êáé (b) Ýðåôáé ç ýðáñîç ôïõ Ì0. Áðü ôçí (2) Ý÷ïõìå üôé ôï
M0 Ý÷åé ìéá ãíÞóéá áñéèìÞóéìç ôåëéêÞ åðÝêôáóç M1, ôÝôïéá ðïõ íá éêáíïðïéåß
I∆1. Ç ó÷Ýóç (1) ìáò ëÝåé üôé Ì1 åðßóçò éêáíïðïéåß BΣ1 êáé Üñá îáíá÷ñç-
óéìïðïéïýìå ôçí (2) ãéá íá êáôáëÞîïõìå üôé ôï M1 Ý÷åé ãíÞóéá áñéèìÞóéìç
ôåëéêÞ åðÝêôáóç Ì2, ðïõ ìå ôç óåéñÜ ôçò éêáíïðïéåß I∆1. Óõíå÷ßæïíôáò ìå
áõôü ôï ôñüðï !1 öïñÝò,

M0 �e M1 �e · · · �e M!1
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êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá M!1 ôï ïðïßï åßíáé !1-like ìïíôÝëï ôïõ I∆0. ¼ìùò
óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 3.14, ôï M!1 éêáíïðïéåß ôï BΣn, ãéá üëá ôá n ∈ N.
Áõôü óôçí ïõóßá óçìáßíåé ðùò M!1 |= PA. ÖôÜóáìå óå áíôßöáóç, äéüôé ôï
M!1 êëçñïíüìçóå ôçí éäéüôçôá ôïõ Ì0, äçëáäÞ, ôï M!1 ðåñéÝ÷åé ôçí áðüäåéîç
ôçò ðñüôáóçò \0 = 1" áðü ôï I∆0.

Ãéá éóôïñéêïýò ëüãïõò, áíáöÝñïõìå ðþò ôÝèçêå ôï Ðñüâëçìá 3.12. Åßäáìå
óôçí åéóáãùãÞ ðùò óôï Èåþñçìá 1.16 ôï n åßíáé áðü 2 êáé ðÜíù. Åðßóçò
êÜíáìå ìéá óõæÞôçóç ãéá ôï Ðñüâëçìá 1.17. Óôï Üñèñï ôïõò [WP89] ïé A.
Wilkie êáé J. Paris åéóÞãáãáí ôçí Ýííïéá I∆0-fullness êáé Ýäåéîáí ðùò üôáí
ôï Ì åßíáé I∆0-full, ôüôå ãéá ôï Ì áõôü ç áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.17
åßíáé èåôéêÞ.

Ôñïðïðïéþíôáò êáôÜëëçëá ôï óêåðôéêü ôïõò, êáôáëÞãïõìå ðùò êÜèå I∆1-
full ìïíôÝëï Ý÷åé ìéá ãíÞóéá ôåëéêÞ åðÝêôáóç ðïõ éêáíïðïéåß I∆1. Óõíåðþò
ôï Ðñüâëçìá 3.12 åßíáé ïõóéáóôéêÜ ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 1.17.

Ãéá n = 1, ðáñáôçñïýìå ðùò ìéá èåôéêÞ áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 1.11
óõíåðÜãåôáé ìéá ïìïéüìïñöç3 áðÜíôçóç óôá ÐñïâëÞìáôá 3.12 êáé 1.19.

3.5 Ç ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí êáôáìÝôñçóçò

Ôþñá åóôéÜæïõìå ôç ðñïóï÷Þ ìáò óå ìéá åíäéáöÝñïõóá ðáñáôÞñçóç: áò ðÜ-
ñïõìå Ýíá Ì |= I∆1. ÌÝ÷ñé óôéãìÞò óå áõôü ôï êåöÜëáéï, ãéá íá éó÷õñé-
óôïýìå ðùò ôï Ì Ý÷åé BΣ1 èá ðñÝðåé åßôå íá âñßóêåôáé ìÝóá óå Ýíá Üëëï
Ê ùò ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá (äçëáäÞ Ì &e Ê) åßôå íá éêáíïðïéåß êÜðïéï
áîßùìá ðïõ åêöñÜæåé ôçí ïëéêüôçôá ìéáò ìïñöÞò åêèåôéêïý (ãéá ðáñÜäåéãìá
íá éêáíïðïéåß ôï áîßùìá thp). ÁöÞíïíôáò óôçí Üêñç ôçí õðüèåóç ôçò ýðáñîçò
êÜðïéáò ãíÞóéáò ôåëéêÞò åðÝêôáóçò Ê , ìáò ìÝíåé ôï Ì íá éêáíïðïéåß êÜðïéï
ó÷åôéêü áîßùìá. Ãéá ôçí áêñßâåéá, ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ õðÜñ÷ïõí óå áõôü ôï
êåöÜëáéï Ý÷ïõí ùò ðüñéóìá ðùò ôï Ì ðñÝðåé ôïõëÜ÷éóôïí íá éêáíïðïéåß ôï
I∆1 + thp ãéá íá Ýðåôáé üôé M |= BΣ1. ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï Èåþñçìá 1.27, ãéá
n = 1, ðáñáìÝíåé ç ìïíáäéêÞ ðçãÞ ðïõ ìáò äßíåé Ýíá óýóôçìá (óôç ãëþóóá
L), ôï ïðïßï åíþ áðïäåéêíýåé ïëéêüôçôá óõíáñôÞóåùí ìüíï ðïëõùíõìéêÞò áý-
îçóçò, óõíåðÜãåôáé êáé ôç Σ1 óõëëïãÞ. Ìå Üëëá ëüãéá ôï PHPΣ1 åßíáé ôï
ìïíáäéêü óýóôçìá ìå ôá äýï áõôÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ.

Ç éäÝá ìáò åßíáé íá îåöýãïõìå áðü ôçí êëáóóéêÞ ìáò ãëþóóá L êáé íá
ðÜìå óå ìéá åðÝêôáóÞ ôçò, L{#;1}.

3ÄçëáäÞ, åßôå êáé ôá äýï ðñïâëÞìáôá èá Ý÷ïõí áñíçôéêÞ áðÜíôçóç åßôå êáé ôá äýï èåôéêÞ
áðÜíôçóç.
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ÈÝôïõìå ëïéðüí L{#;1} íá åßíáé ç L ìáæß ìå óõíáñôçóéáêÜ óýìâïëá ãéá ôéò
óõíáñôÞóåéò êáôáìÝôñçóçò óôïé÷åßùí ôùí Σ1-óõíüëùí óôçí L. ÅéóÜãïõìå ôá
áíôßóôïé÷á óõóôÞìáôá:

WPHPΣ{#;1}1 åßíáé ôï WPHPΣ1 óôçí åðåêôåôáìÝíç ãëþóóá L{#;1}

I∆{#;1}
1 åßíáé ôï I∆1 óôçí åðåêôåôáìÝíç ãëþóóá L{#;1}:

Óôçí Åéêüíá 3.2 Ý÷ïõìå óõãêåíôñþóåé ôéò ó÷Ýóåéò ôùí õðïóõóôçìÜôùí ðïõ
áíáöÝñïíôáé óå áõôü ôï êåöÜëáéï. Áò äïýìå ðþò åßíáé ïé ó÷Ýóåéò óôçí L êáé
èá ôéò äþóïõìå ýóôåñá êáé óôçí åðåêôåôáìÝíç ãëþóóá.

I�1 + exp

u} sssssssss
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ks +3 B�1 + exp
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Åéêüíá 3.2: Óýíïøç ôùí êýñéùí óõíåðáãùãþí ôçò äéáôñéâÞò.

Áò ðïýìå äýï ëüãéá ãéá ôéò ìç ôåôñéììÝíåò óõíåðáãùãÝò ôçò Åéêüíáò 3.2.
Ç éóïäõíáìßá I∆1 + exp ⇐⇒ BΣ1 + exp åßíáé áðïôÝëåóìá ôùí ÈåùñçìÜ-
ôùí 1.7(ãéá n = 0) êáé 2.5(ãéá n = 1). Ç äåýôåñç éóïäõíáìßá

WPHP∆0+I�0+Ω1 ⇐⇒ wPHP∆0+I�0+Ω1

åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.34(2). Ãéá ôçí éó÷ý ôçò ôñßôçò éóïäõ-
íáìßáò (êáé ôçò ôåëåõôáßáò óå áõôü ôï ó÷Þìá)

PHP∆0+BΣ1 ⇐⇒ PHPΣ1

Ý÷ïõìå: ç êáôåýèõíóç \⇒" åßíáé ç ðáñáôÞñçóç ðùò ìå ôçí BΣ1 êÜèå Σ1

óõíÜñôçóç ðïõ \êñýâåôáé" óôï PHPΣ1 ãßíåôáé ∆0. Åíþ ç êáôåýèõíóç \⇐"
åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.27(ãéá n = 1).
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Ç óõíåðáãùãÞ (ìÜëéóôá ãíÞóéá) I∆1+exp ⇒ PHP∆0+BΣ1 åßíáé áðïôÝ-
ëåóìá ôùí ÈåùñçìÜôùí 1.33 êáé 2.5.

Ãéá ôçí óõíåðáãùãÞ (êáé áõôÞ åßíáé ãíÞóéá) I∆0+exp ⇒ I∆0+IE2∗ , âëÝðå
§ 1.4. ôçò åéóáãùãÞò.

Ç óõíåðáãùãÞ I∆0+IE2∗ ⇒ PHP∆0 åßíáé ôï Èåþñçìá 1.32.
H óõíåðáãùãÞ PHP∆0 ⇒ I∆0 åßíáé ôï Èåþñçìá 1.26.
ÔÝëïò ç óõíåðáãùãÞ BΣ1 ⇒ I∆1 åßíáé ôï Èåþñçìá 1.7(ãéá n = 0).
Åìåßò èá äåßîïõìå üôé ðñïóèÝôïíôáò óôá óõóôÞìáôá WPHPΣ0 êáé I∆0 ôçí

éêáíüôçôá íá ìåôñÜíå ôï ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí ôùí Σ1 óõíüëùí, ÷ùñßò Üìåóç
÷ñÞóç ïðïéáóäÞðïôå åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò, åßíáé áñêåôü þóôå íá óõìðåñÜ-
íïõìå ôï BΣ1. ËÝìå Üìåóá, åííïþíôáò ðùò åßíáé Üãíùóôï áí ç éêáíüôçôá íá
ìåôñÜíå ôï ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí ôùí Σ1 óõíüëùí åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôçí
ýðáñîç ïðïéïõäÞðïôå åêèåôéêïý. ¼óï ãéá ôá óõóôÞìáôá WPHPΣ0 êáé I∆0

åßíáé ãíùóôü ðùò åßíáé áíåîÜñôçôá áðü ôçí ýðáñîç ïðïéïõäÞðïôå åêèåôéêïý.

Èåþñçìá 3.16. WPHPΣ{#;1}0 + I∆{#;1}
0 ⇒ BΣ1.

Áðüäåéîç. ¸óôù M |= ¬BΣ1 +WPHPΣ{#;1}1 + I∆{#;1}
1 . Áò ðÜñïõìå a ∈M

êáé f : a→M ìéá ∆0 ïñßóéìç óõíÜñôçóç, 1-1, ìå ìç öñáãìÝíï ðåäßï ôéìþí.
×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ðùò êáé ï ðåñéïñéóìüò
ôçò f óôï [0; a2 ] Ý÷åé åðßóçò ìç öñáãìÝíï ðåäßï ôéìþí

Ïñßæïõìå ôï áêüëïõèï óýíïëï:

A0 = {i : ∃x < a∃w[f(x) = w ∧ i = #{z < a : f(z) < w}]};
üðïõ ìå #{z : f(z) < w}} óõìâïëßæïõìå ôçí ðëçèéêüôçôá ôïõ ∆0-óõíüëïõ.
Ç éêáíüôçôá íá ìåôñÜìå ôá óôïé÷åßá ôùí Σ1-óõíüëùí ìáò åðéôñÝðåé íá ìéëÜìå
ìå ôýðï ãéá ôçí ðëçèéêüôçôá ôùí ∆0-óõíüëùí.

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé 0 ∈ A0. Åðßóçò ôï ãåãïíüò üôé ç åéêüíá ôçò
f äåí åßíáé öñáãìÝíç Ý÷åé ùò óõìðÝñáóìá ðùò ôï A åßíáé ìéá Σ1 ôïìÞ.

Åðßóçò ïñßæïõìå ôï óýíïëï

A1 = {i : ∃x < a
2
∃w[f(x) = w ∧ i = #{z < a

2
: f(z) < w}]};

ôï ïðïßï ðáñïìïßùò äåß÷íïõìå ðùò åßíáé ìéá Σ1 ôïìÞ.
Ç ðñïöáíÞò ó÷Ýóç åãêëåéóìïý åßíáé Á1 ⊆ Á2.
Èåùñïýìå ôçí åîÞò óõíÜñôçóç êáôáìÝôñçóçò ìå ðáñÜìåôñï ôï a:

c(x; a) = i ⇐⇒ i = #{u : ∃w[f(x) = w ∧ ∃y < af(y) = u ∧ u < w]}:

ÈÝôïõìå '(i) íá åßíáé ï åîÞò ∆{#;1}
0 ôýðïò:
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∃x < ac(x; a) = i→ ∃y < a
2
c(y;

a
2
) = i:

Åöüóïí ï '(i) åßíáé ∆{#;1}
0 êáé éó÷ýåé '(0) êáé ãéá êÜèå x áí '(x) ôüôå

'(x + 1), Ýðåôáé ðùò ∀x'(x). ÄçëáäÞ üôé Á1 = Á0. Áõôü ôï ãåãïíüò üìùò
ìáò äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá ïñßóïõìå ìéá 1-1 ∆{#;1}

0 óõíÜñôçóç áðü ôï [0,
a
2 ] óôï [0,a]. ¢ôïðï, ëüãù WPHPΣ{#;1}0 . Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí ôåëéêÜ ðùò
M |= BΣ1:

Ðáñáôçñïýìå ðùò ç óõíÜñôçóç f , ìå ôçí ýðáñîç ôçò ïðïßáò îåêéíÞóáìå
ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.16, ìðïñåß íá ïñßæåôáé êáé óôçí åðåêôåôáìÝíç
ãëþóóá. ÄçëáäÞ, äåí ìáò ðåéñÜæåé íá õðÜñ÷ïõí íÝá óýìâïëá (áðü L{#;1})
óôïí ïñéóìü ôçò f . ¢ñá èÝôïíôáò

BΣ{#;1}1 íá åßíáé ôï BΣ1 óôçí åðåêôåôáìÝíç ãëþóóá L{#;1}

Ý÷ïõìå ùò öõóéêü åðáêüëïõèï ôï åðüìåíï ðüñéóìá.

Ðüñéóìá 3.17. WPHPΣ{#;1}0 + I∆{#;1}
0 ⇒ BΣ{#;1}1 .

¢ëëï Ýíá ðüñéóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.16 åßíáé ôï

Ðüñéóìá 3.18. (a) WPHPΣ{#;1}0 + I∆{#;1}
0 ⇒ PHPΣ1.

(b) WPHPΣ{#;1}0 + I∆{#;1}
0 ⇒ PHPΣ{#;1}1 .

Áðüäåéîç. (a) ¸óôù Ýíá ìïíôÝëï Ì ðïõ éêáíïðïéåß WPHPΣ{#;1}0 +I∆{#;1}
0 .

Ôüôå óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 1.32 Ýðåôáé ðùò åðéðëÝïí M |= PHP∆0. Åßíáé
åðßóçò ãíùóôü üôé ôï óýóôçìá PHP∆0 + BΣ1 åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï PHPΣ1

(âëÝðå ãéá ëåðôïìÝñåéåò [DP86]). Áðü áõôÜ ôá äýï áðïôåëÝóìáôá ìáæß ìå ôï
Èåþñçìá 3.16 êáé ôï ãåãïíüò ðùò

BΣ{#;1}1 ⇒ BΣ1

Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï, üôé äçëáäÞ, M |= PHPΣ1. (b) Ôï æçôïýìåíï áðïäåé-
êíýåôáé ðáñüìïéá, ìéáò êáé

PHP∆{#;1}
0 + BΣ{#;1}1 ⇐⇒ PHPΣ{#;1}1 :
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;

S

I�0

PHP�1

B�1 WPHP�1

I�0 + exp

;;

Åéêüíá 3.3: Ïé óõíåðáãùãÝò ãéá ôçí L#.

Óõíïøßæïõìå, üðùò õðïó÷åèÞêáìå óôç áñ÷Þ áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ, ìå
ìéá åéêüíá ðïõ ðåñéÝ÷åé ðëÝïí êÜðïéá óõóôÞìáôá óå åðåêôåôáìÝíç ãëþóóá.

Óôçí Åéêüíá 3.3 ìå S óõìâïëßæïõìå ôï WPHPΣ{#;1}0 + I∆{#;1}
0 . Ç

óõíåðáãùãÞ WPHP�{#;1}0 + I�{#;1}
0 ⇒ PHPΣ1 åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ

Ðïñßóìáôïò 3.18(a).
Ôï ãåãïíüò üôé éó÷ýåé I∆0+exp 6⇒ I∆1 (åßíáé ðüñéóìá ôïõ ËÞììáôïò 1.10(3))

ìáæß ìå ôçí äõíáôüôçôá åñìçíåßáò ôùí ìç ëïãéêþí óõìâüëùí ôçò L{#;1} óå
ìïíôÝëá ôïõ I∆0+exp, óõíåðÜãåôáé ôï I∆0+exp 6⇒ WPHP�{#;1}0 + I�{#;1}

0 :
¼ìùò åßíáé áêüìá áíïéêôü åñþôçìá ç óõíåðáãùãÞ I∆0+exp ⇒ WPHPΣ1.

Ðéóôåýïõìå ðùò äåí ðñÝðåé íá éó÷ýåé.
Ìåëåôþíôáò ôçí Åéêüíá 3.2 ìðïñåß íá äéáðéóôþóåé êáíåßò ðùò ôï óýóôçìá

WPHPΣ1 äåí óõíåðÜãåôáé êáíÝíá Üëëï óýóôçìá åêôüò áðü ôéò äýï áóèåíåßò
∆0 ìïñöÝò ôïõ ðåñéóôåñþíá, üðïõ áõôÝò ïé óõíåðáãùãÝò éó÷ýïõí êáôÜ ôå-
ôñéììÝíç Ýííïéá. Èá ðåñßìåíå êáíåßò ðùò åðéôñÝðïíôáò óå Ýíá ìïíôÝëï Ì íá
Ý÷åé áóèåíÞ ìïñöÞ ôïõ ðåñéóôåñþíá ãéá Σ1 óõíáñôÞóåéò, èá Ýðåôáé ôïõëÜ÷é-
óôïí ðùò Ì |= I∆0. ¼ìùò ç óõíåðáãùãÞ áõôÞ, äçëáäÞ ç WPHPΣ1 ⇒ I∆0

ðáñáìÝíåé áíïéêôü åñþôçìá, êáé ìéáò êáé éó÷ýåé ç BΣ1 ⇒ I∆1, åßíáé ðñïöáíÝò
ðùò êáé ç WPHPΣ1 ⇒ BΣ1 áðïôåëåß åðßóçò áíïéêôü ðñüâëçìá.

3.6 Åéêáóßá ðåñß äéá÷ùñéóìïý óõóôçìÜôùí

Êëåßíïõìå ôï êåöÜëáéï áõôü ìå ôçí åîÞò

Åéêáóßá 3.19. Äåí õðÜñ÷ïõí óõóôÞìáôá Ô1 ôçò êáôçãïñßáò Á êáé Ô2 ôçò
êáôçãïñßáò Â ôÝôïéá þóôå åßôå Ô1 ⇒ Ô2 åßôå Ô2 ⇒ Ô1, üðïõ ïé êáôçãïñßåò
Á êáé Â äßíïíôáé óôçí Åéêüíá 3.4.

ÐáñáèÝôïõìå ôïõò ëüãïõò ðïõ ìáò þèçóáí íá äéáôõðþóïõìå ôçí Åéêá-
óßá 3.19.
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I�0 + exp

Ä¨ §§
§§

§§
§§

§§
§§

§§
§§

§§
§§

§§
§§

§§
§§

§§
§§

®¶

PHP�1

®¶

u} sssssssss

sssssssss

B�1

®¶
IE2∗ I�0 + thp I�1 WPHPΣ1

Åéêüíá 3.4: Êáôçãïñßá Á - Êáôçãïñßá Â áíôßóôïé÷á.

(Ë1) Åßíáé ãíùóôü ðùò ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ìïíôÝëï ôçò ìïñ-
öÞò aN, üðïõ a > N, ôï ïðïßï íá éêáíïðïéåß üëá ôá óõóôÞìáôá ôçò
êáôçãïñßáò Â, âëÝðå ãéá ðáñÜäåéãìá § 1.2 êáé § 1.5. ÁõôïìÜôùò êáíÝíá
óýóôçìá ôçò êáôçãïñßáò Â äåí óõíåðÜãåôáé ôá I∆0+exp êáé I∆0+thp.
Ôï óêåðôéêü áõôü üìùò äåí åöáñìüæåôáé ãéá ôï IE2∗ .

(Ë2) Åßíáé Üãíùóôï áêüìá ôé ÷ñåéÜæåôáé íá éêáíïðïéåß Ýíá ìïíôÝëï Ì , åêôüò
áðü ôçí ïëéêüôçôá ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò êáé ôï I∆0, þóôå íá éó÷ýåé
M |= IE2∗ . ¸÷ïõìå áíáöÝñåé óôçí § 1.4 üôé

I∆0 ⊆ IE2
∗ & I∆0+exp

êáé ðùò åßíáé Üãíùóôç ç éóïäõíáìßá I∆0 ⇔ IE2∗ . Åðéêñáôåß ùóôüóï
óå ìåãÜëï âáèìü ç Üðïøç ðùò ç éóïäõíáìßá áõôÞ äåí áëçèåýåé. Ìéá
óõíÝðåéá ôçò áíáöåñüìåíçò éóïäõíáìßáò (óå ðåñßðôùóç ðïõ ôåëéêÜ áðï-
äåé÷èåß) åßíáé íá ìçí éó÷ýåé ç Åéêáóßá 3.19, äéüôé üðùò åßäáìå óôçí
åéóáãùãÞ üëá ôá óõóôÞìáôá (åêôüò ßóùò ôïõ WPHPΣ1) óõíåðÜãïíôáé
ôï I∆0. Áðü ôçí Üëëç, áí áðïäåé÷èåß üôé I∆0 6⇒ IE2∗ , ôüôå ïé ðéèáíüôçôåò
ãéá ôçí óõíåðáãùãÞ PHPΣ1 ⇒ IE2∗ èá åßíáé áêüìá ðéï ëßãåò.

(Ë3) Åßäáìå ðùò I∆0+exp 6⇒ I∆1, âëÝðå ËÞììá 1.10(3) óå óõíäõáóìü ìå
ôï Èåþñçìá 2.5. ÊáôÜ óõíÝðåéá êáíÝíá óýóôçìá áðü ôçí êáôçãïñßá Á
äåí óõíåðÜãåôáé ôá PHPΣ1, BΣ1 êáé I∆1.

(Ë4) Åßíáé ðïëëÜ ôá åñùôÞìáôá ãýñù áðü ôï WPHPΣ1, âëÝðå ãéá ðáñÜ-
äåéãìá ôá ó÷üëéá óôï ôÝëïò ôçò § 3.5. Ðáñüëá áõôÜ ðéóôåýïõìå üôé
ôï WPHPΣ1 \ìïéñÜæåôáé ôçí áíåîáñôçóßá" áðü ôçí êáôçãïñßá Á ìå ôá
õðüëïéðá óõóôÞìáôá ôçò êáôçãïñßáò Â.

Ïé ëüãïé ëïéðüí (Ë1) êáé (Ë2) \õðïóôçñßæïõí" ôçí êáôåýèõíóç Â 6⇒ Á, åíþ
ïé (Ë3) êáé (Ë4) \õðïóôçñßæïõí" ôçí êáôåýèõíóç Á 6⇒ Â.



ÊåöÜëáéï 4

LP -ìïíôÝëá ôçò áñéèìçôéêÞò

Áõôü ôï êåöÜëáéï åßíáé áöéåñùìÝíï óå ìéá åê ðñþôçò üøçò äéáöïñåôéêÞ áñéè-
ìçôéêÞ êáé áóýíäåôç ìå áõôÞí ðïõ ìåëåôÞóáìå óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá.
ÓõãêåêñéìÝíá, åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá åíüò LP -ìïíôÝëïõ, åîåôÜæïõìå ôéò éäéü-
ôçôÝò ôïõ êáé äßíïõìå áðáíôÞóåéò óå ïñéóìÝíá ðñïâëÞìáôá ðïõ ôÝèçêáí áðü
ôïí G. Priest óôï [Pri97] êáé óôï [Pri00]. Ï óôü÷ïò ìáò åßíáé íá êáôáíïÞ-
óïõìå êáëýôåñá ôá Üðåéñá LP -ìïíôÝëá, þóôå íá öôÜóïõìå êïíôÜ óå êÜðïéï
÷áñáêôçñéóìü ôïõò. Óôï ôÝëïò èá öáíåß ç óôåíÞ ó÷Ýóç ôçò êëáóóéêÞò áñéè-
ìçôéêÞò êáé ôçò áñéèìçôéêÞò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ.

4.1 ÅéóáãùãÞ

Áðü ôç óêïðéÜ ôçò êëáóóéêÞò ëïãéêÞò, Ýíá áðü ôá ðñþôá ðñÜãìáôá ðïõ ìá-
èáßíïõìå åßíáé ç åîÞò áñ÷Þ:

ex contradictione quodlibet (ECQ)

äçëáäÞ, ðùò áðü ôçí áíôßöáóç Ýðïíôáé ôá ðÜíôá. ¼ìùò, åÜí ìéëÞóïõìå óôá
ðëáßóéá ôçò ãåíéêüôçôáò, õðÜñ÷ïõí ðåñéðôþóåéò óôéò ïðïßåò èá ìðïñïýóáìå
íá äå÷ôïýìå ïñéóìÝíåò áíôéöÜóåéò, ÷ùñßò íá êáôáññåýóåé ôï óýóôçìÜ ìáò õðü
ôï âÜñïò ìéáò ôÝôïéáò áñ÷Þò.

¸íá ðáñÜäåéãìá, ßóùò âáñý, áëëÜ ÷áñáêôçñéóôéêü, Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôá äýï
ðïëý ãíùóôÜ óõóôÞìáôá öõóéêÞò: ôçí Íåõôþíåéá öõóéêÞ êáé ôïõ Einstein.
Ôá óõóôÞìáôá áõôÜ åßíáé áóõìâßâáóôá. Ðáñüëá áõôÜ êáé ôá äýï ÷ñçóéìï-
ðïéïýíôáé óÞìåñá, ôï êáèÝíá Ý÷åé äéêÞ ôïõ åöáñìïãÞ, ÷ùñßò âÝâáéá íá Ýðåôáé
ðùò ôá ðÜíôá áðïäåéêíýïíôáé áðü áõôÜ ôá óõóôÞìáôá.

¼óï áíáöïñÜ ôçí ìç óõíåðÞ áñéèìçôéêÞ èåùñßá, ï ðñþôïò ðïõ öÝñåôáé
íá Ý÷åé áó÷ïëçèåß ìå áõôÞí, åßíáé ï Robert K. Meyer (1976), âëÝðå [Mor].

49
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Ìáæß ìå ôïí Ì. Mortensen óôï [MM84] áðÝäåéîáí ðùò õðÜñ÷åé ïëüêëçñç
êëÜóç ìç óõíåðþí áñéèìçôéêþí èåùñéþí. ¸íá áðü ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôïõò
Þôáí íá äåßîïõí ðùò áíåîáñôÞôùò ôïõ ðëÞèïõò áíôéöÜóåùí ðïõ ìðïñåß íá
Ý÷åé Ýíá ìïíôÝëï, áõôÝò äåí åðçñåÜæïõí áñíçôéêÜ ôïõò áñéèìçôéêïýò õðïëï-
ãéóìïýò. Ôá áñéèìçôéêÜ ìïíôÝëá åðéôñÝðïõí ðåñéãñáöÞ äïìþí ðÝñáí ôïõ N.
Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, äáêôýëéïé ìå äéÜôáîç. Ãéá áõôïýò ôïõò ëüãïõò ïñéóìÝ-
íïé óõããñáöåßò îåêßíçóáí íá åñåõíïýí áõôïý ôïõ åßäïõò ëïãéêÞ, ôçí ïðïßá
êáëïýìå paraconsistent ëïãéêÞ.

ÕðÜñ÷ïõí ðïëëþí åéäþí paraconsistent ëïãéêÝò. Ìßá áðü ôéò ðéï áðëÝò
êáé \õðÜêïõåò", üðùò ôçí ÷áñáêôçñßæåé ï G. Priest óôï [Pri87], åßíáé ç ëïãéêÞ
ôùí ðáñáäüîïõ. Ï áããëéêüò áíôßóôïé÷ïò üñïò åßíáé Logic of Paradox, áðü
ôïí ïðïßïí äáíåéæüìáóôå ôá áñ÷éêÜ ãéá óõíôïìßá: LP -ëïãéêÞ.

Áêïëïõèïýìå ðéóôÜ ôïí óõìâïëéóìü ðïõ äüèçêå óôá [PP06] and [Pri87].
Ïñßæïõìå LP -äïìÞ ãéá ôõ÷ïýóá (ðñùôïâÜèìéá) ãëþóóá L íá åßíáé ôï æåý-
ãïò 〈D; I〉, üðïõ D åßíáé ôï óýìðáí êáé I åßíáé ç åñìçíåßá ôùí ìç ëïãéêþí
óõìâüëùí ôçò ãëþóóáò, þóôå íá éó÷ýïõí:

• I(c) ∈ D, ãéá üëåò ôéò óôáèåñÝò c.

• I(f) åßíáé ìßá n-èÝóéá óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï D, ãéá êÜèå n-
èÝóéï óõíáñôçóéáêü óýìâïëï f .

• I(P ) åßíáé ôï æåýãïò 〈I+(P ); I−(P )〉, üðïõ I+(P ); I−(P ) åßíáé Ýêôáóç
êáé áíôé-Ýêôáóç ôçò P , ðïõ éêáíïðïéïýí I+(P )∪I−(P ) = Dn, ãéá êÜèå
n-ìåëÝò êáôçãïñçìáôéêü óýìâïëï P .

• I+(=) = {〈x; x〉 : x ∈ D}.

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç, ðïõ I+(P )∩I−(P ) = ∅, ðáñáôçñïýìå üôé LP -äïìÞ
ôáõôßæåôáé ìå ìéá êëáóóéêÞ äïìÞ.

Èá äïýìå ðùò ç LP -áðïôßìçóç áëÞèåéáò ãéá ìéá LP -äïìÞ äåí äéáöÝñåé
ðïëý áðü ôçí êëáóóéêÞ áðïôßìçóç ôïõ Tarski. Ìßá áðü ôéò óçìáíôéêüôåñåò
äéáöïñÝò åßíáé ðùò ç ãíþóç ìáò ôçò áëÞèåéáò ôïõ I+('), äåí ìáò äßíåé êáôÜ
áíÜãêç ðëçñïöïñßåò ãéá I+(¬'). Êáé áõôü, üðùò èá öáíåß ðáñáêÜôù, Ý÷åé
áíôßêôõðï óôçí åãêõñüôçôá ôïõ Modus Ponens. Ãéá íá ôïíéóôåß ðåñéóóüôåñï
ç éäéüôçôá \ Ï ôýðïò ' éó÷ýåé ôáõôü÷ñïíá ìå ôïí ¬'", ç LP -áðïôßìçóç èåù-
ñåßôáé ôñßôéìç, äçëáäÞ ìå ôéìÝò áðü ôï óýíïëï {{0}; {1}; {0; 1}}.

Óõíå÷ßæïõìå ìå ôïí áíáäñïìéêü ïñéóìü áëÞèåéáò ãéá ôéò LP -äïìÝò. ¸óôù
ìéá ôÝôïéá äïìÞ, A = 〈D; I〉 êáé Ýóôù v ìéá LP -áðïôßìçóç.

Ãéá ôïí üñï t(~x) ôçò L ïñßæïõìå ôçí ôéìÞ tM;v(~x) ùò åîÞò:
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• A; v |=LP t(~x) = c ⇐⇒ tA;v(~x) = I(c), ãéá üëåò ôéò óôáèåñÝò c.

• A; v |=LP t(~x) = f(t1(~x); :::; tn(~x)) ⇐⇒ tA;v(~x) = I(f)(tA;v1 (~x); :::; tA;vn (~x)),
ãéá êÜèå n-èÝóéï óõíáñôçóéáêü óýìâïëï f .

• A; v |=LP P (t1(~x); :::; tn(~x)) ⇐⇒ 〈tA;v1 (~x); :::; tA;vn (~x)〉 ∈ I+(P )
⇐⇒ 1 ∈ v(P (t1(~x); :::; tn(~x))),

A; v |=LP ¬P (t1(~x); :::; tn(~x)) ⇐⇒ 〈tA;v1 (~x); :::; tA;vn (~x)〉 ∈ I−(P ),
⇐⇒ 0 ∈ v(P (t1(~x); :::; tn(~x))), ãéá êÜèå n-ìåëÝò êáôçãïñçìáôéêü óýì-
âïëï P .

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôïí ïñéóìü áëÞèåéáò ãéá óýíèåôïõò ôýðïõò, óõíïøß-
æïõìå óå Ýíáí ðßíáêá ôïí ïñéóìü áëÞèåéáò ãéá Üñíçóç n-ìåëïýò êáôçãïñçìá-
ôéêüõ óõìâüëïõ P .

P ¬P
{1} {0}
{0} {1}
{0,1} {0,1}

Ãéá ôïí (óýíèåôï) ôýðï �(~x) ôçò L, ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôïõò õðïôýðïõò
�1(~x); �2(~x), êáé ãéá ôçí áðïôßìçóç v ôùí åëåýèåñùí ìåôáâëçôþí ìÝóá óôï
D, ìå A; v ² �(~x) åííïïýìå:

• A; v |=LP ¬�1(~x) ⇐⇒ 0 ∈ v(�1).
• A; v |=LP �1(~x) ∧ �2(~x) ⇐⇒ A; v |=LP �1(~x) êáé A; v |=LP �2(~x):

• A; v |=LP �1(~x) ∨ �2(~x) ⇐⇒ A; v |=LP �1(~x) Þ A; v |=LP �2(~x):

• A; v |=LP �1(~x) → �2(~x) ⇐⇒ A; v |=LP ¬�1(~x) Þ A; v |=LP �2(~x):

Ãéá ôïí ôýðï �(y; ~x) ôçò L, Ý÷ïõìå:

• A; v |=LP ∃y�(y; ~x) ⇐⇒ ãéá êÜðïéï a ∈ D, A; v |=LP �(a; ~x):

• A; v |=LP ∀y�(y; ~x) ⇐⇒ ãéá êÜèå a ∈ D, A; v |=LP �(a; ~x):

Ï Ýëåã÷ïò ôçò åãêõñüôçôáò ôùí êáíüíùí ôïõ De Morgan óôç äïìÞ A
åßíáé èÝìá ñïõôßíáò. ÄçëáäÞ,

• A; v |=LP ¬(�1(~x) ∧ �2(~x)) ⇐⇒ A; v |=LP ¬�1(~x) Þ A; v |=LP ¬�2(~x):
• A; v |=LP ¬(�1(~x)∨�2(~x)) ⇐⇒ A; v |=LP ¬�1(~x) êáé A; v |=LP ¬�2(~x):
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Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôïí íüìï äéðëÞò Üñíçóçò:

A; v |=LP ¬¬�(~x) ⇐⇒ A; v |=LP �(~x):

Ãéá ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ðñïôÜóåùí T ôçò L, ëÝìå üôé ç äïìÞ A åßíáé
LP -ìïíôÝëï ôïõ T åÜí A |=LP �, ãéá üëïõò ôïõò � ∈ T .

Áò ãõñßóïõìå óôçí ðáñáôÞñçóç ðïõ êÜíáìå óôçí áñ÷Þ ãéá ôïí êáíüíá
Modus Ponens. Ðáýåé ëïéðüí íá åßíáé Ýãêõñïò óôï A, üôáí

I+(P ) ∩ I−(P ) 6= ∅:
Ç åîÞãçóç åßíáé áðëÞ: õðÜñ÷åé êÜðïéïò ôýðïò �,ôÝôïéïò þóôå A; v |=LP

�; A; v |=LP ¬�. Áò ðÜñïõìå ôõ÷üí � ôÝôïéï þóôå A; v 6|=LP �: Ëüãù
A; v |=LP ¬� Ýðåôáé üôé A; v |=LP � → �. ¢ñá Ý÷ïõìå

A; v |=LP �; A; v |=LP � → �; áëëÜ A; v 6|=LP �:

¸ôóé áí äïõëåýïõìå ìå ìïíôÝëá ðïõ éêáíïðïéïýí, ãéá ðáñÜäåéãìá, ôá
áîéþìáôá Peano, (PA), äåí Ý÷ïõìå üëåò ôéò óõíÝðåéåò ðïõ èá èÝëáìå. Áõôüò
åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ èåùñïýìå ôá ìïíôÝëá ìáò óå üëï ôï êåöÜëáéï áõôü íá
åßíáé LP -ìïíôÝëá ìéáò ðëÞñïõò èåùñßáò ðïõ åðåêôåßíåé ôï (PA). ËÝãïíôáò
ðëÞñç èåùñßá, åííïïýìå ü,ôé áêñéâþò êáé óôçí êëáóóéêÞ ðåñßðôùóç. ÄçëáäÞ
ç T åßíáé ðëÞñçò áí ãéá êÜèå ôýðï � ôçò L

T |=LP � Þ T |=LP ¬�:
ËÝìå ðùò ìéá ðñüôáóç � åßíáé LP -ôáõôïëïãßá áí ãéá êÜèå LP -äïìÞ A êáé

LP áðïôßìçóç vA éó÷ýåé üôé 1 ∈ vA(�). ¸÷ïíôáò üôé ïé êëáóóéêÝò äïìÝò êáé
áðïôéìÞóåéò åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí áíôßóôïé÷ùí LP , Ýðåôáé ðùò

áí |=LP � ôüôå |= �:

Ìå Üëëá ëüãéá, ç LP -ëïãéêÞ åðåêôåßíåé ôçí êëáóóéêÞ ëïãéêÞ, ìå ôçí
Ýííïéá üôé êÜèå ðñüôáóç ðïõ åßíáé ëïãéêÜ áëçèÞò óôçí LP -ëïãéêÞ åßíáé ëïãéêÜ
áëçèÞò êáé óôçí êëáóóéêÞ ëïãéêÞ. Óôçí ïõóßá, ï ïñéóìüò ôçò ôáõôïëïãßáò
ìáò åðéôñÝðåé íá äåßîïõìå êáé ôï áíôßóôñïöï. Ãéá ëåðôïìÝñåéåò, âëÝðå [Pri87].
Ïðüôå ôåëéêÜ Ý÷ïõìå üôé1

|=LP � ⇐⇒ |= �:

Ç äéáôÞñçóç ôçò áëÞèåéáò, êáèþò ðåñíÜìå áðü ôç êëáóóéêÞ ðåñßðôùóç óå
LP , ìðïñåß íá ãåíéêåõôåß ãéá ôõ÷ïýóåò åðåêôÜóåéò, ìå ôçí åîÞò Ýííïéá:

1Ç óõíåðáãùãÞ ðïõ äåí öÝñíåé äåßêôç LP èåùñåßôáé êëáóóéêÞ óõíåðáãùãÞ, äçëáäÞ ìå
êëáóóéêü ìïíôÝëï êáé ôçí áíôßóôïé÷ç äßôéìç áðïôßìçóç.
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Ïñéóìüò 4.1. ËÝìå üôé ç B åßíáé ìéá åðÝêôáóç ôçò A üôáí |A| ⊆ |B|, ïé
IA êáé IB óõìöùíïýí óå óôáèåñÝò, óõíáñôçóéáêÜ óýìâïëá, êáé ãéá êÜèå
êáôçãïñçìáôéêü óýìâïëï P éó÷ýåé:

I±A(P ) ⊆ I±B (P ):

ËÞììá 4.2 (ËÞììá ÅðÝêôáóçò). ¸óôù B ìßá åðÝêôáóç ôçò A. Ôüôå üëåò
ïé ðñïôÜóåéò ðïõ áëçèåýïõí óôï A åðßóçò áëçèåýïõí óôï B, êáé üðïéåò åßíáé
øåõäåßò óôï A åßíáé åðßóçò øåõäåßò êáé óôï B.

Áðüäåéîç. Ãßíåôáé ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá óôïõò ôýðïõò. Ãéá ðå-
ñéóóüôåñá âëÝðå [Pri97], [Mor95].

¢ëëï Ýíá åßäïò äïìþí (åêôüò áðü ôéò åðåêôÜóåéò) ðïõ ðáßæïõí óçìáíôéêü
ñüëï óå áõôü ôï êåöÜëáéï åßíáé ôá ìïíôÝëá ðïõ ðñïÝñ÷ïíôáé áðü êáôÜññåõóç
(collapsed models).

Ïñéóìüò 4.3. Ç äïìÞ êáëåßôáé collapsed üôáí åßíáé ôçò ìïñöÞò A=∼ =
〈D=∼; I=∼〉, üðïõ ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïôéìßáò óôï D, äçëáäÞ åßíáé ó÷Ýóç
éóïäõíáìßáò ðïõ åðéðëÝïí éêáíïðïéåß ôá áêüëïõèá:

áí a1 ∼ a2, b1 ∼ b2 ôüôå
a′1 ∼ a′2, a1 + b1 ∼ a2 + b2 êáé a1b1 ∼ a2b2.

Ôï ëÞììá ðïõ áêïëïõèåß êáé ðïõ ïöåßëåôáé óôïí G. Priest ìáò äßíåé ìéá
ìåèïäïëïãßá êáôáóêåõÞò LP -ìïíôÝëùí ãéá ïðïéáäÞðïôå èåùñßá Σ.

ËÞììá 4.4 (ËÞììá ÊáôÜññåõóçò). ¸óôù ôõ÷ïýóá èåùñßá Σ êáé Ýóôù
êÜðïéï (êëáóóéêü) ìïíôÝëï A ôçò èåùñßáò áõôÞò. Ôüôå ãéá ïðïéáäÞðïôå
ó÷Ýóç éóïôéìßáò ∼, ç äïìÞ A=∼ åßíáé ìßá LP -äïìÞ ìå

A=∼ |=LP Σ:

Áðüäåéîç. Ìéáò êáé åäþ ç áðüäåéîç ãßíåôáé ìå ôçí åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëï-
êüôçôá ôïõ ôýðïõ, áöÞíïõìå ôéò ëåðôïìÝñåéåò, ðïõ õðÜñ÷ïõí óôï [Pri97].

Ðñéí êëåßóïõìå ôçí åéóáãùãÞ, èá ðáñáèÝóïõìå ìéá óåéñÜ áðü ïñéóìïýò
êáé ðáñáôçñÞóåéò. Ï G. Priest óôç ðñïóðÜèåéÜ ôïõ íá ìåëåôÞóåé ôçí åóùôå-
ñéêÞ äïìÞ ôùí LP -ìïíôÝëùí ôçò ðëÞñïõò áñéèìçôéêÞò,2 üñéóå óõãêåêñéìÝíá
óýíïëá, êáé ãéá åõêïëßá áíáöïñÜò óå áõôÜ, ôïõò Ýäùóå ïíüìáôá. Ï ñüëïò

2Ç ðëÞñçò èåùñßá ôçò áñéèìçôéêÞò Th(N) åßíáé ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ áëçèåýïõí
óôï N.
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áõôþí ôùí óõíüëùí èá öáíåß óôçí åðüìåíç êé üëáò åíüôçôá ôïõ êåöáëáßïõ
áõôïý.

¸óôù M ìßá LP -äïìÞ êáé Ýóôù i ∈M . Êáëïýìå ôï óýíïëï

N(i) := {x ∈M : M |=LP i ≤ x ≤ i}

ðõñÞíá ôïõ i, üðïõ üðùò óõíÞèùò, x ≤ y ïñßæåôáé áðü ôïí ôýðï ∃z(x+z = y).
ÅÜí õðÜñ÷åé p ôÝôïéï þóôå i+ p = i (êáé åííïïýìå ôçí ýðáñîç ìÝóá óôï M),
ôüôå êáëïýìå ôï p ðåñßïäï ôïõ i. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß ðùò ôï i
åíäÝ÷åôáé íá Ý÷åé ðáñáðÜíù áðü ìßá ðåñéüäïõò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, áí p
åßíáé ìéá ðåñßïäïò ôïõ i, ôüôå êáé p + p åßíáé åðßóçò ðåñßïäïò ôïõ i. Åðßóçò
éó÷ýåé üôé ãéá êÜèå j ∈ N(i), áí p åßíáé ðåñßïäïò ôïõ i, ôüôå p åßíáé êáé
ðåñßïäïò ôïõ j. ÐñÜãìáôé, áöïý j ∈ N(i), Ýðåôáé üôé j = i + k ãéá êÜðïéï
k ∈M . ¢ñá,

j = i+ k = (i+ p) + k = (i+ k) + p = j + p:

¢ëëç ìéá ðáñáôÞñçóç åßíáé ðùò

N(i) = N(j); ãéá êÜèå j ∈ N(i):

Áõôü ìáò åðéôñÝðåé íá ðáñáëåßðïõìå ôïí i, êáé áðëÜ íá ãñÜöïõìå N áíôß N(i)
üôáí åßíáé îåêÜèáñï ãéá ðïéïí ðõñÞíá ìéëÜìå. Åöüóïí üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ Í
Ý÷ïõí ßäéåò ðåñéüäïõò p, Ý÷åé íüçìá íá ïñßóïõìå ôçí ðåñßïäï ôïõ ðõñÞíá. ËÝìå
ðùò p åßíáé ðåñßïäïò ôïõ ðõñÞíá N , åÜí õðÜñ÷åé i ∈ N Ýôóé þóôå i + p = i.
¼ôáí ç ðåñßïäïò p ôïõ ðõñÞíá åßíáé ãíÞóéá ìåãáëýôåñç ôïõ ìçäåíüò, ëÝìå üôé
ï ðõñÞíáò åßíáé ãíÞóéïò. ÅéäÜëëùò (üôáí äçëáäÞ p = 0) ï ðõñÞíáò êáëåßôáé
ìç ãíÞóéïò.

Ìéáò êáé èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí óôçí åíüôçôá 3.3 ïé ðéèáíÝò ìïñöÝò ôùí
ðõñÞíùí, áíïßãïõìå ìéá ðáñÝíèåóç ãéá ôïõò ìç ãíÞóéïõò ðõñÞíåò. Ç äïìÞ
ôïõò åßíáé, üðùò èá äïýìå ôþñá, áðü ôéò ðéï áðëÝò: åßíáé ìïíïóýíïëá. ÐñÜã-
ìáôé, áí õðïèÝóïõìå üôé Ýíáò ìç ãíÞóéïò ðõñÞíáò ðåñéÝ÷åé äýï äéáöïñåôéêÜ
óôïé÷åßá, x 6= y, ôüôå áðü ôéò ó÷Ýóåéò x = y + k1, y = x + k2, ãéá êÜðïéá
k1; k2, ðñïêýðôåé ðùò k1 + k2 åßíáé ìéá ìç ìçäåíéêÞ ðåñßïäïò ôïõ ðõñÞíá.
¢ôïðï. ÊáôÜ óõíÝðåéá, äåßîáìå üôé êÜèå ìç ãíÞóéïò ðõñÞíáò åßíáé ìïíïóý-
íïëï. Ôï áíôßóôñïöï äåí éó÷ýåé: Ìå êáôÜëëçëç ó÷Ýóç éóïôéìßáò, ìðïñåß íá
êáôáóêåõáóôåß Ýíáò ãíÞóéïò ðõñÞíáò ðïõ åßíáé ìïíïóýíïëï, âëÝðå ãéá ðáñÜ-
äåéãìá ôç ó÷Ýóç éóïôéìßáò ðïõ ïñßæåôáé óôçí áñ÷Þ ôçò § 4.5. Óôçí êëáóóéêÞ
ðåñßðôùóç, üðùò åßíáé êáé áíáìåíüìåíï, üëïé ïé ðõñÞíåò åßíáé ìç ãíÞóéïé.

Ôåëåéþíïõìå ìå ìéá ìéêñÞ åðéóêüðçóç ôùí åíïôÞôùí áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ.
Ï G. Priest Ýäùóå óôï [Pri97] åêôåíÞ ìåëÝôç ôùí ðåðåñáóìÝíùí LP -ìïíôÝëùí
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ôçò ðëÞñïõò èåùñßáò ôïõ N, ìå áðþôåñï óêïðü ôïí ïëïêëçñùìÝíï ÷áñáêôçñé-
óìü ôïõò. Ôçí ðñïóðÜèåéá ôïõ ïëïêëÞñùóáí ïé J. Paris êáé N. Pathmanathan
óôï [PP06], üðïõ Ýäùóáí Ýíáí ðëÞñç ÷áñáêôçñéóìü üëùí ôùí ðåðåñáóìÝíùí
LP -ìïíôÝëùí ôçò ðëÞñïõò áñéèìçôéêÞò. ÌÜëéóôá ðáñáôÞñçóáí ðùò ßäéïò ÷á-
ñáêôçñéóìüò äïõëåýåé êáé ãéá ðåðåñáóìÝíá LP -ìïíôÝëá ôùí áóèåíÝóôåñùí
èåùñéþí áðü ôçí ðëÞñç áñéèìçôéêÞ. Óå Ýíá Üëëï Üñèñï, ôï [Pri00], (äåýôåñï
êáôÜ óåéñÜ ãéá ôá LP -ìïíôÝëá), ï G. Priest åóôßáóå ôçí ðñïóï÷Þ ôïõ óå
Üðåéñá LP -ìïíôÝëá ôçò áñéèìçôéêÞò, ãéá ôá ïðïßá äéáðßóôùóå ðùò ç äïìÞ ôïõò
äåí åßíáé ôüóï îåêÜèáñç üóï ç äïìÞ ôùí áíôßóôïé÷ùí ðåðåñáóìÝíùí. Ï äéêüò
ìáò óêïðüò óå áõôü ôï êåöÜëáéï åßíáé íá äþóïõìå áðáíôÞóåéò óå ïñéóìÝíá
áðü ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ôÝèçêáí áðü ôïí G. Priest óôá [Pri97] êáé [Pri00],
íá ñßîïõìå êÜðïéï öùò óôç äïìÞ ôùí Üðåéñùí LP -ìïíôÝëùí êáé íá ðÜñïõìå
èÝóç óôçí åéêáóßá ôïõ G. Priest, ôçí ïðïßá äéáôýðùóå óôï [Pri00]. Óõãêåêñé-
ìÝíá, óôçí åíüôçôá 4.2, ýóôåñá áðü åéóáãùãÞ áðáñáßôçôùí åííïéþí, äßíïõìå
áñíçôéêÞ áðÜíôçóç óôï äåýôåñï ðñüâëçìá óôç ëßóôá áíïéêôþí ðñïâëçìÜôùí
ôïõ [Pri00]. Ôï ðñüâëçìá áõôü áöïñÜ ìéá áðü ôéò éäéüôçôåò ôùí Üðåéñùí
LP -ìïíôÝëùí. Óôç åíüôçôá 4.3 äßíåôáé ç áðÜíôçóç óôï ðñþôï ðñüâëçìá áðü
ôçí (äéáöïñåôéêÞ ìå ôçí áíáöåñüìåíç ðñéí) ëßóôá áíïéêôþí ðñïâëçìÜôùí ôïõ
[Pri97]. ÁöïñÜ ôïí áñéèìü üëùí ôùí (ìç éóïìïñöéêþí) LP -ìïíôÝëùí ìå n
óôïé÷åßá, üðïõ n ∈ N. Ôï êåöÜëáéï êëåßíåé ìå ôçí åíüôçôá 4.4, üðïõ ðåñé-
ãñÜöïõìå ìéá ðñïóÝããéóç ôçò åéêáóßáò ôïõ Priest êáé ôïõò ëüãïõò ìáò íá
ðéóôåýïõìå üôé äåí éó÷ýåé.

4.2 Éäéüôçôåò ôùí Üðåéñùí LP -äïìþí

¼ðùò åðéóçìÜíáìå óôç åéóáãùãéêÞ åíüôçôá, Ýíáò ðõñÞíáò ìðïñåß íá Ý÷åé
ðáñáðÜíù áðü ìéá ðåñéüäïõò. Ï G. Priest óôï [Pri00] Ýèåóå ôï åîÞò:

Ðñüâëçìá 4.5. ÕðÜñ÷åé ðõñÞíáò þóôå ïé ðåñßïäïé ôïõ íá ó÷çìáôßæïõí Üðåéñç
öèßíïõóá áêïëïõèßá;

Óôá ðåðåñáóìÝíá ìïíôÝëá Ý÷ïõìå ôï ðëåïíÝêôçìá ôçò ýðáñîçò åëÜ÷éóôçò
ðåñéüäïõ óå ïðïéïäÞðïôå ðõñÞíá. Áõôü ìáò åðéôñÝðåé íá óõìðåñáßíïõìå üôé
óå êÜèå öèßíïõóá áêïëïõèßá ðåñéüäùí (pi)i åíüò ðõñÞíá éó÷ýåé pi+1|pi. ¼ôáí
üìùò ðÜìå óå Üðåéñá ìïíôÝëá, íáé ìåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå áõôÞí ôçí óõíèÞêç
óå êÜðïéïõò ðõñÞíåò, áëëÜ äåí ìðïñïýìå íá ôçí åîáóöáëßóïõìå óå ïðïéáäÞ-
ðïôå áêïëïõèßá ðåñéüäùí. Ç áðÜíôçóç ðïõ äßíïõìå óôï Ðñüâëçìá 4.5 åßíáé
èåôéêÞ êáé ìÜëéóôá ç áêïëïõèßá ðïõ ðñïêýðôåé ðëçñïß ôçí áíáöåñüìåíç óõí-
èÞêç äéáéñåôüôçôáò.
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Ðñüôáóç 4.6. ÕðÜñ÷åé LP -äïìÞ ìå ðõñÞíá ðïõ ïé ðåñßïäïß ôïõ íá ó÷çìá-
ôßæïõí Üðåéñç öèßíïõóá áêïëïõèßá.

Áðüäåéîç. ¸óôù M Ýíá (êëáóóéêü) nonstandard ìïíôÝëï ôçò Th(N). Èåù-
ñïýìå v ∈ M , nonstandard êáé èÝôïõìå u = v! êáé I := uN. Åßäáìå óôçí
åéóáãùãÞ (âëÝðå åíüôçôá 1.5) ðùò I åßíáé ìßá nonstandard ôïìÞ, êëåéóôÞ åðé-
ðëÝïí ùò ðñïò ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü, êáé ìÜëéóôá éó÷ýåé I ⊆e M .
Áò ðÜñïõìå ôõ÷áßï q ∈ I, ìå Üðåéñïõò äéáéñÝôåò ðïõ íá ó÷çìáôßæïõí ãíçóßùò
öèßíïõóá áêïëïõèßá (pi)i∈N, ìå pi+1|pi, üðïõ p0 = q. ÔÝôïéï q õðÜñ÷åé, ãéá
ðáñÜäåéãìá ôï u. Ïñßæïõìå ôç ó÷Ýóç

a ≡ b ⇐⇒





a; b ∈ I êáé a = bmod q
Þ

a; b > I êáé a = bmod pi; ãéá êÜðïéï i ≥ 1:

Ðñþôá ðñÝðåé íá âåâáéùèïýìå ðùò ç ≡ åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò:

(i) a ≡ a ðñïöáíþò éó÷ýåé.

(ii) Áí a ≡ b, ôüôå áðü ôçí óõììåôñéêüôçôá ôïõ ïñéóìïý éó÷ýåé b ≡ a.

(iii) ¸óôù a ≡ b êáé b ≡ c. Èá äåßîïõìå üôé a ≡ c. ÐñÜãìáôé, áí a ∈ I,
ôüôå b; c ∈ I, êáé ôåôñéììÝíá Ýðåôáé ôï a ≡ c. Áí a > I, ôüôå b; c > I.
Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç a = bmod pi êáé b = cmod pj , ãéá êÜðïéá i; j.
ÈÝôïõìå pk = min{pi; pj}. ¼ìùò éó÷ýåé åßôå pi|pj åßôå pj |pi. Ïðüôå
Ýðåôáé a = bmod pk, b = cmod pk, ìå k ≥ 1. ÄçëáäÞ a ≡ c.

Óõíå÷ßæïõìå äåß÷íïíôáò üôé ç ≡ åßíáé ó÷Ýóç éóïôéìßáò.

(iv) ¸óôù a ≡ b. ÐÜëé äéáêñßíïõìå ðåñéðôþóåéò: Áí a ∈ I, ôüôå b ∈ I.
¼ìùò ôï I åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí åðüìåíï, Üñá êáé a′; b′ ∈ I ìå
a′ ≡ b′ íá éó÷ýåé. Áí a > I, ôüôå êáé b > I. Èá åßíáé ôçò ìïñöÞò
a = bmod pi. Ïðüôå éó÷ýïõí a′; b′ > I êáé a′ = b′mod pi, äçëáäÞ
a′ ≡ b′.

(v) ¸óôù a1 ≡ a2, b1 ≡ b2. Áí a1; b1 ∈ I, ôüôå a2; b2 ∈ I. ×ñçóéìïðïéïýìå
ôï ãåãïíüò ðùò ôï I åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç, ðïõ ìáò äßíåé
üôé a1 + b1; a2 + b2 ∈ I êáé a1 + b1 ≡ a2 + b2. Áí a1 > I åßôå b1 > I,
ôüôå a1 + b1 > I. ¢ñá éó÷ýåé üôé a1 = b1 mod pi êáé a2 = b2 mod pj .
ÈÝôïõìå pk = min{pi; pj}, üðïõ i Þ j (áëëÜ ü÷é êáé ïé äýï) ìðïñåß íá
åßíáé ìçäÝí. Áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ a1 + b1; a2 + b2 > I êáé k > 0, Ýðåôáé
üôé a1 + b1 ≡ a2 + b2.
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(vi) Áêïëïõèïýìå ôçí ßäéá ëïãéêÞ êáé åäþ (êáé ãéá ôéò äýï ðåñéðôþóåéò),
ìéáò êáé ôï I åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü.

Åöüóïí äåßîáìå ðùò ç ≡ åßíáé ó÷Ýóç éóïôéìßáò, óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 4.4,
ôï M= ≡ åßíáé Ýíá LP -ìïíôÝëï. Ôá óôïé÷åßá ôïõ M= ≡ åßíáé êëÜóåéò óõæõ-
ãßáò, ðïõ èá óõìâïëßæïõìå ìå [x], ãéá x ∈ M . Ðáñáôçñïýìå üôé üôáí x ∈ I;
ôüôå [q] ≤ [x] ≤ [q], äçëáäÞ [x] ∈ N([q]). Áò óôáèåñïðïéÞóïõìå Ýíá r > I:
ÊáôÜ óõíÝðåéá, ãéá x > I, Ýðåôáé ðùò [r] ≤ [x] ≤ [r]. ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óå
ýðáñîç äýï áêñéâþò ðõñÞíùí óôï M= ≡. Áò ôïõò ïíïìÜóïõìå N1 = N([q])
êáé N2 = N([r]), üðïõ ï N2 Ý÷åé ôç æçôïýìåíç éäéüôçôá: ïé ðåñßïäïß ôïõ
ó÷çìáôßæïõí Üðåéñç öèßíïõóá áêïëïõèßá. ÐñÜãìáôé, ãéá x ∈ N2 êáé i ≥ 1,
Ý÷ïõìå x; x+ pi > I êáé [x] = [x+ pi]. ÐñÜãìá ðïõ óçìáßíåé ðùò ãéá êÜèå i,
[pi] åßíáé ìéá ðåñßïäïò ôïõ N2.

Óôï [Pri00], Ï G. Priest Ýäåéîå üôé óôçí ðåðåñáóìÝíç ðëçèéêüôçôá, üëïé ïé
ãíÞóéïé ðõñÞíåò åßíáé êëåéóôïß ùò ðñïò ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü. ¹ôáí
åðüìåíï íá èÝóåé (óôï ßäéï Üñèñï) ôï ðñüâëçìá ðïõ áêïëïõèåß.

Ðñüâëçìá 4.7. Éó÷ýåé üôé êÜèå ãíÞóéïò ðõñÞíáò åíüò Üðåéñïõ LP -ìïíôÝëïõ
åßíáé ðÜíôá êëåéóôüò ùò ðñïò ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü;

Óôçí åðïìÝíç ðñüôáóç êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá Üðåéñï LP -ìïíôÝëï ìå ôï
ïðïßï áðáíôÜìå áñíçôéêÜ óôï Ðñüâëçìá 4.7.

Ðñüôáóç 4.8. ÕðÜñ÷åé ìéá Üðåéñç LP -äïìÞ ðïõ ðåñéÝ÷åé ðõñÞíá ðïõ äåí
åßíáé êëåéóôüò ïýôå ùò ðñïò ðñüóèåóç ïýôå þò ðñïò ðïëëáðëáóéáóìü3.

Áðüäåéîç. ÎåêéíÜìå ìå ôõ÷áßï (êëáóóéêü) ìïíôÝëï M |= Th(N), nonstan-
dard. Èåùñïýìå q ∈ M , üðùò óôçí Ðñüôáóç 4.6, äçëáäÞ ìå Üðåéñï ðëÞ-
èïò äéáéñåôþí ðïõ ó÷çìáôßæïõí öèßíïõóá áêïëïõèßá (pi)i∈N, ìå pi+1|pi, üðïõ
p0 = q. Ðñïöáíþò, üëá ôá pi åßíáé nonstandard.

Ïñßæïõìå ôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç.

a ≡ b ⇐⇒





a; b ∈ N êáé a = b
Þ

a; b > N; a = b mod pi; ãéá êÜðïéï i; êáé
a− a

� ≤ b ≤ a+ a
� ; ãéá êÜðïéá � > N:

¸ôóé ó÷çìáôßæåôáé Ýíá Üðåéñï LP -ìïíôÝëï M= ≡ ìå Üðåéñï ôï ðëÞèïò
ðõñÞíùí. ÂÝâáéá ãéá íá åßìáóôå óßãïõñïé ðùò ðñüêåéôáé ãéá LP -ìïíôÝëï,

3ÕðÜñ÷ïõí óýíïëá ðïõ åßíáé åíþ äåí åßíáé êëåéóôÜ ùò ðñïò ðñüóèåóç, åßíáé êëåéóôÜ ùò
ðñïò ðïëëáðëáóéáóìü, ãéá ðáñÜäåéãìá ôï óýíïëï äõíÜìåùí ôïõ 2.
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ðñÝðåé ðñþôá íá äåßîïõìå üôé ðñÜãìáôé ç ≡ åßíáé ó÷Ýóç éóïôéìßáò. ¼ôáí
âñéóêüìáóôå óôï ðñþôï ìÝñïò äéáêëÜäùóçò ôïõ ïñéóìïý ôçò ≡, äçëáäÞ üôáí
åßìáóôå óôï N, ôüôå åßíáé îåêÜèáñï ðùò ç ≡ åßíáé ó÷Ýóç éóïôéìßáò. Ãéá
áõôü ôï ëüãï èá ðåñéïñéóôïýìå óôï äåýôåñï óêÝëïò ôçò äéáêëÜäùóçò ãéá íá
äåßîïõìå áñ÷éêÜ ðùò ç ≡ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.

(i) a ≡ a, åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü.

(ii) Áò õðïèÝóïõìå üôé a ≡ b, Üñá a = bmod pi, ãéá êÜðïéï i, êáé

a− a
�
≤ b ≤ a+

a
�
; (4.1)

ãéá êÜðïéï � > N. Ïðüôå

a
�− 1

− a
�(�− 1)

≤ b
�− 1

≤ a
�− 1

+
a

�(�− 1)
: (4.2)

ÊáôÜ óõíÝðåéá, áèñïßæïíôáò ôéò 4.1, êáé 4.2 êáôáëÞãïõìå óå

a− a
�

+
a

�− 1
− a
�(�− 1)

≤ b+
b

�− 1
:

Áðü ôçí Üëëç üìùò,

−a
�

+
a

�− 1
− a
�(�− 1)

= 0;

ðïõ óçìáßíåé üôé ôåëéêÜ

a ≤ b+
b

�− 1
:

Ðáñïìïßùò, åÜí áöáéñÝóïõìå ôçí 4.2 áðü ôçí 4.1, ðáßñíïõìå

b− b
�− 1

≤ a:

ÄçëáäÞ äåßîáìå üôé b ≡ a.

(iii) ¸óôù a ≡ b êáé b ≡ c, äçëáäÞ Ý÷ïõìå a − a
�1

≤ b ≤ a + a
�1

êáé
b− b

�2
≤ c ≤ b+ b

�2
, ãéá êÜðïéá �1; �2 > N.

ÈÝôïõìå � = min{�1; �2}. Ôüôå áðü a− a
� ≤ b ðñïêýðôåé

a− a
�
− b
�
≤ b− b

�
≤ c:
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Áðü ôçí Üëëç b
� ≤ a

� + a
�2 , Üñá

a− a
�
− a
�
− a
�2
≤ c:

Áõôü óçìáßíåé üôé a− a
�
3

≤ c.

Ðáñïìïßùò, c ≤ a+ a
�
3

. Áðü ôá ðáñáðÜíù Ýðåôáé üôé a ≡ c.

Óõíå÷ßæïõìå íá åßìáóôå óôï äåýôåñï óêÝëïò ôçò äéáêëÜäùóçò áêüìá,
êáé åîåôÜæïõìå ôçí óõìðåñéöïñÜ ôçò ≡ ùò ðñïò ôïí åðüìåíï.

(iv) ¸óôù a ≡ b, äçëáäÞ, a − a
� ≤ b ≤ a + a

� , ãéá êÜðïéï � > N. ÐñïóèÝ-
ôïíôáò 1 óå üëá ôá ìÝëç, Ýðåôáé üôé a+ 1− a

� ≤ b+ 1 ≤ a+ 1 + a
� , ãéá

êÜðïéï � > N, äçëáäÞ,

a′ − a′

�
≤ b′ ≤ a′ +

a′

�
:

Ïðüôå éó÷ýåé ôï æçôïýìåíï, a′ ≡ b′.

Óå áõôÜ ðïõ ìáò ìÝíåé íá äïýìå (ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìüò) ðñÝðåé
íá åîåôÜóïõìå åðéðëÝïí êáé ôçí (ìç ðñïöáíÞ) ðåñßðôùóç, üðïõ ôá a1; b1
ðñïÝñ÷ïíôáé áðü äéáöïñåôéêÜ ìÝñç ôçò äéáêëÜäùóçò.

(v) (a) ¸óôù a1 ≡ b1, a2 ≡ b2, ìå a1; a2 íá ðñïÝñ÷ïíôáé êáé ïé äýï áðü
ôï äåýôåñï ìÝñïò ôçò äéáêëÜäùóçò. Ôüôå a1 − a1

�1
≤ b1 ≤ a1 + a1

�1

êáé a2 − a2
�2
≤ b2 ≤ a2 + a2

�2
, ãéá êÜðïéá �1; �2 > N.

ÈÝôïõìå îáíÜ � = min{�1; �2}. Ïé äýï ðñïçãïýìåíåò ó÷Ýóåéò
åîáêïëïõèïýí íá éó÷ýïõí ãéá �. Ïðüôå áèñïßæïíôÜò ôéò Ý÷ïõìå

a1 + a2 − a1 + a2

�
≤ b1 + b2 ≤ a1 + a2 +

a1 + a2

�
;

äçëáäÞ, a1 + a2 ≡ b1 + b2.

(b) ¸óôù a1 ≡ b1, a2 ≡ b2, ìå a1; a2 íá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü äéáöïñåôéêÜ
ìÝñç ôçò äéáêëÜäùóçò. Ôüôå a1 − a1

�1
≤ b1 ≤ a1 + a1

�1
, ãéá êÜðïéo

�1 > N êáé a2 = b2.
Ðáñáôçñïýìå ðùò a1 + a2; b1 + b2 > N êáé ðùò ãéá � = �1 éó÷ýåé

a1 + a2 − a1

�
≤ b1 + b2 ≤ a1 + a2 +

a1

�
:
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ÊáôÜ óõíÝðåéá, ìéáò êáé ìéëÜìå ãéá èåôéêÝò ðïóüôçôåò ðÜíôá, éó÷ýåé

a1 + a2 − a1 + a2

�
≤ b1 + b2 ≤ a1 + a2 +

a1 + a2

�
;

äçëáäÞ Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï a1 + a2 ≡ b1 + b2.

(vi) (a) ¸óôù a1 ≡ b1, a2 ≡ b2, ìå a1; a2 íá ðñïÝñ÷ïíôáé êáé ïé äýï áðü
ôï äåýôåñï ìÝñïò ôçò äéáêëÜäùóçò. Ïðüôå

a1 − a1

�1
≤ b1 ≤ a1 +

a1

�1
(4.3)

êáé
a2 − a2

�2
≤ b2 ≤ a2 +

a2

�2
; (4.4)

ãéá êÜðïéá �1; �2 > N. Ãéá � = min{�1; �2} ïé ó÷Ýóåéò 4.3 êáé 4.4
éó÷ýïõí. ÐïëëáðëáóéÜæïíôÜò ôéò, ðñïêýðôåé üôé

a1a2 − 2a1a2

�
+
a1a2

�2
≤ b1b2 ≤ a1a2 +

2a1a2

�
+
a1a2

�2
:

Ðáñáôçñïýìå üôé

a1a2 − a1a2

�2

2�−1

≤ b1b2 ≤ a1a2 +
a1a2

�2

2�−1

:

¼ìùò Ý÷ïõìå üôé �2

2�−1 > N; Ýôóé ôåëéêÜ a1a2 ≡ b1b2.

(b) ¸óôù a1 ≡ b1, a2 ≡ b2, ìå a1; a2 íá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü äéáöïñåôéêÜ
ìÝñç ôçò äéáêëÜäùóçò. Ôüôå a1 − a1

�1
≤ b1 ≤ a1 + a1

�1
, ãéá êÜðïéï

�1 > N êáé b1 = b2.
¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç (v)(b) Ý÷ïõìå üôé a1 + a2; b1 + b2 > N
êáé ãéá � = �1 êáôåõèåßáí ðáßñíïõìå

a1a2 − a1a2

�
≤ b1b2 ≤ a1a2 +

a1a2

�
;

äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï a1a2 ≡ b1b2.

Áöïý ëïéðüí äåßîáìå üôé ôïÌ= ≡ åßíáé ðñÜãìáôé Ýíá LP -äïìÞ, äéáðéóôþíïõìå
üôé ãéá ïðïéïäÞðïôå a ∈M − N; ôá [a], [2a] êáé a2 äåí âñßóêïíôáé (áíÜ äýï)
óôïí ßäéï (ãíÞóéï) ðõñÞíá. Óõíåðþò ç áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 4.7 åßíáé
áñíçôéêÞ.
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Êëåßíïõìå ôçí åíüôçôá áõôÞ ìå ôçí åîÞò ðáñáôÞñçóç: ôá Üðåéñá LP -
ìïíôÝëá ïðïéáóäÞðïôå èåùñßáò T ìðïñïýí íá åßíáé ðïëý áðëÝò äïìÝò, áêüìá
êáé áðïêñßóéìåò, üðùò ïé áíôßóôïé÷åò ðåðåñáóìÝíåò äïìÝò. Èõìßæïõìå ëßãï
ôïí ïñéóìü ôçò áðïêñßóéìçò äïìÞò, êáé ìåôÜ äßíïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ôÝôïéáò
Üðåéñçò LP -äïìÞò.

Ïñéóìüò 4.9. ¸íá óýíïëï Σ åêöñÜóåùí (ãéá ôçí L) ëÝãåôáé áðïêñßóéìï
áí õðÜñ÷åé áðïôåëåóìáôéêÞ äéáäéêáóßá, ðïõ íá áðïöáóßæåé åÜí ç ôõ÷ïýóá
Ýêöñáóç x áíÞêåé Þ ü÷é óôï Σ.

Ïñéóìüò 4.10. Ìéá èåùñßá Σ êáëåßôáé áîéùìáôéêïðïéÞóéìç åÜí õðÜñ÷åé Ýíá
áðïêñßóéìï óýíïëï ðñïôÜóåùí, Σ′, ôÝôïéï þóôå Σ = CnΣ′, üðïõ CnΣ′ =
{' : Σ′ ` '}, äçëáäÞ ôï Σ éóïýôáé ìå ôï óýíïëï ôùí óõíåðåéþí ôïõ Σ′.

Ç óýíäåóç ìåôáîý ôùí áðïêñßóéìùí êáé áîéùìáôéêïðïéÞóéìùí èåùñéþí
õðÜñ÷åé ãéá ðáñÜäåéãìá óôï äåýôåñï êåöÜëáéï ôïõ [End01] êáé óõíïøßæåôáé
óôçí áêüëïõèç

Ðñüôáóç 4.11 ([End01]). ÊÜèå áðïêñßóéìç èåùñßá åßíáé áîéùìáôéêïðïéÞ-
óéìç. Ãéá ôéò ðëÞñåéò èåùñßåò éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï: áí äçëáäÞ åßíáé
áîéùìáôéêïðïéÞóéìç, ôüôå åßíáé êáé áðïêñßóéìç.

Óôç äéêáéïëüãçóç ôçò áðïêñéóéìüôçôáò ôçò LP -äïìÞò ðïõ èá êáôáóêåõÜ-
óïõìå, ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýììåóá ôçí äïìÞ (N; 0;′ ; <;+). Ïðüôå ç áìÝóùò åðü-
ìåíç ðñüôáóç åßíáé ÷ñÞóéìç, ðïõ ïöåßëåôáé óôïí Ì. Presburger (1929) êáé ç
áðüäåéîÞ ôçò õðÜñ÷åé óôï [End01].

Ðñüôáóç 4.12 (Presburger). Ç èåùñßá ôçò äïìÞò (N; 0;′ ; <;+) åßíáé áðï-
êñßóéìç.

Ðüñéóìá 4.13. Ç èåùñßá ôçò äïìÞò (N; 0;′ ;+) åßíáé áðïêñßóéìç.

Áöïý äþóáìå ôá áðáñáßôçôá ãéá ôéò áðïêñßóéìåò äïìÝò, åßìáóôå óå èÝóç
íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí Üðåéñç LP -äïìÞ ìå áðïêñßóéìç èåùñßá.

Ðñüôáóç 4.14. Ãéá ïðïéáäÞðïôå èåùñßá Ô ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí I∆0 õðÜñ÷åé
Üðåéñï LP -ìïíôÝëï ôçò ìå áðïêñßóéìç èåùñßá.

Áðüäåéîç. ¸óôù M Ýíá áñéèìÞóéìï nonstandard ìïíôÝëï ôçò T k I∆0.
Èåùñïýìå Cj , j = 1; 2; : : :, ìéá ãíçóßùò áýîïõóá áêïëïõèßá ôïìþí ôïõ M ,
ðïõ åßíáé üëåò êëåéóôÝò ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç êáé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü êáé
éêáíïðïéåßôáé M =

⋃
j Cj . ¸íáò ôñüðïò íá äïýìå üôé ôÝôïéá áêïëïõèßá ðñÜã-

ìáôé õðÜñ÷åé, åßíáé íá äéáëÝîïõìå áñêåôÜ ìéêñÜ nonstandard óôïé÷åßá ôïõ Ì ,
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cj , Ýôóé þóôå êÜèå cj+1 íá îåðåñíÜåé üëåò ôéò öõóéêÝò äõíÜìåéò ôïõ cj . Ïðüôå
ç æçôïýìåíç áêïëïõèßá ôïìþí åßíáé ç (cNj )j .

Ïñßæïõìå ôç ó÷Ýóç éóïôéìßáò ≡ óôï M ùò åîÞò

a ≡ b ⇐⇒




a = b = 0
Þ

a; b ∈ Cj − Cj−1 ãéá êÜðïéï j; üðïõ C0 = {0}):
Ç ó÷Ýóç áõôÞ ãéá ðåðåñáóìÝíç üìùò áêïëïõèßá, Ý÷åé ïñéóôåß áðü ôïõò J.

Paris êáé N. Pathmanathan óôï [PP06] êáé åêåß õðÜñ÷åé ç áðüäåéîç ðùò åßíáé
ìéá ó÷Ýóç éóïôéìßáò, åðßóçò âëÝðå ËÞììá 4.17. Ìå ôçí ßäéá áêñéâþò ìÝèïäï
ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ðùò êáé ãéá Üðåéñç áêïëïõèßá áðü ôïìÝò, ç áíáöåñüìåíç
ó÷Ýóç åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïôéìßáò. ¸óôù a0 = 0 êáé aj ∈ Cj−Cj−1 ãéá j > 0.
Ôüôå ôï óýìðáí ôïõ M=≡ åßíáé ôï óýíïëï ôùí aj , j ∈ N. Ç óõíÜñôçóç ôïõ
åðïìÝíïõ, ç ðñüóèåóç êáé ï ðïëëáðëáóéáóìüò óôï M=≡ äßíïíôáé áðü

[aj ]′ =
{

[a1] áí j = 0;
[aj ] áëëéþò,

[aj ] + [ak] = [amax{j;k}];

[aj ]× [ak] =
{

[a0] áí min{j; k} = 0;
[amax{j;k}] áëëéþò:

¸÷ïõìå üôé ç áíôé-Ýêôáóç ôçò éóüôçôáò óôï M=≡ áðïôåëåßôáé áðü üëá
ôá ðéèáíÜ æåýãç ðëçí ôïõ 〈[a0]; [a0]〉. Ëüãù ôïõ ïñéóìïý ôïõ åßíáé åýêïëï íá
äïýìå ðùò áõôü ôï LP -ìïíôÝëï ôçò Ô ìðïñåß íá åñìçíåõôåß óôç 〈N; ′;+; 0〉,
äçëáäÞ íá åñìçíåýóïõìå [aj ] ùò j. ÁëëÜ ôüôå ãéá ïðïéáäÞðïôå ðñüôáóç �
ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá áíôßóôïé÷ç ðñüôáóç �∗ ôÝôïéá þóôå

M=≡ |=LP � ⇐⇒ 〈N; ′;+;=; 0〉 |= �∗:

Êáé åðåéäÞ, üðùò áíáöÝñáìå Þäç, ç èåùñßá ôçò 〈N; ′;+;=; 0〉 åßíáé áðïêñß-
óéìç,Ýðåôáé üôé êáé ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ áëçèåýïõí óôï LP -ìïíôÝëï
M=≡ åßíáé åðßóçò áðïêñßóéìï.

4.3 Ï áñéèìüò ôùí ðåðåñáóìÝíùí LP -äïìþí

Óôï ðñþôï ôïõ Üñèñï ðåñß ôùí LP -äïìþí ([Pri97]), ï G. Priest ðåñéÝãñáøå ôç
äïìÞ åíüò ôõ÷áßïõ ðåðåñáóìÝíïõ LP -ìïíôÝëïõ ôçò áñéèìçôéêÞò. Óôï ôÝëïò
óõãêÝíôñùóå êÜðïéåò áðïñßåò óå ìïñöÞ áíïéêôþí ðñïâëçìÜôùí, äýï åê ôùí
ïðïßùí åßíáé ôá åîÞò:
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Ðñüâëçìá 4.15. Ðüóá ðåðåñáóìÝíá (ðëçèéêüôçôáò n) ìç éóüìïñöá LP -
ìïíôÝëá ôçò ðëÞñïõò áñéèìçôéêÞò õðÜñ÷ïõí;

Ðñüâëçìá 4.16. ÕðÜñ÷åé ÷áñáêôçñéóìüò ôùí ðåðåñáóìÝíùí LP -ìïíôÝëùí
ôçò áñéèìçôéêÞò;

¼óï áíáöïñÜ ôï Ðñüâëçìá 4.16, äßíïõìå ôï áðïôÝëåóìá ôùí J. Paris êáé
N. Pathmanathan ðïõ âñßóêåôáé óôï [PP06], êáé ðïõ äßíåé óôçí ïõóßá ôïí
ðëÞñç ÷áñáêôçñéóìü, óõìðëçñþíïíôáò Ýôóé ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ G. Priest
óôï [Pri97]. Ïé J. Paris êáé N. Pathmanathan ãåíßêåõóáí ôç èåùñßá ìÝóá
óôçí ïðïßá äïýëåøå4 ï G. Priest. ÓõãêåêñéìÝíá, ðáñáôÞñçóáí ðùò ôá áîéþ-
ìáôá ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá ôéò áðïäåßîåéò, åìðåñéÝ÷ïíôáé óôá áîéþìáôá ôïõ
PA. ÁëëÜ ìéáò êáé Ý÷ïõìå ðñüâëçìá ìå ôéò óõíÝðåéåò, èåùñïýìå ôéò èåùñßåò
ìáò ðëÞñåéò. ¸ôóé, ïðïéáäÞðïôå ðëÞñçò èåùñßá ðïõ åðåêôåßíåé ôï PA, ìðïñåß
íá ìðåé óôç èÝóç ôçò áñéèìçôéêÞò, óå üëá ôá áðïôåëÝóìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôéò
LP -äïìÝò.

Ãéá ôïí ßäéï ëüãï, êáé åìåßò óå ü,ôé áêïëïõèåß áðü äù êáé ýóôåñá (óå
áõôü ôï êåöÜëáéï åííïåßôáé) ìå T èá Ý÷ïõìå óôï ìõáëü ìáò ìéá ïðïéáäÞðïôå
ðëÞñç åðÝêôáóç ôïõ PA. Ðñïò áðïöõãÞí åðáíáëÞøåùí, üëá ôá ìïíôÝëá èá
èåùñïýíôáé êëáóóéêÜ, åêôüò áí ôïíßóïõìå üôé ðñüêåéôáé ãéá LP -ìïíôÝëá.

ËÞììá 4.17 ([PP06]). ¸óôù M Ýíá nonstandard ìïíôÝëï ôçò T , p0; p1; : : : ; pm ∈
N, ìå p1 > 0, pi+1|pi, ãéá üëá ôá i ≤ 1 êáé m = 1 ∨ p0 > 0. Èåùñïýìå
C1; : : : ; Cm ãíçóßùò áýîïõóá áêïëïõèßá ôïìþí óôï M , ìå Cm = M . Ãéá
a; b ∈M ïñßæïõìå

a ≡ b⇔




a = b < p0

Þ
a = bmod pi êáé a; b ∈ Ci − Ci−1

Ç ó÷Ýóç ≡ åßíáé ó÷Ýóç éóïôéìßáò óôï M .

Èåþñçìá 4.18 ([PP06]). Ôï M̃ åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï LP -ìïíôÝëï ôçò T
áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé êÜðïéï nonstandard ìïíôÝëï M ôçò T êáé ìéá ó÷Ýóç
éóïôéìßáò ≡ óôï M ðïõ íá ïñßæåôáé áêñéâþò üðùò óôï ËÞììá 4.17, ìå ðåðå-
ñáóìÝíï ôï ðëÞèïò êëÜóåùí éóïäõíáìßáò, Ýôóé þóôå ôï M̃ íá åßíáé M= ≡.

Âáóéæüìåíïé óôçí åéêüíá ðïõ ìáò äßíåé ôï Èåþñçìá 4.18, ãéá ôçí ìïñöÞ
ôùí LP -ìïíôÝëùí ôçò T , êáôáóêåõÜæïõìå ìéá áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç, ç ïðïßá
äßíåé ôïí æçôïýìåíï áñéèìü ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 4.15. ÄçëáäÞ äåß÷íïõìå ôçí
åðüìåíç

4O G. Priest óôá [Pri97], [Pri00] Ý÷åé ùò âáóéêÞ èåùñßá ôçí ðëÞñç áñéèìçôéêÞ.
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Ðñüôáóç 4.19. ÕðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ õðïëïãßæåé ôïí áñéèìü
ôùí ðåðåñáóìÝíùí LP -ìïíôÝëùí (ðëçèéêüôçôáò n) ôçò T .

Áðüäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 4.18, êÜèå ðåðåñáóìÝíï LP -ìïíôÝëï ôçò
T ÷áñáêôçñßæåôáé óôçí ïõóßá áðü äýï ðñÜãìáôá: k; (pi)i, üðïõ k åßíáé ï
áñéèìüò ôùí ìç ãíÞóéùí ðõñÞíùí êáé (pi)i åßíáé ç áêïëïõèßá ôùí ðåñéüäùí ôùí
ãíÞóéùí ðõñÞíùí, ìå pi+1|pi. Óôçí åéóáãùãéêÞ åíüôçôá ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý
åðéóçìÜíáìå ðùò üëïé ïé ìç ãíÞóéïé ðõñÞíåò åßíáé ìïíïóýíïëá ìå ðåñßïäï ßóç
ìå 0. ÅóùôåñéêÜ óôï ìïíôÝëï, ðÜíôá ïé ìç ãíÞóéïé ðõñÞíåò (üôáí õðÜñ÷ïõí)
ó÷çìáôßæïõí áñ÷éêü êïììÜôé ôïõ ìïíôÝëïõ. ÄçëáäÞ ùò ðñïò ôç äéÜôáîç, åßíáé
ôá ìéêñüôåñá óôïé÷åßá ôïõ ìïíôÝëïõ. ÐÜíù áðü áõôÜ (ùò ðñïò ôç äéÜôáîç
ðÜíôá) Ýðïíôáé ïé ãíÞóéïé ðõñÞíåò.

ÕðÜñ÷ïõí äýï åéäþí ìïíïóýíïëá: ôï ðñþôï åßäïò åßíáé ïé ìç ãíÞóéïé ðõñÞ-
íåò. Áõôü ôï åßäïò äåí åßíáé ðïôÝ êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç. Ôï äåýôåñï
åßäïò åßíáé ðÜíôá êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç êáé åßíáé ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç
ðïõ ï ãíÞóéïò ðõñÞíáò áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óôïé÷åßï. ¼ðùò áíáöÝñáìå ëßãï
ðéï ðÜíù, ôï ðñþôï åßäïò åßíáé ðÜíôá óôïí \ðÜôï" ôïõ ìïíôÝëïõ. Óå áíôßèåóç
ìå ôï äåýôåñï ðïõ üôáí õðÜñ÷åé âñßóêåôáé ðÜíôá óôç êïñõöÞ. Ï ëüãïò ãéá
áõôü åßíáé ðùò ç ðåñßïäïò ôïõ äåýôåñïõ åßäïõò åßíáé ßóç ìå 1. Ïðüôå áí õðÜñ-
÷åé êÜðïéïò Üëëïò ãíÞóéïò ðõñÞíáò ìå ðåñßïäï p ðéï ðÜíù áðü ôï ìïíïóýíïëï
áõôü, ôüôå èá ðñÝðåé (âëÝðå [PP06]) p|1, äçëáäÞ p = 1. ÊáôÜ óõíÝðåéá, êáé
áõôüò ï ðõñÞíáò åßíáé ìïíïóýíïëï.

Áò ãõñßóïõìå óôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò. ¸óôù n ç ðëçèéêüôçôá ðïõ
åîåôÜæïõìå.

Ðåñßðôùóç 1. Áò îåêéíÞóïõìå ìå ôçí áðëÞ ðåñßðôùóç: üôáí Ý÷ïõìå ìüíï
Ýíá ãíÞóéï ðõñÞíá. Ôïíßæïõìå ðùò óå áíôßèåóç ìå ìç ãíÞóéïõò ðõñÞíåò, ðÜ-
íôá ôï LP -ìïíôÝëï, Ýóôù M= ≡, ôçò T Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá ãíÞóéï ðõñÞíá,
äéüôé ïðïéïóäÞðïôå ìç ãíÞóéïò ðõñÞíáò åßíáé ìïíïóýíïëï ðñþôïõ åßäïõò, Ýóôù
{[a]}, ðïõ ðñïÝêõøå áðü ôï áíôßóôïé÷ï óôïé÷åßï a ∈ M;a < p0. ¼ìùò p0

ðñÝðåé êáé áõôü íá áíÞêåé óå êÜðïéïí ðõñÞíá. ¢ñá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ôïõëÜ-
÷éóôïí Ýíáò ãíÞóéïò ðõñÞíáò.

¸ôóé, Ý÷ïõìå íá äéáëÝîïõìå k < n, üðïõ k áíôéóôïé÷åß óôïí áñéèìü ôùí
ìç ãíÞóéùí ðõñÞíùí. Ìå áðëÞ óõíäõáóôéêÞ Ýðåôáé ðùò Ý÷ïõìå n åðéëïãÝò,
(k = 0; : : : ; n− 1), äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí n ìç éóüìïñöá ìïíôÝëá ðïõ áíÞêïõí óå
áõôÞ ôçí êáôçãïñßá (ìå Ýíá äçëáäÞ ãíÞóéï ðõñÞíá).
ÅéóÜãïõìå ìåñéêÝò íÝåò Ýííïéåò óôç ðñïóðÜèåéá êáëýôåñçò ðåñéãñáöÞò ôçò
åóùôåñéêÞò ìïñöÞò åíüò LP -ìïíôÝëïõ.

Êáëïýìå ôï M1 LP -õðïìïíôÝëï ôïõ M2, áí p(1)
0 = p(2)

0 , p(1)
i |p(2)

i , ãéá êÜèå
i ≤ 1 êáé ïé áíôßóôïé÷åò áêïëïõèßåò ðåñéüäùí Ý÷ïõí ôï ßäéï ìÞêïò.
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ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç LP -ìïíôÝëïõ åßíáé íá õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò ãíÞóéïò ðõñÞ-
íáò êáé íá ìçí õðÜñ÷ïõí Üëëá LP -õðïìïíôÝëá ôïõ (ìå Ýíáí ðõñÞíá). ÔÝôïéá
LP -ìïíôÝëá èá ôá ëÝìå ðñþôá.

Áò äïýìå ðüóá ðñþôá LP -ìïíôÝëá ðëçèéêüôçôáò n õðÜñ÷ïõí. ÈÝôïõìå
m = n−k, üðïõ k åßíáé üðùò êáé ðñéí, äçëáäÞ ï áñéèìüò ìç ãíÞóéùí ðõñÞíùí.
Ìéá éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôï m åßíáé íá åßíáé ðñþôïò áñéèìüò. ¢ñá
õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò ãíÞóéïò ðõñÞíáò ìå ðåñßïäï m. ¸ôóé õðÜñ÷ïõí �(n) ôÝ-
ôïéá LP -ìïíôÝëá, üðïõ �(n) åßíáé ùò óõíÞèùò, ï áñéèìüò ðñþôùí ðïõ åßíáé
ìéêñüôåñïé Þ ßóïé ìå ôï n.

Ðåñßðôùóç 2. ÊïéôÜìå ôþñá ãéá LP -ìïíôÝëá ôçò T ìå áêñéâþò äýï ãíÞ-
óéïõò ðõñÞíåò, p1; p2 (Üñá êáé ïé äýï ðåñßïäïé ìåãáëýôåñåò ôïõ 0). Åðßóçò
áðü ôç óõíèÞêç m = 1∨p0 > 0 ôïõ ËÞììáôïò 4.17 Ýðåôáé üôé k äåí ìðïñåß íá
åßíáé 0. Ï ëüãïò ðïõ åîåôÜæïõìå îå÷ùñéóôÜ áõôÞí ôçí êáôçãïñßá åßíáé ðùò
õðÜñ÷åé áíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç ãéá ôéò ðåñéüäïõò.

ËáìâÜíïíôáò ëïéðüí õðüøç ôçí áíÜëõóç ðïõ êÜíáìå ãéá ôá ðñþôá LP -
ìïíôÝëá, îÝñïõìå Þäç ðùò ôïõëÜ÷éóôïí ï m := n − k äåí ðñÝðåé íá åßíáé
ðñþôïò. Èá äåßîïõìå ðáñáêÜôù ðùò ìéá éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç åßíáé ï
m íá ìçí åßíáé ðñþôïò. ÐñÜãìáôé, Ýóôù m = ab, ìå a; b 6= 1. Ôüôå ìðïñïýìå
íá ãñÜøïõìå m = r2(1 + r1), ìå r2 > 1; r1 ≥ 1. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï Ý÷ïõìå
êáôáóêåõÜóåé äýï ðåñéüäïõò p2 = r2; p1 = r1r2. Ïñßæïõìå d(n) íá åßíáé ï
áñéèìüò ôùí ãíÞóéùí äéáéñåôþí5 ôïõ n.

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá q ðñþôï, éó÷ýåé

d(1) = d(q) = 0:

Ãéá êÜèå åðéëïãÞ ôïõ r2 ðáßñíïõìå äéáöïñåôéêü (ìç éóüìïñöï ãéá ôçí
áêñßâåéá) LP -ìïíôÝëï. Óõìðåñáßíïõìå üôé ï áñéèìüò ôùí LP -ìïíôÝëùí ìå
äýï áêñéâþò ðõñÞíåò åßíáé

n−1∑

m=1

d(m):

Ðåñßðôùóç 3. ¼ôáí Ýíá ôõ÷üí LP -ìïíôÝëï äåí Ý÷åé êáèüëïõ ìç ãíÞóéïõò
ðõñÞíåò, äçëáäÞ p0 = 0, áðü ôç óõíèÞêç m = 1 ∨ p0 > 0 ôïõ ËÞììáôïò 4.17
Ýðåôáé üôé õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò ãíÞóéïò ðõñÞíáò êáé åßíáé áíáãêáóôéêÜ ìå ðå-
ñßïäï n. ÊáôÜ óõíÝðåéá õðÜñ÷åé ìüíï Ýíá (ùò ðñïò éóïìïñöéóìü) LP -ìïíôÝëï
ðëçèéêüôçôáò n.

5ÃíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïõ n êáëåßôáé ïðïéïóäÞðïôå l ôÝôïéïò þóôå l|n; l 6= 1; l 6= n.
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Óõíïøßæïíôáò üëá áõôÜ ðïõ åßðáìå ìáæß ìå ìéá áíÜëõóç ðïõ èá äþóïõìå
ãéá ôéò ðéèáíÝò áíôé-åêôÜóåéò ôçò =, åñ÷üìáóôå ôþñá óå ãåíéêÞ ðåñßðôùóç,
äçëáäÞ ìå ôçí áêïëïõèßá (p)i íá Ý÷åé áðëÜ ôçí éäéüôçôá ðïõ ðñÝðåé íá ðëçñïß
óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 4.17.

ÃåíéêÞ ðåñßðôùóç. ¸óôù p0; p1; : : : ; pm ç áêïëïõèßá ôùí ðåñéüäùí åíüò
LP -ìïíôÝëïõ ðëçèéêüôçôáò n. Ðáñáôçñïýìå üôé p1 ≥ 1, ïðüôå p0 < n. Áíá-
öÝñáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç ôé ãßíåôáé üôáí p0 = 0. Áò õðïèÝóïõìå
üôé p0 > 0, ôüôå ãéá ôõ÷ïýóá ôéìÞ ôïõ p0 ôï áíôßóôïé÷ï LP -ìïíôÝëï Ì êá-
èïñßæåôáé áðü ôçí áíôé-Ýêôáóç ôçò =, äçëáäÞ áðü ôï I−(=). ÕðÜñ÷ïõí óõíï-
ëéêÜ 2p0 ðéèáíÜ ôÝôïéá óýíïëá. Åðßóçò ôï Ì êáèïñßæåôáé áðü ôçí áêïëïõèßá
r1; r2; : : : ; rm ≥ 1 ôÝôïéá þóôå m ≥ 1

n− p0 = (r1r2 : : : rm) + (r2r3 : : : rm) + : : :+ (rm−1rm) + rm; (4.5)

äçëáäÞ riri−1 : : : rm = pi.
¸óôù �(n−p0) íá åßíáé ï áñéèìüò ôùí åðéëïãþí ôùí r1; r2; : : : ; rm, üðïõ

êáé ôï m åðßóçò ìåôáâÜëëåôáé. Áðü ôç ó÷Ýóç (4.5) åßíáé ðñïöáíÝò ðùò ôï rm
ðñÝðåé íá åßíáé äéáéñÝôçò ôïõ n− p0, ïðüôå ç óõíÜñôçóç � ìðïñåß íá ïñéóôåß
áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:

�(0) = 1 êáé ãéá k > 0,

�(k) =
∑

d|k
�(kd−1 − 1):

Ï óõíïëéêüò áñéèìüò ôùí LP -ìïíôÝëùí ôçò T ðëçèéêüôçôáò n åßíáé

1 +
n−1∑

p=1

2p�(n− p):

Ãéá íá ãßíåé ðéï óáöÞò ï ðáñáðÜíù ôýðïò, ôïí p êáíåßò ìðïñåß íá èåùñÞóåé
óôçí ïõóßá p0.

Êëåßíïõìå ìå ôï åîÞò áðëü ðáñÜäåéãìá: ãéá n = 2 Ý÷ïõìå ôá åîÞò: õðÜñ÷åé
Ýíá LP -ìïíôÝëï ìå p0 = 0; p1 = 2 êáé õðÜñ÷ïõí äýï LP -ìïíôÝëá ìå p0 =
1; p1 = 1.

Ôï ðñþôï LP -ìïíôÝëï Ì1 äåí Ý÷åé êáíÝíáí ìç ãíÞóéï ðõñÞíá, ïðüôå
áíáãêáóôéêÜ Ý÷åé Ýíáí ìïíáäéêü ãíÞóéï ðõñÞíá, ðïõ ôõ÷áßíåé íá ôáõôßæåôáé
ìå üëï ôï Ì1. Åíþ ôá Üëëá äýï LP -ìïíôÝëá Ý÷ïõí áðü Ýíáí ìç ãíÞóéï
ðõñÞíá êáé áðü Ýíáí ãíÞóéï (üðïõ êáé ïé äýï åßíáé ìïíïóýíïëá). ÄéáöÝñïõí
ôá äýï áõôÜ LP -ìïíôÝëá ùò ðñïò ôçí áíôé-Ýêôáóç.
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4.4 Ðåñß ôçò ìïñöÞò ôùí Üðåéñùí LP -äïìþí

Óôçí ðåðåñáóìÝíç ðåñßðôùóç åßäáìå üôé êÜèå LP -ìïíôÝëï ðñïÝñ÷åôáé áðü êÜ-
ðïéï nonstandard ìïíôÝëï ôçò èåùñßáò Th(N), ðáßñíïíôáò êáôÜëëçëç ó÷Ýóç
éóïôéìßáò. Ï G. Priest óôï [Pri00], ýóôåñá áðü ôç ìåëÝôç êÜðïéùí óõãêåêñé-
ìÝíùí Üðåéñùí LP -ìïíôÝëùí Ýèåóå ôçí åîÞò:

Åéêáóßá 4.20. ÊÜèå Üðåéñï LP -ìïíôÝëï ôçò èåùñßáò Th(N) ðñïÝñ÷åôáé áðü
êÜðïéï nonstandard ìïíôÝëï ôçò Th(N), ðáßñíïíôáò êáôÜëëçëç ó÷Ýóç éóïôé-
ìßáò.

Åìåßò êÜíáìå êÜðïéá âÞìáôá ðñïò ôçí áíôßèåôç êáôåýèõíóç, äçëáäÞ ðñï-
óðáèÞóáìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá Üðåéñï LP -ìïíôÝëï, ôï ïðïßï äåí ãßíåôáé
íá ðñïÝñ÷åôáé áðü êáíÝíá nonstandard ìïíôÝëï ôçò Th(N), êáé ìå êáìßá
ó÷Ýóç éóïôéìßáò. Áêïëïõèþíôáò ôç ãåíßêåõóç ðïõ Ýêáíáí ïé J. Paris êáé N.
Pathmanathan ðïõ áíôéêáôÝóôçóáí ôç èåùñßá Th(N) ìå ôõ÷áßá ðëÞñç åðÝ-
êôáóç Ô ôçò PA, èÝôïõìå ùò åñþôçìá ìéá ðéï éó÷õñÞ äÞëùóç.

Ðñüâëçìá 4.21. Éó÷ýåé üôé êÜèå Üðåéñï LP -ìïíôÝëï ôçò T ðñïÝñ÷åôáé áðü
êÜðïéï nonstandard ìïíôÝëï ôçò T , ðáßñíïíôáò êáôÜëëçëç ó÷Ýóç éóïôéìßáò;

Óôçí ðåðåñáóìÝíç ðåñßðôùóç ïé J. Paris êáé N. Pathmanathan Ýäùóáí
èåôéêÞ áðÜíôçóç üðùò åßäáìå óôï Èåþñçìá 4.18. Ãéá ôçí Üðåéñç ðåñßðôùóç
üìùò èá äïýìå ðùò ç áðÜíôçóç (óôï Ðñüâëçìá 4.21 äçëáäÞ) åßíáé áñíçôéêÞ.

Èåþñçìá 4.22. ÕðÜñ÷åé ðëÞñçò åðÝêôáóç T ôçò PA êáé Ýíá Üðåéñï LP -
ìïíôÝëï ôçò T , ôï ïðïßï äåí ãßíåôáé íá ðñïÝñ÷åôáé áðü êáíÝíá nonstandard
ìïíôÝëï ôçò ßäéáò èåùñßáò ìÝóù ó÷Ýóçò éóïôéìßáò.

Ãéá íá äþóïõìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.22, èá ÷ñåéáóôåß íá äþ-
óïõìå Ýíáí íÝï óõìâïëéóìü êáé íá äåßîïõìå ìåñéêÝò ðñïôÜóåéò ðñþôá.

Ïñéóìüò 4.23. ¸óôù K Ýíá nonstandard ìïíôÝëï ôçò ôõ÷ïýóáò èåùñßáò Σ.
Óõìâïëßæïõìå ìå K− ôï LP -ìïíôÝëï ðïõ ðñïêýðôåé üôáí åðåêôåßíïõìå ôçí
ó÷Ýóç 6= íá åßíáé üëá ôá äõíáôÜ æåýãç áðü óôïé÷åßá ôïõ K.

Áðü ôï ËÞììá ôçò åðÝêôáóçò ôïõ G. Priest (âëÝðå [Pri97] Þ [Pri00]),
ôÝôïéåò åðåêôÜóåéò åîáêïëïõèïýí íá åßíáé LP -ìïíôÝëá ôçò PA.

Ðñüôáóç 4.24. ¸óôù K Ýíá nonstandard ìïíôÝëï ôçò PA êáé ôï áíôß-
óôïé÷ï LP -ìïíôÝëï K−. Ôüôå ãéá êÜèå ôýðï �(~x), õðÜñ÷ïõí �+(~x) êáé �−(~x)
ôÝôïéïé þóôå ãéá üëá ~� ∈ K−

K− |=LP �(~�) ⇐⇒ K |= �+(~�)

K− |=LP ¬�(~�) ⇐⇒ K |= �−(~�):
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Áðüäåéîç. Èá êÜíïõìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ �.

• áôïìéêüò ôýðïò: �(x; y) ≡ x = y. Ôüôå èÝôïõìå �+(x; y) íá åßíáé �(x; y)
êáé �−(x; y) íá åßíáé x = x.

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ K−, Ý÷ïõìå üôé ãéá üëá ôá �; � ∈ K−

K− |=LP � = � ⇐⇒ K |= � = �
K− |=LP � 6= � ⇐⇒ K |= � = �:

• �(~x) ≡ ¬�(~x), ìå åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá �(~x). ¢ñá õðÜñ÷ïõí
�+(~x) êáé �−(~x) ôÝôïéïé þóôå ãéá üëá ôá ~� ∈ K−

K− |=LP ¬¬�(~�) ⇐⇒ K |= �+(~�)
K− |=LP ¬�(~�) ⇐⇒ K |= �−(~�):

Ðáßñíïõìå �+(~x) íá åßíáé ï ôýðïò �−(~x) êáé �−(~x) íá åßíáé ï ôýðïò
�+(~x). Ôüôå ãéá üëá ôá ~� ∈ K−

K− |=LP �(~�) ⇐⇒ K |= �+(~�)
K− |=LP ¬�(~�) ⇐⇒ K |= �−(~�):

• �(~x) ≡ �(~x)∧ (~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïõò �(~x)
êáé  (~x). Èåùñïýìå �+(~x) íá åßíáé ï ôýðïò �+(~x) ∧  +(~x), åíþ ùò
�−(~x) ðáßñíïõìå �−(~x) ∨  −(~x). Ïðüôå ðñÜãìáôé, ãéá üëá ôá ~� ∈ K−

K− |=LP �(~�) ⇐⇒ K− |=LP �(~�) ∧  (~�) ⇐⇒ K |= �+(~�)
K− |=LP ¬�(~�) ⇐⇒ K− |=LP ¬�(~�) ∨ ¬ (~�) ⇐⇒ K |= �−(~�):

• �(~x) ≡ �(~x) →  (~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïõò
�(~x) êáé  (~x). ÈÝôïõìå �+(~x) íá åßíáé �−(~x) ∨  +(~x) êáé �−(~x) íá
åßíáé �+(~x) ∧  −(~x). Ðáñïìïßùò Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï êáé óå áõôÞí ôç
ðåñßðôùóç.

• �(~x) ≡ ∀y�(y; ~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïí �(y; ~x).
Ðáßñíïõìå ùò �+(~x) ôïí ôýðï ∀y�+(y; ~x) êáé óôïí �−(~x) áíôéóôïé÷ïýìå
∃y�−(y; ~x). Ïðüôå ðÜëé ãéá üëá ôá ~� ∈ K−

K− |=LP �(~�) ⇐⇒ K |= �+(~�)
K− |=LP ¬�(~�) ⇐⇒ K |= �−(~�) : 2
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Ðñüôáóç 4.25. ¸óôù K ìïíôÝëï êÜðïéïõ õðïóõóôÞìáôïò ôïõ PA êáé ôï
áíôßóôïé÷ï K−, üðùò ôï ïñßóáìå óôï 4.23. Ôüôå ãéá êÜèå ôýðï �(~x),

åßôå K |= ∀~x�+(~x)
åßôå K |= ∀~x�−(~x):

Áðüäåéîç. Èá ôï äåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ôýðïõ.

• áôïìéêüò ôýðïò: �(x; y) ≡ x = y. Ôüôå

K− |=LP ∀x∀y x 6= y ⇐⇒ K |= (∀x∀y(x 6= y))+ áðü ôçí Ðñüôáóç 4.24
⇐⇒ K |= ∀x∀y(x = y)−

⇐⇒ K |= ∀x∀y x = x:

• �(~x) ≡ ¬�(~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïí �(~x). ¢ñá,

K |= ∀~x�+(~x) Þ K |= ∀~x�−(~x):

Óõíåðþò
K |= ∀~x(¬�(~x))− Þ K |= ∀~x(¬�(~x))+:

• �(~x) ≡ �(~x)∧ (~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïõò �(~x)
êáé  (~x). ¢ñá,

K |= ∀~x�+(~x) Þ K |= ∀~x�−(~x)

êáé
K |= ∀~x +(~x) Þ K |= ∀~x −(~x):

ÅÜí éó÷ýåé üôé

K |= ∀~x�+(~x) êáé K |= ∀~x +(~x) (4.6)

ôüôå áõôü óõíåðÜãåôáé

K |= ∀~x�+(~x) ∧ ∀~x +(~x):

¼ìùò áõôü ìáò äßíåé

K |= ∀~x(�+(~x) ∧  +(~x)):

Óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç, åÜí äåí éó÷ýåé äçëáäÞ ç 4.6, êáôáëÞãïõìå ðùò
éó÷ýåé

K |= ∀~x�−(~x) ∨ ∀~x −(~x): (4.7)
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Êáé áõôü ìå ôç óåéñÜ ìáò äßíåé

K |= ∀~x(�−(~x) ∨  −(~x)): (4.8)

Ðáñáôçñïýìå üôé ç óõíåðáãùãÞ 4.8 ⇒ 4.7 äåí åßíáé ðÜíôá áëçèÞò, áëëÜ
ç êáôåýèõíóç ðïõ èÝëïõìå ãéá ôçí áðüäåéîç åßíáé ðÜíôá áëçèÞò.
ÊáôÜ óõíÝðåéá äåßîáìå üôé

K |= ∀~x(�(~x) ∧  (~x))−:

• �(~x) ≡ �(~x) →  (~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïõò
�(~x) êáé  (~x). Ïðüôå ðÜëé Ý÷ïõìå

K |= ∀~x�+(~x) Þ K |= ∀~x�−(~x)

êáé
K |= ∀~x +(~x) Þ K |= ∀~x −(~x):

ÅÜí Ý÷ïõìå
K |= ∀~x�−(~x) Þ K |= ∀~x +(~x)

ôüôå áõôü óõíåðÜãåôáé

K |= ∀~x�−(~x) ∨ ∀~x +(~x):

ÄçëáäÞ äåßîáìå üôé

K |= ∀~x(�(~x) →  (~x))+:

Óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç, ðáñüìïéá äåß÷íïõìå üôé

K |= ∀~x(�(~x) →  (~x))−:

• �(~x) ≡ ∀y�(y; ~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïí �(y; ~x).
¢ñá

K |= ∀~x∀y�+(y; ~x) Þ K |= ∀~x∀y�−(y; ~x): (4.9)

Áí áëçèåýåé ç ðñþôç ðåñßðôùóç, ôüôå áõôü ìáò äßíåé

K |= ∀~x(∀y�(y; ~x))+:

ÅÜí áëçèåýåé ç äåýôåñç, ôüôå

K |= ∀~x∃y�−(y; ~x);

êáé ôüôå éó÷ýåé
K |= ∀~x(∀y�(y; ~x))−: 2
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Åßäáìå ôçí áñ÷Þ ôçò õðåñ÷åßëéóçò (ËÞììá 3.9) ãéá ôá õðïóõóôÞìáôá IΣn.
Óõíåðþò üôáí Ý÷ïõìå üëï ôï PA, éó÷ýåé ç áñ÷Þ áõôÞ ãéá üëïõò ôïõò ôýðïõò
ôçò L. Áõôü èá ìáò åßíáé ÷ñÞóéìï óôï áìÝóùò åðüìåíï èåþñçìá, óôï ïðïßï
äßíïõìå áñíçôéêÞ áðÜíôçóç óôï Ðñüâëçìá 4.21.

Èåþñçìá 4.26. ÕðÜñ÷åé LP -ìïíôÝëï ôïõ PA ôÝôïéï þóôå äåí åßíáé ôçò
ìïñöÞò M= ≡, ãéá êÜðïéï M nonstandard ìïíôÝëï ôïõ PA êáé êÜðïéá ≡
ó÷Ýóç éóïôéìßáò óôï M .

Áðüäåéîç. ¸óôù J Ýíá nonstandard ìïíôÝëï ôïõ PA êáé � êÜðïéï nonstan-
dard óôïé÷åßï ôïõ J . ÈÝôïõìå K íá åßíáé ç õðïäïìÞ ôïõ J ìå óýìðáí ôï
óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí ôéìþí p(�), êáèþò äéáôñÝ÷ïõìå üëá ôá ðïëõþíõìá
p(x) ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò. Ôüôå ï ôýðïò

�(x) := ∃y[y2 < � ∧ x < y]

ïñßæåé ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí óôï K, äéüôé êÜèå n ∈ N éêáíïðïéåß �(x), áëëÜ
äåí õðÜñ÷åé ðïëõþíõìï p(x) åðß ôïõ Z ìå K |= (p(b))2 < b êáé p(b) > N.
Óõíåðþò ôï N åßíáé ∃1-ïñßóéìï óôï K. ¼ìùò åßíáé ãíùóôü üôé

PA ` ∀z[0 < z → ∃y(y2 < z ≤ (y + 1)2)]:

Áõôü Ý÷åé ùò áðïôÝëåóìá íá óõíÜãïõìå ðùò ôï K äåí åßíáé ìïíôÝëï ôïõ
PA. Åßíáé èÝìá ñïõôßíáò íá äéáðéóôþóïõìå ðùò ôï Ê éêáíïðïéåß üëá ôá
áîéþìáôá ôïõ PA, åêôüò áðü ôï åðáãùãéêü ó÷Þìá.

Èåùñïýìå ôï K− üðùò ôï Ý÷ïõìå îáíáïñßóåé ðñïçãïõìÝíùò. Óýìöùíá
ìå ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ äþóáìå íùñßôåñá, ôï K− åðßóçò éêáíïðïéåß üëá ôá
áîéþìáôá ôïõ PA−. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ôï K− éêáíïðïéåß ôåëéêÜ üëï
ôï PA. Ãéá íá ôï äïýìå êáëýôåñá, áò ðÜñïõìå ôõ÷üíôá ôýðï �(y; ~z),êáé áò
ãñÜøïõìå ôï óôéãìéüôõðï ôçò åðáãùãÞò ãéá áõôüí ôïí ôýðï

�(0; ~z) ∧ ∀y (�(y; ~z) → �(y′; ~z)) → ∀y �(y; ~z):

¼ðùò åßäáìå óôç Ðñüôáóç 4.24, ãéá íá éó÷ýóåé óôï K− ðñÝðåé

[�(0; ~z) ∧ ∀y (�(y; ~z) → �(y′; ~z)) → ∀y �(y; ~z)]+

íá éó÷ýóåé óôï K. Ìå Üëëá ëüãéá, áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå

�(0; ~z)− ∨ ∀y [�+(y; ~z) ∨ �−(y′; ~z)] ∨ ∀y �+(y; ~z)

íá éó÷ýåé óôï K, ôï ïðïßï ðñáãìáôéêÜ éó÷ýåé, äéüôé ç Ðñüôáóç 4.25 ìáò
âåâáéþíåé ðùò ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá áðü ôá:

�(0; ~z)− êáé ∀y �+(y; ~z)
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éó÷ýåé óôï K. ÊáôÜ óõíÝðåéá, äåßîáìå üôé ôï K− åßíáé üíôùò ìïíôÝëï ôïõ
PA.

Ëïéðüí, áöïý åßäáìå üôé ôï K− åßíáé Ýíá LP -ìïíôÝëï ôïõ PA, ôþñá
èá äïýìå ðùò äåí åßíáé ôçò ãíùóôÞò ìïñöÞò: M= ≡, ãéá êÜðïéï ìïíôÝëï
M |= PA ìå êÜðïéá ó÷Ýóç ≡ éóïôéìßáò óôï M . ÐñÜãìáôé, áí õðïèÝóïõìå
ôï áíôßèåôï, êáé Ýóôù M ôÝôïéï nonstandard ìïíôÝëï. Ôüôå áðü ôçí áñ÷Þ
õðåñ÷åßëéóçò, èá Ýðñåðå íá õðÜñ÷åé êÜðïéï nonstandard óôïé÷åßï ðïõ éêáíï-
ðïéåß �(x) êáé ôï áíôßóôïé÷ï óôïé÷åßï èá éêáíïðïéïýóå ôïí ôýðï áõôü êáé èá
ðáñÝìåéíå nonstandard óôï M= ≡. Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï.

Ðüñéóìá 4.27. Ôï Ðñüâëçìá 4.21 Ý÷åé áñíçôéêÞ áðÜíôçóç.

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå ôá ìïíôÝëá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.26, K êáé K−. Ôüôå ôï
Th(K−), äçëáäÞ ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ áëçèåýïõí óôï K−,
åßíáé ìéá ðëÞñçò èåùñßá ðïõ åðåêôåßíåé ôï PA. Åðßóçò ðñïöáíþò ôï K− åßíáé
Ýíá ìïíôÝëï ôçò Th(K−), ôï ïðïßï üìùò äåí ðñïÝñ÷åôáé óýìöùíá ìå ôï
Èåþñçìá 4.26 áðü êáíÝíá nonstandard ìïíôÝëï ôçò Th(K−) ìÝóù êÜðïéáò
ó÷Ýóçò éóïôéìßáò.

Ó÷üëéï 4.28. Ôï LP -ìïíôÝëï Ê− ðïõ êáôáóêåõÜóáìå óôï Èåþñçìá 4.26,
äåí áðïôåëåß áíôéðáñÜäåéãìá óôçí Åéêáóßá 4.20, äéüôé íáé ìåí äåßîáìå ðùò
åßíáé ìïíôÝëï ôïõ PA, áëëÜ åßíáé Üãíùóôï áêüìá áí õðÜñ÷åé êÜðïéá ðëÞñçò
åðÝêôáóç ôïõ PA ðïõ íá éêáíïðïéåßôáé áðü ôï Ê−.

Ó÷üëéï 4.29. Áîßæåé åðßóçò íá ðñïóèÝóïõìå ðùò ôï åðáãùãéêü óôéãìéüôõðï

[�+(0) ∧ ∀y(�+(y) → �+(y′)) → ∀y�+(y)]

åßíáé áêñéâþò ôï ßäéï (ôáõôßæåôáé äçëáäÞ) ìå ôï áíôßóôïé÷ï (êëáóóéêü) åðá-
ãùãéêü óôéãìéüôõðï ôïõ �(x).

4.5 ÓõíÝðåéåò ôçò åéêáóßáò ôïõ G. Priest

¢ëëç ìéá ðñïóÝããéóç ðïõ êÜíáìå ðñïò ôçí (áñíçôéêÞ) åðßëõóç ôçò Åéêá-
óßáò 4.20, åßíáé íá åñåõíÞóïõìå ôéò ðéèáíÝò (áêñáßåò) óõíÝðåéåò ðïõ ðñïêý-
ðôïõí åÜí äå÷ôïýìå ôçí åéêáóßá. Ìå áõôüí ôïí óêïðü ëïéðüí óõíå÷ßæïõìå ìå
ìéá íÝá êáôáóêåõÞ ìéáò LP -äïìÞò.

¸óôù M Ýíá nonstandard ìïíôÝëï ôïõ PA, êáé a ∈ M ìå N < a.
ÈÝôïõìå K = aN êáé ïñßæïõìå ôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç éóïôéìßáò ∼ óôï M :
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c ∼ d ⇐⇒




c = d < aN
Þ

aN < c; d

ÄçëáäÞ ôï M= ∼ ìïéÜæåé íá åßíáé óáí ôï K ìå Ýíá åðéðëÝïí óôïé÷åßï,
áò ôï ðïýìå ∞, `êïëëçìÝíï' óôçí êïñõöÞ ôïõ Ê . Óýìöùíá ìå ôïí Priest,
îÝñïõìå üôé ðñüêåéôáé ãéá Ýíá LP -ìïíôÝëï ôçò èåùñßáò Th(N). Åðßóçò ï
ôñüðïò ïñéóìïý ôïõ ìáò åîáóöáëßæåé Üðåéñï ôï ðëÞèïò ðõñÞíùí. ¼ëïé ïé
ðõñÞíåò åßíáé ìç ãíÞóéïé, åêôüò áðü ôïí ôåëåõôáßï, ðïõ åßíáé ï ìïíáäéêüò
ãíÞóéïò ðõñÞíáò, êáé ìÜëéóôá åßíáé êáé ìïíïóýíïëï.

Ìðïñïýìå íá äþóïõìå êáé êáôÜëëçëç åñìçíåßá óôéò óõíáñôÞóåéò +;×;′
ôïõ M= ∼, üðùò êáé ôéò åêôÜóåéò ôùí = êáé 6= ìÝóá óôï K. Ãéá ôçí áêñßâåéá,
äåß÷íïõìå ôï åîÞò ëÞììá.

ËÞììá 4.30. Ãéá ïðïéïíäÞðïôå ôýðï �(~x) õðÜñ÷ïõí ôýðïé �+(~x); �−(~x) ôÝ-
ôïéïé þóôå ãéá üëåò ôéò n-Üäåò c1; : : : ; cn ∈M= ∼,

M= ∼|=LP �(c1; : : : ; cn) ⇐⇒ K |= �+(ċ1; : : : ; ċn);

M= ∼|=LP ¬�(c1; : : : ; cn) ⇐⇒ K |= �−(ċ1; : : : ; ċn);

üðïõ ċ åßíáé ï êùäéêüò óôï K ãéá ôï c ∈ M (ãéá ðáñÜäåéãìá ìðïñïýìå íá
èåùñÞóïõìå ∞̇ = 〈1; 0〉, ḃ = 〈0; b〉 ãéá b ∈ K).

Áðüäåéîç. ¼ðùò ðÜíôá, ìå åðáãùãÞ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ôýðïõ.

• Áôïìéêüò ôýðïò: �(x; y) ≡ x = y. Ôüôå èÝôïõìå �+(x; y) íá åßíáé ï
ôýðïò x = y, åíþ �−(x; y) åßíáé (x 6= y) ∨ (x = 〈1; 0〉) ∨ (y = 〈1; 0〉).
¸ôóé, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ M=∼, Ý÷ïõìå üôé ãéá êÜèå c1; c2 ∈M=∼

M=∼ |=LP c1 = c2 ⇐⇒ c1 = [b] = c2 ãéá êÜðïéï b ∈ K Þ c1 = ∞ = c2
⇐⇒ K |= ċ1 = ċ2
⇐⇒ K |= �+(ċ1; ċ2)

êáé

M=∼ |=LP c1 6= c2 ⇐⇒ c1 = [b1]; c2 = [b2] êáé åßôå b1; b2 ∈ K êáé b1 6= b2
Þ b1 =∈ K Þ b2 =∈ K

⇐⇒ ċ1 6= ċ2 Þ ċ1 = ∞ Þ ċ2 = ∞
⇐⇒ K |= �−(ċ1; ċ2):
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• �(~x) ≡ ¬�(~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïí �(~x). Ïðüôå
õðÜñ÷ïõí �+(~x) êáé �−(~x) ôÝôïéïé þóôå ãéá üëá ôá ~� ∈ K−

K− |=LP ¬¬�(~�) ⇐⇒ K |= �+(~�)

K− |=LP ¬�(~�) ⇐⇒ K |= �−(~�):

ÈÝôïõìå �+(~x) íá åßíáé �−(~x) êáé �−(~x) íá åßíáé �+(~x). ¸ôóé Ý÷ïõìå
ãéá üëá ôá ~� ∈ K−

K− |=LP �(~�) ⇐⇒ K |= �+(~�)

K− |=LP ¬�(~�) ⇐⇒ K |= �−(~�):

• �(~x) ≡ �(~x)∧ (~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïõò �(~x)
êáé  (~x). Áêïëïõèïýìå ôçí ßäéá ëïãéêÞ ìå ôçí Ðñüôáóç 4.24, äçëáäÞ
èÝôïõìå �+(~x) íá åßíáé �+(~x) ∧  +(~x) êáé �−(~x) åßíáé �−(~x) ∨  −(~x).
Ãéá áõôÞí ôçí åñìçíåßá Ýðåôáé ðùò ãéá üëá ôá ~� ∈ K−

K− |=LP �(~�) ⇐⇒ K− |=LP �(~�) ∧  (~�) ⇐⇒ K |= �+(~�)

K− |=LP ¬�(~�) ⇐⇒ K− |=LP ¬�(~�) ∨ ¬ (~�) ⇐⇒ K |= �−(~�):

• �(~x) ≡ �(~x) →  (~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïõò �(~x)
êáé  (~x). Ïìïßùò èÝôïõìå �+(~x) íá åßíáé �−(~x) ∨  +(~x) êáé �−(~x) íá
åßíáé �+(~x) ∧  −(~x), êáé ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï.

• �(~x) ≡ ∀y�(y; ~x), ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç íá éó÷ýåé ãéá ôïí ôýðï
�(y; ~x). Èåùñïýìå �+(~x) íá åßíáé ï ôýðïò ∀y�+(y; ~x), åíþ ï ôýðïò
�−(~x) íá åßíáé ∃y�−(y; ~x). Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ðùò êáé óå áõôÞí
ôç ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï. 2

Ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò, ðáñáèÝôïõìå áõôÜ ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå ãéá ôçí Ýí-
íïéá ôçò ôïðéêÞò ðáñÜëåéøçò ôýðùí, äéüôé èá ðáßîåé óçìáíôéêü ñüëï óôá ðá-
ñáêÜôù.

Óõìâïëéóìüò. Ìå Σ(x1; : : : ; xn) óõìâïëßæïõìå Ýíá óýíïëï ôýðùí ôçò L,
ôùí ïðïßùí üëåò ïé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé åßíáé áíÜìåóá
óôéò x1; : : : ; xn.

Ïñéóìüò 4.31. 1. ¸óôù T ìéá èåùñßá êáé Ýóôù '(x1; : : : ; xn) Ýíáò ôýðïò.
ËÝìå üôé ï '(x1; : : : ; xn) åßíáé óõíåðÞò (óõìâáôüò) ìå ôçí Ô áí ôï
óýíïëï Ô ∪ '(x1; : : : ; xn) åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. ÄçëáäÞ,
õðÜñ÷åé êÜðïéï ìïíôÝëï A êáé êÜðïéá a1; : : : ; an ∈ |A| ôÝôïéá þóôå

A |= T ∪ '(a1; : : : ; an):
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2. ËÝìå üôé ìéá äïìÞ éêáíïðïéåß ôï Σ(x1; : : : ; xn) áí õðÜñ÷åé êÜðïéá n-Üäá
a1; : : : ; an ∈ |A| ôÝôïéá þóôå

A |= '(a1; : : : ; an); ãéá êÜèå ' ∈ Σ:

3. ËÝìå üôé ìéá äïìÞ ðáñáëåßðåé ôï Σ(x1; : : : ; xn) áí äåí ôï éêáíïðïéåß.

Áöïý äþóáìå ôïõò åðéìÝñïõò áðáñáßôçôïõò ïñéóìïýò, åßìáóôå óå èÝóç íá
ðïýìå ôé óçìáßíåé ãéá ìéá èåùñßá íá ðáñáëåßðåé êÜðïéï óýíïëï ôýðùí.

Ïñéóìüò 4.32. ¸óôù T ìéá èåùñßá êáé Ýóôù Σ = Σ(x1; : : : ; xn) Ýíá óýíïëï
ôýðùí, üðùò ôï ðåñéãñÜøáìå óôï óõìâïëéóìü ðñïçãïõìÝíùò. ËÝìå üôé ç Ô
ôïðéêÜ ðáñáëåßðåé ôï Σ áí ãéá êÜèå ôýðï '(x1; : : : ; xn) ðïõ åßíáé óõíåðÞò ìå
ôçí Ô õðÜñ÷åé � ∈ Σ ôÝôïéïò þóôå ' ∧ ¬� óõíåðÞò ìå ôçí Ô.

¸íá áðü ôá äïìéêÜ èåùñÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôçí ðáñÜëåéøç ôïõ Σ åßíáé ôï
åðüìåíï èåþñçìá. Ôçí áðüäåéîÞ ôïõ üðùò êáé Üëëåò åðéðëÝïí ðëçñïöïñßåò
ðåñß ðáñÜëåéøçò ôýðùí ìðïñåß êáíåßò íá âñåß óôï 2.2 ôïõ [CK90].

Èåþñçìá 4.33 (Èåþñçìá ðáñÜëåéøçò ôýðùí). ¸óôù Ô ìéá óõíåðÞò èåùñßá
óå ìéá áñéèìÞóéìç ãëþóóá L, êáé Ýóôù Σ = Σ(x1; : : : ; xn) Ýíá óýíïëï ôýðùí.
ÅÜí ç Ô ôïðéêÜ ðáñáëåßðåé ôï Σ, ôüôå ç Ô Ý÷åé áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï ðïõ
ðáñáëåßðåé ôï Σ.

Ãõñßæïõìå ôþñá óôï æçôïýìåíï ìáò: íá ìåëåôÞóïõìå ìéá áðü ôéò óõíÝðåéåò
áðïäï÷Þò ôçò Åéêáóßáò ôïõ Priest. Ãéá ôï ìïíôÝëï M= ∼ ðïõ ïñßóáìå óôçí
áñ÷Þ áõôÞò ôçò åíüôçôáò, îÝñïõìå (âëÝðå ËÞììá 4.4) üôé M= ∼|=LP Th(M).
Áõôü üìùò ðñïêáëåß ìåãÜëç Ýêðëçîç, äéüôé K Ý÷åé (óõãêñéôéêÜ ìå ôï PA)
\öôù÷Þ" äïìÞ. Öáßíåôáé ðùò üëï êáé êÜôé ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ãýñù áðü ôï K
(êÜðïéá óõíÝðåéá ãéá ðáñÜäåéãìá) ðïõ íá ìáò ïäçãÞóåé óôçí âåâáéüôçôá ðùò
ôï \K ìå ∞ óôçí êïñõöÞ ôïõ " äåí åßíáé äõíáôüí íá ðñïÝñ÷åôáé áðü ìïíôÝëï
ôïõ PA ìÝóù ó÷Ýóçò éóïôéìßáò.

Áðü ôçí Üëëç, áí êñáôÞóïõìå ôçí èåùñßá ôïõ K ùò Ý÷åé êáé äßíïíôáò ôçí
åñìçíåßá ôçò Ðñüôáóçò 4.24, äçëáäÞ åñìçíåýïíôáò ôïí � ìå ôïõò �+ êáé �−,
èá ðñÝðåé íá åßìáóôå óå èÝóç íá êñáôÞóïõìå üëç ôç èåùñßá Th(M) ìÝóá óôï
LP -ìïíôÝëï \K ìå ∞ óôçí êïñõöÞ ôïõ".

Óõìâïëéóìüò. Ìå (PC) óôçí áñ÷Þ ôïõ èåùñÞìáôïò, åííïïýìå ðùò õðï-
èÝôïõìå ôçí èåôéêÞ åðßëõóç ôçò Åéêáóßáò 4.20 êáé ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå ùò ãå-
ãïíüò.

Ôï èåþñçìá êáé ôï ðüñéóìá ðïõ áêïëïõèïýí Ý÷ïõí óôü÷ï ôçí áíÜäåéîç
óõíåðåéþí ôçò (PC), ïé ïðïßåò `öáéíïìåíéêÜ' ìïéÜæïõí íá åßíáé áäýíáôåò.
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ÄçëáäÞ, áí ãéá ðáñÜäåéãìá, äåßîïõìå üôé ç (PC) óõíåðÜãåôáé ôçí èåôéêÞ
åðßëõóç ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 1.39 ôüôå åßíáé `ó÷åäüí óßãïõñï' üôé ç (PC) äåí
åßíáé áëçèÞò.

Èåþñçìá 4.34. (PC) ¸óôù M |= Th(N), K ôõ÷üí áñ÷éêü ôìÞìá6 ôïõ Ì
êáé ~a ∈ K. Ôüôå ãéá ôõ÷ïýóá äïìÞ H êáé ôõ÷üíôá ~b ∈ H:
áí 〈H;~b〉 ≡ 〈K;~a〉 ôüôå õðÜñ÷åé êÜðïéá äïìÞ G ôÝôïéá þóôå H ⊆e G ≡M:

Áðüäåéîç. Ãéá ëüãïõò óõíôüìåõóçò èÝôïõìå Ô = Th(N).
¼ôáí K = N, ôüôå ïõóéáóôéêÜ

〈H;~b〉 ≡ 〈K;~a〉 ≡ N:
ÊáôÜ óõíÝðåéá H |= T êáé Üñá ôï æçôïýìåíï G åßíáé ôï Ç .

Áò õðïèÝóïõìå üôé éó÷ýåé ç PC êáé Ýóôù Ê nonstandard áñ÷éêü ôìÞìá
ôïõ Ì . ¸óôù ~a ∈ K ⊆e M êáé Ýóôù 〈H;~b〉 ≡ 〈K;~a〉 ãéá êÜðïéá äïìÞ H
êáé êÜðïéá ~b ∈ H. Ìðïñïýìå íá åñìçíåýóïõìå ôá LP -ìïíôÝëá 〈K;~a;∞〉,
〈H;~b;∞〉 óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 4.30. Ç åñìçíåßá áõôÞ ìáò äßíåé ôç óôïé-
÷åéþäç éóïäõíáìßá ôùí LP -ìïíôÝëùí 〈K;~a;∞〉 ≡ 〈H;~b;∞〉. ¢ñá êáé ç
LP -äïìÞ 〈H;~b;∞〉 åßíáé ìïíôÝëï ôçò Ô, ïðüôå ëüãù ôçò PC Ý÷ïõìå üôé
ôï 〈H;~b;∞〉 åßíáé ôçò ìïñöÞò G=∼ ãéá êÜðïéï ìïíôÝëï G ôçò T êáé ∼ êÜðïéá
ó÷Ýóç éóïôéìßáò óôï G. Ðáñáôçñïýìå üôé ôï H ðñÝðåé íá åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá
ôïõ G, äéüôé äéáöïñåôéêÜ G=∼ |=LP c 6= c ãéá êÜðïéï c ∈ H. ¢ñá ôï G åßíáé
ôï æçôïýìåíï ìïíôÝëï ôïõ Ô, äéüôé ôï Ô åßíáé ðëÞñçò èåùñßá êáé áõôü Ý÷åé
ùò óõíÝðåéá G ≡M .

Ðüñéóìá 4.35. (PC) Ãéá äïóìÝíï m ∈ N êáé K ôõ÷üí áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ
Ì |= Th(N) õðÜñ÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ôýðùí �1; �2; : : : ; �n ôÝôïéï
þóôå ãéá êÜèå e1; e2; : : : ; em < a ∈ K, íá õðÜñ÷åé 1 ≤ i ≤ n ôÝôïéïò þóôå:

ãéá üëïõò ôïõò ∆0 ôýðïõò �(z; x1; x2; : : : ; xm) éó÷ýåé üôé

K |= �(a; e1; e2; : : : ; em) ⇐⇒ K |= �i(p�q; a; e1; e2; : : : ; em):

Áðüäåéîç. ¼ôáí K = N, ôüôå ôï ðüñéóìá éó÷ýåé ôåôñéììÝíá. Ïðüôå õðïèÝ-
ôïõìå üôé ôïÊ åßíáé Ýíá nonstandard áñ÷éêü ôìÞìá ôïõM êáé e1; e2; : : : ; em <
a ∈ K. Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï óýíïëï Σ(x; ~y; z) áðü ôýðïõò:

{ p�(x; ~y)q ∈ z ↔ Sat0(p�q; a; ~e) | �(x; ~y) åßíáé standard ôýðïò };
üðïõ p�(x; ~y)q åßíáé ï êùäéêüò G�odel ôïõ �(x; ~y) (ëåðôïìÝñåéåò ðåñß êùäéêï-
ðïßçóçò êáôÜ G�odel õðÜñ÷ïõí ãéá ðáñÜäåéãìá óôï [HP93]) êáé Sat0 åßíáé ï
∆0-ðëÞñçò ôýðïò ðïõ ïñßóáìå óôçí §1.6.

6Ï ïñéóìüò ôïõ áñ÷éêïý ôìÞìáôïò Ý÷åé äïèåß óôçí §1.2.
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Ôï óýíïëï Σ(x; ~y; z) éêáíïðïéåßôáé óôï 〈M;a;~e〉, äéüôé Ì åßíáé ìïíôÝëï
ôïõ Ô êáé áõôü ìáò åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç ôïõ êùäéêïý z. Ï êùäéêüò áõôüò
ìðïñåß íá åßíáé ïóïäÞðïôå ìéêñüò (nonstandard) êáé Ý÷ïõìå üôé K ⊆e M ,
Üñá ôï Σ(x; ~y; z) éêáíïðïéåßôáé êáé óôï 〈K; a;~e〉.

Áò ðÜñïõìå ôõ÷üí ìïíôÝëï 〈H; a;~e〉 ôçò Th(K; a;~e), äçëáäÞ 〈K; a;~e〉 ≡
〈H; a;~e〉: Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 4.34 Ý÷ïõìå ðùò ôï H ðñÝðåé íá åßíáé
áñ÷éêü ôìÞìá êÜðïéïõ G ≡M . ¢ñá êáôáñ÷Üò a;~e ∈ G.

Åðßóçò Ýðåôáé ðùò ôï Σ(x; ~y; z) éêáíïðïéåßôáé óôï 〈G; a;~e〉, ïðüôå éêáíï-
ðïéåßôáé êáé óôï 〈H; a;~e〉 ãéá ßäéïõò ëüãïõò ðïõ äþóáìå óôçí ðåñßðôùóç ôïõ
〈K; a;~e〉.

Óõìðåñáßíïõìå üôé üëá ôá ìïíôÝëá ôçò Th(K; a;~e) éêáíïðïéïýí ôï Σ(x; ~y; z).
ÊáôÜ óõíÝðåéá, áðü ôï Èåþñçìá 4.33 Ýðåôáé üôé ôï Σ(x; ~y; z) äåí ðáñáëåßðåôáé
áðü ôï Th(K; a;~e). ¢ñá õðÜñ÷åé êÜðïéïò ôýðïò  (x; ~y; z) ôÝôïéïò þóôå

∃z  (a;~e; z) ∈ Th(K; a;~e)
êáé ãéá êÜèå ∆0 ôýðï �(x; ~y), ç ðñüôáóç

∀z [ (a;~e; z) → (p�(x; ~y)q ∈ z ↔ Sat0(p�q; a; ~e))]

áíÞêåé óôï Th(K; a;~e).
¸óôù �a;~e(w; x; ~y) ï ôýðïò

∃z [ (x; ~y; z) ∧ w ∈ z]:
Ôüôå Ý÷ïõìå ðùò ãéá üëïõò ôïõò ∆0 ôýðïõò �(x; ~y) éó÷ýåé ôï áêüëïõèï

�a;~e(p�(x; ~y)q; a; ~e) ∈ Th(K; a;~e) ⇐⇒ 〈K; a;~e〉 |= �(a;~e):

Ðáñáôçñïýìå ðùò ï ôýðïò �a;~e åîáñôÜôáé áðü ôá ~e êáé a. ¼ìùò åÜí
óôáèåñïðïéÞóïõìå ôï ðëÞèïò m ôùí ~e < a ôüôå êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï óý-
íïëï áðü ôïõò �a;~e èá ðåñéÝ÷åé \ïñéóìïýò áëÞèåéáò" ðïõ èá äïõëåýïõí ãéá
üëá ôá e1; : : : em < a, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí ïé �1; : : : ; �n ôÝôïéïé þóôå ãéá êÜèå
e1; e2; : : : ; em < a ∈ K õðÜñ÷åé 1 ≤ i ≤ n ìå ôçí éäéüôçôá:

ãéá üëïõò ôïõò ∆0 ôýðïõò �(z; x1; x2; : : : ; xm),

K |= �i(p�q; a; e1; e2; : : : ; em) ⇐⇒ Ê |= �(a; e1; e2; : : : ; em):

ÐñÜãìáôé, áí õðïèÝóïõìå üôé äåí õðÜñ÷åé ôÝôïéï ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ðïõ
éó÷õñéæüìáóôå, ôüôå êáé óôç äïìÞ ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï õðåñãéíüìåíï (âëÝðå
[CK90]) ôùí äïìþí 〈K; a;~e〉 (ìå äåßêôç íá äéáôñÝ÷åé ôá ~e) äåí èá õðÞñ÷å
ôÝôïéï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáé áõôü Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôï PC. Ïìïßùò
ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ðùò ôåëéêÜ ïé �i ìðïñïýí íá åðéëåãïýí áíåîÜñôçôá áðü
ïðïéáäÞðïôå ðëÞñç åðÝêôáóç T ôïõ PA. ¢ñá Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï.
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Óôï ðáñáðÜíù Ðüñéóìá äåßîáìå ôçí ýðáñîç ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ \ïñé-
óìþí áëÞèåéáò." ¸íá åðüìåíï âÞìá èá åßíáé íá äåßîïõìå ôçí ýðáñîç ìïíï-
óõíüëïõ, äçëáäÞ íá êáôáëÞîïõìå óôçí ýðáñîç åíüò \ïñéóìïý áëÞèåéáò," ôïõ
�. ÁëëÜ êáé ç ýðáñîç ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ \ïñéóìþí áëÞèåéáò" öáßíåôáé
íá ìçí åßíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìç. Ï ëüãïò åßíáé ðùò üôáí Ê äåí åßíáé êëåéóôü
ùò ðñïò ôï åêèåôéêü, äåí õðÜñ÷åé Ýíäåéîç ãéá ôïí ôñüðï ðïõ èá ìðïñïýóáìå
íá ïñßóïõìå ôçí \áëÞèåéá" ìÝóá óôï Ê . Áí ôï óýíïëï ôïõ Ðïñßóìáôïò 4.35
áðïäåé÷èåß íá åßíáé ìïíïóýíïëï, ôüôå ç èåôéêÞ åðßëõóç ôçò Åéêáóßáò 4.20 èá
Ý÷åé ùò óõíÝðåéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.43 ÷ùñßò íá õðïèÝóïõìå üôé
ôï Ðñüâëçìá 1.39 Ý÷åé èåôéêÞ ëýóç. Ðéóôåýåôáé üìùò áðü ðïëëïýò ðùò ôï
óõìðÝñáóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.43 åßíáé \áðßèáíï" íá éó÷ýóåé êáé áõôüò åßíáé
ï ëüãïò ðïõ ðéóôåýïõìå óôçí áñíçôéêÞ åðßëõóç ôçò Åéêáóßáò 4.20.
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